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CONDITION D’EQUILIBRE DU DOUBLE CONE SUR DEUX DROITES

CONCOURANTES ET EGALEMENT INCLINEES SUR LE PLAN
HORIZONTAL ;
Par M. Hewxer FLEURY.

On sait qu’abstraction faite du froticment, un corps,
soumis & la seule action de la pesanteur, ne saurait étre
en équilibre ni remonter sur un plan incliné; cependant
on voit, dans quelques cabinets de physique, deux appa-
reils présentant des phénoménes qui semblent contredire
ce principe. Le premier est un cylindre de bois qui, en
roulant sur sa surface convexe, remonte un plan incliné:
le cylindre renferme une masse de plomb située prés de
cette surface. On comprend que le mouvement ascendant
du corps surle plan est dit a la position du centre de gra-
vité et au frottement.

Le second appareil est un double cone qui roule en re-
montant sur deux droites concourantes et également in-
clinées sur le plan horizontal. Le double céne remonte sur
ces droites en ce sens que les points ou il s’appuie sur elles,
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¢'élévent pendant le mouvement : dans le fait, le corps
descend ens’cngageant entre ces deux droites, qui servent
a en diriger le mouvement, et auxquelles je donnerai,
pour cela, le nom de directrices.

Mais pour que le double cone présente ce phénoméne
paradoxal , il faut que I'angle des directrices ct leur incli-
naison sur le plan horizontal soient pris de grandeur con-
venable ; car si, sans faire varier I'angle de ces droites,
on augmente suffisamment leur inclinaison sur le plan
horizontal,, on verra le corps sc mouvoir en sens contraire.
Or, le mouvement pouvant avoir liecu dans 1'un ou I'autre
sens, suivant la grandeur de cette inclinaison, on com-
prend que pour une certaine valeur intermédiaire, le corps
restera cn équilibre sur les deux directrices, et la ques-
tion que je me propose ici consiste a trouver I'expression
analytique de la condition de cet équilibre entre les varia-
bles dont il dépend.

Il faut bien remarquer que le frottement n’entre pour
rien dans I'équilibre dont nous nous occupons contrai-
rement a ce qui a lieu pour tout équilibre d’un corps
pesant sur un plan incliné; ainsi, quoique les deux di-
rectrices déterminent un plan incliné, le corps ne saurait
Ctre considéré comme posé sur ce plan, mais bien sur les
deux plans tangents au céne conduits suivant ces droitcs.
Le cas d’équilibre répondrait & celui ou I'intersection de
ces plans serait horizontale, et cette condition exprimdée
analytiquement donnerait la formule cherchée. Mais on
peut arriver au méme résultat de bien des maniéres diflé-
rentes, et je m’arréterai aux deux suivantes:

1°. D’abord je dis qu'il est nécessaire et suffisant pour
Péquilibre, que la verticale menée par le centre de gravité
du corps, supposé homogéne et placé symétriquement par
rapport aux deux directrices, rencontre la droite qui joint
les points de contact. Cette condition est nécessaire,
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puisque si la force qui représente le poids du corps ne
rencontrait pas cette droite, elle ne pourrait pas s’y dé-
truire entiérement; car deux points fixes, susceptibles
d’une résistance indéfinie en tout sens, ne pouvant dé-
truire une force qu’autant que celle-ci est dans un méme
plan avec eux, a plus forte raison en est-il ainsi de nos
points de contact, dont chacun ne peut opposer qu’une
résistance normale & la directrice correspondante. En se-
cond lieu, cette condition est suffisante, puisqu’on re-
connait 4 priori qu'il y a toujours un cas d’équilibre pos-
sible, ct que cet équilibre ne saurait exister quand la

rencontre n’a pas lieu. .
L ]

Fig 1.

Je prendrai pour axe des z I'axe méme du céne, pour
axe des y le diamétre vertical de sa base, et pour axe des x
le diamétre horizontal de cette méme base. Je représen-
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terai par m I'angle que fait I'axe du cone avec sa généra-
trice, par « l'inclinaison du plan des directrices AB, AC
sur le plan horizontal, et par & la moitié de I'angle des
plans verticaux menés suivant ces droites.

Cela posé, soient P ( fig. 1) un point quelconque de la
surface du céne, et F' sa projection sur I'axe des z. La
génératrice -SP faisant avec cet axe un angle que nous
avons désigné par m, on a

FP = SF tangm, ou FP = (k—z)tangm,

en appelant 4 la hauteur du cone; mais on a aussi
. —2
FP =%+ %,
donc

e (/z-—z)"tz;ng“m.

Cette relation ayant lieu pour un point quelconque de
la surface du cone, est 'équation’méme de cette surface.

Pour avoir I'équation du plan vertical ACH, M un de
ses points, M’ la projection de ce point sur la base du céne,
et M'K perpendiculaire a D'intersection AD des deux
plans verticaux. L’angle MKM’ sera celui que nous avons
désigné par 6, et I'on aura

MM = M'K. tang 6;
mais on a aussi
MM =2z, MK=I+az,

en représentant par ! la distance du centre a la verti-
cale AD, donc

z = (! + z) tang 6.

Telle est 'équation du plan AH.

Sil'ony joint celle du cone, elles représenteront simul-
tanément leur commune intersection.
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L’élimination de z entre ces deux équations donne I'é-

quation de la projection de cetie courbe sur le plan de la
base; on trouve ainsi

2y = tang'm (h* 4- tang?6 (I + x ' — 2k tang 6 (1 4~ x)

Si 'on y fait x = o, on obtiendra pour y I'ordonnée du
point ou I'ellipse que représente cette équation est ren-

contrée par la verticale menée du centre du corps. Cette
valeur de y est

tang m ({ tang6 — &),
La tangente menée a cette ellipse par le point
(=0, y=tangm ({tang§ — £))

fait précisément avec I'axe des x, ou avec le plan hori-
zontal , I'angle que nous avons désigné par o« ; et 'on sait
qu'on obtient la tangente trigonométrique de I'angle
que cette droite fait avec I'axe des x, en prenant la dé-
rivée de y par rapport & x dans 'équation de la courbe,
et substituant aux coordonnées courantes celles du point
de contact. Or I'équation (1) donne

dy _ tang’ mtang 6 (ltang® 4 xtang€ — k) — x
dz ‘g ’

qui devient

dy __ tang'mtang6(/lang€ — &)

dz~ tangm (ltang6 — k)
ou
dy )
= tang m tang 6,

quand on y fait

x=0 et y=—tangm (ltang8— k);

o
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on a donc
tang « = tang m tang 6.

Telle est la relation trés-simple qui exprime la condi-
tion nécessaire et suffisante entre les trois angles m, a et 6,
pour Péquilibre du double céne sur deux droites qui se
rencontrent et qui font un méme angle avec le plan hori-
zontal.

Fig o.

Au lieu de €, on pourrait donner le demi-angle & des
deux directrices , et au licu de «, I'angle @ que fait cha-
cune d’elles avec le plan horizontal.

Pour découvrir ce que devient alors la relation trouvée
plus haut, soient AV ( fig. 2) l'intersection du plan des
deux directrices avec le plan horizontal mené par leur
point de rencontre; AR Tintersection de ce plan hori-
zontal avec le plan vertical conduit suivant la direc-
trice AC; ASI'intersection du méme plan horizontal avec
le plan vertical mené par la bissectrice AT de I'angle des
deux directrices. Joignons ensuite , par des arcs de grands
cercles, les points ou ces droites percent la surface d'une
sphére décrite du point A; on aura

CVR=2, CR=a, RS=8, CT=10,
T

RV 6=¢, CVe=r—b=210.
2 2
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Maintenant le triangle sphérique CRV, rectangle en R,
donne

tanga’ tang a
tanga —= ———; ou tang«x = :
sin 6 cos 6
, cosb . sin &
cos § = ou sing = ;
cosa cosa .
. ,, Sina sin @
sin & = — on ¢osbh—= ——-
sin a sin a

De ces trois équations et de tang « = tang mtang 6, on
déduit
tanga  tanga __ sina sin «

t _— = - = —
ang m tang 6 sin 6 sinb ~ tangb

Si I'angle m a une valeur supérieure a celle qui lui
est assignée par cette formule, le double cone remontera
sur les deux directrices en s'éloignant de leur point de
rencontre; dans le cas contraire , il roulera en sens opposé.

On peut d'ailleurs prouver que la relation

tang @

tang m — . - ..
J sin 6 ’ e

que nous venons d’établir, se rapporte bien au cas d'équi-
libre. En effet, si I'on cherche la distance de I'axe du
cone au plan horizontal conduit parle point de rencontre
des deux directrices, on voit que, dans ce cas, elle est
égale a la verticale IN ( fig. 1) menée par lc point de
contact J, entre cet axe et I’horizontale AN. Or,

.
IN =1J + JN =Sl tang m + AN.tange;
d’autre part, on a
Ol=/h—Sl et OL=AN.siné,
. dou
h — SI = AN sin 5.
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Reportant la valeur de SI tirée de cette derniére équation
dans

IN = SI tang m + AN tanga,
on obtient

IN = /i tangm + AN (tanga — sin6 tang m ),

relation qui, a cause de

tang a
sin 6

tang m =

se réduit a
IN = A tang m.

La valeur de 1N est donc constante. Ainsi, toutes les fois
que notre formule sera vérifiée, la distance du centre de
gravitédu double céne au plan horizontal restera la méme,
quelque part qu’on le place sur les directrices. Il ne pourra
donc tendre & se mouvoir d'un coté plutét que du coté
opposé

2°. Pour donner une seconde solution de la méme
quest.ionE je démontrerai d’abord que, pour Iéquilibre,
il est suffisant et nécessaire que le plan qui passe par le
centre et les deux points de contact soit vertical. En effet,
ce plan étant vertical, la force p, que je suppose repré-
senter le poids du corps, y sera comprise. Si par les points
de contact nous menons dans ce plan des perpendicu-
laires aux génératrices correspondantes , elles seront aussi
normales aux plans tangents conduits suivant les direc-
trices, et, par conséquent, aux directrices elles-mémes,
et, de plus, elles se rencontreront en un point de la di-
rection de la force p. Cette force pourra donc se décom-
poser en deux autres, dirigées suivant ces normales et
détruites par les points de contact. Il est donc établi que,
pour D'équilibre, il suffit que le plan mené par le centre
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du corps et les deux points ou il s’appuie sur les direc-
trices, soit vertical. J'ajoute que cette condition est né-
cessaire; car si ce plan, au lieu d’étre vertical, faisait
un certain angle i avec la direction de la force p, cette
force pourrait se décomposer en deux autres, l’une
normale au plan et I'autre située dans ce plan : celle-ci
pourrait étre remplacée par deux forces qui iraient se
détruire aux points de contact, comme il vient d’étre
expliqué plus haut; I'autre, dont la valeur serait p sin 7,
donnerait lieu & un couple qui ferait tourner le corps et
aurait pour moment p (2 — z) sin i tang m, le z se rap-
portant ici au point ou la directrice touche le cone.

Reprenons donc le cas ou le plan est vertical : la direc-
trice AC et la composante correspondante de la force p
étant perpendiculaires entre elles, si I’on multiplie I'un
par l'autre les cosinus que leurs directions font avec cha-
cun des axes des coordonnées, on obtiendra trois pi‘odtlits
dont la somme devra étre nulle; mais on voit tout d’a-
bord que le produit relatif a Paxe des x sera nul lui-méme,
puisque la direction de la composante est perpendiculaire
a cet axe. Les cosinus des angles que la directrice AC fait
avec les deux autres axes ont pour valeurs — sina et sin b;
ceux qui se rapportent a la composante de la force sont
cos m et sin m; donc

sin b sinm — sina cosm = o,
d’ou
sin a

tang m — -
g 10

.

w
ol

C’est la relation que nous avions déja trouvée,, par-une
autre voie, entre les trois angles m, a et 5.



