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RELATION ENTRE LE VOLUME D'UN TETRAEDRE ET LA NORME
DE S% SURFACE;

D’aprrs M. SYLVESTER.

( Cambridge and Dublin mathematical Journal, mai 1853."

1. Notation: a, b, c, d, sommets du tétraédre;

ab, ac, ad, be, bd, cd, six arétes du tétraédre;

V = volume du tétraédre.

On supprime partout les facteurs numériques; ils n’ont
aucune influence sur les raisonnements qui suivent :
%:(bcd)’, % = (ucd )*, % = (abd)?, ?6 = (abc)*;
N = norme de F%—i— G%—l— H‘7 -+ K% = norme de la surface

du tétraédre.

8 T == (be) 4 (cd )4 (db Y — (be)? (ed):

— 2 (cd)t (db):— 2 (db) (be);

- G =(ac) + (cd) + (da)'— 2({ac)* (cd )
— 2(ed ) (da)!— 2(da*) {ac?);

— = ({lb)4+ (bd)+ (da)— 2((15)‘(1)(1)2
— 2(bd ) (da ) — 2 (da)*(ab)?;

— K = (ab) 4 (be) + (ca ) — 2(ab)* (be
— 2{bc) (ca)—a(ca) (ab).
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* = déterminant.
o.ab'. ac’.ad*. 1
bar. o. bet. bd*. 1
ca'. cb*. o.cd?. 1 <Ie facteur suppume est 4>

dat. db*. de*. o . 1

. 1, 1. I .0
!
N=3:F'—{3FG + 63F*G*+ 42 F'GH — foFGUK.

2 désigne une fonction symétrique; ainsi
TF = F + G+ H + K,

et ainsi des autres.

N renferme 22 termes positifs et 13 négatifs; en tout,
35 termesen F, G,.... Lesletires I, G, 11, K renfermant
chacune 6 termes, il s ensultqueN conuent35 6*=145360
termes, fonctions des carrés des arétes.

3. Lorsque les quatre sommets sont dans un méme
plan, on a évidemment

VF+ VG + VH+ VK=o,

mais cette expression est un facteur de N; donc N s’a-
néantit dans cette supposition et aussi V; par conséquent,
N renferme, comme facteur, une puissance de V; mais N
est une fonction rationnelle des carrés des arétes, fonc-
tion du huiti¢éme degré, et V* une fonction rationnelle des
mémes carrés et du troisiéme degré : on a donc

N =V2Q,

et Q est une fonction rationnelle des mémes carrés et du
cinquiéme degré ; il s’agit de trouver Q.

Lorsque deux arétes opposées deviennent nulles, Q
devient aussi nul; en effet, supposons

ab=o0, cd=o,
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alors
— ¥ = [ (bep — ()T,
—G=[(ca) — (da}7],
—H={(ad)— (bd) T,
—K=[(ac)y —(be)},
F—G—H+XK=o.

Ainsi N est nul; mais V? n’est pas nul, car V* est alors
six fois le déterminant.

o. o.act. ad?. 1,
0. 0.bc% bd?. 1
ca*.cb’, o. o.1,

db*. o. o. 1,

I. 1 1., 1.0,
déterminant qui n’est pas nul, puisqu’on a le terme
ad?. bet. eb?. 1

ct encore d’autres.
Effectuant, on trouve

2(ac?. bd* — ad*®. be*)(ad* + be* — ac* — bd?) (*)
( Voir Nouvelles Annales, tome XI, page 3o1).
Or
N=V?Q;

il faut donc que, dans cette hypothése , Q s’annule.

Ainsi, a, 3, 7 étant les arétes partant d'un sommet,
et a, B, 7' les arétes respectivement opposées, chaque
terme de Q doit renfermer, soit o ou a’, soit 3 ou §/,
soit y ou y’.

(*) Le volume n’étant pas nul, il faut que }a distance des deux arétes
opposées ab, cd devienne infinie.
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Supposons , maintenant,

ab =0, ac=o;
on obtient

\/i{::i.il;"‘.

\”ﬁ =i (\Tr/':———b—(lz),

\'/-E‘ — /\;{*lv ’_‘&22) ,
F=—bct—bd'—cd' 4+ 2bc?. bd* + 2 bed? . cd*+ 2 cd? . edt.

N est le produit de ces huit facteurs :

(= VF — VG + VH + VK ) (2= VF + G — yH + yK )
X (= VF + V6 + VH + VK) (2= VF + VG + VH — yK).

Les quatre premiers facteurs donnent, toujours dans la
supposition ab=o0, ac=o,

[ F(bc* 4 cd? — bd? P [F+ [ be? — cd? + bd?))
=16.bc' . bd>.cd?.

Les quatre derniers facteurs donnent

[F+4(2 @ad*—bd*— cd*+-be* ) |[F+ (2 ad?*—bd*— cd-— bet
— 16 ad' — ad* (bd* + cd?® + ety 4 b bd” ~+ bid* . ed?
=10 - cd?. be?

[ad® — ad® (bd* + ed? — bc™) <= bd? ed? .
Dans cette méme hypothése, V?* devient

0o.0.0.ad 1.
0. o0.be bd*,
o.cb oo .ediy,
da*. db*. de*. o .1,

1.1 .1 .1 .0,
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déterminant égal a

2 be* [ad' — ad?. (bd* 4 ¢d* — be*) 4 bd* cd?]
(Voir Nouvelles Annales, t. X1, p. 304).

. \ N IR
Ainsi, dans cette hypothése, Q = 7ise réduit a

ber. bd?. ed? I-

.

ad'— ad- (bd? -+ cd? + be*) + be?. bd?
4 bd?. cd? + cd*. be? “’

le facteur supprimé est 48°.

Ce sont tous les termes de Q qui ne renfermentni ab ni
ac; donc la somme de tous les termes qui ne contiennent
que les carrés de quatre arétes est donnée par la fonction
symétrique

- (R 27 2 _ 2 ) _
Ebr”.[)dl,cdl[ ad' — ad* (bd* -+ cd*.cb?) J

4 bet bdr 4= bd?. cd? + ed?, be?

il est évident qu'on peut changer ben cetcen b, b en d
et denb,cendetdenc, desorte que la fonction peut
s’écrire
abt 4-act + ad’
2het bdiedt | — (ab*+ aci+- ad?) (bd* + dc? -+ b |
= be? bd? - bd? ed?+ ed?. be?

be, bd, cd sont les trois cotés du triangle bed, ainsi il y
a quatre expressions de cctte forme. Il reste a trouver le
coefficient numérique des six termes de la forme

ab:. ac*. ad?.be?. bd*.

Soit } ce factear numérique; supposons les six arétes
du tétraedre égales chacune a 'unité; Q aura pour valeur

4(3—9-+3) +6)1= —12+4+6);

- les arétes étant égales, il y aura quelques facteurs de N
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égaux a zéro: mais V volume du tétraédre n’est pas nul,
donc Q est nul, et 'on a

6% —12=0, dou r=2;

ainsi la valeur compléte de Q est (abstraction faite du
facteur numérique)

(da* + db* + dc
Q =zab’ be*.car | — (da? + db*+ dc*) (ab*+ be* + ca?)
—+ab?. be*+ bc*. ca? 4 ca?. ab?
-+ 2 2 ab® bc. cd. da®. ac’.

Le premier I renferme quatre expressions de cette forme,
¢t le second £ donne six. On peut n’admettre qu'un secul
signe &, et alors

dat+ db* 4+ de¢' + da?. db*+ db*.dc?
—+ dct.da? + ab?. be? + bet.ca?
~+ea*.ab?
— (da*+ db*+ dc*) (ab*+ be* + ca?)

Q = zab’ be. ca?

4. Nous avons vu que Q s’annule lorsque deux arétes
opposées ab, cd s’évanouissent; il en est de méme lors-
qu’on a simultanément

ab=cd, bc=ad,

car alors les faces abc = acd, bdc = bda: donc N s'é-
vanouit, mais V conserve une valeur finie; ainsi Q de-
vient nul (¥).

5. Soient ry, ry, 1y,..., 1y les rayons des huit sphéres

(*) Q doit aussi devenir nul lorsqu’on a généralement
abe + bdc = gcd + bda.

Lorsque abc = acd, bed = bda, deux rayons deviennent infinis. ( Voir
Nouvelles Annales, t. VI, p. 257, CATALAN.) Twu.
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inscrites au tétraédre; on a évidemment
(BV)y _ 3V
r, r‘,r\r“rarcr-,r,:—-———N = -—6—'

Donc, lorsque Q est nul, I'un au moins des rayons
devient infini, et la sphére correspondante devient un
plan. La propriété analogue n’a pas lieu pour le triangle.
Soient f, g, h les carrés des cotés du triangle; A 'aire
du triangle et V la norme de == \f=+ Jg=k, P le
produit des quatre rayons des cercles inscrits; on a

4
(23).:1;:, P = 16A7;

PV=(2A), V=

ainsi P ne peut jamais devenir infini, & moins que A ne
soit infini; alors il n’y a plus de triangle.

6. D’aprés la forme et la propriété de la fonction Q de
caractériser, en s’annulant, une sphére infinie, 'illustre
analyste conjecture que cette fonction est un détermi-
nant, et qu'en désignant par Q' la fonction analogue
pour le tétraédre a’ b’ ¢’ d’, le produit QQ’, et peut-étre
méme \/QQ’ est une fonction des carrés des distances
des sommets des tétraédres, comme dans le théoréme de
M. Staudt (Nouvelles Annales, tome X1, page 299).

En considérant les six longueurs ab, ac, ad, bc, bd,
cd comme des quantités quelconques, la divisibilité de N
par V? constitue un beau théoréme dans la morphologie
analytzque, qui doit a M. Sylvester tant de richesses,
tant de précieuses découvertes.

Ann. de Ma:ldmat., 1. ML (Juin 1855 14
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