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NOTE SUR UNE FORMULE DE M. GAUSS RELATIVE A LA D§-
COMPOSITION D'UN NOMBRE EN DEUX CARRES ET SUR
QUELQUES FORMULES ANALOGUES;

Par M. AvxceLo GENOCCHI (ve Turiw).

Je démontrerai la formule de M. Gauss, qui exprime
de combien de maniéres un nombre entier peut étre dé-
composé en deux carrés (voir Nouvelles Annales, t. IX,
p- 307). ’ .

Je remarque d’abord qu’il y a autant de décompositions
pour un nombre n que pour son double. En effet, si
T'on a

n = u’+ v
il en résulte

210 =(u+ o)+ (L—0);
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et réciproquement, de
27 =u?+4 07,

ou u’ et v/ seront tous les deux pairs ou impairs, on con-

clut
u 4 or\? u —'\2
= () (5
2 2

donc, a toute décomposition de n, il répond une dé-
composition de 21, et vice versd, et I'on voit d’ailleurs,
par ces formules, que les décompositions correspondantes
4 deux décompositions différentes de 'un des mémes
nombres seront aussi différentes entre elles.

Il suit de 1a qu’on peut supprimer, dans le nombre
proposé, tout facteur puissance de 2, ce qui donnera pour
résultat un nombre impair.

En second lieu, si ¢ est le plus grand commun diviseur
de u et v, et qu’on fasse

. w=1tu, v=1u',
I'équation
n=u® -4 ¢
deviendra
n=1t*(u? '),

de sorte que t* (u'* + v") sera divisible par tout diviseur
premier p de n. Donc, si p est de la forme 4 m + 3, ne

pouvant diviser la somme u'* + v'* de deux carrés pre-
miers entre eux, ce nombre divisera ¢; et posant

n:pnn’, t:ppt',

ou 7 et p sont des exposants entiers, et n', ¢’ des entiers
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premiers a p, on aura

2
p7r n=p Py (' 4 v"4),
et, par conséquent,
T =20,

c’est-a-dire que 'exposant 7 doit étre pair. On voit donc
que, si n est décomposable en deux carrés, le produit de
tous ses diviseurs premiers de la forme 4m + 3 sera un
carré, facteur commun de ces deux mémes carrés.

On aura en méme temps

n' = (u"* + "),

et Pon en conclura que, dans cette recherche, on peut
aussi faire abstraction des diviseurs premiers de la forme
4m—+3, et, en conséquence, ne considérer que les
nombres dont tous les diviseurs premiers ont la forme
4m +1.

Cela posé, si n est un nombre premier de cette forme, on
sait qu'il peut toujours étre décomposé en deux carrés, mais
d’une seule maniére. Si n :pn, p ¢tant un nombre pre-
mier de la méme forme, on pourra supposer

n:u’—J—o’::(u—}—o\/:—_x) (u—v\/:),
p=q¢+r=(qg+rV=1)(g—rv=1),

d’ou
(u +u\/:—1) (u—-u\/———l)
=lg+rV= (g —ry=1)"

donc u + ¢ y/— 1 sera 'un des diviseurs complexes du
produit

Qv LY PN gy



(161 )
Or, pour les nombres complexes de laforme A + B y—1,
on démontre le principe, que ces nombres ne peuvent étre
décomposés en facteurs complexes premiers que d’unc

seule maniére (*); d'ailleurs, ¢ +ry —1etg—ry—1
sont des nombres complexes premiers : donc u +v \/ —1
aura la forme

W= g+ r V=1 (g = r V=20

iétant o, 1, 2, ou 3, et k, k étant nuls ou entiers positifs.
On en tire

w—oy=1=(=vV=1) (g —rV=1)" (g + rV=2)5;
ct, par la multiplication,
w4 = (q* + r’)h A y

¢est-a-dire

h+ k.
n=p 5

d’ou il suit
h+k=m,

ct

w1 = (=) (g4 V=) lg—ry =)

Cette équation fournira toutes les valeurs possibles de u
et v, et, par suite, toutes les décompositions de n en deux

(*) Je renvoie au beau Mémoire de M. Gauss, Theoria resid. biquadr ,
inséré dans les Comment Gotting. recent., tome VII; on peut voir aussi
une démonstration de Wantzel dans les Comptes rendus de VlInstitut,
séance du 15 mars 1847. Le méme principe n’est pas vrai pour les nombres
complexes de tous les degrés, comme M. Kummer ’a démontré (voyez le
Journal de M. Liouville, tome XII, page 202). Ainsi c’est, je crois, par
inadvertance qu’on a dit (Nouvelles Annales, tome VIII, page 364 ) que la
démonstration du dernier théoréme de Fermat dépend de ce principe.

Ann, de Mathémat., t. X111, (Mai 1854.) 11
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carrés, en remplacant/isuccessivementparo, 1, 2, 3,..., 7.
Mais on peut la réduire &

—_ _— —7—h
u—{—u\/—l:(q-—f—r\/—-—l) ((]—r\/—~l) ]

car le facteur (y—1)' ne peut qu’échanger entre elles les

valeurs de u et v, ou changer leurs signes, ce qui n’aug-

mente pas le nombre des décompositions. On aura ainsi

7 -+ 1 déterminations de u et v; mais comme

PRSP e P RN e f PRSP gy L

ct que, par conséquent, la substitution de # — % a A
change seulement le signe de v, on n’emploiera que la

moitié des valeurs de %, et le nombre des déterminations
T4 1

sera réduita S1 T est 1mpair, a 3 -+ I s1 T est pair.

. 1 , .
Dans ce dernier cas, on aura, pour 1= 5 la détermi-
nation

oy —a1=(g+rV=1(g—rV=10"= (¢ + ),

c’est-a-dire

v=(q"+rk, v=o;

alors n =u* ct n’est pas décomposé en deux carrés :
donc, en excluant cette détermination, on conclura que

.. 7 ,
le nombre des décompositions den = p~ en deux carrés
T+ 1

2

est

. . T -
pour 7 imparlr, E pour @ pair.

. 7 , .
Je suppose maintenantn=p" n’, n’ étant premiera p,
et j'ai
(g40y=1) (u—v\/—l)

=g+ rV=1) (g —ry=1)
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qui montre que u -+ v V—1 doit étre un diviseur com-

plexe du produit
(g V=2 (g =y =1)" w5

donc, si ' + v’ —1désigneun diviseur complexe de n’,
u 4 v \—1 aura la forme

W=1) (g +rV=1) (g—rV=1) ( +v V=),

d’ou, en changeant le signede y — 1, et multipliant les
résultats, on tirera

h—+h
w4t = (q*+r + (It"-.;-p’z),
ou

n :ph +k(u" + '),

ct, parsuite
2 b

h+h=mn, W 4di=n'.

On obtiendra donc toutes les valeurs de « et ¢ par P'équa-
tion

w4+ vy’t—bl
= (V=) g+ V=) (g — V=1 T Wy o),

oul’on remplacera / successivement par o, 1,2,3,...,©
et ', v/ par toutes les solutions de I'équation

K

w40 =,

Mais on peut, pour les mémes raisons que ci-dessus,

omettre le facteur (y—1 )¢, et alors Péquation précédente
fournira (7 + 1) N’ déterminations de¢ w et v, N/ étant le

Ir,
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nombre des solutions de I'équation
wig-v'r*=n'.

Ces déterminations scront égales deux a decux au signe
de v prés, si I'on emploie successivement tous les deux

diviseurs complexes u’ 4 v/ y—1 etu/ — ¢/ V—1 de
n', car on aura

im o V= (g = V) (g VT (WY

si T cst pair et #’ un carré, on aura ainsi la détermination
u -+ v\/—x = (q +ry—1 )"(q — r\/—l)h u :(q’—}»r’)l‘u'
I
pour i = ST et
w*=n', v =o,
laquelle donnant
v=(qg+r)*d, v=o,

ne devra pas étre comptée dans les décompositions de n
en deux carrés. Donc le nombre de ces décompositions
sera

(w4 1) N
2

. ’ . .
lorsque, 22 n’étant pas un carré, 7 est impair, et sera
(7 + 1)N —1
2

si n est un carré et T pair : N’ exprime combien il y ades
nombres complexes

WA =1, W= —1,
qui satisfont a I'équation

84" = n',
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et se déduit du nombre des décompositions de n' en deux

’

, . N . . N—1
carrés, puis — air, ¢
Sy ue ce nombre est S S n' est , et

si N est impair.
De tout cela il est facile de conclure que si

n=a"bf ... ,

a, b, c, etc., étant des diviseurs premiers différents,
tous de la forme 4m +1, et o, 3, 7, ctc., des exposants
entiers positifs, et si Pon fait

N=(a+1)B4+1){y+1)...,

le nombre des décompositions de 2 en deux carrés sera =

, Ne—1
lorsque 72 n’est pas un carré, et = lorsque n est un

carré. Car ce théoréme est démontré dans le cas d’'un seul
diviseur premicr, et l'on peut aussi déduire de ce qui
précéde que, s'il est vrai pour 7 diviseurs premiers, il
scra vrai également pour un diviseur premier de plus.
On obtient ainsi la formule de M. Gauss.
Si ’on cherche le nombre des solutions de 1'équation

x4 yrl=n,

on peut compter comme telle x = \/n, y = o, dans le

+1 .
au lieu

, . N
cas de n carré, ct alors ce nombre serait

(%)

On sait que N est le nombre des diviseurs entiers de 7.

de

(*) Ceci montre I'inutilit¢ de la correction indiquée tome 1X, page 308.
Tw.
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La formule de M. Gauss est aussi une conséquence de
I'équation (*)

T4 2t 420 4-2804...)?

/

=1 +4<—t— ——L——f- r —...>7

1 —¢ 1-— ¢3 1—¢°

4 laquelle on est conduit dans la théorie des fonctions
clliptiques ou des factorielles réciproques. En effet, si
I'on représente par M¢” le terme général du premier
membre développé, I'exposant n sera de la forme x* + y*,
et le coefficient M sera
M= 2N, + 4N,
ou N, indique l¢ nombre (0 ou 2) des solutions de I'équa-
tion
x4+ y'=n,

l'une des inconnues x, y étant nulle, et N, indique le
nombre des autres solutions de la méme équation, pourvu

qu'on compte comme deux solutions les deux détermi-
nations

r=u et y=—vv, x=¢ ¢t y=—u,

i u et v sont différents, et comme une seule si u =o,
mais sans avoir égard au signe de x et de y. D’autre part,
un terme quelconque du second membre cst

; rit
(=)

qui se développe en termes de la forme

4 (_]>i' i p(2iEDA :4 (__ l)xt(2i+|) (Iu+|),
de sorte que I'exposant de ¢ sera n si l'on a

q p

(21 + 1)(h+1):: n,

1*) Caveny, Comptes rendus, 18]3, o semestre, pages 523 et 567,
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ct, par suite, st 2 ¢ -+ 1 est un diviseur de u; on voit, de
plus, que ce terme sera positifsi i est pair, négatif si 7 est
impair, et que, dans le premier cas, 27+ 1 est de la
forme 4 m -+ 1; dans le second, 27— 1 estde la forme
4m +3; donc, en appelant d, le nombre total des divi-
seurs de n dela premiére forme, dy celui des diviseurs de
la seconde, I'agrégat de tous les coefficients de ¢* dans le
développement du second membre sera

fd, — 4 d,,

qui devra étre égal a4 M, et, par conséquent,
N +2N'=2(d, -—-dJ)‘

Donc, si n est réduit a n’avoir aucun diviseur premier de
la forme 4m + 3, d, étant nul, on aura

N+ 2N, = 24d,,

résultat qui coincide, comme on voit facilement, avec la
formule de M. Gauss.

La méme théorie, que nous venons de rappeler, donne
I'équation

(1428422 + 2%+, ..) (14 224 2042074 )

-+ t e t® I +
= I 2 —_+-‘—‘—‘”—‘—'—'—‘—_‘ . . b
1 —¢ 1— ¢ 1—¢° 11—t

de laquelle on tire d’'une maniére semblable le nombre des
solutions de I'équation

x4 2y = n.

Si N, est le nombre des solutions de cctie équation lorsque
I'une des inconnues est nulle, ct N, celui des autres solu-
tions; si, d’autre part, on exprime respcctivement par
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dy, dy, dy, d; combicn le nombre n ade diviseurs des
formes

8m~+1, 8m+4 3, 8m+5, 8m+1,
on trouvera
N, +aN,=d, 4+ d,—d,—d,.
On a aussi

(142642044 2094, ) (14225 + 2234 22594, )

I (il S e A i O
- 1 — 3 1+ ¢¢ 1 — 20 )

ct cn appelant N, le nombre des solutions de I’équation
z+ 3y*=n,
qui correspondent a 'une des inconnues nulle, N, celui

des autres solutions, on trouvera

N+ 2N,=(—1)" (d, —d, — d, —d;):

ici, d, est le nombre de ces diviseurs i de n, dont les réci-
n .

proques - sont dela forme 3 m + 1, etdiflérent d’eux d’un
13

nombre impair; dy est le nombre des diviseurs dont les
réciproques sont aussi de la forme 3 m + 1, mais diflérent
d’eux d’'un nombre pair; d; est le nombre des diviseurs
dont les réciproques sont de laforme 3m + 2, et différent
d’eux d’un nombre impair ; et enfin, d, est le nombre des
autres diviseurs, dont les réciproques sont de la forme
3m +2(¥%).

(*) La formule qu’a donnée M. Cauchy (Comptes rendus, tome XIX,
page 1383 ) revient & celle-ci; mais il faut y mettre %N a la placede N, et

entendre par N le nombre de toutes les solutions enticres positives, en-
ticres négatives et nulles de 'équation

a’+ 30y =n.
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Ces deux formules peuvent aussi étre démontrées par la
premiére méthode que j’ai exposée pour celle de M. Gauss.
Je rappellerai enfin les deux équations :

(43 4e® e 4 .. L)
I 3,13 5t’° 7::5
TTa—tt ] p—* p— ' g

R

(142t428 426" +...)

t 212 3¢
x+8<’_ + + +\)

t 1+ 22 11—t

Dc lapremiére on déduira que, si 2 est un nombre impair,
etsil’on désigne par D la somme de ses diviseurs, et par N
le nombre des solutions de I’équation

T4 yr 424 u'=4n
en nombres impairs, on a

N=D.

Quant 4 la deuxiéme, soient zunentier quelconque, D, la
somme de ses diviseurs impairs, D, la somme de ses divi-
seurs pairs dont les réciproques sont impairs, et D, la
somme de ses diviseurs pairs dont les réciproques sont
aussi pairs; de plus, que le nombre des solutions de I'é-
quation

4y '+ u=n

soit N, si trois des inconnues sont nulles, N, si deux
sont nulles, N; si une seule inconnue est nulle, N, si
aucune n’est nulle: on aura

N, + 2N, 4+ 4N, + 8N, = 4 (D, -+ D, —D,).
On doit remarquer que les deux déterminations

r=a, y=0b, z2=c¢, u=d.
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ct
z2=0b, y=a, z=c¢, w-z=d

sont comptées pour deux solutions si a et b sont différents,
et ainsi des autres.




