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SOLUTION DES QUESTIONS 258 ET 259
(voir t XI, p. 358) ,

PAR M. GARLIN,
Ancien élève de l'Ecole Normale, professeur au lycée de Lyon

1. Étant données deux surfaces du second ordre, con-
centriques et de mêmes axes, qui s'entrecoupent, trouver
Taire du cône ayant îe centre pour sommet et la courbe
de l'intersection pour base.

2. Exprimer, par des intégrales abélicnnes, la longueur
d'un arc de la courbe de l'intersection. (STREBOR.)

Soient

a'

( * ) Le théorème subsiste pour un polygone plan quelconque, en con-
sidérant chaque côté comme representant une force, en grandeur et en
direction, et appliquant le théorème des moments. TM
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les équations des deux surfaces. Si on les retranche Tune
de l'autre, on obtient

équation d'un cône ayant pour sommet le centre commun
des deux surfaces, et pour base la courbe de leur inter-
section. Pour rectifier cette dernière courbe et pour ob-
tenir Taire du cône, nous prendrons pour variable la
longueur u de la génératrice de ce cône, en sorte que

(4) a ' = a?'-f-ƒ* + z'.

Nous supposerons que les deux surfaces soient des el-
lipsoïdes, rien n'étant plus aisé que de voir les modifica-
tions à introduire quand une de ces surfaces ou toutes les
deux deviennent des hyperboloïdes.

Si entre les équations (i) et (2) on élimine successive-
ment a?2, y2 et £% on trouve, pour les projections de la
base du cône sur les plans coordonnés,

(5) ' + ' ' 'S

On peut remarquer que ces équations représentent des
cylindres dont les génératrices sont parallèles aux axes
coordonnés. Par conséquent, les questions proposées re-
viennent à trouver la longueur de l'arc de courbe résul-
tant de l'intersection de ces cylindres, et Faire du cône
ayant cette courbe pour base et l'origine des coordonnées
pour sommet.

Les coordonnées des points d'intersection de la base du
cône avec les plans coordonnés sont données par les équa-
tions suivantes :
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Pour que les valeurs (8) soient réelles, il faut et il
suffit qu'on ait

c ^> c' et a' ^> a;
car alors on a

ca' > ac',

et, par conséquent, le dénominateur est toujours positif.
D'après ces deux inégalités, la réalité des valeurs (9)

n'entraîne que la nouvelle condition b' ^>b.
Dès lors, il est facile de voir que les valeurs (10) sont

toujours imaginaires. En eiïet, d'après les conditions ci-
dessus, on peut avoir indifféremment

ba'' ^> ab' ou ba' <^ab''.

Or, si ba' ^> ah\ comme b <^ b', la valeur de x est
imaginaire. Si, au contraire, ba' <^ ab', comme a' ^> «,
c'est y qui est imaginaire. Donc, pour que les deux sur-
faces du second ordre se rencontrent, il faut et il suffit
que leurs axes satisfassent aux inégalités

a < a'9 b < b', c > c'.
D'après la discussion précédente, ou reconnaît que la
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base du cône est symétrique par rapport aux deux plans
principaux passant par l'axe des z ; cette courbe à double
courbure a quatre sommets qui sont les points où elle ren-
contre les plans XZ et YZ. Cette courbe se compose ainsi
de quatre branches identiques, et, par conséquent, pour
les questions que nous avons à résoudre, il suffit de con-
sidérer une de ces quatre branches et de quadrupler en-
suite.

En cherchant par la méthode ordinaire le maximum et
le minimum de la valeur de u donnée par l'équation (4),
en se rappelant que les variables x, y, z sont liées par les
équations (i) et (2), on trouve que les valeurs maxima et
minima correspondent aux rayons vecteurs des deux som-
mets d'une de ces branches. Ces valeurs, commodes à
calculer, sont précisément les limites des intégrales que
nous allons chercher maintenant.

Occupons-nous d'abord de la rectification de la base du
cône. Les équations (1), (2) et (4) donnent les valeurs
suivantes de x2, 7% z2 en fonction de */,

( M )

__Eu2-{-l\
Z' - .

et on a les relations

S —a2c2bf2(a'2—c'2)-hb2c2ar2(c'2— b'*) -f- a'b'c'2 (b'2 — a'

k~ala'2{c2b'2— b2c2),

B = à1 b2c2a'2 (cf2 — b'2) -f- a2af2b"*c'2(b2 — c 2 ) ,

( 1 2 ) C = b2bf2 [a2c'2 — c2a'2),

T) — a2b'<c2 b12 {a12 - c'2) -+• b2nf2 b'2c'2(c"- - a2),

F = a2b-c-cf7(b/2 - a'7) -\- c2n'2b'-c'2 ( a" - - b').



Les équations (i i) donnent
, A'u7du2

O il7 du1

E2u2du7

par suite, il vient, pour la différentielle de l'arc,

, _ wr/tt / Â 1 C2 Ê»
1 } "vT V Â^M^B + C I I ' + D ^ E/^H- F '

En posant w2 = v, cette expression devient, après que l'on a rendu le numérateur rationnel,
,^ ds~— A' ( O + D)(Et> + F) + Cî (Ai' -h B) (EP 4- F) -+- E2 (Af H- B) ((> -f- D)

Comme le polynôme que couvre le radical est d'un degré supérieur au quatrième, la rectifica-
tion de la courbe gauche suivant laquelle se coupent les deux surfaces du second ordre dépend
des fonctions abéliennes.

Avant d'aller plus loin , considérons le cas particulier où les deux surfaces sont de révolution
autour de OZ, c'est-à-dire celui où l'on a

a ^ b, a' = b'.
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Alors les cylindres (5) et (6) se réduisent aux plans

a- — a"

parallèles à XY ; le radical du second membre est réel,
d'après les conditions établies entre les axes des deux sur-
faces. Ainsi la courbe d'intersection est un des parallèles
donnés par l'équation (15) -, le rayon de ces cercles est

V ( ci l — axc l

valeur réelle. La question est donc ramenée dans ce cas à
trouver la longueur de la circonférence d'un cercle de
rayon connu, ce qu'on sait faire. D'ailleurs, le cône con-
sidéré étant de révolution, la génératrice u est constante,
et, par conséquent, on ne peut pas la prendre pour va-
riable, comme nous l'avons fait dans le cas général. La
formule (i3) est effectivement illusoire.

L'aire conique est facile à calculer d'après ce qui pré-
cède. En effet, en représentant par dv Taire du triangle
infinitésimal formé par deux génératrices consécutives et
par l'élément de la base du cône, on a

u sin ô
a G z=z as. ">

2

0 étant l'angle du rayon vecteur u avec la tangente à la
base du cône. Or

. ocdx -4- ydy -f- zdz du
uds ds *

donc

« e = y/,_£=l **._



par suite

D'après la formule ( i 3 ) , il vient

du = - sjds* — du?.
i

__ udu ht1 / A2 C2 E2

Posant IL1 = v et réduisant au même dénominateur, on a

_ dv_ jv [A3 (Çy -t- D) (Ef -fF) + Cf(Ay + B) (Ey + F) + E8(Af + B) (CP

Si Ton rend le numérateur rationnel, le polynôme sous le radical se trouve du sixième degré, et,
par conséquent, la quadrature de la surface conique dépend des fonctions ultra-elliptiques.

Quand les deux surfaces sont de révolution, le cône est aussi de révolution, et, par suite,
on connaît son aire.


