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THEOREME SUR LE PENTAGONE ;
Par M. MENTION.

1. Tuatorime. Un pentagone donne licu a cing qua-
drilatéres en prolongeant ses cétés de deux en deux ; et
chaque quadrilatéere a une médiane (*). Les cing mé-
dianes sc¢ coupent au méme point.

M. Terquem a demandé une démonstration du théo-
réme dont il s’agit, indépendante de la théorie des co-~
niques, et les 4nnales de 1847 renferment une Note de
M. Paul Serret a ce sujet (page 22). Mais I'auteur fait
usage des coordonnées , tandis que la géométrie pure doit
suffire pour résoudre la question. Il n’est, en effet, lit-
téralement besoin que de regarder la figure.

La méthode segmentaire que j’emploie ici exige quel-
que attention : il ne faut jamais prendre au hasard les
triangles destinés a établir le concours de plusieurs droites
ou lalignement de plusicurs points. Par exemple, Bo-
bilier, dans sa Géométrie, prouve que les trois milieux
des diagonales d’'un quadrilatére complet sont en ligne
droite, au moyen d’une construction auxiliaire qui enléve

(*) Yappelle médianc d’un quadrilatére la droite passant par les
milicux de ses diagonales.
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4 la démonstration une partie de sa simplicité. Cette pro-
priété se conclut immédiatement du théoréme de Pto-
1émée; je vais le montrer, parce que cela n’est pas étran-
ger a mon objet principal.

Soit donc pris le triangle GHK ( fig. 1), ayant pour
sommets les milieux des c6tés du triangle BEC formé avec
trois c6tés du quadrilatére ABCD. Ses cotés rencontrant
les diagonales aux milieux de celles-ci, on est conduit a
faire voir que I'on a

GM KL HN
MK HL GN_ '~

Or les six termes du premier membre de cette égalité sont
les moitiés des segments déterminés par la sécante ADF
relativement au triangle BCE : ces termes seront donc
assujettis & la méme relation que ces segments.

2. Quant au pentagone , proposons-nous de former un
triangle tel, que trois d’entre les cinq médianes aillent
aboutir a ses sommets, qui pourront étre trois milieux
consécutifs des cotés du pentagone tracé avec les ren-
contres de ceux du proposé.

ABCDE ( fig. 2) estle pentagone donné, FGHIK est le
pentagone formé par les diverses rencontres des cotés
du premier. Soient L, M, N les milieux des coiés IK,
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IH, HG. Les médianes NX, LX’, MX" se rapportent aux
quadrilatéres KEDC, ABEG, AFDE; elles coupent les
c6tés du triangle LMN en X, X/, X”.
On doit avoir
MX LX” NX'
XN =
Soit « le milieu de KDj les lignes La, MX/, IG étant
paralléles, j’écris les proportions

MX L« _IG
(v) ix

LX ~ MN _ID
Soit 51e milieu de AG; les lignes N3, MX étant paral-

léles, j’écris encore

(o) NX' _Ng _Am
MX’T ML~ KH
Soit d le point d’intersection des droites MX"” et N f3,-
il me vient d’abord
LX” ML

X = N
Mais le milieu y de AD est sur MX”, et les trois lignes
76, IG, MN sont paralléles; donc

Ng_ o8 _DG.
88~ MN  IG’
d’ou
NS __IG
Ng T ID’
et

(3 ML _ML.ID _HK.ID
(3) N3~ NB.IG  AH.IG

(3)

Conséquemment, le produit des rapports (1), (2),
F. D.

est égal & I'unité. c. Q.
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Lemarque. Les conditions pour que les cing médianes
soient paralléles découlent trés-simplement de notre dé-
monsiration. Ainsi les deux lignes MX et NX' scront
paralleles si

ME_NX' e EH_IC
LX NXT AH ID
De méme, .
KH _IF
RE= B

A proprement parler, ce sont les conditions de circon-
scriptibilité d’un pentagone & la parabole, et, au fond,
on rctombe sur la propriété si connue de cette courbe,
qu'une tangente quelconque intercepte sur les deux cotés
d’un angle circonserit des segments proportionnels.



