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THEOREMES SUR LES FONCTIONS HOMOGENES ;
Par M. Aneero GENOCCHI:

1°* Tutorime. Toute fonction homogéne & deux in-
déterminées x, y, et d'un degré impair m = 2n +-1,

m(m—1u)

g —-ma, "y 4= a, "ty 4L

= mag . xy" =t a2,
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peut étre réduite & la forme canonique
Ppxt+ayy+p(z+ay)+ ... Fpu(r +ay),
par la solution d’'une équation du degré n < 1.
(SyLvEsTER.)

Démonstration. Ce théoréme, que son illustre auteur
a tiré de la théorie des adjoints et des hyperdéterminants,
et que M. Faa de Bruno n’a démontré récemment dans le
Journal de M. Liouville qu’au moyen d’une analyse assez
longue et compliquée, peut étre établi trés-simplement,
ainsi qu'il suit.

En identifiant les deux expressions précédentes, on
trouve

P0+PI+P2+- . -+pn—l +pn:a0,
Po2et+pioy + Paty ..o+ Pa—i O+ ppa, =a,,

2n n 2n 2n 2n
Po%, +pi +P1(Zz e Pr—i e+ Pra, = a,,,

2041 -t W1

Po% +P1“Tn+|+[ha: +---+pn—|°‘:z"—‘—*;|+}1n“n = dapy1y
2n + 2 équations pour autant d’inconnues p, et «,. Eli-
minons d’abord p, : faisant, en général,

g=p (0 —a),
on obtient ces 21 + 1 équations

G +q+.. .+ t+gpp=ar2 — a,
@it qrcs F oo G i T Gan = Ay 2g — a_,

(2) 2n—1 m—1 2n—1 m—t
T2+ g, + it G @ T Gu 2y = Qo O A,y

2n 2n -n R i
Gy + G2 o Ga i Py T fa%n = Ary %~ Qg

Prenons maintenant n + 1 facteurs Ay, Ay, A,,..., A,;
on pourra supposer qu'ils vérifient les n équations sui-
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vantes, qui déterminent les rapports de 'un d’eux 4 tous
les autres :

A0+A|a|+A2a:+ . +Ana'll:0:

(3) A+ Ao+ Ayl 4 .. 4 Aey =0,

e e ve e ¢ s e v i e e s e e s e e

\

Multiplions par ces facteurs respectivement : 1° les
premiéres n + 1 équations du systéme (2); 2° les n 41
équations du méme systéme qui suivent la premiére;
3° les n + 1 équations qui suivent la deuxieme, etc., et
enfin les derniéres n + 1 équations : ajoutant les produits
fournis par chaque groupe de z + 1 équations, et ayant
égard aux relations (3), nous trouverons

Aylagay —a) + A (aa— @) +.. +A,(2, @ —dapi) =0,

Ay (aag — as) + A, (a0 — a) 4.+ Ag(@ppi® — @pyn) = 0O,

A, (a,.ao—-—-a,._,_.)—i—A (@pir e—Bpya)to oo +Ap (@2 ty—A2n1y) = O,

autres n + 1 équations entre lesquelles on déterminera
les rapports des quantités Ao, A;,..., A,, etil restera une
équation en «, exprimant que le déterminant des équa-
tions (4) est nul. Ainsi @, sera une racine de I'équation
qu’on obtient en égalant & zéro le déterminant des quan-
tités

a,r —a,, QT — ayy ..., A\ T — Uyyqy
a,r — a,, a,xr — ay,. .., A ~— Anyyy
A — dpyqy Ayt T =~ Qpyay ..y (X — Qg

et qui sera évidemment du degré 2 4+ 1. On dira la méme
chose de oy, o5,..., 2,, de maniére que cette équation
aura pour racines les 2 41 inconnues «,, et, aprés I'a-
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voir résolue, on déterminera les 7 +- 1 inconnues p, au
moyen de n + 1 équations linéaires prises dans le sys-
téme (1).
2¢ TrEtorEME. Soit

F,=o0, F,=o0,..., F,=o0,

un systeme de n équations homogénes littérales entre
les n inconnues x, xs,..., x,; F, est du degré p,, F, du
degré ps,..., ¥, du degré p,. Soit pypsps. . p,=P.
En éliminant les inconnues, on parvient & une éguation
homogéne entre les coefficients. Les coefficients de F,

, P .
montent dans chaque terme au degré —, les coefficients
1

, P ; ; s
de Fy au degré —, etc.; conséquemment, le degré de U'é-
P

quation est

1 1 1
Cp(ietent]
P P2 Dn

(CayLev.)

Je prends cet énoncé dans les Nouvelles Annales,
tome VIII, page 115: la démonstration qu’on a donnée
au méme endroit n’est pas exacte, car on y suppose qu’une
fonction entiére homogéne entre n indéterminées x,,
Xs3,..., X, peut toujours étre décomposée en facteurs de la
forme @, a; + a3 x5 + ... + a,x,, ce qui n'est pas vrai
lorsque 7 > 2. Je crois que la suivante est complétement
rigoureuse et assez simple (¥).

Soit posé
~T1_7 Ty -Tn—x___r
.l’,,—’l, ‘l_"‘—'JH--'a z —JFn—u

Si l'on substitue dans les fonctions F;, F,,.. , F, les va-

(*) 1 y a dans le méme article des Nouwvelles Annales. que nous avons
rappele, quelques autres inexactitudes. Il est facile de Jes rectificr
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leurs de x,, x;,..., Xn_y, et qu'on fasse disparaitre les
dénominateurs, on trouvera n autres fonctions entiéres
O1, Gsy..., P, respectivement des mémes degrés entre les
inconnues ¥, Ys,---, ¥n—1- On aura donc, entre ces
inconnues, les équations

PP==0, ¢:=0,..., G_1=0, ¢, =0,

et les n — 1 premiéres équations étant résolues, fourni-
IoNt Py, Payee.y Pa-y Sysiémes de valeurs des inconnuesy,,
Yeyeevy ¥u—1. Oubstituant successivement ces systémes de
valeurs dans la derniére fonction g,, et multipliant tous
les résultats entre eux, on formera un produit que nous
désignerons par Ilg,, et I'équation IIg, = o sera celle
qu’on doit obtenir par I'élimination des inconnues x,,
Zsy...y 2. Or ce produit Ilg, sera une fonction entiére
et symétrique des systémes des racines yi, ¥s,..., ¥u_s,
et, par suite, il pourra s’exprimer rationnellement au
moyen des coefficients des équations

=0, @=0,..., Y1 =0

(voyez Serret , Algebre supérieure, 8° lecon, pages 86

a g6), c'est-a-dire des coeflicients des fonctions F,,
Fs,...y F._y; d’'un autre c6té, IIg, est un produit de

P
Py Payeees p,l_i,ou; facteurs, et, dans chacun de ccs
n

facteurs, les coefficients de la fonction g, ou F, entrent
au premier degré; d’ou il suit que les coefficients de F,

, P ) .
monteront au degré — dans le méme produit. On peut

Pr

donc conclure que, dans ’équation résultante, les coefli-
b) s

. , P .
cients de F, montent au degre;- Par un raisonnement
n

semblable, on prouvera que les coeflicients de F,_, vy

montent au degré , et ainsi des autres.

n—1



