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CONCOURS D’AGREGATION AUX LYCEES, ANNEE 1845;
Par M. DIEU,

Agrégé, docteur és sciences.

CoMPOSITION D ANALYSE.

Déterminer la courbe qui coupe sous un angle con-
stant les génératrices d’un céne de révolution, et qui
passe par deux points Ay, A, donnés sur ce céne. Lon-
gueur d’un arc. Aire de la portion de surface conique
comprise entre un arc et les droites menées de ses ex-
trémités au sommet du cone. Transformée plane. Plan
osculateur. Rayon et centre de courbure. Lieu des
centres de courbure.

Nous désignerons la courbe dont il s’agit par le nom
d’hélice conique (voirla note I, page 388).

1. Si un point m décrivait I'hélice en s’éloignant du
sommet O du cdne, i partir d'un point A de cette courbe,
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un point m' qui décrirait simultanément la projection dc
I'hélige sur le plan perpendiculaire & I'axe du cone et pas-
sant par le sommet, en coincidant toujours avec la pro-
jection de m sur ce plan, tournerait autour du sommet O
dans un sens déterminé, facile & reconnaitre d’aprés la
position des points donnés A,, A,, et qui va nous servir
a fixer le sens de nos notations.

Les axes rectangulaires, que nous emploierons con-
curremment avec des coordonnées polaires, seront : Oux,
la direction de On/ quand m part du point A; Oy, la
direction que prend la ligne O/, de longueur variable,
aprés avoir tourné de go degrés autour du point O; et
Oz, 'axe du céne (on ne considére qu'une des nappes
de cette surface).

De plus, soient :
¢ I'angle, positif des Ox vers Oy ct négatif dans le sens

N
opposé, qui aura été décrit par Om’ sur xy lors-
que m sera parvenu sur 'hélice au point quelcon-
que M;

r la distance Om, et »' sa projection OM' sur :rj\f,

¢+do, r+ dr et r'+ di’ ce que deviennent g, retr
quand m a décrit encore un arc infiniment petit
MN de I'hélice, en continuant de se mouvoir dans
le méme sens que de A en M;

ds Parc MN considéré comme étant de méme signe que
getdg;

{3 Pangle constant, que I'on peut supposer inféricur a
9o degrés, sous lequel I'hélice coupe les généra-
trices du cone;

o le demi-angle au sommet du cone.

La génératrice ON, en coupant le paralléle du cone qui
passe par le point M, forme avec cc paralléle et avec 'hé-
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lice un triangle comgque MIN, dont les ¢otés sont égaux
a == dr, 21" dg et -t ds, les signes supérieurs répondant
a ¢ > o0, et les signes inférieurs a ¢ <  0; aux infiniment
petits du second ordre prés, ce triangle conique doit étre
considéré comme un triangle rectiligne, rectangle en 1,
et ayant en N un angle égal a 3; doncon a

(1) dr=r'dg.cot et dr=ds.cosp.

Le triangle OM’M fournit d’ailleurs
r' = rsin a;
et, par conséquent, la premiére des équations précédentes
devient
(2) dr=rd¢.sinacotf,
dont I'intégrale est
(3) r:C.e?Si““cmﬁ,

e désignant la base des logarithmes népériens, et C une
ligne qu’il faut déterminer ainsi que 'angle 3, de maniére
que 'hélice passe par les points donnés A,, A,.

L’équation (3) suffit pour représenter I'hélice en coor-
données polaires, parce que le rayon vecteur r fait con-
stamment avec Oz I'angle «, ce qui rend inutile intro-
duction d’une troisiéme coordonnée.

Pour déterminer C et B, on a

sin o cot 8in o cot
A r= Ce?l f3,

r,=0C e et

en désignant par @,, 7y et ¢, 1y, les valeurs de ¢ et r qui
répondent aux points A,, A, ; et I'on déduit de ces équa-
tions

B

BT s P Po P1 Po
tan = ——.sin a C=r e .
gB r,— Ir, ’ ¢ !

La premiére de ces formules ne fournit pour 8 une valeur

. p, s . ) .
inférieure a = lorsque 1, > 1o (ce qu'on peut toujours
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admettre, puisque A, désigne celui des points donnés que
Pon vkut), que si 9, > ¢,; or, cela dépend du sens dans
lequel ¢ est positif, et la condition ¢, > ¢, , pour r, > ry,
détermine précisément ce sens de la maniére convenue
plus haut.

Nous conserverons les lettres 3 et C dans le reste du
calcul, en supposant qu’elles représentent les valeurs
déterminées par les formules qui précedent.

L’équation polaire de la projection de 'hélice sur x’}

!
\ . . r,
{pdle O, axe Ox) s'obtient en substituant e R dans
@

I'équation (3), ce qui donne

(4) r’=Csinu.e?s‘n“c°tp;

on voit donc que :
La projection de Uhélice conique sur tout plan perpen-
diculaire a l'axe du céne est une spirale logarithmigue.
2. On peut arriver directement 4 la conclusion qui pré-
céde, former premiérement I'équation (4), et en déduire
I'équation (3). Pour cela, soient :

P un point quelconque de 'hélice , différent de M ;

P’ la projection de P sur x./;c;
MD et PE les tangentes a I'hélice en Met Py

. . A
M'D’ et P'E/ les projections de ces tangentes sur xy.

Si l'on fait tourner le plan OPE autour de O z, lorsque
QP sera dans la direction de OM, ce plan coincidera avec
le plan OMD, puisqu’ils touchent tous deux le cone, I'un
suivant OP, I'autre suivant OM; et, pourvu que le sens
de la rotation soit convenable, PE sera alors paralléle a
OM, car les angles OPE, OMD, devenus correspondants,
sont égaux. Cela posé, concevons que les projections de
OP ct de PE suivent le mouvement de ces droites; OP’
sera dans la direction de OM’ en méme temps que OP
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dans celle de OM, et P'E' sera alors paralléele & M'D’,
puisque PE est paralléle 2 MD, ainsi qu’il vient d’&wre
dit; 'angle OP’E’ est donc égal 4 OM'D/, car-le premier
est devenu correspondant au second par l’effet seul de la
rotation. Or ce raisonnement prouve bien que la projec-

tion de I'hélice conique sur x} est une spirale logarithmi-
que, puisque la propriété essentielle de ce genre de spi-
rales est de couper tous les rayons vecteurs sous un angle
constant.

Afin d’avoir la cotangente de I'angle OM'D’, qu'il faut
connaitre pour écrire I'équation de la spirale, il suffit de
remarquer que MD et M'D’ se rencontrent en un point K

de la trace du plan OMD sur x,)\f, et que les triangles
MOK, M'OK sont rectangles en O; en effet, il résulte de
la que
cotOM'D’ : cot OMD, ou cotf-:ir':r, ou :lsina:1,
d’ou
cot OM’D’ = sin « cot f.

D’aprés cela, la spirale peut étre représentée par I'équa-
tion (4).

Lorsque I'on considére avec un peu de soin la rotation
qui vient d’étre indiquée, on voit que I'angle P'PE est
égal a M'MD, car les cotés de ces angles deviennent
paralléles chacun a chacun; ainsi :

L’hélice conique coupe sous un angle constant les
génératrices du cylindre paralléle & I'axe du cone qui la
projette sur .1";'

Le cosinus de I'angle constant, qui est M’ MD pour le
point M, s’obtient facilement; en effet, les triangles rec-

tangles KM’ M, OM’ M et KOM donnent

MM’
cos MMD = s MM/ =rcosa et MK= c—o%l@,
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d'ou
cos M' MD = cos « cos §.

Cette propriété de I'hélice conique est trés-remarquable;;
on verra plus loin comment on en déduit la direction du
rayon de courbure et le plan osculateur.

3. Longueur d’'un arc. b et b, étant les rayons vecteurs
des extrémités d’un arc BB, de I'hélice, la seconde des
équations (1) donne, en intégrant de r =24 jusqu'a
r= b, )
by, — b

(5) arc BB, = 5B’

si I'on suppose b, > b; donc la longueur d’'un arc quel-
conque de U'hélice conique est représentée par Uhypoté-
nuse d’un triangle rectangle, dont un des cdtés de langle
droit est la différence des rayons vecteurs des extrémités
de cet arc, et dans lequel Uangle aigu adjacent & ce
cté est ¢gal a f3.

On pourrait aussi déduire la longueur de 'arc BB, de
celle de I'arc B’ B| de spirale logarithmique, qui est la
projection de BB, sur x?; cav, en désignant par ds’ I’élé-
ment M’ N’ considéré comme de méme signe que d¢, on
a évidemment

ds == ———:{‘i—
sin M’ MD
d un infiniment petit d’'un ordre supéricur prés, ct puis-
que M’MD est un angle constant,
arc B’ B
sin M'MD’

4. Aire du fuseau conique défini dans Uénoncé. La
surface du triangle conique MIN est infiniment petite
par rapport ajcelle du fuseau MON, car MIN est moindre
que le quadrilatére MINI’ dont T'aire est exprimée par

arc BB, =



(379)
(l-}*lg) drdg .sina, tandis que MON surpasse MOIL

. . , 1 . . ,w
dont l'aire est exprimée par 5 r*dg.sin «, Si I'on désigne

par du le fuseau MON considéré comme de méme signe
que ¢, on a donc

(6) du::-;—r’d?.sina

a un infiniment petit d’'un ordre supérieur prés, ct, en
remplacant do par sa valeur tirée de I'équation (2), il
vient

1
du = 5 rdr. tang 6.

Or cette équation donne, en intégrant de r =& jusqu'a
r=b,, et dans I'hypothése que b, > b,
T e
fus. BOB, = 5—4—’ . tang B.
On pourrait encore déduire la valeur du fuseau BOB, de
celle du secteur B'OB; de la spirale logarithmique, car
sect. B'OB/,

on voit facilement que fus. BOB, = —
n a

5. Transformée planc. Le cone étant posé sur un plan
fixe, de maniére qu’il touche ce plan suivant une géné-
ratrice, si on le fait rouler sans glisser, le lieu des points
du plan sur lesquels viennent successivement sc mettre
ceux de I'hélice conique est la transformée plane de cette
courbe.

On voit sans peine qu'une tangente MD a I'hélice, cn-
trainée dans le mouvement du cone, se confondra avec la
tangente a la transformée au point y correspondant a M,
en méme temps que OM se placera sur Oy, ct sans quc
Pangle OMD change de grandeur (le sommet O du cone
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ne se déplace pas sur le plan, parce qu’il n’y a pas de
glissement); donc :

La transformée plane de Uhélice conique est une spi-
rale logarithmique qui coupe ses rayons wecteurs sous
langle 3.

D’aprés cela, si O est la position du sommet du cdne
sur le plan, et O'A’la droite sur laquelle se place la gé-
nératrice OA (1), en prenant O’ pour pdle, O’A’ pour
axe polaire, et désignant par ¢ I'angle A’ O’y considéré
comme de méme signe que ¢, ce qui revient a poser
¢ sin @ = ¢, I'équation de la transformée est

r=C.et "8,
., . dz
6. Plan osculateur. Lorsque I'équation — = const.
est vérifiée pour tous les points d’une courbe, c’est-a-dire
quand cette courbe coupe sous un angle constant les gé-

. N
nératrices du cylindre qui la projette sur xy; la formule
d. .
connue cos v =p.D, aé du cosinus de 'angle v que le

rayon vecteur p correspondant au point quelconque
(x, y, z) dela courbe fait avec I'axe des z, donne

. T
cosy=o0, dou v=-—-.
2

1 N .
Donc, 1° le rayon de courbure est paralléle a xy, et di-
rigé suivant la trace du plan normal dans lequel il est

compris, sur le plan paralléle ;‘3’ conduit par le point
(xy y, 2), de sorte qu’il est perpendiculaire au plan qui
touche en ce point le cylindre projetant; 2° comme le
plan osculateur est, en général , déterminé par la tangente
et par la direction du rayon de courbure, le plan oscula-
touren (x,y, z) @ une courbe qui remplit la condition

, . dz
exprimée par Uéguation — = const., est le plan con-
/{ pa qu e ) )
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duit suivant la tangente & cette courbe perpendiculaire-
ment au plan qui touche en (x, y, z) le cylindre proje-
tant. Enfin, on voit encore sans difficulté que la trace du

plan osculateur sur .zgl;f est perpendiculaire a la projection
de la tangente, et I'on conclut de 1a que I'inclinaison du
premier plan sur le second est égale a I'inclinaison de la
tangente sur celui-ci.

Or, en vertu de la remarque qui termine l'art. 2, tout
ce que nous venons de dire s’applique a I'hélice conique,
et fournit en descriptive une construction trés-simple du

plan osculateur, dont I'inclinaison constante sur .;:\y, re-
présentée par M' KM pour le point M, est d'ailleurs
donnée par la formule sin M’ KM = cos « cos 5, d’aprés
la valeur qui a été obtenue pour cos M'MD (2). On
pourrait méme arriver, par ces seules considérations, a
P’équation du plan osculateur ; mais, 4 cause d'une am-
biguité de signes assez difficile & écarter, il est préférable
de suivre pour cela les principes généraux.

Les coordonnées rectangulaires du point M sont ex-
primées par rsina cos9, rsineasing et rcos«, de sorte
que I'équation du plan osculateur est de la forme

A(z—rsinacosg)+B(y —rsinasing)+ 2z —rcosea =o,

x,y, z désignant les coordonnées de ce plan, et A, B des
fonctions inconnues de ¢ et 7. Pour déterminer A et B, on
doit différentier deux fois cette équation par rapport a ¢
et r, en regardant x, y, z comme des constantes, ce qui
donne d’abord

A (sin ¢ — sin « cot 8 cos 9) — B (cos ¢ —+ sin « cot f sin ¢)
— cosacot § = o,

\ . , dr <, .
aprés qu'on a remplacé s par sa valeur tirée de 1'équa-
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tion (2) et supprimé le facteur rsin a, puis

A (cos g -+ sin « cot B sin ) + B (sin y — sin x cot f cos ) = o.

En tirant de ces deux équations les valeurs de A et B,
cL en substituant ces valeurs dans la précédente, on ob-
tient

(sin g — sin a cot B.cos ¢) = — (cos 9 -+ sin « cot B.sin ¢} )
0 1 — C08* a cos’ §
(©) ~——~.-————'j.z:rtang3.
cos « sin f§ cos § !

s . . d
Si 'on remarque que le coefficient angulaire (d——);> de

. . N
la projection de la tangente cn M sur xy est

cos 9 + sinacot B.sin ¢

t M'D') = — =
ang (¢ + O ) sin ¢ — sin acotﬁ.cow’

on vérifie sans peine, d’aprés I’équation (O), et par rap-
port a I'hélice conique, ce qui a été établi au début de
cetarticle relativement au plan osculateur de toute courbe
qui coupe sous un angle constant les génératrices du cy-

. A . -
lindre projetant sur xy; on trouve aussi que lc sinus de

I'inclinaison du plan osculateur de I'hélice sur x,;' est ex-
primé par cose.cosf3; enfin, on peut remarquer que
le z a P'origine est proportionnel au rayon vecteur r.

1. Rayon de courbure. Nous avons fixé d’une maniére
générale, au commencement de I'article qui précéde, la
direction du rayon de courbure des courbes qui satisfont
dz
ds
rayon de courbure de I'hélice conique; nous remarque-
rons seulement encore que la projection de ce rayon sur

al'équation — = const., et, par conséquent, celle du

A 3 . .
Xy tombe dans la direction de celui de la spirale logarith-
mique suivant laquelle Phélice se projette sur ce plan.
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Pour avoir la direction du rayon de courbure de I’hélice

en un point M de cette courbe, dont la projection sur x’)\r
est M’, on ménera donc la normale en M’ 4 la spirale lo-
garithmique (¥).
Afin de déterminer la grandeur du rayon de cour-
bure, nous démontrerons d’abord le théoréme suivant :
Les rayons de courbure de toute courbe qui satisfait

y lé . dz Ot
a equatlon 11_9: const. sont propor tionnels & ceux de

N
sa projection sur xy.

En suivant toujours les notations qui ont été adoptées,
une formule connue donne

-4
2

_ dx\? /(1’}”
=\ +(7;A ;

dz . A ’ .
car -;{—f = o d’aprés ’hypothése ; et I'on a d’ailleurs
§
1
(l’.l’ ] (12]' 2 2
et
ds' = kds,

st Pon désigne par p’, ds’ et k le rayon de courbure de
la projection au point (x,y), I'élément correspondant
ds' de cette courbe, et la valeur constante du cosinus de
I'inclinaison sur .z/:\y de la tangente en (x, y, z) 4 la
courbe a double courbure. Or, en remplagant ds’ par
kds dans 'expression de p’, et en comparant le résultat
avec 'expression de p, on a

r . 1

P

C. Q. F. p.

£*) En descriptive, on ebtient 1a dircction de M'D’ par la construction
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[ Nous avons cru devoir établir cette proposition avec
toute 1'étendue qu’elle comporte, comme nous I'avons
fait pour celles qui précédent et qui sont relatives au plan
osculateur ainsi qu’au rayon de courbure. ]

D’aprés cela, p représentant maintenant le rayon de
courbure de I'hélice conique, on obtient de suite

rsina

(¢) P—-sinp.\/l—cos“acos*@’
car on a pour la spirale logarithmique,

’
U

,
¥ = 5o OME (formule connue),

et, d’autre part, ' = rsine
k] 9 b

sin OM'K = ' ) N
V1-+sin?acot?’ Y1 — cos’acos? B
enfin .
k= 1— cos’z cos*B (1 et 2).
Ainsi,

Le rapport £ du rayon de courbure au rayon vecteur
r

de Uhélice conique est constant.
Mais, pour construire géométriquement le rayon de
courbure en M, il convient de prendre
oM. MK’
P = KWK’
qu’on déduit aussi de

own’

’
£ e
P=p etde p sinOM'K ’

du point K: OK est perpendiculaire 2 OM’, et I'on a sa longueur, en dé-
crivant un triangle égal 4 OMK dans lequel on connait le c6té OM et
Iangle adjacent OMK = 3.
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€n remarquant que

OK . M'K
i 4 —_— — = d = ———
sin OM'K = WK et % =sinM'MK MK

Les coordonnées du centre de courbure dépendent de
'équation (O) du plan osculateur, de I'équation du plan
normal,

o

et de

sing — sina cot f cos g) »
€0s p+-sina cot§ sin g) y —cosa cotB.z—r cot f = o,

() (cos¢ -+ sin « cot B sin ¢)
~+ (sing — sinz cot B cos ¢) y —+ rsina cot’ p = o,

que P'on déduit de la précédente en la différentiant par
. . dr

I‘apport a (P et r, puis €n remplagant "1— Pal‘ sa Va]eur
?

tirée de I'équation (2). Les valeurs de x, y, z, qui satis-

font a ces trois équations, sont assez compliquées, et il

n’est pas nécessaire de les employer pour former l'ex-

pression du rayon de courbure : on voit en effet, avec un

peu d'attention, que le plan (N’) est perpendiculaire aux
N

traces des deux autres plans sur xy, par conséquent, au
rayon de courbure; et qu’ainsi ce rayon est la distance de

M au plan (N’), ou de M’ & la trace de ce plan sur ag’;f,
de sorte qu’on peut I'obtenir par la formule de la distance
d’un point & une droite (en géoméuie plane), en consi-
dérant seulement Péquation (N').

8. Lieu des centres de courbure. Soient F et G les
centres de courbure qui répondent aux points M ct P de
Phélice conique. Si l'on fait tourner autour de Oz, de
la maniére indiquée dans l'art. 2, la génératrice OP,
le plan OPE qui touche le cone suivant OP, et le rayon
de courbure PG5 PG sera paralléle 4 ME lorsque le plan

Ann. de Mathémat , t, X1I. (Octobre 1353.) 25
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OPE coincidera avee OMD, qui touche le cone suivant
OM, car PG reste perpendiculaire 3 OPE, et MF est

perpendiculaire 4 OMD: ainsi 'angle OPG = OMF.

PG

Comme on a d’ailleurs (7) oP = %l; » les triangles POG,

MOF sont semblables ; de sorte que OG sera dirigé sui-
vant OF, aprés la rotation, et que l'angle GOz =FO z,
puisque GOz ne varie pas pendant que OG tourne au-
tour de Oz. Donc les points F, G, . . ., sont sur un coéne
de révolution, dont O z est Uaxe ¢t O le sommet. D’autre

. . A
part, F’ étant la projection de F sur xy, 'angle en M’
du triangle F'OM’ est complémentaire de I'angle con-
&l
MO
comprennent cet angle est aussi constant (7); par consé-

quent, il en est de méme de I'angle F'OM’, ainsi que du
4

OF , s s
—— 4 c'est-a-dire que cet an ]e et ce
rapport o ’ S q g rapport ne

varient pas avec la position du point M’ sur la spirale
logarithmique. Donc, le lieu des points M/, . . ., est une

stant OM'D’, et le rapport

, ou °, des cotés qui
r

spirale semblable & la projection de Uhélice sur x} .
Or, il résulte évidemment de la, d’aprés ce qui a été dit
dans les art. 1 et 2, que

Le lieu des centres de courbure de Uhélice conique est
une autre hélice de méme espéce, située sur un céne de
méme axe et de méme sommet.

Si I'on désigne par 7 et A les angles M’ et O du tri-
angle F'OM/, on a

sin (7 + 1) . r'
———T > Ou c0sy -4 sinycoth = —;
sin )

en remplacant siny ainsi que cosy par leurs valeurs

s . 2 r’ rsina
tirées de tangy =sina cot 3, et — =
o

par sa valeur
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tirée de la formule (p), il vient
tang A = — ———Eiri——.
cos?a sin P cos B
Nous supposerons, dans ce qui suit, que A représente
P'arc compris entre g et T qui est déterminé par cette

formule.
Soient encore ¢ ct R’ les coordonnées polaires du point
F’. On a évidemment

o= —2,
et le triangle " OM' donue
A .
=R —. sin(y +4) _ R’ (cosX 4+ sin} coty),

sin ¢

ce qui devient

I — cos' « cos?
r——R’tanﬂﬁ\/ Ba

1 — cos®a sin? §
aprés quelques réductions, en remplagant sind, cos )
par leurs valeurs tirées de celle de tang} et coty par
tan
angf 1o
sSin «
de ¢ et /' dans I'équation (4) pour avoir ’équation po-

y a plus maintenant qu'a porter ces valeurs

. . A .
laire de la projection sur x) du lieu des centres de cour-
bure; on obtient ainsi

,_ ~Sina l——cos’asin’G. (¢—2)sine cot 3
tangB Y 1 — cos’xcos’B )

Enfin, o' étant le demi-angle au sommet du cone sur le-
quel se trouve le lieu des centres de courbure, [’ 'angle
constant sous lequel cette courbe coupe les génératrices

25.
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de ce cone, et R le rayon vecteur du point I, on a

R'tango  tanga —cos’a sin’ B
tang &’ = ,5 =2 L cos s p,
. r tangp 1 — €08’ cos?f

.

tang B’ = tang B,

sin «

cosa  (y—2)sinaxcotp

——.—I- - € ;

cosa

cette derniére équation cst I'équation polaire (dans I'es-
pace) du licu des centres de courbure. Tout cela peut
d’ailleurs étre déduit des équations (O), (N) et (N').

Notes.

I. L’hélice conique, comme I'hélice dont on trouve la
monographie dans les Traités de calcul différentiel, ap-
partient & la classe fort remarquable des courbes qui cou-
pent sous un angle constant les méridiennes_d’une sur-
face de révolution, et qu'on nomme, en Genera] des
loxodromies.

Si l'on convient de désigner par r 'arc de méridienne
OM compris entre le sommet O d’une surface de révolu-
tion quelconque, et le point M d’une loxodromie tracée
sur cette surface, par 7’ la distance de M & Paxe Oz, qui
est 'ordonnée de la méridienne en prenant O z pour axe
des abscisses, ct de conserver le reste des notations expli -
quées dans Part. 1, on voit immédiatement que les équa-
tions (1) conviennent a toute loxodromie.

Les variables ¢ et r forment un systéme particulier de
coordonnées dont l'une s’exprime en fonction de l'autre
par une simple quadrature, lorsqu'on a 1’ en fonction
de r. Ainsi, par exemple, sur une sphére de rayon égal
A Lunité de longucur.

7 =,
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et la premiére des équations (1) donne

dr
dy = sinr tang §,

d’on
r
¢ = counst -+ tang ./ (tang;).

On déduit toujours la formule (5) de la seconde des équa-
tions (1), et, par conséquent, la rectification d’un arc
BB, de loxodromie ne dépend que de celle de Parc de
la méridienne compris entre les paralléles de la surface
qui passent par les points B et B,.

II. Comme I'hélice conique coupe sous un angle con-
stant les génératrices du cylindre qui la projette parallé-
lement & l'axe du cdne, nous avons pu nous servir de
quelques propriétés qui appartiennent, en général, aux
hélices cylindriques dont I'hélice qu'on étudie ordinai-
rement n'est qu'un cas particulier. Voici 1'énoncé du
théoréme sur lequel nous nous sommes appuyés :

Le rayon de courbure d'une hélice cylindrique a,
en chaque point, la méme direction que le rayon de
courbure de la section droite du cylindre, et ces deux
rayons sont dans un rapport constant.

La réciproque de la premiére partie est vraie.

On déduit de ce théoréme le corollaire suivant :

Le plan osculateur d’une hélice cylindrique est en
chaque point perpendiculaire au plan quitouche le cy-
lindre, et réciproquement.

III. Le lieu des traces des tangentes a Uhélice conigue

sur le plan x’)\f est une spirale semblable a la projection
de Uhélice sur ce plan, et ce lieu est U'enveloppe de la
trace du plan osculateur.
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En effet :
1°. L’angle M’ OK est toujours droit, et 'on a

-OTI,S = tangOM’' K = const.

2°, La trace sur x? du plan osculateur en M a I'hélice
conique passe par le point K, et elle fait avec OK un
angle égal 3 OM'K, puisqu’elle est perpendiculaire a
M'K, de sorte qu'elle est tangente au lieu des points K.



