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THEOREMES SEGMENTAIRES.

1. Lemme. Siles trois coefficients de I'équation d’une
droite sont des fonctions algébriques entiéres de degrém
d’une variable, I'enveloppe de la droite est une ligne de
degré me (i —1).

Si m =1, 'enveloppe est un point et les droites for-
ment un falsccau.

Si m = 2, I'enveloppe est une conique.

2. Prosrime. Soit

y(az+a)+x(bz+§)+cz.+7:u

Uéquation d’une droite variant avec z;a, o, b,3, ¢,y
sont des constantes: quel est le rapport anharmonique
de quatre de ces droites?

Solution. Ce rapport anharmonique est le méme que
celui des quatre points d’intersection du faisccau avec I'un
des axes, par cxemple celui des x; les coordonnées de ces
points sont

€z, vy €z, + 9 €23 47 2
e _ _ G L
bz, + 8’ bz, + B bz, + B bz, + B’
Z1y 23, 23, 5, sont des valeurs particuliéres de z.
Désignant ces quatre quantités par m,, my, ms, n,,
un rapport anharmonique est

(my—m,) (my— m,)

(my— m) (my — m,)
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Or

eplz—32)

my=—m, ==

(b2 + B) (b2 + )’

on calcule de méme les trois autres bindmes. On conclut

de la que le rapport anharmonique cherché est
(z,--z.,)(m—z;)
(20 —2) (2 —z)

Ainsi ce rapport dépend uniquement des valeurs particu-
liéres de la variable z , et il est indépendant des quantités
constantes.

3. Tutorime. 8i les six coefficients de [’équation
d’une conique sont des fonctions linéaires d'une sculc
variable z; en donnant a z quatre valeurs particu-
liéres, on obtient quatre coniques; les quatre polaires
d’un point quelconque (x', y'), relativement & ces quatre
conigues, forment un faisceau dont le rapport anhar-
monique est indépendant de lu position du point (x', y').

Démonstration. L’équation de la polaire est

y(2A)'+Bx' +D)+=x(2Cr" 4+ By +E)
+Dy ' +Exr' +2F =o0;
ces trois cocflicients sont douc des fonctions lindaires de
la variable z; donc, etc

Corollaire. Si B =z et si les cinq autres coeflicients
sont constants, 1'équation représente le systéme de coni-
ques passant par quatre mémes points dont deux sont sur
I’axe des x et deux sur I'axe des y; on a donc ces deux
théorémes connus :

1°. Quand plusieurs coniques passent par quatre
mémes points, les polaires d’un cinquiéme point, prises
par rapport & ces courbes, passent toutes par un méme
point. (Lamt, Examen des différentes Méthodes em-
ployées pour résoudre les problémes de géométrie;1818.)
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2°. Les polaires relatives aux quatre coniques ont le
méme rapport anharmonique, quel que soit le cinquiéme
point.
Ce rapport est
(B, —B,) (B, —B,)
(B/—B.,) (B, —B,)

(CuasLes, Comptes rendus, 30 mai 1835, page 948.)
Le célébre géométre emploie ces théorémes pour ré-
soudre une question dont la solution est désirée depuis
Newton : Etant donnés neuf points d’une courbe du troi-
siéme ordre, construire géométriquement l'intersection
dela courbe par une droite passant par un quelconque des
neuf points.

4. Lemme. Lorsque les quatre coefficients de I’équa-
tion d’un plan sont des fonctions linéaires d'une seule et
méme variable u, cette équation représente le systéme
de plans passant par la méme droite et formant un fais-
ceau planaire. Le rapport anharmonique de ce faisceau
ne dépend que des valeurs particuliéres de la variable u.

Démonstration. Soit

ax + by +cz +d=o0;

a, b, c, dsont des fonctions linéaires d’une variable w«.
I.’équation peut se mettre sous la forme

Pu -+ Q=o;

P et Q étant des fonctions linéaires de ', y, z; donc, ete.

8. Tuatorkme. §i les dix coefficients d’une équation
générale d’une surface du second degré sont des fonc-
tions linéaires d’une wvariable u; en donnant & cette
variable quatre valeurs particuliéres , on obtient quatre
surfaces ; les quatre plans polaires d’un point quel-
conque (%', y', 2') , pris par rapport a ces surfaces , for-
ment un faisceau planaire dont le rapport anharmo-
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nigue est indépendant de la position du point (x', y', 2').

Meéme démonstration que ci-dessus et conséquences
analogues.

6. Lemme. Lorsque les quatre coefficients de I'équa-
tion d’un plan sont des fonctions linéaires de deux varia-
bles u et v, ceite équation représente le systéme de plans
passant par le méme point et formant une surface conique.

7. Tutorime. St les dix coefficients d’une équation
du second degré sont des fonctions linéaires de deux
variables u etv ; en donnant a ces variables des valeurs
particuliéres, les plans polaires d’un point (x',y', 2"},
pris par rapport & ces surfaces, passent par un méme
point.



