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CONCOURS D’AGREGATION AUX LYCEES, ANNEE 1849
' (volr t. X, p. 261),

Par M. DIEU,

Agrégé, docteur és sciences.

Premiire Question . — Etant données une surface, et
par chaque point de cctte surface une droite qui fait
avec les axes rectangulaires des coordonnées , des an-
gles dont les cosinus sont des fonctions continues des
coordonnées de ce point, trouver la condition pour qu’il
existe une surface normale a toutes ces droites.

Si T'on prend sur chacune des droites, que nous dési-
guerons par D, a partir du point M ot elle perce la sur-
‘face donnée S, et du méme coté, une longueur Mm = r
qui soit une fonction continue quelconque des coordon-
nées x, y, z de M, le lieu géométrique des points m sera
une surface 8'. En effet, X, Y, Z désignant les cosinus
donnés en fonction de x, y, z, et £, n, { les coordonnées
dem,ona

(1) E—x=rX, n—y=rY, {—2z2=rZ;

et, par I’élimination de .z, y, z entre ces trois équations
ct celle de la surface S, on trouvera, généralement, une
équation en £, n, {, qui représentera une surface.

Pour que cette surface S’ soit normale aux droites D,
il faut et il suffit que les valeurs de £,%, ¢, en x, y, z,
déterminées par les équations (1) et par celle de la sur- .

face S, satisfassent a I’équation
(2) (E—a)di4(n—y)da+ (L —z)dt=0o.
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Or les équations (1) donnent
rr—f—2f—(n—yy—(t—zf=o,
de laquelle on tire, en différentiant,

rdr—(£—z)(dt —dz) — (n—y) (dn —dy)
—(t—3z)(dt—dz)=o0;

cette relation se réduit, d’aprés I'équation (2), a
rdr 4+ (E—z)dz + (v — y )dy + (t — 2) dz = o;

etl'on a, enfin,

(3) dr +Xdz +Ydy + Zdz = o,

parla substitution de X, ..., 4 {—ux, ..., suppression
faite du facteur commun r.

Donc, pour que la surface S’ soit normale aux droites D,
il faut que r satisfasse & I'équation (3), eu égard a celle
de la surface S; et 'on voit, sans difficulté,, que cette con-
dition est suffisante, en remontant de I’équation (3) a
I'équation (2).

Cela étant posé, si nous considérons maintenant r
comme une inconnue, la condition demandée consiste
évidemment en ce qu’on puisse trouver une valeur de r
qui satisfasse 4 'équation (3), en tenant compte de celle
de la surface S; et, par conséquent, c’est une condition
d’intégrabilité. .

1l peut se présenter deux circonstances différentes,, que
nous allons examiner successivement.

Lorsque I'équation de la surface est soluble par rapport
aune des coordonnées, z par exemple, et que I'on en tire

dz = pdzx + qdy,

7

p, g étant des fonctions de x, y; ’équation (3) se ra-
méne a

dr +(X,+p2,)de+ (Y, + 9Z,)dr =o,

e 5.
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X,, Y,, Z, étant ce que deviennent X, Y, Z par la substi-

tution & z de sa valeur en x, y; et, pour que cette der-
niére équation soit intégrable, il faut qu’on ait

DJ‘(XI+PZ/) = D‘(Y/+qzl)'

Lorsque I'équation de la surface S n’est soluble par
rapport & aucune des coordonnées, on aura une équation
d’un degré supérieur au premier, ou méme transcendante
par rapport & dx, dy, dr, en éliminant z et dz entre
Péquation (3), celle de S et sa différentielle premiére. Si
I’équation finale est transcendante, on ne lui reconnait
aucun sens; si elle est algébrique, il faut, pour qu’elle en
ait un, qu’elle soit décomposable en équations du pre-
mier degré par rapport aux différentielles. Et cependant,
quand I’équation finale est transcendante, ou qu’clle est
algébrique, d’un degré supérieur au premier et indécom-
posable , il peut se faire qu’il existe une surface normale
aux droites D : ainsi, par exemple, cela sera évidemment
si Xdx+Ydy +Zdz est une différentielle exacte, quelle
que soit d’ailleurs la surface S.

Ce qu'’il faut nécessaireinent, comme nous l'avons in-
diqué d’abord, pour qu’il y ait une surface normale aux
droites D, c’est que l'équation (3) soit intégrable eu
égard a celle de S; et, par conséquent, que le produit du
produit du premier membre de I'équation (3) par une
certaine fonction de r, x, y, z soit, en tenant compte de
I'équation de S, une différentielle cxacte. Or, cela exige
évidemment que le trindme Xdx + Ydy + Zdz satis-
fasse de la méme maniére A cette condition; mais il faut
bien qu'il la remplisse, abstraction faite de I'équation
de S, lorsqu’elle ne peut servir a chasser z et dz, ce qui
est le cas dont il s’agit maintenant. Supposons donc que
le produit du trindme par «, qui pourrait contenir r, soit
unedifférentielle exacte, et représentons I'intégrale par U,

e
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de sorte que l’equatlon (3) revienne a
(4) - #idr + dU = o.

On a alors entre x, y, z, U, u et r, deux équations, sa-
voir : I'intégrale de la précédente et I’équation de la sur-
face S, etu, U sontdes fonctions déterminées de x, y, z;
par conséquent, on peut considérer x, y, z, Ucomme des
fonctions de u, r qui resteraient indépendantes 1'une de
I'autre. En posant, d’aprés cela,
U=9Y(r,u),

d’ou

_4¥ ay

dU dr + —du,
—dr du

I'équation (4) devient
<u+ﬂ) dr+—4‘du-— o,
dr

qui ne peut subsister, a cause de I'indépendance de u, r,
sans que 'on n’ait séparément

d d
u 7; = o, HT:;‘- = O.

D’apreés la seconde de ces équations, U ne doit dépendre
que de r, et, d’aprés la premiére, r est une fonction de u;
donc U doit étre une fonction de u. On verra aisément si
cette condition est remplie, aprés avoir calculé u et U
d’aprés le‘trinéme X dx + Ydy +Zdz; car, si l'on égale
ces fonctions a deux lettres &, 3, puis qu'on élimine deux
des coordonnées x, y, z entre les deux équations ainsi
formées et I'équation de la surface S, il sera nécessaire et
suffisant, pour cela, que I'équation finale ne contienne
pas la troisi¢me coordonnée, mais seulement « et 3.

Enfin, cette derniére condition forme, avec celle de
I'intégrabilité du trindme, une condition complexe évi-
demment suffisante pour qu’il y ait une surface normale
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aux droites D; car, si U=¢ (u), on aura

(u) du

u

dr—= —

de sorte que r se trouvera par une simple quadrature.

La discussion précédente s'applique d’ailleurs évidem-
ment au cas particulier que nous avons d’abord examiné;
et, par conséquent, la réponse a la question proposée
peut étre généralement formulée ainsi :

11 faut et il suffit que le trinéme Xdx +Ydy +Zdz
satisfasse a la condition connue d’intégrabilité des di ﬁe-
rentielles a trois varibles, et que le facteur propre a le
rendre intégrable soit, en wvertu de Uéquation de la
surface donnée S, une fonction de Uintégrale.

S’il existe une surface normale aux droites D, il y en
a une infinité qui sont deux & deux équidistantes, puisque
la valeur de r est de la forme

r=const. + F(z, y, z).

Enfin, il résulte de cette analyse, qu'un trindme
Xdx + Ydy + Zdz étant donné, s’il y a, pour une cer-
taine surface, un systéme de droites menées par tous ses
points, et faisant avec les axes des coordonnées rectangu-
laires des angles dont les cosinus soient les rapports de X,
Y,Z aVX' Y 4 Z° , qui puissent étre coupées norma-
lement par une autre surface, ce trindme satisfera a la
eondition d’intégrabilité (*).

Exemples auxquels les méthodes indiquées pour trou-
verrs appltquent 1°. Les cosinus sont proportionnels a
¥, &, 22, et la"surface S cst I'hyperboloide 4 une nappe

(*) Ce théoréme différe de celui de M. Cauchy sur le méme sujet.



(71)
représentée par I'équation
24y + 32 —zy = o.
2%, Les cosinus sont proportionnels a a?, y*, z*, et la
surface S est représentée par I'équation
‘2«3 +y3 _+_ z3 _
Verrrs

Les deux méthodes peuvent étre employées pour le
premier de ces exemples; mais la seconde méthode seu-
lement s’applique au second.

Deuxiime Question. — Un systéme de rayons lumi-
neux normaux a une méme surface, se réfléchissent sur
une surfacc donnée. Démontrer que les rayons réfléchis
sont aussi normaux a une méme surface (*).

Ces dernicers rayons sont ceux dont la réflexion est ré-
guliére.

Soient :

M un point de la surface réfléchissante, et MN la nor-
male en ce point; -

MI et MR un rayon incident en M et le rayon réfléchi
correspondant;

(s B57), (/5 B's7'), et (X, i, v) les angles qui déter-
minent la direction de MI, MR et MN, pa;' rapport a
trois axes rectangulaires Ox, Oy, Oz; enfin, © les
angles égaux IMN et RMN.

SiI'on méne & Ox, dans le sens de cet axe, la paralléle
MA, que 'on décrive une sphére de M comme centre,
avec un rayon égal a 'unité de longueur, et qu’on joigne
deux a deux par des arcs de grand cercle les points A, I,
R, N, ou cette sphére coupe MA, MI, MR, "MN, on a
un triangle sphérique dont la médiane AN et les cotés

(*) Théoréme de Malus, généralisé par M. Bertrand.
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sont représentés par A, a, «’, 2w, et ce triangle donne

cos &’ == 2 cos 1.cos w — COs o,

par le théoréme sur les médianes des triangles sphériques
analogue au théoréme sur les médianes des triangles rec-
tilignes (*).
On a, de la méme maniére,
cos B’ = 2.cos p..cos w — cos B,
cos 7’ = 2 €08 v. COS » — €OS 7.
Soient encore :
x, y, z les coordonnées de M;
Et x + dx, y +dy, z+ dz celles d'un point infini-
ment voisin de M sur la surface réfléchissante.
D’aprés 1'équation connue
cos \.dx + cosp.dy 4 cosv.dz=o0,
et d’aprés celles qui précédent, on al’équation
() cos a’. dx —+ cos B’. dy + cos y'.dz
= — (cos a.dx + cosB.dy -+ cosy.dz),

de laquelle se déduit immédiatement la démonstration du
théoréme.

En eflet, les rayons (MI) étant normaux a une méme
surface , le trindme cos a.dx + cos3.dy +cosy.dz, dans
lequel les”cosinus peuvent éire considérés comme des
fonctions de x, y, z, remplit les conditions voulues pour
qu’il y ait une surface normale a ces rayons; donc, d’aprés
I'équation (1), le trindbme cosa’.dx ~+cosfs". dy 4 cosy .dz,
dans lequel les cosinus sont de méme des fonctions de x,
¥, 2, remplit aussi ces conditions, et il existe, par con-
séquent, une surface normale aux rayons (MR), quellc
que soit la surface réfléchissante.

(*) « La somme des cosinus de deux cétés d’un triangle sphérique est
» égalea deux fois le produit du cosinus de la moitié du troisiéme coté par
» celui de I'arc qui joint le milien de ce c6té au sommet opposé. »



