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GRAND CONCOURS DË 1 8 5 2 ,

PAR M. BAR JOU (JEAN),

Né le 3o octobre i832, à Gontaud (Lot-et-Garonne), Élève du lycée
Saint-Louis (Institution Barbet).

MATHÉMATIQUES SUPÉRIEURES [Prux (*)J.

Étant donnés : i° les distances FM = /•, FM' = /-'
¥W=r» de trois points M, M7, M" d'une conique au
foyer F de cette courbe; i° les angles MFA, M FA,
M"FA qui déterminent les positions des rayons vecteurs
FM, FM', FM", relativement à une droite fixe FA , me-
née par le foyer dans le plan de la courbe;

{*) C'est pour la première ibis que, depuis l'établissement de l'Univer-
sité, on n'a pas décerné de premier prix. On a puni les élèves de leur avoir
donné une question banale, mal rédigée, et dont il lemble que les au-
teurs n'aient pas connu toute la portée géométrique :

Quidcjuid délirant regrs, plectuntur Achivi.

23.
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On demande :
i°. De déterminer complètement la courbe, sa na-

ture, sa situation et ses dimensions ;
2°. D'appliquer la solution aux données suivantes :

r =o,3og8on, a = i6°58'3a",3,
/ = o,4°945oi> a' = i i7°22'4o",5,

a" = 2 2 ? , ° 11f 35" .

Lorsqu'on cherche l'équation d une conique eu coor -
données polaires, un foyer étant pris pour pôle et l'axe
focal pour axe'polaire, on trouve

l - * - C C O S C

On sait que, lorsqu'on a pris pour pôle le foyer dont
Fabscisse est — e, et qu'on a fait tourner le rayon vecteur
en prenant.la partie positive de Taxe des ,r pour point de
départ, e est positif dans (1); e est, au contraire, néga-
tif lorsque les angles étant comptés de la même manière,
c'est l'autre foyer qui est pris pour pôle.

Cela posé, il est clair que l'équation de la conique
cherchée rapportée au foyer F et à la ligne FÀ sera

% 1

i — e cos (&) + Ç)

£ désignant l'angle inconnu, positif ou jnégatif, que fait
FA avec l'axe focal. Les conditions du problème nous
donnent les équations

r P ^
l — e cos ( a -h Ç ) '

i — e cos (a'-f- Ç)

i — e cos^a" -+• %)

Ces équations nous serviront à déterminer les trois in-



( 337 )
connues /?, e et £. Le problème n'admettra généralement
qu'un nombre limité de solutions.

Commençons par éliminer p et e, il vient

d'où

(3)
/ c o s (a' -f- Ç) — r cos (a -+- Ç)

r"— r
/•' cos (a"-f- Cl — r ros fa -f- Ç)

Chassant les dénominateurs dans la dernière égalité,

ou a
r" [jJ — r ) cos (a 4- Ç) — r' \r" — r) co* (a' + Ç) .

-f- r ( r" — / ) cos (a -+- Ç) = o.

Si Ton dé^eloppe cos(a /7-f-£). * ., on voit que tous les
termes contiendront, soit cos£, soitsin£, et pas d'autres
lignes trigonométriques; divisant donc par cos ^, il vient

r" {r' — ? ) (cos y!' — sin a" tang Ç)
— r' [r" — fj (cosa r — sin </' tang Ç)

+ / • ! / ' ' — /M f cos a — sin a tang Ç) = o ;

d où
r" (r' — / ) cos a/r— /•' v r"— r) cos a' -h r (r"— /•' J cos a

g Ç = ? ( /— r) sin av— / (rv— A) sin a' -f- r ( / - " - / ) sin a'

Connaissant l'angle £, ou plutôt sa plus petite valeur,
qui sera positive ou négative, d'après les signes de sa
tangente, l'axe focal sera déterminé. Mais cela ne. déter-
mine pas la position de la courbe. Cependant ses dimen-
sions sont faciles à calculer : l'équation (3) donnera e, et
l'équation ('2) donnera p.

Si, au lieu de considérer la plus petite valeur de £, on
prenait £ -f-180, on \oit que l'axe focal serait toujours le
même ; e changerait de signe, et p conserverait son an-
cienne valeur. Avec un peu d'attention, on se rend



( 358 )

compte de ce changement de signe de e. Cela tient, et à
ce que nous avons dit au commencement sur le signe
de <?, et aussi à ce qu'en prenant £*+- i8o, au lieu de £,
l'origine des angles est reportée 180 degrés plus loin.

Théoriquement, la question n'est pas encore complè-
tement résolue; il faudrait .connaître les conditions aux-
quelles les données doivent satisfaire pour que la conique
soit une ellipse, une hyperbole ou une parabole. Pour
cela, il suffirait d'exprimer que le rapport focal est infé-
rieur, supérieur ou égal à l'unité. On aurait aussi à cher-
cher les conditions nécessaires pour que la courbe soit
rapportée à tel foyer ou à tel autre. Ces recherches n'of-
frii aient aucune difficulté, et elles ne peuvent être d'au-
cune utilité dans la pratique.

Discussion. Jusqu'à présent, nous avons supposé que
les angles a, a\ ex.-" étaient comptés dans un certain sens
déterminé; mais on peut compter ces angles dans quatre
sens différents, de là quatre positions de la courbe dans
son plan. Dans la pratique, en astronomie par exemple,
le sens dans lequel on compte les angles est parfaitement
déterminé , ainsi que leur origine; il est le même que ce-
lui du mouvement de l'astre observé, alors il ne peut y
avoir qu'une seule solution (*).

Il reste à discuter.quelques cas particuliers :

Si l'on avait r = r' = r"', on aurait tang £ = - : il y au-

rait véritablement indétermination, car la coniqueest un

cercle (e = o).

;*) Lorsqu'on assujettit les trois points a eue sur la même brauche, il
n'\ a qu'une solution; c'est ce qui a lieu en astronomie. Cette restriction
n'existe pas en geometrie. Les trois points, pris deux a deu\, peuvent se
trouver sur unv branche, et le troisième point sur la seconde branche,
ce qui donne trois hvperboles; en tout quatre solutions. La premiere so-
lution est une des trois coniques; et elle n'est astronomique que lorsque
l,i courbe renferme le fo\er 1M



Si l'on avait / •= r', on aurait

. a 4 - a ' , a'
2 S1D S1D -

„ cos àt -«- cos a' 2 2 a -f- a'
tang £ = r—:— = _ ~ _ tang —-— •

sm a -4* sin a' . a — a' . a — öc' ° 2
2 sin sm

2 2

Ce résultat était facile à prévoir d'après la forme bien
connue des courbes du deuxième degré,

Application. Nous avons trouvé

_ r" (/— r) cos a"— r'(r"—r) cosa'-f- r (/*"--/) cos a
a n g "~ r" ( r'— r) sin a"— r' \r" — r) sin a'-f- r(///— / ) sin a'

Je laisserai tang £ sous cette forme, parce que c'est celle
qui exige le moins de logarithmes et le plus petit nombre
d'opérations préliminaires. Je ne la rendrai'pas calculable
par logarithmes, parce que cette opération serait d'abord
assez pénible, exigerait un nombre plus grand de loga-
rithmes et donnerait moins d'exactitude.

On a
— m -4- n -f- p

tang t =r — ï
— m'—n-\-p'

en mettant les signes en évidence pour la question pré-
sente.

Opérations préliminaires :
7T—*' = 62°37/i9//,5,

y —TT = 42°I2 / 35 / / ,

r' — r = o, 0996490, r" — r = o, 1275407,
r" — r ' = 0,0278917 .

Calcul de m. Calcul de m'. *-

log w=log r'Vlog (/—/•)-hlog cos a7/—10

log r" = r ,6408210 1,6408210

log ( / — /•) = 2,9984729 2,9984729
log cos a." — 9,8696368 log sin a" = 9,8272699

log m = 2,5089307 log m' = 2,4665638
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d'où
m = 0,0322798 //*' = o ,029280

On voit que pour calculer m et m'^ il n'y a que six lo-
garithmes à chercher \ on doit avoir soin, lolsqu'on cher-
che cos a", de prendre aussi sin ce", On ne trouve pas dans
la Table l'angle a/;, nous nous sommes servis de a!t— rr,
en tenant compte des signes. Au moyen des Tables de par-
ties proportionnelles, on voit que l'on n'est sûr que des
six premiers chiffres significatifs de la valeur de ni ou
de m'.

Calcul de //.

log/i = log / - h log [r" — 1 )

-hlogCOSa'—IO

log r' — 1 ,6122010

Iog ( r" — r) = 1,1056489
log cos a' = 9,6626215

log n = 2,38o47 » 4

n = o, 0240144

Calcul de p\

donc

-+- log COS a —10

log r = ^,4910829

Jog (/ '—/) =2,4454^58
log COS a = 9,9806527

= 3,9172106
p = o, 0082644

= 0,000001 o

Calcul dr n .

logrt'= logr'-t- log( r"— r)
+ log sin ad— 10

1,6122010

1 ,1056489
log sin ot! = .9,9484099

log «' ==: 2,6662598

«x — 0,04637^

Calcul de p'.

log/?'— logr-|- log(rr/— / )
-+- log sin a — 1 o

• ^,4910829

log sin a = 9,46533o8

log//=3,4018887
p' =z 0,0025228

m'—n'-\-pf=z — 0,073129

On ne peut pas affirmer que l'angle £ est nul, mais
comme le numérateur est inférieur à Terreur que Ton
pouvait commettre (i5), c'est-à-dire est très-petit, tandis
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que le dénominate'ur est relativement très-considérable,
£ est négligeable ; après cette omission, les valeurs dep et
de e seront aussi exactes. Posons donc £ = o, cela revient
à dire que la droite FA est l'axe focal de la conique. Cela
posé, on a

rr — r r' — r

r' cos a' — r COS a r' COS (TT — a' ) -\- r cos a

log e z=z log (y — /) — log ( r' cos a' — r cos a) ;

or

/ cos ex! — — o, 18829, /• cos a = o, 29630,

— r' cos a' - j - r cos a = o , 4$4^9 ?

donc
log (— e) = log ( / — r) H- log o, 48459

log(/ /—r)z= 2,9984729.
H- log 0,48459 = 1 ,6853744

log (— e) — 1,3i3o98Ô
donc

e ̂ z — o,2o56.

Je m'arrête ici au quatrième chiffre significatif de la va-

leur dee, parce que je ne suis pas sûr des autres chiffres.

En effet, le nombre 0,48459 n'est connu qu'à moins d'une

unité du dernier chiffre significatif; par suite, son loga-

rithme peut être fautif de 90 H— unités du septième ordre

décimal 5 le log (— e) est donc entaché d'une erreur qui a

pour limite 91 H—unités du-septième ordre décimal

(car l'erreur commise sur log (/•' — /') a pour limite une
unité du septième ordre décimal). Donc, d'après une
théorie que je n'expliquerai pas (*), Terreur commise sur

(* ^ Voir Usage des Tables de par lie* pi opot tionnelles.
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e a pour limite ? A étant la différence tabulaire;

i
91 - h -

2 Q2 I

ici A = 2 i 3 , donc E << r—? E <" -^?> E < — Ainsi
' ^ 2i3 ^ 2 i 3 ^ 2

on pourrait prendre — o, 2o563 qui serait entaché d'une

erreur ayant pour limite — unité du dernier chiffre signi-

ficatif.
Quant au demi-paramètre, on le calculera facilement :

p ~ r — re cos a — r' -f- r cos a X 0, 2o563 ; *
or

r cos a ~ o , 29630, log r cos a -+- log ( — e) =r 2 ,7 848341 >

donc
re COS azr + 0,060930 ,

à moins d'une unité du cinquième chiffre significatif; par
suite,

^ — 0,37073,

à moins d'une demi-unité du dernier chiffre. Nous voyons
que e est <^ 1 \ donc la courbe est une ellipse ayant FA
pour axe focal ; e est négatif donc le point F est le foyer
qui est placé par rapport au centre du même coté que
r origine des angles. Il faudra donc connaître cette
origine.

Note. Nous avons insère cette solution (*) , qu'on trouve partout, uni-
quement pour offrir un exercice-de calcul aux élèves, et les engagera se
servir de la méthode suivante de Gauss pour vérifier les résultats numé-
riques.

En calculant le demi-grand axe par la formule a = — -̂—p je trouve

a = 0,3870903.
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Dans la Connaissance des Temps pour 184&, dans un beau travail de
M. Le Verrier sur Mercure, on lit {Additions, page 116) :

a = 0,387098/,.

Ainsi le calcul de M. Barjou est exact pour e jusqu'à la quatrième deci-
male, et pour a jusqu'à la cinquième décimale. Je n'ai pas trouvé dans les
Ephémérides de Mercure de 184G à I 8 5 J , les époques des trois observa-
tions. Il serait facile de les découvrir d'après le mouvement connu de la
planète.

Ce problème a été résolu la première fois par Halley (Methodus directa
et geometrica eu jus ope'investigatuv aphelia, etc.; Transactions philosophi-
ques, 1676, n° 128); il emploie dans sa solution l'hyperbole. En effet, la
position du secon'd fo\er se détermine par l'intersection de deux hyper-
boles uniconfocales et par l'intersection d'une ellipse et d'une hyperbole
uniconfocale, intersections qui s'opèrent par la voie géométrique; le foyer
cherché a quatre positions différentes.

De la Hire a ramené le problème à la directrice, question de Géomé-
trie elementaire {Secliones conicœ, lib. VIII, prop. XXV. Paris, i685;
in-fol.).

Newton cite cette solution et là donne légèrement modifiée [Ph. nat.
principia, lib. I, prop. XXI, scholium ; 1687 ).

Je ne sais qui le premier a mentionné les quatre solutions.
M. Comte les donne très-bien (*), et Girodde moins bien. Les formules

sont très-connues. Les savants auteurs delà question, calculateurs par état,
n'attachant de l'importance qu'au calcul, n'ont eu en vue qu'un concours
de calculs; soit. Alors, comme certains concurrents pouvaient connaître les
formules et d'autres les ignorer et être obligés de les chercher, il fallait
communiquer ces formules à tous pour les transformer en résultats numé-
riques d'après les données de la question .Voilà ce qu'exigeait la justice. Sans
cesse on prêche la morale aux jeunes gens; infiniment mieux vaudrait-il
leur en donner sans cesse l'exemple. Or, la justice est une branche essen-
tielle de la morale, et surtout de la morale publique : res et noîi verba.

COMTE, Géométrie analytique, page 27^; 18^3.


