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SUR DES DETERMINANTS DES FORMES QUADRATIQUES;

Par M. BRIOSCHI,

Professeur a 'Université de Pavie.

On nomme déterminant des n quantités :

Xy ﬁl, Yisesey O

[+
Xy Pz, V2sc ooy W2y

. ce e

%ny pn, Yny o ooy Way
le dénominateur commun qui résulte de la résolution des
n équations de premier degré a n inconnues :
1|$|+p|-l‘z+---+w|1‘n:A|,
a Zy By s A o w0 2, = Ay,

Un®y + Ba Xt o A0, Ty = A,

et on représente cette expression par la notation symbo-
lique :

%y ﬁl’ Vi ooy O

pet. ] # Bay Yzae. oy

%ny Bry Yny. ey @

Nous appellerons ce dénominateur, suivant M. Jacobi,
déterminant du n'*™ degré ; et par conséquent,

Deét. { :2: g; #:a. B, — x, B,

sera un déterminant du second degré.
On sait et on démontre aisément qu'un déterminant
d’un degré quelconque peut étre représenté par une
20..
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somme algébrique des produits de plusieurs déterminants
de degrés inférieurs; mais on n’a pas apercu , que je sache,
comment la loi suivante de dérivation peut étre utile dans
la recherche des déterminants des expressions 4 formes
quadratiques.

Si I'on pose

Dét.{a“ ﬁ‘%::d‘, Déz.g“" n l:d”
Az, ﬁﬁ 2y Y2 ,
«
Dét.% D ﬁi%:‘:d” Det ‘ac., 71%:(]”
sy ?’3 : %3y Vs
et
Xgy .61, T ‘
Dét 22y Ba, 7. = Dy,
ay, ‘BU Vs ’
on aura
D, =d d,—d,d,.
De méme, si I'on pose
yy ﬁu )‘n‘ oy ﬁu 7 l
Dét. { sy B2y X2 ) =D,, Dét. { o, B,, 92 ) =Dy,
X3y Ba, X %y .BH i ’
&gy pu X
Dét. { «;, B2, X )= Dy,
@y Boy M
on aura
A=D,D,—D,D,,
étant

%y pl, Yo Iy (*)
A= et | Poovm b
asy B3y Y3y M

aty pu Y4s X
et ainsi de suite.

(*) Voir Biver, Journal de UEcole Polytechnique, cahier XVI, p. 280;
année 1813.
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Une expression de la forme
ax; +a,x} + 2b,x,x,,
est généralement nommée forme quadratique binaire ou a

deux indéterminées. On appellera forme quadratique a n
indéterminées la suivante :

¢ ax}+ayx, +.. .+ a, 2 4+20,02,4. ..
+ 2 bn—l J;"Jf,,-i- 2clx2‘t3+~ . 0+ 2klxll_l‘tll
Représentant cette fonction par u, le¢ déterminant de
cette forme quadratique a n indéterminées sera

Uiy Wizy Wiz9 600y Uyy

, Wygy Uyyy Uyyy o0y Uypy
Det. ,

B I LR

Uniy Unzy Ungy. ooy Uny |

u,, étant la dérivée seconde de la fonction u par rapport
aux variables x,, x, (*). Cela posé, si I'on applique la loi
ci-dessus a la formation des déterminants des formes
quadratiques & deux, trois indéterminées , on aura

) D,=d,d, —d?, A=D,D,—D:. .,

en observant que

, Uy Uy , Uy Uy

d, = Det. { , d,=Det.
Wy, MUy, lary MUy
, Wy Ny Wy Uy

d, = Deét. % }, dt = Det.
Uz y Uy Uz, sy

et par conséquent d, = dy ; et ainsi de suite.
On sait que si le déterminant a,a, — b? de la forme
1
quadratique a deux indéterminées

axl +a,z) +2bxx,,

(*) Voir les Nouvelles Annales de Mathématiques, tome X, page 124.
C’est le determinant hessien des Anglais. Tu.
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est égal a zéro, on a

1
a.zf—l—a,x:+2b.x.z,::;(a.x.+b.z,)’.
1

Considérons la forme quadratique a trois indétermi-
nées,

(2) ayxl 4+ a2} +ayzl +2b, 2,2, +2b,2, 2, + 2 ¢, 2, %4,
on prouvera hien facilement que si le déterminant de

cette expression est nul et en outre les déterminants des
deux formes quadratiques suivantes :

azx; +ax,+2bxx,,

ax, +a, x5+ 2b,2,2,;
7 . 'dl ’ ’ \
Pexpression considérée sera égale a

(3) ~ (a2 + b + bia,)

1

Si 'on considére, en troisiéme lieu, une forme quadra-
tique a quatre indéterminées, on pourra la réduire a

I
a—(al'rl+bl'z‘2+ bzxa+bs~7'4)’;

en supposant : 1° nul le déterminant de cette forme;
2° nuls les déterminants des formes quadratiques sui-
vantes a deux indéterminées :
azxl +axl +a,xl+2bx,x,+2b,2,2,+ 2¢,x,.1,,
@z} + a,xi + a; 2} + 2 b, 2 Xy 2b, X T 20,7, X5
3° nuls les trois déterminants des formes quadratiques
binaires :
axl+a,z;+2b 2,2,
ayx? +a,x’ + 20,7, 2,
a,xt + a;2t + 2 b7, 2.

La loi s'étend aux formes quadratiques 4 n indéter-
minées.
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On doit remarquer que, les relations (1) subsistant,
silon aDy=o0 et dy=d, = o, I'on aura aussi d;=0;
par conséquent, la forme quadratique & trois indétermi-
nées (2) pourra se réduire a I'expression (3) si I'on a

d, = d,= d, = o.

De méme pour les autres formes.

Ces propriétés des déterminants des formes quadra-
tiques seront trés-utiles dans la recherche des équations
différentielles qui donnent les caractéres du maximum et
du minimum dans le calcul des variations, équations que
I'on sait intégrer d’aprés la belle méthode de M. Jacohi.



