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THEOREMES SUR LES AIRES DES POLYGONES ET LES
VOLUMES DES POLYEDRES;

D'apris M. STAUDT,

Professeur a Erlangen.

(Journal de M. Crelle, t- XXIV. p. 252; 1843.)

POLYGONE.

1. Lemme. Soit ABCD un quadrilatére plan; on a
2 AB.CD cos (AB, CD)} = (AB)*+ (BC)*— (AC) — (BD).
2. Tutorkme. MAB, NO, O, étant deux triangles dans
un méme plan. Posant
MA,NO, cos(MA, NO,) = a,; MB.NO, coes(MB, NO, Y=1b,;
nn aura
4MAB, NO,0, = a,b, — a,b,.
3. Tutorime. MAB, NO, O, étant deux triangles si-
tués dans des plans formant un angle ¢, on aura
4MAB,NO0; cos 9 = a,b, — a, b,;
a et b ayant méme signification que ci-dessus.
4. Tutoreme. Mémes données. On a
W6 MAB, NO,0, cosg =[ (MO, )+ (AN — (AO, )} — (MN )]
[(MO.)*+ (BN)* —(BO,)* — (MN)]
— [{MO.) -+ (AN —740,)' — (MN)]
[(]\10.)’4—'( BN)* — (BO,)’-——(MN)’].
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Démonstration. Le membre a gauche, d’apres le théo-
réme 3, est égal a 2a,.2b, — 24,.25,, et, d'aprés le
lcmme, cette derniére expression est égale au second mem-
bre de I’équation. Donc, etc.

En effectuant la multiplication , on obtient neuf termes
positifs et neuf termes négatifs , formés des carrés des neuf
distances des trois sommets d’un triangle aux trois som-
mets de I'autre. Ces termes se forment ainsi : 1° chaque
terme est-le produit des carrés de deux de ces distances;
2° le méme sommet n’entre pas dans les deux facteurs;
3° le signe du produit se détermine ainsi. Pour fixer les
idées , prenons les cotés MA et NO, , et supposons qu’on
parcoure le premier triangle dans le sens MABM, et le se-
cond triangle danslesens NO, O, N ; le terme (MN)? (AOy)*
est positif, et le terme (MO,)* (AN)? est négatif; dans le
premier terme, on marche dans le méme sens dans les
deux triangles, savoir,de M vers A et de N vers O ; pour
le second terme, on marche en sens inverse de O, en N,
cl ainsi des autres.

3. Soient le triangle MAB et un polygone plan
0,0:0,4...0,, ¢ I'angle des deux plans, P l'aire du
triangle, et Q l'aire du poiygone. Décomposons le po-
lygone en triangles, ayant pour sommet commun un
point N pris dans l'intérieur du polygone; considérons
les deux triangles consécutifs NO, O,, NO, Oy ; d’apres
le précédent théoréme, le produit 16 P.NO, O, cos¢
est égal 4 une somme de dix-huit termes, dont neuf
sont positifs et dont neuf sont négatifs; et, de méme,
pour le produit 16 P.NO, Ozcosg. Mais le terme
(MN)*. (AO,)* est positif pour le triangle NO, Os , et né-
gauf pour le triangle NO;O,, car on marche dans le
sens inverse; donc ces deux termes se détruisent. Il en
est de méme pour tous les termes ou entre la lettre N. 11
ne faut donc conserver que les termes provenant de la
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comparaison des trois cotés du triangle avec les cdtés suc-
cessifs 0,0, , 0,04, 0,0, ,f.., etc.; chaque comparaison
donne deux termes. On a donc en tout 6 n termes.

6. Tatorime. Soient un polygone plan de m som-
mets, a;, as, Qg ..., a,, €t un autre po{ygone plan de
n sommets, by, by, ..., b,; 9 Uangle de deux plans, et
P et Q les aires respectives. 16 PQ cos ¢ est égal a 2mn
termes, mn avec le signe +, et mn avec le signe —; le
c61é a,a, y comparé au coté b,b, , donne ces deux
termes (a,b,). (@p11by41)* — (@, by41)" (apyady)*

Démonstration. Mémec raisonnement que dans le § 5.

v

7. Scit P Paire d'un polygone plan de » sommets; appli-
quant le théoréme précédenta deux polygones qui se con-
fondent, on voit que 16 P* renferme :

1°. n termes de la forme — (@, a,,,)";

2°. n termes de la forme 2 (a,a,,)? (a,44 @,4,)%, ven-
fermant deux cotés consécutifs;

3°. n (n—3) termes renfermant les c6tés non consé-
cutifs @,a,,1, @pazyy).

Les termes positifssontde la forme 2 (@,a,)* (a,419,44)%,
et les termes négatifs de la forme — 2 (@, @,44)* (2,41 a,)°.

Exemple. n=3; on a

16 P2 = —m! —mi — m§ +2mm,~+2mm, + 2m,m,,
ou niy, my, my sont les cotés du triangle. Sin=4, on a
16PP= —m; —mj —mj —m}, +2m’m;,+2m}m?
Homimi4omim—omimt —amiml+2de;
m sont les cotés, d et e les deux diagonales. On a aussi

16 P’= (2.de + m* +m® — m?: — m’
(2de 4+ my +m} — m} — m?).

(Voir Nouvelles Annales, t. VII, p. 6g.)

TETRAEDRES. ‘

8. Lemme. MABC, NO, 0,0, sont deux tétraédres

“

@
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! que]couqucs; posons

MA.NO, cos (MA,NO, ) = a,;
MB. NO, cos (MB,NO, )= b, ;
MC.NO, cos (MC,NO,)=¢,;
on a
36 MABC.NO,0.0, = (a,b,—a,b,) c.+ (a,b, — a,b,)e,
(1) b —ab
-+ (aa 1 a, J)C-
Démonstration. Considérons MC comme représentant
une force en grandeur et cn direction ; décomposons cette
force en trois autres : MV,, perpendiculaire au plan
NO,0,; MV,, perpendiculaire au plan NO, O;; et MV,,
perpendiculaire au plan NO, O;; nous aurons

MABC = MABYV, -+ MABV. + MABYV,.

(On obtient cette équation en décomposant la résul-
tante MC et chacune de ses trois composantes, en deux
autres forces, I'une située dans le plan MAB, et Pautre
perpendiculaire a ce plan). Soit © I'angle des deux faces

MAB et NO,O,, ona (2)

b, —a, b
MAB NO,0, cos¢ = (—Z—Zm—')
Nommons %, , %, les perpendiculaires abaissées respec-
tivementde V; sur MAB, et de O, sur NO, O, ; nous avons

hihy = ¢, cos 9.

En cllet, construisonsle parallélipipéde des forces MV,
MV,, MV;; on a %, égal a MV; multiplié par le sinus de
Pinclinaison de MV; sur MAB; mais MV est perpendi-
culaire sur NO, O, ; donc iy =MV, cosg; ;= NO; ><sin
de I'inclinaison de NO, sur NO, O, ; désignons cette incli-
naison par ¢;donc 42y =MV;.NO; sin cos 93 or ¢ est
égal a Pangle d’inclinaison de MV sur la face du parallé-
lipipéde fondée par MV, et MV;; donc MV, sin{ est la

perpendiculaire abaissée de C sur cette face: mais cette
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perpendiculaire est paralléle & NOy; done

MYV, sin 4 = MC cos (MC,NO, ) ;

*

donc
hih,=c;cos9;
d’ou
36N0,0,0,.MABY, = (a,b, — a,b,) c,;
on démontre de méme
36N0,0,0,.MABV, = (a,b, — a,b,)cs,
36NO,0,0,.MABY, = (a,b, — a,b.)c,.
Ajoutant ces trois équations, on parvient a l'équa-
tion (1).

9. Dans un triangle sphérique, le produit du sinus
d’une hauteur par le sinus de la base correspondante est
constant; appelons ce produit le sinus de I'angle solide
formé par les trois rayons qui aboulissent aux trois som-
mets du triangle; on a donc, d’aprés cette définition, l¢
volume de MABC = é MA.MB.MC sin MABC, ou
sin MABC est le sinus de I'angle solide en M.

Faisant
cos (MA,NO, )= o,; cos(MB,NO,)=§,; cos(MC,NO,)=y,,
I'équation (1) donne
sin MABC sin NO, 0,0, = (2B — @aBi) 7y + (22fs—asBa) 74

+ (@b —afi)r.
On en déduit aussi ce théoréme : La distance du centre
de gravité d’un tétraédre a un des sommets divisé par le
sinus de l’angle solide formé par les trois autres distan-
ces, donne un quotient constant.

On sait que les quatre distances dont il s’agit, étant con-
sidérées comme quatre forces données-en grandeur et en
direction, le systéme est en équilibre, les forces agissant

du centre de gravité vers les sommets. On a donc ici un
beau théoréme de statique.
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10. En multipliaut les deux membres de 'équation (1)
par 8, et remplagant 2a,, 2b,, 2¢,, etc., par leurs va-
leurs (lemme), on trouve, pour les termes se rapportant
aux faces ABC et 0,0,0,, les six termes suivants :

‘ (AO,)*(BO, )t (CO, ) - (AO,): (BO, ) (CO, }*
+ (A0,)*(BO,)(CO,) — (AO, )* (BO,)? (COs):
+ (A0, )" (BO,)*(CO, ) — (AO,)? (BO, ) (€O, ).

(A)

La comparaison de toutes les faces, deux a deux, donne
cinquante-quatre termes analogues, dont vingt-sept posi-
tifs et autant de négatifs.

14. Si Von représente par a, b, ¢ les arétes qui par-
tent d'un sommet d'un tétraédre, par a’, &', ¢’ les cotés
opposés , et par P le volume du tétraedre, on a, les deux
tétraédres du lemme 8 se réunissant.

144 PP = a*a” (0> + 0* + ¢*  ¢* — a* — a"?)
4+ 020 (a*+ a'? 4 P - — b2 — b"?)
+ e (a4 a?+ b b — e — )
—a? b —a* b — at b et = a"t b

12. Soient P le volume d'un polyédre formé par m
triangles, Qle volume d’un polyédre formé parn triangles,
le produit 288 PQ sera égal 4 la somme de mn expres-
sions de six termes chacune et de la forme indiquée 10 (A) ;
3mn termes positifs et 3mn négatifs; c'est une consé-
quence du théoréme 8.

13. Tutorime cinénaL. Le produit des wolumes de
deux polyeédres est une fonction algébrique entiére des
carrés des distances des sommets d’un polyédre aux
sommets de l’autre polyédre.

Ce théoréme se démontre facilement a I'aide du théo-
réme précédent, par un raisonnement analogue a celui
qui établit le théoréme 6.



