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RECHERCHES GENERALES SUR LES SURFACES COURBES;
Par M. GAUSS.

Traduit du latin par M. T. A., ancien éléve de PEeole Polytechnique.)

I.

Les recherches dans lesquelles on s’occupe des direc-
tions de diverses droites dans I'espace sont, la plupart
du temps, portées aleur plus haut point d’évidence et de
simplicité, sil’on se sert, comme auxiliaire, d'une surface
sphérique d'un rayon égal a 1, décrite autour d’un centre
arbitraire, et dont les différents points seront censés re-
preésenter les directions des droites paralléles aux rayons
terminés & cette surface. La situation de tous les points
dans l'espace étant déterminée par trois coordonnées,
savoir, par les distances a trois plans fixes normaux entre
eux, il faut, avant tout, considérer les directions des

13.
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axes normaux a ces plans : nous désignerons par (1), (2),
(3) les points de la surface de la sphére qui représcentent
ces directions; leur distance mutuelle sera donc un qua-
drant, Du reste, nous supposerons les directions des axcs
allant vers les régions pour lesquelles les coordonnées
correspondantes regoivent un accroissement.

1.

1l ne sera pas inutile de mettre ici sous les yeux quel-
(ues propositions qui sont d’'un usage fréquent dans les
questions de ce genre.

4. L’angle de deux droites qui se coupent a pour me-
sure 'angle compris entre les points qui, sur la surface
de la sphére, répondent a leurs directions.

2. La situation d’un plan quelconque peut étre repré-
sentée par le grand cercle de la sphére,, dont le plan lui cst
paralléle.

3. L’angle entre deux plans cst ¢gal a I'angle sphérique
compris entre les deux grands cercles qui les représen-
tent, et, par conséquent, a pour mesure I'arc intercepté
entre les poles de ces grands cercles. Par suite, lin-
clinaison d’une droite sur un plan a pour mesure I'arc
mené normalement du point qui répond a la dircction de
la droite, au grand cercle qui représente la sitnation du
plan.

4. Désignant par a, y, z, x', y', 2’ les coordonnées
de deux points, par r la distance entre ces points , et par L
lc point qui, sur la surface de la sphére, représente la
direction de la droite menée du premier point au sccond ,
on aura

' =wx—+ rcos(r)L,
¥y =y -+ rcos(2)L.

2=z 4-2c08(3) L.
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5. De la on déduit facilement qu'on a, en général ,
cos* (1) L + cos?(2) L 4 cos?(3)L =1,
ct, en désignant par L' un autre point quelconque de la
surface de la sphére,

cus (1)L.cos (1)L + cos(2) L. cos (2) L'+ cos(3)L.cos(3)L'=cos LL.
6. Tutorime. En désignant par L, 1/, L", L" quatre
points sur la surface de la sphére, et par A Pangle
que les ares LL', LYL" forment & leur point de concours.
on aura
cosLL”. cosL'I." — cos LL”. cos L' L"== sin LL/. sin L” L". cos \.

Démonstration. Dénotons de plus, par la letire A, 1e
puint méme de concours, ct posons
AL ==¢, AL/ =+, AL"==¢", AL"=1¢";
nous ayons ainsi .
cos LL” = cost.cost” - sint.sint” cos A,
cos L'L" = cos ¢'cos ¢t ~ sin/’sint” cos A,
cos LI = «ost cost” 4 sint sin¢”cos A,
cos L'L" = cos t'cost” - sin¢t'sin¢” cos A,
et, par conséquent,
cos LL”.cos L/L” — cos LL.". cos 'L’
cost cost” sine’ sint?"”
= cosA | —cost cost”sintsint” —costcost”sint’sint”
— cos ¢’ cost” sin ¢ sin ¢”
= cos A (costsint’ — sintcost’\(cos¢”sin ¢"” — sin ¢” cos ¢
=cosA.sin (¢'—¢) sin{¢" —¢")
=cos A.sin LI/, sin L"L".

"

"
7

D’ailleurs, comme il part du point A deux branches de
chaque grand cercle, il se forme en ce point deux angles,
dont I'un est le complément de I'autre a 180 degrés : mais
notre analyse montre qu’on doit prendre les branches
dont les directions concordent avec le sens de Ja marche
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du point L vers L/, et du point L” vers L” : ceci compris ,
en voit en méme temps que, les grands cercles concourant
en deux points, on peut prendre arbitrairement celui
des deux qu'on voudra. Au lieu de I'angle A, on peut
aussi prendre l’arc compris entre les péles des grands
eercles dont font partie les arcs LL/, L’L”; mais il est
évident qu’on doit prendre les péles qui sont situés sem-
blablement par rapport a ces arcs, c'est-a-dire que les
deux pdles soient situés a droite, quand on marche de L
vers L/, et de L” vers L”, ou bien tous les deux a gauche.
7. Soient L, L', L” trois points sur la surface de la
sphére, et posons, pour abréger,
cos(1)L ==z, cos(2)L =y, ¢os(3)L =32,
cos (1)L =x', cos(2)L/ =)', cos(3)L' =7,
cos(1)L"=2", cos(2)L"=y", cos(3)L"=3"
et

’

R

zy'z +x’y”z—|—x”yz’——.ry”z'——-x’yz"——.r”y'z:A.
Que A désigne celui des poles du grand cercle, dont
Parc LL/ fait partie, qui est placé par rapport a cet are
de la méme maniére que le point (1) est placé par rap-
port a 'arc (2), (3). Alors on aura, d’aprés le théoréme
précédent ,
y%7 — y'z=cos(1)X.sin(2) (3).sin LL’,

ou, a cause de (2) (3) = go degrés,

yd —y'2 = cos (1) A.sinLL/,
et, de l]a méme maniére,

zx’ — z'.c = cos (2) A.sin LL/,

xy'—x'y = cos(3) A.sin LL/.
Multipliant ces équations respectivement par x”, y”,

2", et ajoutant, nous obtiendrons , au moyen du sccond
théoréme rapporté au n° 5,

A=cos\L".sinLl .
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Il faut maintcuant distinguer trois cas. Premiérement,
chaque fois que L” est situé sur le grand cercle dont fait
partie 'arc LI, on aura AL’ = go degrés, et par suite,
A = o. Mais quand L” est situé hors de ce grand cercle,
on aura le deuxiéme cas, s’il est dans le méme hémisphére
que }; le troisiéme, s'il est dans '’hémisphére opposé :
dans ces derniers cas, les points L, L/, L” formeront un
triangle sphérique, et seront placés, dans le deuxiéme cas,
dans le méme ordre que les points (1), (2), (3), et, dans
le troisiéme cas, dans 'ordre opposé. En désignant sim-
plement par L, L', L” les angles de ce triangle et par p
la perpendiculaire menée, sur la surface de la sphére, du
point L” au ¢61é LL/, on aura

sinp =sinL.sin LL” = sinL’.sin UL”, et AL’ =go°3p,
le signe supérieur devant étre pris dans le deuxiéme cas,
ct le signe supérieur dans le troisiéme. De la aussi nous
tirons

A =sinL.sin LL'.sin LL” == sinL’.sin LL' .sin L' L.”

=sinL”.sinLL” .sinL'L".

11 cst d’ailleurs évident que le premier cas peut étre
censé comprisdans le deaxiéme ou le troisiéme, et'on voit
sans embarras que == A est égal & six fois le volume de la
pyramide formée entre les points L, L/, L” et le centre
dela sphére. Enfin, on tire de 1a avec la plus grande faci-

lité, que la méme cxpression iaA exprime générale-

ment le volume d'une pyramide quelconque comprise
entre l'origine des coordonnées et les points dont x, y,
zy;x',y', 25 x", y", 2" sont les coordonnées.

111

Une surface courbe est dite avoir une courbure conti-
nue en un point A situé sur elle, si les directions de toutes
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les droites menées du point A & tous les points de la sur-
face infiniment peu distants de A, ne s'écartent qu'infi-
niment peu d'un seul et méme plan passant par A: ce
plan est dit tangent a la surface au point A. Si l'on
ne peut satisfaire a cette condition en quelque point, la
continuité de la courbure est interrompue en cet endroit,
comme il arrive, par exemple, au sommet du céne.
Les recherches présentes seront restreintes aux surfaces
eourbes, ou aux portions de surface, pour lesquelles
la continuité de courbure n’est nulle part interrompue.
Nous observons seulement ici, que les méthodes qui ser-
vent & déterminer la position du plan tangent perdent
leur valeur pour les points singuliers dans lesquels la con-
tinuité de courbure est interrompue, et doivent conduire
a des indéterminations.

Iv.

La sitnation d'un plan tangent est connue commodé-
ment par la position de la droite qui lui est normale au
point A; cette droite est dite aussi, normale a cette surface
courbe. Nous représenterons la direction de cette normale
par le point L. sur la surface de la sphére auxiliaire, et
nous poserons

cos\ V=X, cos(2)L=Y, cos(3)L=2Z;

nous désignons par a, y, z les coordonnées du point A.
Soient, de plus, x + dr, ¥ + dy, z + dz les coordon-
nées d’un autre point A’ pris sur la surface courbe; ds sa
distance infiniment petite au point A; enfin A le point de
la surface sphérique représentant la direction de I'élé-
ment AA’. On aura aussi

dr =ds.cos(1)%, dy=ds.cos(2)}, dz=ds.cos(3)2,
et, puisque 'on doit avoir AL = go degrés ,

X cos (1)) 4-Ycos(2) )+ Zcos(3)A = o.
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De la combinaison de ces équations dérive
Xde +Ydy +~Zdz=o.

On a deux méthodes générales pour montrer le caractére
8 P
d'une surface courbe. La premiére méithode se sert de
P
I'équation entre les coordonnées x, y, z, que nous sup-
poserons réduite a la forme W = o, oa W sera fonction
des indéterminées x, y, z. Soit la différentielle compléte
de la fonction W,
dW = Pdzr + Qdy + Rdz;
on aura, pour la surface courbe,
Pdx + Qdy +~Rdz = o,
ct, par suite,
P.cos(1)% =+ Q.cos(2)2+ R.cos(3)) = o.
Comme cette équation , de méme que celle que nous avons
q ) q q
établie plus haut, doitavoir lieu pour les directions de tous
les éléments ds sur la surface courbe, on verra facilement
que X, Y, Z doivent étre proportionnels a P, Q, R, et,
par suite, comme X®+Y?—+ Z* =1, on aura, on

P Q 4 R

X:—-——————-—:, Y‘:—_——:7 =
/P"'—l—Q"-l—R’ \/P’+Q’+RQ \/P’—{—Q’—i—l\’
ou
—p - —R
Xmree——— Yoo mee——— Q ) L=
\/P’-Q-Q’—-’—R’ VP 4+ Q + R \/pa_*_Qz_’_R?

La seconde méthode exprime les coordonnées sous
forme de fonctions de deux variables p et ¢g. Supposons
que, par la différentiation de ces fonctions, il viennc

dr = adp + a’ dq,
dy = bdp + b dq,
dz = cdp + ¢ dq.

Par la substitution de ces valeurs dans la formule donnéc
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plus haut, on obtient

(aX +0Y +cZ)dp + (!X + V'Y -+ ' L) dy = 0.
Comme cette équation doit avoir lieu indépendamment
des valeurs des différentielles dp, dg, on devra avoir, évi-

P> aq, )
demment,
aX4-bY+cZ=o0, aX+0UY+Z=o0;
d’ou nous voyons que X, Y, Z doivent étre proportionnels
aux quantités
b’ —cb'y cd — ad, ab— ba'.

Aiusi, en posant, pour abréger,

\/( be!— b’y 4 (ca'"—ac') 4 (ab'— ba' ) == &,
on aura, ou

be' — cb’ ca'— ac’ | ab’ — ha'
X=—g— Y=g 25—

ou
ch — be' ac’ — ca’ B ba' — al/
X::—A-—, Y:-——A——7 /,:——A-_..

A ces deux méthodes géndérales, vient s’ajouter unc
troésiéme, dans laquelle unc des coordonnées, z par
cxemple, se présente sous forme de fonction des deux
aatres x, y. Cette méthode n’est évidemment autre chose
qu'un cas particulier de la premiére méthode ou de la
seconde. Si Pon pose

dz = tdx + wdy,
on aura, ou

— ~u |
X::» Y= T_ Z:————___.__.-————-'*
Vi e Vi o+ Vi 4w
ou
t —1
X = e Y = --—~—Z————’ Z

\/|+1'+u ViR o _y/x—!—(“—i-u‘
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V.

Les deux solutions trouvées dans I'article précédent se
rapportent, évidemment, & des points opposés de la sur-
face sphérique, ou a des directions opposées; ce qui est
dans la nature méme des choses, puisquel’on peut mener
une normale aux deux faces (plage) d’une surface courbe.
Si P'on veut distinguer entre elles ces deux régions, con-
tigués a sa surface, et appeler I'une extérieure ct I'autrce
intérieure, nous pourrons attribuer i 'une et & I'autre
normale sa solution convenable, au moyen du théoréme
dévcloppé dans le n°® 7 du §II, et en méme temps nous
aurons un criterium pour distinguer une régionde I'autre.

Dans la premiére méthode, ce criterium sera donné
par le signe de la valeur de la quantité W. Généralement
parlant, la surfacc courbe sépare les parties de 'espace
pour lesquelles W a une valeur positive, des partics
pour lesquelles la valeur de W devient négative. Mais ce
théoréme fait voir facilement que si W acquiert unc
valeur positive vers la face extérieure, et que 'on con-
coive une normale menée en dchors, on devra adopter la
premicre solution. Du restc, dans chaque cas, on jugera
facilement si la méme régle pour le signe de W a licu
pour la surface entiére, ou si clle varie avec les diflérentes
parties. Tant que les coefficients P, Q, R ont des valeurs
finies , et ne deviennent pas nuls tous les trois a la fois,
la loi de la continuité empéchera toute incertitude.

Si nous suivons la deuxiéme méthode, nous pouvons
eoncevoir sur la surface courbe deux systémes de lignes
courbes : I'un, pour lequel p est variable et ¢ constant;
l'autre, pour lequel ¢ est variable, p constant; la posi-
tion mutuclle de ces lignes par rapport a la région exté-
ricure , doit décider laquelle des solutions il faut adopter.
Toutes les fois que les trois lignes suivantes, savoir, la
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bianche de la ligne du premier systeme qui partaut de A
croit avec p, la branche du second systéme partant de A
ct croissant avec ¢, ¢t la normale menée vers le cotd
extérieur, sont placées d'une maniére semblable a celle
des axes des x, y, s a partir de Porigine des abscisses
(par exemple, si, tant pour ces trois lignes que pour les
trois autres, on peut concevoir la premiére dirigée vers
la gauche, la deuxiéme vers la droite, et la troisiéme de
bas en haut), la premiére solution doit étre adoptée; mais
chaque fois que la pgsition mutuelle des trois premicres
lignes scra opposée a la position mutuclle des trois axes
des x, ¥, z, la seconde solution aura lieu.

Dans la troisieme méthode il faut voir si, quand -
prend un accroissement positif, & et y ne changeant
point, le passage sc fait vers la région extéricurce on inté-
rieure. Dans le premier cas, pour la normale dirigée vers
Pextérieur, la premiére solution aura licu ; dans le second
cas, la seconde.

VI

De méme qu'en transportant a la surface de la sphére
la direction de la normale a la surface courbe, a chaque
point déterminé de cette surface répond un point déter-
miné de la sphére; de méme aussi une ligne quelconque,
ou une figure quelconque sur la premiére surface, sera
veprésentée par une ligne ou une figure correspondante
sur la seconde. Dans la comparaison de deux figures se
correspondant de cette maniére mutuellement, dont 'unc
scra comme l'image de I'autre, deux points essentiels sont
surtout a considérer : 'un, quand on n’a égard qu’a la
(uantité seulement; l'autre, quand, en faisant abstraction
des relations quantitatives. on nc s’attache qu’a la seule
position.

Le premier de ces points sera la base de quelques no-
tions, qu'il parait utile d'admmctire dans la doctrine des
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surfaces courbes. Savoir, & chaque partie de la surface
courbe cnfermée dans des limites déterminées , nous as-
signons une courbure lotale ou entiére, qui cst exprimée
par l'aire de la figure qui lui correspond sur la surface
sphérique. Il faut distinguer avee soin de cette courbure
totale, la courbure en quelque sorte spécifique, que nous
appellerons mesure de la courbure : cette derniére est
rapportée a un point de la surface, ct désignera le quo-
tient qu’on obtient quand on divise la courbure totale de
I'élément superficiel adjacent au point par l'aire de cet
élément, et, par conséquent, indique le rapport des aires
infiniment petites qui se correspondent mutuellement sur
la surface courbe ct sur la surface sphérique. L'utilité de
ces innovations sera abondamment justifiée, comme nous
espérons, par ce que nous expliquerons par la suite.
Quant a ce qui regarde la terminologic, nous nous sommes
surtout attaché a écarter toute ambiguité; c’est pourquoi
nous n'avons pas jugé convenable de suivre strictement
I'analogie de la terminologie ordinairement adoptée dans
la doctrine des lignes courbes planes (quoique non ap-
prouvée de tous), suivant laquelle par la mesure de la
courbure on elit dii entendre simplement la courbure, ct
par courburc entiére, I'amplitude. Mais pourquoi se
montrer difficile sur les mots, pourvu qu’il n’y ait pas vide
d’idées, et que la diction ne donne pas licu 4 une inter-
prétation erronée ?

La position de la figurc sur la surface sphérique peut
étre semblable ou opposée (inverse) a la position de la
figure correspondante sur la surface courbe : le premicr
cas a lieu, quand deux lignes sur la surface courbe, par-
tant du méme point dans des directions diflérentes , mais
non opposées, sont représentées sur la surface de la sphere
par des lignes semblablement placées, savoir, quand 1'i-
mage de la ligne placée a droite est elle-méme a droite;
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dans l¢ second cas, le contraire a licu. Nous distingucrons
ces deux cas par le signe positif ou négatif de la mesure
de la courbure ; mais ¢évidemment cette distinction ne
peut avoir licu qu’autant que sur chaque surface nous
prenons une région déterminée, dans laquelle on doit
concevoir la figure. Dans la sphére auxiliaire, nous em-
ploierons toujours la face extérieure, opposée au centre;
dans la surface courbe, on peut. aussi adopter la face
cxtérieure, ou celle qui est considérée comme extérieure,
ou plutot la région a laquelle on congoit élevée une nor-
male : car évidemment, par rapport a la similitude des
figures, rien n’est changé, si sur la surface courbe on
transporle a la région opposée tant la figure que sa nor-
male, pourva que son image soit toujours peinte dans la
meéme région de la surface sphérique.

Le signe positif ou négatif, que nous avons assigné a la
mesure de la courbure pour la position d'une figure infi-
niment petite, nous I'étendons aussi a la courbure totale
d’unc figurc finie sur la surface courbe. Si cependant nous
voulons embrasser cctte matiére dans toute sa généralité,
il est besoin de quelques éclaircissements, que nous ne
ferons que toucher ici en passant. Quand la figure sur
la surface courbe est de telle nature qu’a chacun des points
dans son intérieur répond sur la surface de la sphére un
point différent, la définition n’a pas besoin d’explication
ultérieure. Mais chaque fois que cette condition n'a pas
licu, il sera nécessaire de faire entrer en compte deux ou
plusicurs tfois certaines parties de la figure sur la surface
sphérique, d’ot, pour une position semblable ou op-
posée, pourra naitre unc accumulation ou une destruc-
tion. Le plus simple, en pareil cas, est de concevoir la
figure sur la surface courbe divisée en parties telles , que
chacune, considérée isolément, satisfasse a la condition
précédente, d’attribuer a chacune d’elles sa courbure
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totale, en cn détecrminant la quantité par laire de la
figure correspondante sur sa surface sphérique, et le signe
par la position, et cnfin d’assigner 4 la figure entiére la
courbure totale provenant de I'addition des courbures
totales qui répondent aux différentes parties. Ainsi géné-
ralement la courbure totale d’une figure estégale a fkda,
cn dénotant par do I'élément de I'aire de la figure, et
par A la mesure de la courbure en un point quelconque.
Quant A ce qui appartient a la représentation géomé-
trique de cette intégrale, ce qu’il y a de principal sur ce
sujet revient a ce qui suit. Au contour de la figure sur la
surface courbe (sous la restriction du § III) correspondra
toujours sur la surface sphérique une ligne revenant sur
clle-méme. Si clle ne se coupe point elle-méme en aucun
endroit, elle partagera toute la surface sphérique en deux
parties, dont l'une répondra a la figure sur la surface
courbe, et dont I'aire (prise positivement ou négative-
ment suivant que par rapport a son contour clle est
placée d'unc maniére semblable a celle de la figure sur la
surface courbe par rapport au sien, ou d’une maniére
inverse), donnera la courbure totale de cette derniére.
Mais chaque fois que cette ligne se coupe elle-méme une
ou plusicurs fois, clle présentera une figure compliquée,,
a laquelle cependant on peut attribuer une aire détermi-
née avee autant de raison qu’aux figures sans neeuds; ct
cette aire, comprise comme clle doit I'étre, donnera tou-
jours une valeur exacte de la courbure totale. Nous nous
réservons cependant de donner & une autre occasion une
exposition plus étendue sur le sujet des figures congues
de la maniére la plus générale. '

VIL

Cherchons maintenant une formule pour exprimer la
mesure de la courbure pour un point quelconque de la
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surface courbe. En dénotant par o Paire d’un élément de
cette surface , Zdo sera aire de la projection de cet élé-
ment sur le plan des coordonnées x, y; et, par suite, si
dZ est Vaire de I'élément correspondant sur la surface
sphérique, ZdZ sera I'aive de la projection sur le méme
plan : le signe positif ou négatif de Z indiquera que la
situation de la projection est semblable ou opposée a la
situation de I'élément projeté. Ces projections ont donc
évidemment entre elles le méme rapport quant a la quan-
tité, et aussi le méme rapport quant & leur situation, que
les éléments enx-mémes. Considérons maintenant un élé-
ment triangulaire sur la surface courbe, et supposons que
les coordonnées des trois points, qui formentsa projection,
sont

Ty R
& —+ dr, y +dy,
x -+ dx, y+ 0.

Lc double de l'aire de ce triangle sera exprimé par la
formule

de.dy — dy . dx,

ct sous une forme positive ou négative, suivant que la
position du coté qui joint le premier point au troisiéme
par rapport au cdté qui joint le premier point au second
est semblable, ou opposée a la position de I'axe des coor-
données y, par rapport a laxe des coordonnées .

Par conséquent, si les coordonnées de trois points, qui
forment la projection de I'élément correspondant sur la
surface sphérique , prises a partir du centre de la sphére,
sont

X, Y,
X +dX, Yady,
X 48X, Y. Iy,
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le double de I'aire de cette projection sera exprimé par
dX.8Y — dY.5X,
et le signe de cette expression se détermine de la méme

maniére que ci-dessus. Donc la mesure de la courbure
en ce lieu de la surface sera

2= dX.0Y —dY.sX
T dr.dy —dy.dx

Si nous supposons que la nature de la surface est
donnée suivant le troisiéme mode considéré dans I’ar-
ticle IV, on aura X et Y sous forme de fonctions des
quantités x et y; d’ou

dX = <‘fl—i§—> dr + (%}) dy,
x= (1) e+ (1),
e () (2o
Y = <‘%) dx -+ <(—€‘§Y—> Sy.

Par la substitution de ces valeurs, ’expression précé-
) P
dente se change en celle-ci :

po (XY (4 dX\ (dY
~ \dzx dy dy dx
Posant, comme plus haut,
dz . dz
dz ' dy
et, de plus,
dz d'z d?z —v
dzr ~ dedy — 77 dyr T 7
ou
dt="Tdr +Udy, du=—Udz + Vdy,
Ana. de Mathémat, X1, (Juin 1852.) 14
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nous aurons , d’aprés des formules données plus haut,

X=—tZ, Y=—uZ, (1 +8+u)l2=1,
et, de la,
dX = —1Zdt—tdZ,
dY =—7Zdu — udlZ,
(v +uw)dZ + Z(tdt + udu)=o,
ou
dZl = — 23 (tdt + udu),
dX:—Z“(l—i—u’)dt-{-l‘tudu,
dY = +Ztudt — 23 (1 + ¢*) du,
et aussi
dX
—_— — 2
(l.r—7[ (t+ )T +tuU],
!
(—{17X:Z‘[-——(1+1¢’)U—;—m\’],
%:ZﬂmT—(x—{»—t’lU},
dY

e =Z[tuC — (1 + £*)V].

En substituant ces valeurs dans 'expression précédente ,
il vient
TV — U

A=Z(TV—U) (1 ek o) = 2TV =0 = s

VIII.

Par un choix convenable de l'origine et des axes des
coordonnées , on peut faire facilement que, pour un point
déterminé A, les valeurs des quantités ¢, u, U s’éva-
nouissent. D’abord les deux premiéres conditions sont
remplies, si I'on prend le plan tangent en ce point pour
plan des coordonnées x, 5. Si, de plus, on place Vori-
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gine en cc point, l’expressmu des coordonnées: z""éc'qmeﬂ
évidemment cette forme,,

1
z = -2—T°.r‘ + Uy +éV°3’ “+ Q,

ou £ sera d’un ordre plus élevé que le second. Faisant
ensuite tourner daus leur plan les axes des x, y d’un
angle M, tel qu'on ait

2 Un

tang2 M = T v

on voit facilement que I'équation prendra cette forme,
1, 1
=-Tx*4+-Vy'+4 Q3
2 2

et 'on satisfait ainsi a la troisiéme condition. Cela fan,
on voit que :

1. Sila surface courbe est coupée par un plan nor-
mal, ct passant par I'axe des coordonnées x, le rayon de

. . , 1 .
courbure de la section au point A sera égal & 7 le signe

positif ou négatif indiquant que la courbe tourne sa con-
cavité ou sa convexité vers la région ou les coordonnées
z sont positives.

. 1 .
2. De la méme manieére, ¥ sera au point A le rayon de

courbure d'une courbe plane, section de la surface
courbe par le plan passant par le plan des y, z.

3. En posant r =rcos¢, y = rsing,on a
1 .
z = —(Tcos’q) + Vsin’e) 72 4 Q;
2
d'ou l'on conclut que, si la section est faite par un plan

normal en A 4 la surface, et faisant avec I'axe des x
14.
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Paugle ¢, le rayon de courbure au point A sera égal &
1
T cos’¢ + Vsin’g

4. Chaquec fois donc qu'on aura T =V, les rayons de
courbure seront égaux dans tous les plans normaux. Mais,
si T et V sont inégaux, il est évident, puisque, pour une
valeur quelconque de I'angle ¢, T cos*¢ + V sin® ¢ tombe
entre T et V, que les rayons de courbure dans les sections
principales, considérées dansles n° 1 et 2, se rapportent
aux courbures extrémes, savoir: I'un i la courbure maxi-
mum, Pautre & la courbure minimum, si T et V sont
aftectés du fnéme signe; et, au contraire,l'un a la plus
grande convexité, I'autre a la plus grande concavité, si T
et 'V ont des signes contraires. Ces conclusions con-
ticnnent presque tout ce que I'illustre Euler nous a en-
scigné le premier sur la courbure des surfaces.

5. La mesure de la courbure de la surface en un
point A prend Texpression trés-simple =TV, dou
nous avons :

Tutonime. La mesure de la courbure en un point
quelconque d’une surface est égale & une fraction, dont
le numérateur est L’unité, et dont le dénominateur est le
produit des deux rayons de courbures extrémes dans les
sections faites par les plans normauax.

On voit en méme temps que la mesure de la courbure
est positive pour les surfaces concavo-concaves ou con-
vexo-convexes (ce qui ne fait pas une différence essen-
tielle), et négative pour les concavo-convexes. Si la sur-
face est composée de parties de chaque espéce, sur leurs
confins la mesure de la courbure devra s’annuler. On s’¢-
tendra plus longuement dans la suite sur la nature des
surfaces courbes pour lesquelles la mesure de la courbure
est partout nulle.
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IX.

La formule générale pour la mesure de la courbure don-
née a la fin de art. VI est de toutes la plus simple, puis-
qu'elle implique seulement cing éléments; nous serons
conduits a une formule plus compliquée, renfermant neuf
¢léments, si nous voulons employer la premiére maniére
d’exprimer la nature d'une surface (*). En conservant les
notations de I'art. IV, nous poserons, de plus,

AW (zzw W
Faa =0 =
d*'W d*W d*W
— )/ —_— " = ‘H
dy dz P drdz o dx dy R%
de s01le quon ait
dP =P dr + R"dy +Q"dz,
4Q =R"dr+ Q' dy + P"dz,
dR =Q"dxr+P"dy + R'dz.
. P _
Comme on a déji t = — fi? nous trouvons ., par la difié-

rentiiation,
"R dt—=—RdP+PdR= (pQ"— RP) dor 4+ (PP”——BR”) dy
-+ (PR’ — RQ") dz,

on, en éliminant dz a I'aide de I'équation

Pdxr + Qdy +~Rdz = o,

R'd = (—R*P' + 2PRQ" — P*R’) du
~+ (PRP” +- QRQ” — PQR’ — R2R") dy.

On obtient, en outre, de la méme maniére,

R'du = (PRP” + QRQ” — PQR’— R’R" ) dr
+ (—R?Q + 2 QRP" — Q'R') dy.

(*) Vou page 701
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Nous tirons de la,
BT = — R?*P' 4~ 2PRQ" — P:R/,
R*U = PRP" 4+ QRQ” + PQR’ — R'R’,
R'V=—R?Q’ + 2 QRP” — Q'R’.

En substituant ces valeurs dans la formule de I'art. VII,
nous obtenons , pour la mesure de la courbure k, 'expres-
sion symétrique suivante,

(P4 Q-+ R A = PHQ'R — P) + Q' (PR — Q)

+R*(P'Q — R"?) +2QR (Q"R" — P'P")

+2PR(P"R'— Q'Q") + 2PQ(P" Q" — R'R").
X.

On obtiendra une formule encore plus compliquée,
composée de quinze éléments, en suivant la seconde mé-
thode générale (*) pour exprimer la nature des surfaces
courbes. Il est cependant trés-important de I'élaborer
aussi. En conservant les signes de I'art. IV, posons, en
outre,

d*x Az 'z,
:l/—;_" dpd(]_a’ det T
A’y ay , d’y ,
dpt By dpdg — ¥ dg* g
d*z d*z d*z
d])"_'y’ r!pdqm,’ dpr

I"aisons encore, pour abréger,
be' —cb' = A,
ca’ — ac' =B,
abl’ — ba' = C.

On a d’abord

Adr 4+~ Bdy 4+ Cdz = o,
ou

A B
dz:——é(l.r—éd_y;

{*) Cette seconde methode est un systeme de coordonnées , longitudes
et latitudes, géneralise. Tw
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mais aussi, quand z est considérée comme fonction de z, y,

on a
dz A
c[x—-tﬁ 2
dz B
7y~u__a

Nous tirons de dx = adp + a'dg. dy = bdp + b dyq,
Cdp = b'dr — a'dy,

Cdg = — bdzx + ady.
Les différentielles complétes de ¢ et de u sont donc
[ dC  _dA dA  dC
3 — — paind ]r — \ — —_— — d
Cdte \Adp Cdp (b'dx— a’'dy) + qu Adq (bdx — ady),
1 dc_ _dB\ , dB  _dC
C (l“—<B¢_I/; —C;l;-l (b'de — a’'dy )+ <C g —-BE) (bde — ady).

Si maintenant, dans ces formules, nous substituons

a’ﬁ — C,B + b'r’,—cﬂ’ - b"y,

dp

::_:;_ o C'ﬁl—{-—b'y”'—'fp”““ bl,yl,
dB 4 col ay —ca
—=a ca' — —

dP 7 @ 7 ?
o =a'y +cd’ —ay’' — o,
1C

:7,)—: b'a +af' — b’ — a'B,
IC

_:172 blal+aﬁ”— baﬂ_ alpl,

et si nous considérons que les valeurs des différentielles
dt, du, ainsi obtenues, doivent étre respectivement
égales, indépendamment des différentielles dx, dy, aux
quantités Tdx 4 Udy, Udx + Vdy, nous trouverons,

aprés quelques transformations qui sc présentent assez
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uaturellement ,

CT = aAb?+ 3B+ 9Cb"
—2d'AbY — 2B'Bbb — 29'ChY’
+ «"Ab 4 B"Bb* 4 4" Cl?,

€U = —aAd'l) — BBa’'b’— yCa'¥/
+ &'A(ab’ + ba') + P'B(ab’ + ba') + 7' C(ab’ + ba”)
— a’Aab— B"Bab — y"Cab,

€@V =aAad?+ BBa'?+ yCa"
—2d'Aaad’ — 2f/Baa’ — 29'Cad
+ «"Aa*+ B"Ba*4- 9" Ca’.

Si donc, pour abréger, nous posons

(1) Aa +Bf +Cy =D,
(2) Ad' 4 BB + Cy’' =D,
(3) Au’ + BR"+ Cy” = D",
on a

CGT =DV — 2D'bb" + D82,
CGU=—Da'd+ D' (ab’ + ba') — D"ab,
C'V=Da"* — 2D'aa’ + D"a’.
De la, en faisant le développement,
C*(TV — U?) = (DD” — D) (ab’ — ba') = (DD” — D) €,
et, par conséquent, la formule, pour la mesurc de la
courbure,

,_ _Dbp'—D"
_(A’+B2+C’)’
XI.

ATaide de la formule que nous venons de trouver, nous
en établirons une autre, qui doit étre rangée parmi les
théorémes les plus féconds dans la doctrine des surfaces
courbes. Introduisons les notations suivantes :

A + b +¢c =E,
aa' + bb' 4+ ¢’ =F,
a4+ 07+ =G,
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(4) ’ ae b + cy =m,
(5) ao’ +bf +cy =m,
(6) ad’ 4+ 6B 4+ cy" =m",
(7) da + VB +cy =n,
(8) aad -+ b’ﬁ' + vy =nr,
(9) d'a o W ¢y =

A" B 4+ = EG — F'= A.
Eliminons des équations (1), (4 )s (7) les quantités
B, 7, ce que nous ferons en les multipliant par bc'— cb’,
b'C—c'B, ¢cB'— bC; et les ajoutant, il viendra
(A (b’ — cb') 4 a(b'C — &/ B) -+ ' (cB — bC)] =
=D (b’ —¢cb')+ m(b'C—c'B)+ n(cB—5bC),
équation que nous transformons facilement en celle-ci,
AD = A 4+ a (rF — mG) + a’ (mF — nE).
De la méme maniére, P'élimination des quantités «, y ou
«, [3 des mémes équations, donne
BD=@A+ 6{nF —mG)+ b'(mF — nE),
CD =9A+ ¢(rF — mG) + ¢/ (mF — rE).
En multipliant ces trois équations par &, 5, 3", et les
ajoutant, on obtient
(10) DD’ = (aa” + Bf” + 77")a
+m"(nF—mG)+ n" (mF — nE).
Si nous traitons de la méme maniére les équations (2),
(5), (8), il vient
AD = d'A+a(n’'F—m'G)+a' (m'F — n’'E),
BD' = @A+ b(n'F — m'G)+ &' (m'F — n'E),
CD =9'A+ (W F—m'G)+ ' (m'F — n'E);
eces équations étant multipliées par «', 5y 7', leur addition
donne ’
D = (a4 B+ 92 ) A+ m' (W' F—m'G) 4+ n' (m'F — n'K).
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La combinaison de cette équation avec I'équation (r0)
donne

DD” —_ D“ — (CLS(” + ﬁﬁ” _’_ 77// — 2 p/z — 7/2) A
+ E(@?*—nn") + F(am"” —2m'n’ + mn") 4 G (m'* — mm").

Il est évident qu'on a

dE dE , dF , dF - | ,
W:zm, {-l—q—::zm, %:m—i—n,\(g:m+n,
i9—211’ fl—G—-zn”
dp > odg T ?
on
1 dE ,__1dE s__dF 1 dG
m:—I—P», _;Ea ”—%—_2-—(7[;7
__dF 1 dE , _1dG s __1dG
II_-@—;—J(-I—y l)._;—l?;, -—-;—;—1;'

IVailleurs on peut facilement s’assurer qu’on a

o " g dn'  dm” dm
ax" 4 BRY 4+ o — a2 B8 7 (]([ e — ——dl) 7
1 d'E d*F 1 d*'G

2 dy: + dp.dq 5 dp?

Si nous substituons ces diverses expressions dans la
formule que nous avons trouvée a la fin de article pré-
«édent pour la mesure de la courbure, nous parvenons a
la formule suivante, qui ne contient que les seules quan-
tiés E, F, G, et leurs quotients différenticls du premier
et du second ordre,

dE dG dF dG dG\?
J— 232 —_— — R
4(EG—F) ‘—r[([q (1(1 (Ip dq+<(1]) ]
+F dE dG dE dG sz (1F+4dF dF dF dG
dp g dg A g dq VG g T dp

o[ 4B 4G _ _dE aF dE\)’
AT Cdpdg T \dg

(l‘E a'F d'G
2(EG——I‘)( aq° —_ﬁ—l[/).dq+_(—f;)—~‘\'
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-

Comme on a
dx* + dy* + dz* = Edp* + 2 Fdp.dg + Gdqg?,

on voit que VE dp® + 2Fdp.dg + Gdg® estVexpression
générale de I'élément linéaire sur une surface courbe. L’a-
nalyse développée dans P'article précédent nous apprend
ainsi que, pour trouver la mesure de la courbure, on n’a
pas besoin des formules finies, qui donnent les coordon-
nées x, y, z comme des fonctions des indéterminées p, ¢,
mais qu’il suffit de I'expression générale de la grandeur
d’un élément linéaire quelconque. Procédons a quelques
applications de cet important théoréme.

Supposons que notre surface courbe puisse étre dévelop-
pée sur une autre surface, courbe ou plane, de fagon qu’a
chaque point de la- premiére surface, déterminé par les
coordonnées x, ¥, z, réponde un point déterminé de la
seconde surface,dontles coordonnées soient 2/, y/, 2'. Evi-
demment &/, y', 2’ pourront aussi étre considérées comme
des fonctions des indéterminées p, ¢, d’ou viendra, pour

Pélément v dx’? + dy’* + dz'%, 'expression

VEdp*+2¥ dp.dg + G dg?,
E, F', G désignant aussi des fonctions de p, . Mais on
voit, par la notion méme du développement d’une surface
sur une surface, que les éléments correspondants sur les
deux susfaces sont nécessairement égaux, et qu’ainsi on
a identiquement

E=FE, F=F, G=G';

donc la formule de T'article précédent conduit sponta-
nément a cc beau théoréme :
Tutorime. St une surface courbe est developpée sur
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une autre surface quelconque, la mesure de la courbure
en chaque point reste invariable.

Evidemment aussi, une partie quelconque finic d’une
surface courbe, aprés son développement sur une autre
surface courbe, conservera la méme courbure totale.

Le cas spécial, auquel les géométres ont restreint jus-
qu’ici leurs recherches , consiste dans les surfaces dévelop-
pables sur un plan. Notre théorie apprend spontanément
que la mesure de la courbure de telles surfaces en un point
quelconque est zéro; par conséquent, si leur nature est
exprimée suivant la troisiéme méthode, on aura partout

d*z d?z d*z \*

—_— = — | —_—— =0

dx*  dy* dx dy
Ce critérium, quoique bien connu, n’est pas démontré la
plupart du temps, a notre avis du moins, avec la rigueur
qu'on pourrait désirer.

XIIIL

Ce que nous avons exposé dans D'article préeédent
se rattache & une maniére particuliére de considérer les
surfaces, digne au plus haut pointd’étre cultivée avec soin
par les géomeétres. Quand l'on considére une surface non
comme la limite d’un solide, mais comme un solide
flexible quoique inextensible, dont une des dimensions est
regardée comme évanouissante, les propriéiés de la surface
dépendent , en partie de la forme & laquelle on la concoit
réduite,, en partie sont absolues, et restent invariables,
suivant quelque forme qu’on la fléchisse. C’est a ces der-
niéres propriétés, dont la recherche ouvre i la géométrie
un champ nouveau ct fertile, que doivent &tre rapportées la
mesure de la courbure et la courbure totale, dans le sens
que nous avons donné a ces expiessions; a elles aussi ap-
partienneunt la doctrine des lignes les plus courtes, et la
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plus grande partie de ce que nous nous réservons de
traiter plus tard.

Dans ce genre de considérations, une surface plane et
une surface développable sur un plan, par exemple une
surface cylindrique , conique, etc., sont regardées comme
essentiellement identiques, ct la maniére naturelle d’ex-
primer généralement le caractére de la surface ainsi
considérée est toujours fondée sur la formule

\/ Edp* 5+ 2F dp.dy + G dgq?,

qui lic I’édlément linéaire aux deux indéterminées p, ¢.
Mais, avant de poursuivre ultérieurement ce sujet, il faut
s'occuper d’abord des principes de la théorie des lignes
de plus courte distance sur une surface courbe.

XIV.

La naturc d’une ligne courbe dans I'espace est donnée
généralement de telle sorte, que les coordonnées x, y, =
répondant & ses divers points, se présentent sous la forme
de fonctions d’une variable que nous dénoterons par w.
La longueur d’une telle ligne, depuis un point initial
arbitraire jusqu’au point dont les coordonnées sont x, y, z,
est exprimée par l'intégrale

. ‘ dy ’+ dz
aw- a'w + (lw) dw

Si l'on suppose que la position de la ligne courbe
éprouve une variation infiniment petite, de facon que les
coordonnées des divers points recoivent les variations dx,
dy, dz, on trouve la variation de toute la longueur

fdz .ddz+4dy.ddy +dz.ddz
- Vdzt - dy* + dz

’
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expression que nous changeons en cette forme ,

(lz:3x+lly.r?y+}lz.3z

dz? + dy* + dz?

dx dy

i

—_—— )
Vdxt 4dy* + dz? y dx? 4 dy? + dz?

d:
- dz.d ——.____—i_-—-—_——:.
Vdxt + dy* + dz?

dx.d

Dans le cas ou la ligne est la plus courte entre ses
points extrémes, on sait que tout ce qui se trouve sous le
signe intégral doit s’évanouir. Quand la ligne doit étre
sur une surface donnée par I'équation

Pdr +~Qdy +~Rdz=o,
les variations dr. dy, dz doivent satisfaire aussi a 1'é-
quation

Podr+ Qdy + Rdz=o0;
d’ou, pardes principes connus, on voit facilement que les
différenticlles
dx dy dz

d. y d. s d. b
Vdz*+dy*+ dz’ Vdzi+ dy*+ dz? Vdz*+dy*+ dz

doivent étre respectivement proportionnelles aux quan-
tités P, Q, R. Soient maintenant dr 1’élément d’une ligne
courbe, A un point sur la surface de la sphére représen-
tant la direction de cet élément, L un point sur la surface
de la sphére représentant la direction de la normale a la
surface courbe; soient enfin £, 7, ¢ les coordonnées du
point 4, et X, Y, Z les coordonnées du point L par rap-
port au centre de la sphére. On aura ainsi

de==%tdr, dy=nundr, dz=210¢dr;
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d’on il résulte que les différentielles ci-dessus devien-
nent d§, dn, d{. Et comme les quantités P, Q, R sont
proportionnelles 4 X, Y, Z, le caractére de la ligne de plus
courte distance consiste dans les équations
dt{ dn di
XTY~ 7

Du reste, on voit facilement que ydg® + dn® 4 d2?
est égal , sur la surface sphérique, au petit arc qui mesure
I'angle compris entre les directions des tangentes, au com-
mencement et 4 la fin de I'élément dr, ct que, par suite,

. , Ldr .
il est égal & —, si p dénote le rayon de courbure en cc
lieu de la courbe la plus courte. On aura ainsi

pdE=Xdr, "adn=Ydr, pdt==7Zdr.
XV.

Supposons que sur la surface courbe, il parte d’un point
donné A une multitude de courbes de plus courte dis-
tance , que nous distinguerons entre elles par I'angle que
forme le premier élément de chacune d’elles avec le pre-
mier élément de I'une de ces lignes prise pour la pre-
miére; soient ¢ cet angle, ou plus généralement une fonc-
tion de cet angle, et r la longueur de la ligne la plus courte
dupoint A jusqu’au pointdont les coordonnées sont x,y, z.
Comme, a des valeurs déterminées des variables r, ¢,
répondent des points déterminés de la surface, les coor-
données x, y, z peuvent étre considérées comme des fonc-
tions de 7, ¢. Nous conserverons d’ailleurs la méme
signification que dans l'article précédent aux notations
AL ey, &, X, Y, Z, de fagon a les rapporter générale-
ment & un point quelconque d’une quelconque des lignes
de plus courte distance.

Toutes les lignes de plus courte distance, qui sont d'une
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égale longueur r, se termineront a une autre ligne, dont
nous désignerons par v la longueur comptée d’'une origine
arbitraire. On pourra ainsi considérer v comme une fonc-
tion des indéterminées r, ¢; et si nous désignons par A’ un
point sur la surface de la sphére correspondant a la direc-
tion de I'élément dv, et par £, v, ¢ les coordonnées de
ce point par rapport au centre de la sphére, nous aurons

ll.x___E, dv dy _, do. dz __, dv
de " 'de’ de " 'd¢' dy " de
De 13 et de
a’;l:___E dy dz
R e
il suit
dr dx dy dy dz dz , do do
P T A W ! ) Y y— = 'Y .
T e Tar de T dr g = B ) T = oS o

Désignons le premier membre de cette équation, qui
sera aussi fonction de r, ¢, par S; sa différentiation sui-
vant 7 donne

dS _d'x dx dy dy d’z dz

dr = drt'de  dr dy | dr dy

(2]

1
+; de
_dE dr dun dy dt di 1 d(E+ w4+ U)
B TR A P i M S P

< s . e
Mais £* 4 ' +¢*=1; par suite, sa différentielle est
égale & zéro, et, par Varticle précédent, nous avons,
s1 p désigne toujours le rayon de courbure dans la ligne. r,

di X dn_ Y dt Z
0

FS T @
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Nous obtenons ainsi

ds 1 d dv’

_-§::-—-(X2’+Yn’+lt’)~ L =llicosLy. 2 = o,

dr p de p dy
puisque 1’ est situé sur le grand cercle dont le péle
est L. De 1a nous concluons que S est indépendant
de r, et, par conséquent, fonction seulement de ¢; mais
pour r=o0, il est évident qu'on a v=o0, par consé-

. dv Y
quent aussi —- =0, et S = o indépendamment de o.
[ 4

Ainsi, nécessaircment, on devra avoir généralement
S=o, et aussi cos \A' = 0, €’est-a-dire A\’ = go°. Ne la
nous tirons :

Tutorime. — I Pon méne sur une surface courbe
d’un méme point initial une multitude de lignes de plus
courte distance de méme longueur, la ligne qui joindra
leurs extrémités sera normale & chacune d’elles.

Nous avons tenu a déduire ce théoréme de la propriété
fondamentale des lignes de plus courte distance. Du reste,
on peut se convaincre desa vérité, sans aucun calcul, par
le raisonnement suivant : Soient AB, AB' deux lignes de
plus courte distance de méme longueur, comprenant en A
un angle infiniment petit; et supposons que 'un des
angles de I’élément BB’ avec les lignes BA, BA’ differe
d’une quantité finie de I’angle droit, d’'oi1, par la loi de
la continuité, 'un sera plus grand, l'autre moindre. que
Tangle droit. Supposons que 'angle en B = go® — w, et
prenons sur la ligne AB un point C, tel qu'on ait

BC = BB'. coséc ».

Comme on peut considérer le triangle infiniment petit
BB’C comme plan, on aura
CB'=BC.cosw,
et, par suite,
AC+CB' = AC+ BC. cosw = AB — BC.(1 — cos w)
= AB’'—BC. (1 — cosw), .
Aan. de Mathémat., t. X1. (Juin 1852.) 1)
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¢'est-a-dire le passage du point A a B par le point.C plus
court que la ligne de plus courte distance; ce qui est ab-
surde. .

XVL

Au théoréme de D'article précédent, nous associons un
autre théoréme, que nous énongons ainsi: 8, sur une
surface courbe, on concoit une ligne quelconque, de cha-
cun des points de laquelle partent, sous des angles droits

ct vers la méme région, une quantité innombrable de
lzgnes de plus courte distance deméme longucur, la courbe
qui jotndra leurs autres extrémilés, les coupera loutes
sous des angles droits. Pour le démontrer, on n’a rien a
changer a I'analyse précédente, si ce n’est que ¢ doit dé-
signer la longueur de la courbe donnée comptée d'un point
arbitraire, ou, si 'on aime mieux, une fonction de cettc
longueur. Ainsi, tous les raisonnements auront égale-
ment lieu, avec cette modification, que la vérité de 1'é-
quation $ = o pour r = o est maintenant comprise dans
I'hypothése méme. Du reste, cet autre théoréme est plus
général que le piécédent, qu’il peut aussi étre censé
comprendre, si pour ligne donnée mnous adoptons un
cercle infiniment petit décrit autour de A comme centre.
Enfin, nous avertissons qu’ici encore des considérations
géométriques peuvent tenir lieu de I'analyse. Comme
elles se présentent assez naturellement , nous ne nous y
arréterons pas.

XVIL

Revenons a la formule VE dp* + 2V dp . dg + Gdg?,
qui exprime généralement la grandeur de I'élément li-
néaire sur une surface courbe, et, avant tout, examinons
la signification géométrique des coefficients E, I, G. Déja,
dans I'art. V, nous avons averti qu’on peut concevoir,
sur la surface courbe, deux systémes de lignes : I'un,
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pour lequel p scul est variable, ¢ constant; I'autre, dans
lequel ¢ seul cst variable, p constant. Un pom:," on-
que de la surface peut donc étre considéré comme: Pinter-
section d’'une ligne du premier systéme avec*une ligne du
second ; et alors I'élément dela premiére ligne adjacente a
ce point, et répondant i la variation dp, sera égal 2 VE.dp;
ct Pélément de la seconde ligne répondant 4 la variation
dq sera égal 2 G. dg; enfin, en désignant-par o I'an-
gle compris entre ces éléments, on voit facilement que

oS = ;/—E;G Et I'aire de 1'élément du parallélogramme

compris sur la surface coutbe cntre deux lignes du pre-
mier systéme, auxquelles répondent ¢, ¢ + dg, et deux
lignes du second systéme, auxquelles répondent p, p+ dp,
sera VEG — T2, dp.dg.

Une ligne quelconque sur la surfgee courbe, n’ap-
partenant a aucun de ces systémes, prend naissance
quaud p et ¢ sont regardés comme fonctions d’une va-
riable nouvelle, ou 'une comme fonction de¢ D'autre.
Soit s la longueur d’une telle courbe compiée d’'une ori-
gine arbilraire, et vers une direction quelconque regardéc
comme positive. Désignons par 6 I'angle fait par I'élément
ds = VEdp*+ 2 Fdp.dg+ Gdg® avec une ligne du pre-
mier systéme menée par V'origine de I'élément, et, pow
ne laisser aucune ambiguité, nous supposerons que cet
angle part toujours de cette branche de la ligne pour la-
quelle les valeurs de p augmentent, et qu’on le prend po-
sitivement du c6té vers lequel les valeurs de g augmentent
Cela ainsi compris, on voit facilement qu’on a

= — Ed
cs0 ds = V\VE.dp + /G cos:».dq:-—-")—;/%ﬂq,
VEG —F".dg

sin 0 ds = \/G sinw dy =
¢ = N3
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. XVIIIL

"Nous chercherons maintenant quelle est la condition
pour que cette ligne soit la plus courte. Puisque la lon-
gueur de s est exprimée par I'intégrale

s :f\/Edp’—i— 2Fdp.dq + Gdg*y

la condition du minimum exige que la variation de cette
intégrale, venant d'un changement infiniment petit dans
la situation de cette ligne, devienne zéro. Le calcul, pour
cette recherche, se fait plus commodément dans ce cas,
si nous considérons p comme fonction de ¢. Cela fait, si
la variation est désignée par la caractéristique J, nous

avons
dE 2dF 4G \
— 2 . e B
5s — (dp dp* + s dp.(lq-f‘dp dq )5/}+(2E(1])+2F(1,]),
- s

2ds .
_Edp+Fdg
- ds 9p
dE 2dF dG
— - dp? -dp.d — - dg?
o s (TG TG By Fay
p 2ds -0 ds /

et 'on sait que 'expression sous le signe intégral doit

s’évanouir indépendamment de p. On a ainsi
dE 2dF dG
== dp* 4+ —— - dp. —— e dq? = .d
e p* 3 dp.dq + p dq 2ds.a

= 2ds.d.JE cos§ =

Edp 4-Fdy
ds
ds.dE.cos 6

VE
Ed4 dg)dE ————
= (_J_’;F_Ii_(!_).(_._ 2\/EG——F‘.dq.d0

— 2ds.d0.VE .sin 6

E
__ [Bdp+Fdg\ (dE dE e
= (__E.____).(E;dp_;.@. dq)—zJEG—F’.dq.do.

De 1a nous tirons, pour la ligne la plus courte, I'équa-
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tion de condition suivante : ..
1¥ dE 1 F dE 1 dE
— F.dl=--.—.dq - —, —-—
VEG —F 2E @ Prie A Mt
dF 1 dG
— L -1
dp d[’ 2 d[’ ((I7
qu'on peut aussi éerire ainsi :
F 1 dﬁ dF 1dG
/FG —Fr.do—~ = AR~ —dp — ——dp — 2 =g
VEG — F*.dé = B -+ .dp .dp > dp dg
Du reste, a I'aide de léquatxon
E dp ¥

cot ) = ———r— - — ——
VEG—F 49  \JEG —F
on peut éliminer, de la précédente équation, angle 0, et
développer ainsi I'équation différentielle du second ordre
entre p ct ¢, qui se trouverait cependant plus compliquée
ct moins utile pour les applications que la précédente.

XIX.

Les formules générales que nous avons trouvées pour
la mesure de la courbure et pour la variation de direc-
tion de la ligne de plus courte distance dans les
art. X1, XVIII, deviennent beaucoup plus simples, si les
quantités p, g sont choisies de telle sorte que les lignes
du premier systéme coupent toujours orthogonalement
les lignes du second systéme, c’est-d-dire de telle sorte,
qu'on ait généralement w = go°® ou F = 0. Alors on a,
pour la mesure de la courbure,

dE dG dG\: dE dG dE\?
AEGA —=F 2.0 g (%N L6 220 6. (%2
PR =F dg dq +F<d1)> dp dR+G (df/)
2 FG <dll d G)
ap*
et, pour-la variation de I'angle 6,
1 dE 1 dG
VEG.do = —(-;I—.d[)—i,—l;‘dq.
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Parmi les divers cas dans lesquels a lieu cette condition
d’orthogonalité , tient le premier rang celui ot toutes les
lignes de I'un ou P'autre syst¢me, par exemple du pre-
mier, sont des lignes de plus courte distance. L, en eflet,
pour une valeur constante de ¢, I'angle 6 devient zéro;
d’ou I'équation qu’on vient de donner pour la variation

, . . dE
de 0 montre qu'on doit a®oir —~ = 0, ou que le coeffi-
dq

cient E doit étre indépendant de ¢, c’est-a-dire que E
doit étre ou constant ou fonction seulement de p. Le plus
simple sera d’adopter pour p la longueur méme de chaque
ligne du premier systéme, et méme chaque fois que toutes
les lignes du premier systéme concourent en un point, de
compter cette longueur de ce point, ou, s’il n'y a pas de
eommune intersection , d’'une ligne quelconque du second
systéme. Ceci compris, on voit que p et ¢ désignent main-
tenant les mémes quantités que, dans les art. XV, XVI,
nous avions exprimées par ret 9, ct quon aE=1x. Ainsi,
les deux formules précédentes se transforment en celles-ci :

4G1‘:<d__G),_ G(l’G

dp | 2 %—"— ’
— dG
/G.do— — L2
VG . db > dq,
ou, en posant G = m,
1 dm dm

_—d—p—.dl[.

A= — e —1/77 s

Généralement parlant, m sera fonction de p, ¢, evmdy
I'expression de I’élément d'une ligne quelconque du se-
cond systéme. Mais dans le cas particulier ou toutes les
lignes p partent du méme point, évidemment , pour p = o,
on doit avoir rn = o; donc si, dans ce cas, nous adoptons
pour ¢ I'angle méme que le premier élément d’une ligne
quelcenque du premier systéme fait avee élément de
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I'une d’elles arbitrairement choisic, comme pour une va-
leur infiniment petite de p, 'élément d’une ligne du se-
cond systéme (qu’on peut considérer comme un cercle dé-
critdu rayon p), est égal apdg, on aura, pour une valeur
infiniment petite de p, m = p, et ainsi, pour p=o0, on

R dm
aura en meme temps m=0 €t —— =1.
dp

XX.

Arrétons-nous encore a la méme supposition, savoir,
ue p désigne la longueur de la ligne la plus courte, menée
d’un point déterminé A A un point quelconque de la sur-
face, et ¢ 'angle que le premier élément de cette ligne fait
avec le premier élément d’une autre ligne donnée de plus
courte distance, partant de A. Soient B un point déterminé
sur cette ligne pour laquelle ¢ = o, et C un autre point
déterminé de la surface, pour lequel nous désignerons
simplement par A la valeur de ¢. Supposons les points B
et C joints par la ligne la plus courte, dont les parties,
comptées du point B, scront désignées, comme dans
Part. XVII, par s, et; comme dans ce méme article,
0 désignera I'angle qu'un élément quelconque ds fait
avec 'élément dp; soient enfin 00, 0’ les valeurs de
I’angle 6 aux points B et C. Nous avons ainsi sur la sur-
face courbe un triangle formé par des lignes de plus
courte distance, dont les angles en B et C, que nous dési-
gncrons simplement par ces mémes lettres, seront égaux,
I'un au complément de 6° 4 180 degrés, ’autre a 'angle ¢'.
Mais comme il est facile de voir, par notre analyse, que
tous les angles sont exprimés, non en degrés, mais en
nombres, de facon que I'angle 57°17'45", auquel cor-
respond I'arc égal au rayon, est pris pour unité, on doit
poser, en désignant par 27 la circonférence du cercle,

N—=n—DB, 6= C.
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Cherchons maintenant la courburetotale de ce triangle,
quiest égalea [kda, dodésignant 'élément superficicl du
triangle; et comme cet élément est exprimé par mdp .dg,
il faut prendre V'intégrale ffkmdp.dq pour toute la sur-
face du triangle. Commencons par l'intégration suivantp,
;‘;-%,donne dyg. (const. —%’:)
pour la courbure totale de I'aire située entre les lignes du
premier systéme auxquelles correspondent les valeurs de
la seconde indéterminée ¢, g + dg. Comme cette cour-
bure doit devenir nulle pour p=o, la quantité constante
introduite par l'intégration doit étre égale 4 la valeur

laquelle, a causedek = —

dm NPT L Tt N
de —; bour p=o, c’est-a-dire & I'unité. Nous avons
ap
.. dm .. dm
ainsi dg. (1 — -~ ), ou il faut prendre pour———'— la valeur
dp dp
correspondante a la fin de cette aire sur la ligne CB. Mais,
dans cette ligne, on a, par le paragraphe précédent,

dm
O dg=—do,
dp 7
d’ou notre expression se change en dg + df. Par unc
seconde intégration prise depuis ¢=o jusqu’a g = A,
nous obtenons la courbure totale du triangle
—=A+4+0 —0=A+B+C—nr.

La courbure totale est égale a I'aire de cette partie dela
surface sphérique qui correspond au triangle, affectée du
signe positif ou négatif, suivant que la surface courbe, sur
laquelle est situé le triangle, est concavo-concave ou con-
cavo-convexe ; pour unité d’aire, on doit prendre le carré,
dont le coté est I'unité (le rayon de la sphére), et, par
suite, la surface totale de la sphére égale 47. La partie de
la surface sphérique correspondante au triangle est ainsi ,
alasurfaceentiéredelasphére,comme == (A + B+ C—m)

K
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est a 4m. Ce théoréme, qu'on doit regarder, si nous ne
nous trompons, comme un des plus élégants de la théorie
des surfaces courbes, peut aussi étre énoncé de la maniére
suivante : '

L’excés sur18o degrés de la somme des angles d’un
triangle formé sur une surface courbe concavo-concave
par des lignes de plus courte distance, ou la différence a
180 degrés de la somme des angles d’un triangle formé
sur une surface courbe concavo-convexe par des lignes
de plus courte distance, a pour mesure laire de la partie
de la surface sphérique qui correspond i ce triangle, par
les directions des normales, pourvu qu’on égale la sur-
Jace entiére a 720 degrés.

Plus généralement, dans un polygone quelconque de r.
cOtés , formés chacun par des lignes de plus courte dis-
lance, I'excés de la somme des angles sur (27— 4)droits,
ou la différence & (27 — 4) droits (suivant la nature dela
surface courbe), est égal a I'aire du polygone correspon-
dant sur la surface de la sphérc, comme il découle spon-
tanément du théoréme précédent par le partage du poly-
gone en triangles.

XXI.

Rendons aux lettres p, ¢, E, F, G, 7 les significations
générales que nous leur avions données plus haut, et sup- .
posons , cn outre, que la nature de la surface courbe est
déterminée d'une maniére semblable par deux autres
variables p/, ¢, dans laquelle I'élément linéaire s’exprime

pa r

v’ E'dp*+ 2F dp'.dg’ + G'dy"..

Ainsi, a un point quelconque de la surfacedéfini par des
valeurs déterminées des variables p, g, répondront des
valeurs déterminées des variables p/, ¢'; celles-ci seront
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donc fonctions de p, g, et nous supposerons qu’on ob-
tient, par leur différentiation,

dp’ = adp + Bdg,
dq' = dp + ddq.

Proposons-nous de chercher la signification géomé-
trique de ces coefficients «, (3, v, d.

On peut ainsi concevoir maintenant surlasurface courbe
quatre systémes de lignes pour lesquelles ¢, p, ¢/, p’ sont
respectivement constantes. Si par le point déterminé au-
quel répondent les valeurs p, ¢, p’, ¢’ des variables, nous
supposons qu’on méne quatre lignes appartenant 4 chacun
de ces systtmes, aux variations positives dp, dg, dp/, dg
répondront les éléments

Q/E.dp, \/G.(lq, \/E’.(Ip’, V’G—'.dq’.

Nous désignerouns les angles que les directions de ces
éléments font avec une direction fixe arbitraire, par M, N,
M, N, en comptant dans le sens on est placée la seconde
par rapport a la premiére, de facon que sin (N — M) soit
une quantité positive : nous supposerons (ce qui est per-
mis) que la quatriéme est placée dans le méme sens par
rapport a la troisiéme, de facon que sin (N'— M’) soit
aussi une quantité positive. Cela compris ainsi, si nous
considérons un autre point, infiniment peu distant du
premier, auquel correspondent les valeurs p+dp, g—+dp,
p +dp'y ¢ + dg' des variables, avec un peu d’attention
nous reconnaitrons qu’on a en général, c’est-a-dire indé-
pendamment des valeurs des variations dp, dq, dp/, dy,

VE.dp.sinM + yG.dg.sinN = yE".dp'.sinM'+ {/G' . d¢’ .sinN’,

puisque chacune de ces expressions n'est autre chose que
la distance du nouveau point a la ligne a partirde laquelle
commencent les angles des directions. Mais nous avons.
par la notation déja introduite plus haut, N—M =uv,
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et, par analogie, nous poserons N— M =, et, de plus,
N — M'=¢. L’équation que n Biyenous de trouver peut
ainsi se mettre sous la forme suivinte :
VE.dp.sin (M — o+ ) + VG.dg.sin (M’ +§)
= \E'.dp' .sinM’ + G .dg .sin (M’ + '),

ou sous celle-ci :

N

VE.dp.sin(N' — & — o + §) 4+ VG .dg.sin (N — o' + §)
= v’E’.dp’.sin(N’-—— o' )+ VG . dg' .sin N,
Et comme I’équation doit évidemment étre indépendante
de la direction initiale, on peut prendre celle-ci a volonté.

En posant ainsi dans la seconde forme N'= o, ou dans la
premiére M’ = o0, nous obtenons les équations suivantes :

VE .sinw’.dp'= VE.sin (0o’ —).dp+ VG .sin (' — ). dq,
VG'. sin o'.d¢'= \/E.sin (b—w) ) dp +VG.sin}.dq;
comme ces équations doivent étre identiques avec celles-ci,

dp' = a.dp + B.dp,
dq' =v.dp + 9.dq,

clles donneront la détermination suivante des coefficients

a, B, 7, )

Ot_\/E sm(m+m—\l;), 6= §_sin(m'_¢),
sin e’ “VFE sin o’

_ E ) sin($— o) : 5= \/_ sin §

1= G’ sin o’ G’ sine’

On doit leur adjoindre les équations

Ff
COSW==———> OS&\ -"""—-

J‘_ EIG_/

. [EG—F N
%;? SN @ = - EG b] sin o' = EG
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Par suite, les quatr q&equauons peuavent aussi étre pré-
sentdes alﬂsl

”2 %
o VG = F = VEG . sin (0 + o — ),
BVEG —F = GG . sin (o' — ),
7 VE'G' —F" = VEF . sin (Y — ),
SVEG —F:=\/GE siny.
Comme, par les substitutions dp’ = o.dp + $.dq,
dg'=vy.dp + d.dg, le rindme
E dp” + 2F dp'.dq’ + G’ dg"”
doit se changer en Edp?+ 2Fdp. dqg + Gdg*, on obtient
facilement

EG —F: = (F'G' —F?)(«d — By)%;
¢t comme, vice versd, le second trindéme doit sc changer
de nouveau dans le premier par la substitution

(a8 — By)dp =0ddp'—Bdq’, (ad —By)dg=—vydp'+adq,

nous trouvons

o . EG—F

Et?—-zl"yo—i-(}“/‘-——]‘,—G,—F,z h,

. . . EG—-F
) EG — F?

Eﬁl—zl‘aﬁ—kGa’:m—F—,?-G’.

XXII.

Descendons de la recherche générale de I'article pré-
cédent a I'application trés-large dans laquelle, en laissant
encore a p et ¢ leur signification la plus générale, nous
adoptons pour p/, ¢', les quantités désignées dans 'art. XV
par r, ¢ (lettres dont nous nous servirons ici aussi},
de sorte que, pour un point quelconque de la surface,

r soit la plus courtc distance a un point délerminé,ééj
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et ¢ I'angle en ce point entre le premier élément de r et
une direction fixe. Nous avops-ainsi ' =1, F/ = o,
w=go degrés; nous poserons, de plus, VG = m,
de sorte que l'élément linéaire quelconque devienne

= Vdr* +~m*do®. Par suite, les quiatre équations trouvées
dans 'article précédent pour gz, -, v, ¢, donnent :

(1 V’E.cos(m—\];):j,—;a
(2) \/(—}.cos@:;%,

(3) \/E.sin(\p—m):m.%,
(4) \/G.sin\pznz.;i—;-

Mais la derniére et 'avant-derniére donnent

dr\? dr dr dr\’
(5) EG—F_E<Z]-)-—2F.‘/_I).Z+G<ZE),

dr dr\dey . odr dr\ de¢
e —F— )+ = |F.— —G.-—— ) —-
©) <E dq F dp) dq ( dq ¢ dp) dp

C’est de ces équations qu’on doit tirer la détermination
des quantités r, o, ¢ et (si besoin est) m, enp et ¢; sa-
voir : I'intégration de I'équation (5) donnera r, et, ceci
trouvé, 'intégration de I'équation (6) donnera ¢, et I'une
ou l'autre des équations (1), (2), ¢ ; enfin, on aura m par
I'une ou I'autre des équations (3), (4).

L’intégration générale des équations (5), (6) doit né-
cessairement introduire deux fonctions arbitraires, et
nous comprendrons facilement leur signification, si nous
faisons attention que ces équations ne sont pas limitées
au cas que nous considérons ici, mais qu'elles ont encore
lieu, sil'on prend r et ¢ dans la signification générale de
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Vart., XVI, de fagon que 7 soit la longueur de la- ligne
la plus courtc menée .normalement & une ligne arbi-
traire déterminée, et ¢ une fonction arbitraire de la par-
tie de la ligne qui est interceptée entre la ligne indéfinic
de plus courte distance , ¢t un point arbitraire déterminé.
La solution générale doif*ainsi embrasser tout cela d’une
maniére indéfinie,’ et les' fonctions arbitraires devien-
dront définics, quand cette ligne arbitraire et la fonction
des parties que ¢ doit donner sont assignées. Dans notre
cas, on peut adopter un cercle infiniment petit, ayant
son centre au point d’ou I'on compte les distances r, et
désignera les parties mémes de ce cercle divisées par le
rayon ; d’oit U'on conclut facilement que les équations (5)
ct (6) suffisent complétcment pour notre cas, pourvu
que ce qu'elles laissent indéfini soit assujetti a cette con-
dition, que r ct ¢ conviennent pour ce point initial , et
pour les points qui en sont infiniment peu distants.

D’ailleurs, pour ce qui regarde I'intégration méme des
équations (5), (6), on sait qu’elle peut se réduire & l'in-
tégration d’équations aux diftérenticlles partielles ordi-
naires, qui cependant sont la plupart des temps si com-
pliquées, qu'il y a peu d’avantage 4 en tirer. Au contraire,
le développement en séries qui suffisent abondamment
aux besoins de la pratique, tant qu’il ne s’agit que de
parties médiocres de la surface, n’est sujet & aucunes dif-
ficultés, ct les formules rapportées ouvrent ainsi une
source féconde pour la solution d’un grand nombre de
problémes trés-importants. Mais, en cet endroit, nous ne
développerons qu’un scul exemple pour montrer le ca-
ractére de la méthode.

XXIII.

Nous considérerons le cas ou toutes les lignes pour les-
quelles p cst constant sont des lignes de plus courte dis-
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tance, coupant orthogonalement la ligne pour laquelle
¢ =0, et que nous pourrons regarder comme ligne des
abscisses. Soient A le point pour lequel r= o0, D un point
quelconque sur la ligne des abscisses, AD=p, B un
point quelconque sur la ligne de plus courte distance nor-
male 2 AD en D, et BD =g, de fagon qu’on puisse
considérer p comme Pabscisse, ¢ comme I'ordonnée du
point B; nous prenons les abscisses positives surlabranche
de la ligne des abscisses a laquelle répond ¢ = o, tandis
que nous rcgardons 7 toujours comme une quantité po-
sitive; nous prenons les ordonnées positives dans la ré-
gion ou ¢ est compris entre o ct 180 degrés.

Par le théoréme de I'art. XVI, nous aurons w = go®,
I'=o0 et G =1 nous poserons de plus yE =n. »n sera
ainsi fonction de p et ¢, et telle que pour ¢ = o elle doit
¢tre égale a 1. L’application & notre cas de la formule
rapportée dans D'art. XVIII montre que, dans une
ligne quelconque de plus courte distance, on doit avoir

l . * 12}
A= :i” - dp, 6 désignant 'angle compris entre I'élément
q

de cette ligne ct I'élément 8e la ligne pour laquelle ¢
est constant. Comme déja la ligne des abscisses est une
ligne de plus courte distance, et que, pour clle, partout
6=o0, on voit que, pour ¢ =0, on doit avoir partout
dn

- = o. De la donc nous concluons que, si 22 est dévelop-
dq

pée en série suivant les puissances croissantes de g, elle
doit avoir la forme suivante :
n=1+ fg' 4+ gq° + hg* + etc.,

ou f, g, h, etc., seront fonctions de p, et nous poserons
S=L"p+S7p et
§=g +gp+ g p+ e,
k=4 Np+ /1"1)’ -+ cte.,
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oun
n=1+4 fo0 + f pg’ + f" p’q* + ete.,
+8'q + g'pg° + ete.,
+ h*q* + etc.

XXIV.

Les équations de I'art. XXII donnent, dans le cas dont
nous nous occupons,

. dr dr de . do
— —_ b—m. b—=m.—1,
nsm\[;_.dp,.cosq:._dq, ncosYy=um 2’ siny =m e

dr dr d dr d

n*=—n? ( PPl + — b4 —o0.
\ dp ‘dg dq " dp (lp
A Paide de ces équations, dont la cinquiéme et la sixiéme
sont déja comprises dans les autres, on pourra développer
les séries pour r, 9, ¢, m, ou pour des fonctions quel-
conques de ces quantités ; nous allons traiter ici celles qui
sont les plus dignes d’attention.

Comme, pour des valeurs infiniment petites de p, ¢,
on doit avoir r*= p* + ¢, la série pour r* commencera
par les termes p*~+- ¢*; nous obtiendrons les termes d’un
ordre plus élevé par ]a méthode des coefficients indéter-
minés (*), 4 I'aide de I'équation

1 d.r?\? d.r* ‘_4 R
) T\ ) T

3 ‘2,
L) r=p+ 5.f°p1q'+%f’p“q‘ -+ (—;-f’—fgf“) P'qi+ete.

savoir :

1 2
+q2+;gop2q1+§glpaq3

- (% he _4% fn/‘o> pzqa.

(*) Nous avons juge superflu d’ecrire 1ci le caleul, qui peut étre un peu
abrege par quelques artifices
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Nous avons ensuite, au moyen de la formule

. 1 d.r?
rsmt[):-z-—n- &

?
1 ! 0 2 ! ! )2 2 ! " 8
rstnﬁ;:p——gfp —-prq—— Bf +4—5f°f°)p3q*+...
I 2
[2) BEL A L
3 0
— (o= g5/ 7) o

d.r?
dq

R
et, par la formule 7 cos¢ = . ,

2 2
’mW=¢+ngW+;f%w+(§f’foVﬂpq+
3 0 12 o2 § o' pia?
[3] MAT L A
L’une et I'autre formule font connaitre I'angle §. Ensuite,
quant au calcul de I'angle g, les séries pour rcos ¢, rsing

se développent trés-élégamment au moyen des équations .
aux différentielles partielles,

m-—nccsep siny — rsing. 2,
dp dp
m: cos . cosy — rsing. %,
dq dg
.rsi . . d
d ;;ﬂanIHq).Sln\ll—}-rCOS?.d—;),
. rsi . d
’_1__:_175;1‘1’: sing.cosy -+ rcose. dij,

ncosvy . Z-{—smw{n = o,

Ann  de Mathémat., t. XI. (Juillet 1852.) 16
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dont la combinaison donne

rsiny d.rcosg d.rcosg
—_—T 1 08y, ——— =
~ = + rcosy 4 7 oS ¢,
rsind d.rsing d.rsing .
—_ sY . ———— = rsin¢-
n dp + reosy dq ?

On tire de 14 facilement, pour calculer rcos ¢, rsin ¢, des
séries dont les premiers termes doivent étre évidemment
p et g, savoir : '

5 3 8
7CosP=p+ %f"pf/’ +S e+ <;5f”“— 4—5f°f°> Pq .
. l 0 3 7 ! n? s
14) +8PTH 8P

21
iy /L S 4 X 4
+<5 =75 )pq,
rsing=q— 3/ p'g — s f P — ’~'—f”—lf°f“ e —
= 3 6 10 9o I
I 2
___r,ll)? 2 ol 32
(5] FSPT — 58P
— I][0+l_4_f0fo 172(1
5 9o 7
En combinant les équations [2], [3], [4], [5], on peut
obtenir une séric pour calculer r* cos (¢ + ¢); divisant
cette sérieparlasérie[ 1] qui donne 2, on aura cos (Y+9),
et, par conséquent, aussi ¢ + ¢ développé en série. On
peut cependant obtenir cctte méme série plus élégam-
ment de la maniére suivante. En différentiant la premiére
et la seconde des équations qui sont rapportées au com-
mencement de cet article, nous obtenons
. dn dy dy
siny . — 4 ncosy . — +sinY . — = o;
.\'L df/ + Y ([(/ + Y ([1) 053
combinant cette équation avec celle-ci,

dy . de
n (‘oS"g.T +sind. L =

dy "(/[1_0’
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il vient
rsing de rsing diy+g) o d@a)
n dg n dp dg

De cette équation, a I’aide de la méthode des coefficients
indéterminés, nous tirerons facilement la série suivante
pour ¢ -+ ¢, si nous faisons attention que son premier terme
. I , . ., L, .
doit étre —m, le rayon étant pris pour unité, et 2n dési-
2

gnant la circonférence du cercle,
..._.l_o____2_17__1’/___l_un _—
Vo= sr—Spi—3/Pq <2/ 6ff>p"1
8
4

6] —8'P7 —

—_ <ll"——-%f"f”> Pqe.

Il nous parait utile de développer aussi en série l'aire
du triangle ABD. Nous nous servirons, pour ce dévclop-
pement , de I'équation de condition suivante, qui dérive
facilement de considérations géométriques assez natu~
1elles, et dans laquelle S désigne l'aire cherchée,

rsing dS 'd__S:rsmq;f”dq,
[(

Pintégration commengant 4 ¢ =o. De la, en effet, nous
obtenons , par la méthode des coefficients indéterminés,

' 1 , 1 W 1 s 7o
"Szgm—{;f“n‘f/—j—fp‘q—(%f ———()ff)psq—...
3
—-—qu—R“"ﬁq——gpq
(7] — L= (G i g S )pe
~ v —ig q'
(g

10
N T AP )
(mﬁ e 1
16. .
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XXV.

Des formules de 'article précédent, qui sc rapportent
au triangle rectangle formé par des lignes de plus courte
distance, passons a quelque chose de plus général. Soit
sur la méme ligne de plus courte distance BD, un autre
point C pour lequel p ne change pas, et les lettres ¢/, ',
¢y ¥, S’ désignent pour le point C les mémes choses que
g, 75 9, ¢, S pour le point B. On forme ainsi, entre les
points A, B, C, un triangle dont nous désignons les angles
par A, B, C, les cotés opposés par a, b, c,'aire paro;
nous exprimerons la mesure de la courbure aux points A,
B, C respectivement par «, 3, y. Supposant donc (ce qui
est permis) que les quantités p, ¢, ¢g— ¢ sont positives,
nous avons

A=9g—9q', B=Yy, C=x—1{,

a=q—¢q, b=r, c=r, ¢o=S-9.

Avant tout, exprimons I'aire ¢ cn série. En changeant
dans la série [7] chacune des quantités relatives 4 B dans
celles qui se rapportent a C, il vient cette série pour &,
développée jusqu’aux quantités du sixiéme ordre,

1
1=/ (P 2+ a9+ q")
! ’ I A ’ [P
o=_ple—19) —gg/ POP'+ 79+ 797+79'7)
1
—558 (e +a"13p'+ 4"+ 4q9'+44")
Cette formule, a 'aide de la série [2], savoir,
csinB=p |—.l_/"q2._lf’1,qz_l(,o .
3 4 25 1 S B

se change dans la suivante :
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! 2 ’ ’
=g/ W=+ 99 +1q")
1 M 1 '/ "‘ 2 ! 1
o-;:;t{cslnB; —6—()fp(6p~—-8q—+7,/,/ +7q")
I
| —5a8 3P +3p'0' =60+ 49'e' + 49" + 4y")

La mesure de la courbure pour un point quelconque
de la surface devient, par I'art. XIX (ou m, p, ¢ étaient
ce que sontici n, ¢, p),

1 drn__ 2f+6gqg+12kg’+ ..

nodgt v+ gt
=—2f—6gg— (12h-—2f*)q*. ..

De 1a, quand p, ¢ se rapportent au point B,

B=—2/"—2f'p—6gg—2f"p—6g'py
'—(lzh“—zf"f")q —_
ct aussi
= — Zf"— zflp_Ggu(l/_ zfnl),__GgIP’]'
—(12Ah— 2 ff ) g2, .,
a= —2f"'
En introduisant ces mesures de courbure dans la séric

pour &, nous obtenons I'expression suivante, exacte jus-
qu’aux quantités du sixiéme ordre (exclusivement),

A 2o ’ 2
1+ o4 — 29+ 399 + 3¢7)
a_—_%acsinB +;—;—0[3(3p’-6q-'+6qq’+6r]") .

1 2 2 ’ ’”
—(3p'— +
+ =1 (3P 20+ 91’ +4q")

La précision restera la méme, si pour p, g, ¢’ nous
substituons ¢ sin B, ¢ cos B, ¢ cos B—a; cela fait, il
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vient

1+$a(3a"+4c’—— gaccosB)\
i . 1
— —— 2 2 .
[8] a_zm:sva +mop(3a+3c 12 accos B)

L 2 2 qaccosB
+120'y(4a + 3¢ g accosB)

Comme tout ce qui se rapporte a la ligne AD menée
normalement 4 BC a disparu de cette équation , on pourra
permuter aussi entre eux les points A, B, C avec leurs

corrélatifs ; c’est pourquoi on aura, avec la méme pré-
cision, :

1+ — %(3b2+ 3c2—12bccosA) |
120
1 i
6= —besin ; [ T 2 e . ).
f9] 2&( sinA{ -+ 1206(35 + 44— qgbecosA)),

1
— b2 L J S
-+ ‘207(4 +3c*— gbccosA)

!

x+—l—lz—6-a(3n’+4b’— gaccosC)
1o} a:gabsinC +Té;ﬁ(4a"+3b-’—- g abcosC)
\ +—]—;;7(3n'~’—+—31;’—mab cosC)

XXVI.

La considération du triangle plan rectiligne, dont les
¢Otés sont égaux a a, b, ¢, est d’'une grande uulité; les
angles de ce triangle, que nous désignerons par A*, B¥, C*,
_ difféerent des angles du triangle sur la surface courbe,

savoir,de A, B, C de quantités du second ordre, etil sera
essentiel de développer avec soin ces différences. Mais il
suffira d’avoir posé les premiéres bases de ces calculs plus
“prolixes que difficiles.
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En changeant dans les formules [1], [4], [ 5 ] les quan-
tités qui se rapportent & B en celles qui se rapportenta C,
nous trouverons des formules pour r'*, 1’ cos ¢/, r’ sin ¢’.
Alors le développement de I'expression

r+r'?—(qg—q')—2rcosy.r cos¢’ — 2rsin ¢.”sing’,
qui devient '
= b+ ¢*—a*— 2 bccos A= 2 bc (cos A* — cos A),
combinée avec le dévcioppemenl de I'expression
rsing r'cosg — rcose r'sing',
qui devient = bc sin A, donne la formule suivante :
1 1 1
< 3/°+ g/’) p+Zg°(7 +q’)
— f;j'__,/c;);[:m Al <;’; S'— Z'gf“ﬂ) P+ 3—'5 grie+aq')
+ ( é h — 9Lo f"f")(q’+ 99’ +q") +...

De la vient aussi, jusquaux quantités du cinquiéme
ordre,

{ o1, LR , X,
3/ +gf1“+Zg(‘l+'I)+mfP

* ’ s 3 P 79
A= A= — (1= )P+ = gp(g+q )+ 5k (94 90+ ")
I ’ 12
~ S+ 9 +1299 +797)

En combinant cette formule avec celle-ci ,
26=up [l—é/"(p’+rf+qq’+f1”—-~)]v

et avec les valeurs des quantités a, 3, y rapportées dans
Particle précédent, nous obtenons jusqu’aux quantités
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du cinquiéme ordre,
ga+—ﬁ+ 7+ l5f”p +5gp(q+q)
[t]A*=A—o{ +zW(34"— 249+ 3¢")
1
+§3f"f°(4p’-—uq’+l4qq’—“q”)

Par des opérations tout i fait semblables, nous trouvons

a+6ﬁ+——7+ —f'p +75 gp(2q+q )

2] B*=B—a{ +zk(4g—baq +3¢")

—%f%@ﬁ+3¢—%¢+nﬂ)
I /4 l [
PP ie P+67+ = fp +158'Pla+29)

(3] C=C—of +z(3¢°—4qg' +4q")

‘§%f°f°(2p’+ 119°—8qq' +8¢")

De 14 nous déduisons en méme temps, puisque la somme
A¥ 4+ B*+ C* est égale a deux droits, I'excés de la somme
A + B + C sur deux angles droits, savoir :

1 1 1 1 I
3+ 3b+3v+3/ P+ S8 (e+9)
{14] A+B+C=n+0
1 ’ 12
+ <2h°—§f°f°) (" — 99" + 17)
Cette derniére formule pourrait aussi se déduire de la
formule [6].
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XXVII.
Si la surface courbe est une sphére dont le rayon
égale 1, on aura
a=f=y=—2 =g f'=0, g=0, 6l—fifr=0,
ou

b=

L.
24 R
Par 13, la formule [14] devient
A+B4+C=n+ ]{7’
et jouit d'une précision absolue; mais les formules[11],

[x2], [13] donnent

[

g
* — —_—— e I g2 . o2
A=A = — o (2P Hhad —4),

G

a s
B*=B — s m(p“—qu-{— 299"+ q"),

[ a

C'=C — g + g (P4 ¢ + 299’ — 2¢),

ou, avec la méme exactitude,

A*:A-—?%——I—E%E(b‘-{-c-’—za),

B =B — o — i (@ @ — 2bY),
¢ ¢ ,

C*:c—ﬁ—z—m(ﬂz—i— bz——-ZC').

En négligeant les quantités du quatriéme ordre, on tire
de 14 le théoréme connu proposé, pour la premiére fois,
par I'illustre Legendre.

XXVIII. *

Nos formules générales, en rejetant les termes du
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quatriéme ordre, deviennent trés-simples , savoir :

A‘:A-—-:—Zr;(za-f-ﬁ-{—y),
. 1

B'=B—_—s(z+28+7),
C':C——'—;c(a—i——{i—kzy).

Ainsi, il faut appliquer a A, B, C des réductions iné-
gales, quand ils ne sont pas sur une surface sphérique,
pour que les sinus des angles dans lesquels ils ont éié
changés soient proportionnels aux cotés opposés. L'iné-
galité, généralement parlant, sera du troisiéme ordre:
mais, si la surface différe peu de la sphére, cette iné-
galité se rapportera a un ordre supérieur. Dans les trian-
gles méme les plus grands sur la surface de la terre, dont
on peut mesuver les angles, la différence peut toujours
étre regardée comme insensible. Ainsi, par exemple,
dans le triangle le plus grand parmi ceux que nous
avons mesurés ’année précédente, savoir, entre les points
Hohchagen, Brocken, Inselsberg, ou I'excés de la somme
des angles fut égale 4 14”,85348, le calcul donna les ré-
ductions suivantes a appliquer aux angles :

. Hohehagen. ... .. e 47,95113,
Brocken....... coeee 4795104,
Insclsberg. ......... 4”,95131.

XXIX.

Pour finir, nous ajouterons encore la comparaison de
Paire du triangle sur la surface courbe avec l'aire du
triangle rectiligne, dont les c¢otés sont a, b, c. Nous dé-
signerons par ¢ ccite derniére aire, qui est égale a

I . I . 1 .
—b¢ sSinA* = - acsin B* = — ad sinC".
2 2 2
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Nous avons, jusqu'aux quantités du quatriéme ordre,

. . 1 Y
sin A* == sin A — o5 0CosA. (2a+B+17),
ou, avec la méme exactitude,
24

Substituant cette valeur dans la formule [g], on aura jus-
qu’aux quantités du sixiéme ordre,

sin A = sin A* [1+—l—b£cosA.(2a+ﬁ+7)J-

1+-l~a(3b-’+3rf—-2bccosA)
120 .

a:%brsinA' -+ B(3b°+ 4 — fbeccosA))

120
1
+ — (4 6+ 33— fbccosA)
120
ou, avec la méme exactitude,

1+ L w(@*+ 26>+ 2¢*)+ l—;— B(2a’+ b'+ 2c?)
1 o

R 2

1

U 2 a? 2 bt c?
+[207( + + )

Pour la surface sphérique, cette formule prend la forme
suivante :

- 1

=0 [I—}—- — x(a’+ b* cz)],
24

a la place de laquelle on peut prendre aussi la suivanie,

en conservant l]a méme précision, comme il est facile de

vérifier,
sin A . sinB . sin C
5g=a" : ¥ o * ot re
sin A*. sin B*.sin C
Si I'on applique la méme formule aux triangles sur
une surface courbe non sphérique, 'erreur sera, généra-

lement parlant. du cinquiéme ordre, mais inscnsible dans
&,




( 252) '

tous les triangles qu'on peut mesurer sur la surface de la

&

lerre. b

Note. Des fautes typographiques et quelques erreurs de calcul se sont
glissées dans le Mémoire o}iginal. Nous les avons corrigées et nous nous
sommes servi des corrections que M. Bos, ¢léve de I’Ecole Normale, au-
jourd’hui professeur au lycee de Strasbourg, a eu la bonté de nous commu-
niquer. Le Mémoire fait partie du tome VI des Nouveaux Mémoires de la
Société royale des Sciences de Géttingue ; on le trouve a la page g9 de ce
tome qui a paru en 1828. 11 est réimprime dans VApplication de UAnalyse
de Monge, édition de 1850. On a traduit sur cette reimpression.



