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NOTE SUR LE THEOREME DE TAYLOR:

Par M. 12 DF O. SCHLOMILCH,

Professeur d’analyse a I’Ecole Polytechnique de Dresde.

Quand on fait usage du théoréme de Taylor pour lc
développement des fonctions en séries, on trouve souvent
que I'on a besoin de recherches étendues pour déterminer
les limites entre lesquelles subsiste le développement. On
sait qu'il y a deux méthodes pour cette discussion : Pune
consiste a calculer le reste de la série et a chercher les
conditions sous lesquelles il converge vers la limite zéro;
mais comme ce reste est de la forme '

/@ (02)
1.2.3...n

on est forcé de développer d’abord la dérivée f= (=),

ce qui exige un calcul trés-incommode, dés que la fonc-

tion f(x) n’est pas trés-simple. L’autre méthode a été

donnéc par M. Cauchy; elle n’exige pas cette discussion
Ann, de Mathémat., t. XI. (Mai 1852.) 12
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du reste, clle est au contraire extrémement simple : mais
on avouera que la démonstration du théoréme admirable
de ce géometre (Moreno, page 150) n’est pas a la portée
de ceux qui font leurs premiers pas dans la science.
Peut-étre trouvera-t-on que le procédé que nous allons
expliquer est assez simple, sans cesser d’étre rigou-
reux.

On se convaincra sans peine, et sans le secours du cal-
cul intégral, que toute fonction F (), dont la dérivée
F’(x) est constamment nulle, est nécessaircment une
constante; mais il n’est pas nécessaire que cette con-
stante conserve toujours la méme valeur : au contraire,
s1 la fonction IF(x) offre une solution de continuité,
la valeur constante de F (x) ne reste pas la méme,
avant et aprés cette solution. Supposons, par exemple,
que la fonction devienne discontinue pour a = £; alors
I’équation I’ (o) = o donne deux valeurs constantes de
F (x),Tunc F (o) pour x <&, l'autre F (o0 ) pourax™> £ (¥)
On peut donc dire que I'équation F’ () == o entraine la
suivante [' (x) == I (a), pourvu que x et a soient situés
dans le méme intervalle de continuité, mais que cette
équation cesse de subsister si x et @ sont situés dans de
divers intervalles Voild tout ce dont nous avons be-
soin, .

Supposons maintenant qu’il s’agisse de trouver lasomme
de la série infinie

a— — )

*pr )+

1 1.2

Fa)+ ..

(v fle +

En vertu de la définition exacte de Ia somme d’une série
infinie, ce n'est que la limite vers laquelle converge la

(*) La droite parallele a I'axe des x change subitement de position
pour == {, mais conserve sa direction Tw.
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somme finie

o)+ 2= () + 8= 4
+ 1 (:_ (xr:'iyl)f(“_‘)(x)’

que nous désignons par F (x, ). En prenant la dérivée,
on trouve facilement

(a—z )"
2) Fle,n)=— "1 fFm(r).
(2) (x,7) 1.2...(n—1)f (r)
Maintenant, si nous faisons croitre indéfiniment le nom-
bre n, expression F’ (x, ) deviendra la dérivée de la

série infinie ci-dessus; ¢’est-a-dire I'équation

Fle)=1(e)+ 22 p ()72 gy

donne

, . a — J.)nvo

F/'{x) = lim —-_(___—__ () () ].

() 1.2 3...(n——|)f (%)

Si la limite indiquée est zéro , la fonction inconnue F ()
se réduit &4 une consiante; pour la déterminer, on n’a
besoin que de prendre x = a dans I’équation ci-dessus, et
Pon aura F (x) = F (a) = f(a), et, par conséquent,,

(3) flay=7(x)+ T2 o)+ L e

2

En vertu des remarques que nous avons faites, l'exis-~
tence de cette équation se trouve assujeitie & deux condi-
tions : la premiére condition s’exprime par l’équalion

,4) lim [;._(i:f_)_"_:.) fm (.r)] = H

2...(n—1

la seconde est que la fonction I (x) demeure continue, si

12,
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Ton vade x=ux jusqu'a x=a. Cette condition sc
peut énoncer d’une maniére différente, quand on ob-
serve que la fonction F () sera toujours continue si la
dérivée F’ (x) jouit de la méme propriété; cette derniére
fonction est la limite de I'expression ¥’ (r, n); donc, si
F'(x, n) est continue, quel que soit le nombre 7, il est
clair que F'(x) et, par conséquent, F (x) seront de
méme continues. En ayant égard a la valeur (2) de
F’(x, n), on verra sur-lechamp que la continnité de
F’ (x, n) n'exige que la continuité de f1(r), et I'on
parvient ainsi au théoréme suivant :

Quand il existe un intervalle dans lequel toutes les
fonctions f'(x), f' (x),f" (x),etc., sont continues, alors

a—x

fla)=fin)+ 5 (2) +

(a—=z)

@)+

pourvu que les valeurs x et a soient comprises dans cet
intervalle et qu’elles satisfassent a la condition

(” —_ m)n—-l -
m| —uw——"——< f®(x) | =o.
[1.2.. (n-——l)f ( )_

En prenanta = x + &, on aurale théoréme de Taylor;
pour obtenir le théoréme de Maclaurin, nous faisons
x =o0, ct nous remplagons a par x; alors on peut s’ex-
primer de la maniére suivante :

8t les fonctions f (x), f' (x), f" (x), etc., sont con-
tinues dans un intervalle qu’embrasse la valeur x = o,
alors il sera possible de développer la fonction f (x) en
série de la forme

n) o
(5) flz)=A+Az+Az+... [A,‘ = ;/—2(—)’;],
ce développement subsiste pour toutes les valeurs de x
qui sont comprises dans Uintervalle indigqué, ct qui, en
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méme temps , vérifient la condition
6) lim[rA, z*']=o.

Ce théoréme justifie la méthode des coefficients indé-
terminés, si facile & employer; il contient deux conditions
différentes : J'une sert i déterminer les fonctions qui sont
développables en séries de puissances, I'autre fait con-
naitre les waleurs pour lesquelles subsiste le dévelop-
pement.

Pour faire voir la facilité qu’oflre 'application de noure
théoréme, nous prenons pour exemple

f(x)=cos (parc sin 2
on cn déduit d’abord

psin {p arc sin &)
_e——_—

"2) =
a2 e

(7) px sin (parc sin x)  p’cos (paresin.r)

/7 ()= —

(1—2?)y1—ua? t—a’

et, par conséquent,
(v — &) f" () = f (=) — p'f (x).
En différentiant A fois cette équation , on trouvera faci-

lement

(8) f(A_H) (1‘) — (‘A A+ l) xf(k+v)l(i)._; (kz_f"?}_f(k) (.1,‘)

Cette équation fait reconnaitre que la fonction f *+* ()
est continue entre les limites x = —1 et x = 1, si les
fonctions f*+*) (x) et f* (x) jouissent de la méme pro-
priété; mais, comme il est clair que les fonctions f (x),
S (x), f"(x) n'offrent aucune solution de continuité
entre ces limites, on en conclut que toutes les fonctions
f(x),f'(x), etc., sont continues pour 1 >x>—1; lc
développement est donc possible.
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Maintenant on trouve, a I'aide des formules (7) et (8) :
flo)=1, S'(o)=0, JS'(o)=—p,
f"(0)=0, f*(0)=— p!(2:—p?), etc.,
cequi donne le développement
(9) cos(parcsinz)=1— ]—%z’-y—zl%%—)

D'ailleurs, il est facile de prouver que I'expression

Zh—. . ...

IIA,. xRt ’
¢’est-a-dire
g2 — ) (F—p). . [(2k) — ]
1.2.3.--(2‘"—') ’

converge vers la limite zéro, en supposant

1 >x > —1;
Ies conditions nécessaires sont donc satisfaites par la
détermination 1 > x> —1. En prenant enfin

arc sinx =z,
on aura

: 2 t_92) |
cos pz=1— —ﬁz sin‘ z fiv——) sm'z —

1 1.

2.3.4

T - T
-— P4 S e —
N

Cette formulc est assez connue , mais sa démonstration
ordinaire est moins simple et ne s’appuie pas sur le théo-
réme de Maclaurin.



