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CONCOURS D’AGREGATION, ANNEE 1847;
Par M. DIEU,

Agrégé, docteur és sciences.

COMPOSITION DE MECANIQUE.

Déterminer le mouvement d’une sphére pesante, ho-
mogéne, sur un plan horizontal, en ayant égard au
frottement, el en supposant que ce mouvement résulte
de certaines vitesses initiales de translation et de rota-
tion imprimées a la sphére d’'une maniére quelconque.

Nous prendrons le ravon de la sphére pour unité de
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longueur. Sa masse sera désignée par m; et le plan ho-

. . "
rizontal sur lequel elle roule sera celui des xy.

Soient, & la fin de la durée ¢t comptée depuis le com-
mencement du mouvement:

x,y les deux coordonnées du centre M de la sphére qui
sont variables (le z est constamment égal 4 1);

C le point de la sphére qui est sur le plan xt';f;
u, v les composantes paralléles aux axes des x et des y

de la vitesse de M, dont la direction est paralléle
N

axy;
MA Paxe instantané de rotation, et «, (3, y les angles
qui déterminent sa direction ;
w la vitesse angulaire autour de MA, et p, ¢, r ses

composantes autour des paralléles menées de M
aux trois axes.

La vitesse absolue de C est la résultante de la vitesse
relative de ce point autour de MA, dirigée suivant la
partie CD de la trace du plan CB, perpendiculaire 4 MA,

N
sur xy, et de la vitesse du centre transportée au point C.
Si cette vitesse absolue n’est pas nulle, & I'instant que I'on

considére , la sphére glisse en roulant sur x/‘;f, et le frot-
tement fait varier le mouvement; tandis que si cette
vitesse est nulle, la sphére roule sans glisser, il n’y a pas
de frottement, et le mouvement ne varie pas. Nous sup-
poserons d’abord qu’il y a un frottement, dont nous dé-
signerons par mX, mY les deux composantes paralléles
aux axes des x et des y.
Les équations du mouvement du centre M sont
du dy

(1) E-:X., E:Y’

. . , . N
car le poids de la sphére et la résistance du plan xy se
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détruisent; et celles du mouvement de rotation autour
de MA sont

dr__ 2dg

2 dp
(2) E=% Ba T

—_ ==Y
X, 5 de ’
dr dg dp

car les produits de AR A

par le moment d’inertie
2 .y
Fm de la sphére autour d’un diamétre, sont les moments
des couples dus aux composantes de la rotation autour des
paralléles menées de M aux axes des coordonnées, et les
moments correspondants de la force de frottement appli-
quée au point Csonto, —mX et mY.

Les équations (1) et (2) donnent

dr__o dg _5du dp 5de
de dt — 2di’ dt T 2de’
et, en intégrant depuis t =o0, on a

r—rn=o0, —(¢—¢q)=-(u—uw),

5

2

3) s
P—p=_(r—n),

ug, Vo, elc. , élant les valeurs initiales de u, v, etc....

Il résulte de ces trois derniéres équations que : S le
mouvement de M était rectiligne et uniforme, la sphére
tournerait avec une vitesse constante autour d’un de ces
diamétres, pendant que ce diamétre se mouvrait paral-
lelement & une certaine direction. En effet, on aurait par
hypothése u =u,, v = v, ; par suite, en vertu des équa-
tions (3), ¢ = ¢go, p = po, et I'on a toujours r =r,.

On voit facilement que les composantes, paralléles aux
axes des x et des y, de la vitesse relative de C autour de
MA, sont — g et p; celles de la vitesse absolue de ce point
suivant les mémes axes, sont donc, d’aprés ce qui a éié
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dit plus haut, u —q et v+ p. Or la direction du frot-
tement est opposée a celle de cette vitesse; donc on a
X w«u—gq

Y v+p’

ou bien, en remplagant ¢ et p par leurs valeurs tirées des
équations (3),

X ©w—a

Y = v — b
si I'on représente par' a et b (pour simplifier) les con-
stantes données

5u, + 2q 50— 2p,

et
7 7
D’ailleurs, les équations (1) donnent
X du
¥~ @
donc on a
du dv

=0
w—a ov—2b >

et, en intégrant depuis ¢t = o,

%) u—a u, —a .
—_— = const. ;
v — b vo— b ’
ou bien
X—const
= .

Ainsi, la direction du frottement est constante. Quand
la vitesse de C ne dépasse pas 4 métres par seconde,
le frottement ne dépend que de la pression (expériences
de M. Morin); il est donc constant en grandeur et direc-
tion, et, par conséquent,

M décrit, au moins pendant un certain temps, et en
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général, unc parabole tangente a Ia direction de sa
vitesse initiale.

[ étant le coeflicient du frottement et g la gravité, on
a, d’apreés les équations précédentes,

du u—a dy v—2>
(5) 5———_fg~——§,——’ 7l —fg- v

en posant V= (u—a)+ (v—b)* [u—aetv—1>
sonl respectivement de mémes signes que u—gq et v+p,
par conséquent, de signes contraires &4 X et Y, et V doit
étre considérée comme positive |.

D’aprés la premiére de ces équations, du et u—a
sont de signes contraires, de sorte que la composante u
augmente ou dimirrue, suivant qu’elle est moindre que @
ou plus grande que a; et, d’aprés la seconde, on peut en
dire autant de v par rapport a b; u et v tendront donc
respectivement vers a et &, et 'on aura en méme temps

n—a, l"::b,

puisque ::; est constant [équation (4)].

Par conséquent,

Le centre M, aprés avoir décrit, en général, un arc
de parabole, continuera de se mouvoir avec une vitesse
constante suivant la tangente menée par Uextrémité de
cet arc.

V, désignant ce que devient V pour u =1, et v=y,,
il résulte de I'équation (4), que

w—a _u—a 0p—>5b v,— b

ct —_— = ]

v ~ VY, A

ot les équations (5) reviennent a

du Ug—a dv — b
i A e R — fo ~
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En intégrant depuis t=o0, on a

— — b
(6) uzuﬂ’—f;‘;"lﬁ—v’_at) "=”o—fg-on——* ¢

L] o

qui donnent pour ¢ la méme valeur quand on yfaitu=a
ety==,

z:;—g“:J?; V(te— @)+ (v — b).

Si cette équation donnait ¢ = o, le mouvement de M se-
rait immédiatement rectiligne et uniforme; mais, en

général, V, > o0, et ce sera lorsque ¢ atteindra la valeur

fé que le mouvement de la sphére changera de nature,

A

comme il vient d’étre dit.
En remplacant, dans les équations (6), u et v par
dx dy e .y
—— et —, et intégrant de maniére que ¢t = o donne
dt dt
z=o0, y=o,
ce qui revient a prendre pour origine le point ou la
N N
sphére touche d'abord le plan xy, on a

Uy — a I v, — b

1
(7) x:uot——;fg v, ¢ y_vut—;gf v,

t?
ct, par I'élimination de ¢, il vient

. Vv
8) fuy—ajy —(0o— b) s} +jé (avy— buy) (ey — vox) =0,

ui représente la parabole sur laquelle se trouve, jusqu’a
q P P q » Jusq

Y,

N
t = 7 le point ou la sphére touche xy. Pendant cette
4

premiére partie du mouvement, on connait: 1° les deux
coordonnées de M, qui sont seules variables, par les
équations (7); 2° les composantes u, v de la vitesse de
M, par les équations (6): 3° les composantes p et ¢ de la
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vitesse angulaire autour de I'axe instantané, par les
équations (3). La vitesse de M se déduit ensuite facile-
ment de u et v en grandeur et direction, et 'on achéve

de déterminer le mouvement de la sphére sur elle-méme
par les formules

— P 9 )
w=\p +q'+r, cosa =" cos g =3y cosy=-—-
Mouvement rectiligne de M. Les coordonnées du point

N
ou la sphére touche xy, quand la nature du mouvement
change, se déduisent des équations (7) en y faisant

v,
1 — —5 et sont

g
_(uo—%—a)V‘, (v b))V,
L = ———m J:———‘—'
2fg 2 /g
=V
Pour t>i’, ona
dx dy
Z=Y =5
d’ou
d_y__b_
dz  a’

et en prenant l'intégrale de cctte derniére équation, de
maniére qu’elle soit satisfaite par les précédentes valeurs
de x ct de y, il vient

_ b (avo — bu,)V,
y_;x+ 2afg

qui représente la droite sur laquelle se trouve le point
dont il s’agit [ on vérifie facilement qu’elle touche la para-
bole de 'équation (8)].

La vitesse de M, devenue constante , est représentée par

)

ya* + 4*. On a, avec r =r,, qui se rapporte aux deux
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parties du mouvement,

p 2P0 — 50., q 2G4+ 511‘.
g =y
7 . 7

d’aprés les deux derniéres équations (3); et I'on conclut
facilement de ces valeurs constantes, celles de w et de
cosa, cosf3, cosy, par lesquelles le mouvement de la
sphére sur elle-méme est déterminé dans la seconde
partie.

Enfin, lorsque uy=a, vo=2>, les trois derniéres
équations, qui s'appliquent depuis le commencement du
mouvement, deviennent

Yo
y—=—x, p=—v, qq=u,.
U,

Remarques. 1°. L’axe instantané de rotation restera

toujours paralléle a qu/;f, s'il est d’abord paralléle 4 ce plan,
car ’hypothése r, = o entraine que 7= o [ équation (3)];
2°. Le mouvement de M sera tout d’abord rectiligne,
non-seulement si I'on a uy = a, v, = b, mais encore si
I'on a Z?:g =n, n étant un nombre quelconque, ce
0 0
qui renferme le cas précédent pour lequel » =1. En
effet, les coefficients de ¢?, dans les équations (7) , devien-
nent ainsi proportionnels a4 ceux de ¢, et I’élimination
de t conduit & uy — vy x = 0, que 'on peut aussi déduire
de I’équation (8).
Ce mouvement reste uniformément accéléré jusqu’a ce

I—n . 3 LN 2
que £ = S Vu; + v, ; puis, passé 'instant marqué par

cette valeur de ¢, il devient uniforme et sa vitesse est
nVul 4 vl.
Le cas de p, = 0, ¢, = 0, c’est-a-dire dans lequel I'axe
Ann. de Mathémat. X1. (Avril 1852.) 10
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instantané de rotation est d’abord vertical , se trouve com-

pris dans le précédent,, et il répond a n = g (*)-




