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NOUVELLES ANNALES

DE

MATHEMATIQUES.

LETTRE SUR LE THEOREME DE PYTHAGORE.

Monsieur le rédacteur,

Vous m’avez fait 'honneur de me demander, cun faveur
de vos jeunes lecteurs, un apercu historique sur ce fa-
meux théoréme portant le nom de Pythagore (*), qui
consiste en ce que Le carré construit sur Uhypoténuse

{*) Le plus illustre et le plus ancien des philosophes de la Gréce: il
vivait vers le milieu du vi® siécle avant J.-C.

Pour satisfaire & votre demande, je vous proposcrai 1’étymologie sui-
vante du nom de Pythagore. Mubuycpac peut se déduire: 1° du mot
Mibwy, Python, nom du serpent combattu ct tué par Apollon, d’ou
Padjectif générique @dfioe, puis le surnom Ildfioe, Pythien, donné a
Apollon, et enfin Ivba, Delphes, ville consacrée a Apollon Pythien au nom
duquel s’y rendaient, comme on le sait, des oracles célébres dans toute
la Gréce; 2° du mot doopedw,, haranguer, parler en public, d’olt le dérivé
verbal dydpxc qui, toutefois, n’existe point isolément, et dont le sens
serait celui d’orateur, d’homme qui parle en public.

Ainsi, par analogie avec Evuyipas, quiparle bien, Tiywrorybpxe, qui parle
sagement, et d’autres noms analogues, de méme que Xpnouny épns (forme
poétique et ionienne), pour Xpnopxyépas, signifie celui qui prononce des
oracles, ou qui parle comme Uoracle, de méme Ilufaqépas peut, a la ri-
gueur, s'interpréter: celui qui parle comme Apollon Pythien ou au nom
d’Apollon Pythien, le Verbe, la Voix d’Apollon Py thien.

On interpréterait d'une maniére analogue les noms A nya? opes , Avay épxs,
E'pparyipas, ele., ot figurent, au lieu du surnom d’Apollon, les noms de
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d'un triangle rectangle est équivalent a la somme des
carrés construits sur les deux autres c6(és. '

Plusieurs auteurs modernes ont traité cette ques-
tion (*), et je m’aurai, pour vous satisfaire, que bien
peu de chose a ajouter a leurs récits.

Commencons par lé dire; il y a beaucoup d’exagéra-
tion dans la maniére dont on raconte les détails mer-
veilleux de cette célébre découverte; et la part qui en
revient a l'illustre philosophe, si 'on s’en rapporte aux
témoignages les plus dignes de foi, doit sans aucun doute
étre de beaucoup réduite.

Clavius, géométre du commencement du xvii® siécle
(Euclidis elementorum libri XV, etc. Francofurti, 1607),

Minerve, de Jupiter, de Mercure, ctc. {Conf. LETRONNE, Mémoire sur les
noms propes grecs , Académie des Inscriptions ¢t Belles-Lettres, tome XIX ,
i¥¢ partie. )

Observons d’ailleurs, comme confirmation partielle, que suivant Mal-
chus ou Porphyre ( Vie d: Pythagore, chap. 11, p. 5; Amsterdam, 1707),
lequel invoque lui-méme le témoignage d’un certain Apollonius (Apollo-
nius de Tyane si I'on s’en rapportait a Suidas, mais ceci n’est rien moins
que certain): suivant Malchus donc, la mére de Pythagore se nommait
Pythais, et son pére naturel était Apollon lui-méme, bien qu'il et
Mnésarque pour pére putatif.

(*) Voyez principalement E.-H. Stéber : Dissertatio mathematica de
theoremate pythagorico; Argentor., 1743. — Voyrez encore F.-Chr. Jetze:
Diss. inaug. philos. mathematica sistens theor. Pythagorici demonstr.
plures; Hale-Magd., 1752. — J.-W. Miiller : System. zusammenstell. der
wichtigen bisher bekannten Beweise des Pythag. Lehrsatzes; Niirn-
berg, 1819.— J.-J.-I. Hoffmann: Der Pythagor. Lehrs. mit 32 theils
hekannten, theils neuen Beweisen; Mainz, 1821.

Au reste, ces trois derniers auteurs s'occupent presque exclusivement
de démontrer le théoréme par divers moyens, a ’exception toutefois de
Miller, qui traite succinctement de I’historique en suivant Stoéber. Quant
aux démonstrations diverses, celui-ci en donne quinze , Jetze vingt-trois,
Miiller dix~huit, sans compter les cas particuliers, les généralisations, re-
marques, etc., et Hofflmann trente-cing, en comptant trois démonstrations
postérieurement ajoutées. On peut voir encore J.-G. Camerer: Euclidis
Elem. libri 6 priores, gr. et lat.; Berlin, 1824.°On y trouvera, tomel,
page 443, plusicurs démonstrations non comprises dans les précédentes.
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me parait s'¢tre fait une idée assez juste a cet égard; et
je commencerai, pour fixer les idées, par rapporter ses
prapres paroles, ou du moins une tsaduction, aussi
exacte qu'il m’est possible de la faire, du passage qui
exprime son opinion : « L’invention, dit-il, de ce beau,
» de cet admirable théoréme, est attribuée a Pythagore,
» qui, comme Pécrit Vitruve (*) au IXe livre de son
» Architecture, offrit un sacrifice aux Muses en recon-
» naissance de la brillante découverte qu’elles lui avaient
» inspirée. Quelques auteurs pensent qu’il immola
cent beeufs (*“") ; mais, s’il faut s’en rapporter a Pro-

)
clus (**¥), c'est un boeuf seulement qu’il offrit. Or,

probablement, comme on le croit, ce fut 'étude des
nombres qui conduisit Pythagore 4 la découverte de son
théoréme. C’est-a-dire qu’ayant considéré avec une pro-
fonde attention les propriétés des nombres 3, 4,5, et
ayant observé que le carré numérique du plus grand
» d’entre eux était égal aux carrés (****) numériques des
deux autres, il forma un triangle scaléne dont le plus
grand coté.était divisé en cinq parties égales, le plus petit
en trois parties égales aux premiéres, et, enfin, le coté
moyen en quatre des mémes parties. Puis,-cela fait, il
examina I'angle compris entre ces deux derniers cotés,
et reconnut que c’était un angle droit. Il remarqua la
méme propriété dans beaucoup d’autres nombres,

<

<

<

<

=

=

{*) Vitruve vivait au commencement de notre ére.

{**) C’est pourquoi le théoréme était anciennement connu sous le nom
d’hécatombe, ou de théoréme des cent beeufs. On1’a appelé aussile matire de
la mathématique, et plus simplement et par excellence le théoréme de
Pythagore.

(***) Philosophe et commentateur, vivait au milieu du ve siécle do
notre ¢re. 1l a fait (en grec), sur les Eléments d’Euclide, quatre livres de
commentaives qui ont été traduits en latin par Barocci (Padoue, 1560).*

(****) C'est-a-dire a la somme des carrés. Cet:e inexactitude de lan-
gage est fréquente chez les Anciens. Que la remarque en soit faite ici une
fois pour toutes.
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» comme 6, 8, 10; 9, 12, 15; etc. Clest pourquoi il
» jugea convenable de rechercher si, dans tout triangle
» rectangle, lewarré du coté opposé i l'angle drois ne
» serait pas egal aux carrés des deux autres cotés, de la
» méme maniére que tous les triangles dont les cOtés
» étaient entre eux comme les nombres susdits, présen-
» taient un angle droit. Et c’est ainsi qu’a force de re-
» cherches, il parvint, avec une satisfaction indicible,
» 4 cet admirable théoréme, dont il démontra ensuite la
» vérité par des raisonnements inattaquables. Cependant
» Euclide (*) (liv. VI, prop. 31) donna & cette méme
» propriété une extension prodigieuse, en faisant voir
» qu’elle appartenait également & des figures semblables
quelconques, etc. » .
Quant au passage de Vitruve, mentionné par Clavius,
en voici également la traduction en ce qui regarde la
partie historique, la seule qui nous intéresse en ce mo-
ment: .

« Pythagore, dit cet auteur, a fait connaitre une ma-
» niére de tracer I'angle droit sans employer I'équerre
» des ouvriers; et cet instrument, que les artistes les
» plus habiles parviennent & peine a construire exacte-
» ment, le philosophe, par ses procédés de démonstra-
» tion, nous explique une méthode pour le tracer dans

=z

(*) Célébre géométre de la fin du ve siécle avant J.-C., auteur des
Eléments de Géométrie qui forment la base de Ienseignement de cette
science dans toutes les écoles. Proclus, dans son commentaire cité plus
haut (page 7), énumére (a la page 19), a partir de Thalés, non pas treize
auteurs d’Eléments qui auraient précédé Euclide, comme Delambre le dit
a tort dans une note surajoutée a I'article que Daunou a consacré a Pro-
clus dans la Biographie universelle de Michaud, mais bien vingt-deux au-
teurs qui avaient écrit sur la géométrie et sur son histoire. Plusieurs
parml eus rédigérent des Eléments: Hippocrate de Chio, inventeur de
la quadrature des Lunules qui portent son nom, fut le premier de tous
(ve siécle avant J.-C. ); vient ensuite Léon, maftre de Néoclide, Theudius
de Magnésie, et peut-étre encore d’autres.
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» la perfection. Cette méthode consiste a prendre trois
» régles, I'une de trois pieds, une autre de qug re, et la
» troisiéme de cmq, etc. » : .

Vitruve énonce ici les propriétés des aires carrées con-
struites sur les trois cotés du triangle rectangle formé par
les trois régles; et il termine en disant que « Pythagore,
» ne doutant pas que sa décodverte ne fiit une inspira-
» tion des Muses, leur offrit les plus grandes actions de
» graces, et méme, a ce que l'on dit, leur sacrifia des
» victimes. » ’

Telles sont les paroles de Vitruve. Mais allons plus
loin, et voyons ce que d’autres auteurs disent de cette dé-
couverte de Pythagore, ainsi que de diverses autres in-
ventions également attribuées a I'illustre philosephe.
Voici la version de Plutarque (qui vivait un siécle aprés
Vitruve), dans le livre ot il montre Que Uon ne saurait
wivre heureux en suivant la doctrine d’Epicure : « Pytha-
» gere, dit-il, sacrifia un beeuf au sujet d’une figure de
» géométrie, comme le dit Apollodote :

« Pythagoras, aprés qu’il eut trouvé

» Le noble écrit pour lequel bien prouvé,
» 11 fit d’un beeuf solennel sacrifice,... (*)

» soit qu'il s’agisse ici de la proposition suivant laquelle
» la puissance {**) de I'bypoténuse est égale a celles des
» cbtés de 'angle droit, soit du probléme relatif a Laire
» de la parabole (**¥). »

On voit ici mentionnée, sous le nom de Pythagore,
la quadrature de la parabole. Diogéne de Laérte, venu un
siecle aprés Plutarque, en répétant I'épigramme (***¥)

(*) Trad. d’Amyot.

(™) Le mot ddyxpic, puissance, signifie ici le carrds

(***) Pour le sens de ce mot, voyez Proclus, dans son Commentaire sur
le I°T livre d’Euclide, 1. 1V, p. 109, scholie sur la prop. 44.

(****) En langage moderne, ¢pigramme ne signifie pas autre chosc
qu'inscription.
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d’Apollodote, quil nomme Apollodore, ne fait point
mention de la parabole : « Apollodore le logisticien, »
dit-il (¥ie de Pythagore, VIII, 12), « rapporte qu’il
» sacrifia une hécatombe apres avoir trouvé que I'hypo-
» ténuse du triangle rectangle a la méme puissance que
» les deux autres cotés; et, a ce sujet, il cite cette
» épigramme : Pythagoré, ete., » [4 peu de chose prés
dans les mémes termes (*)].

Athénée, contemporain de Diogéne de Laérte, répéte
a peu prés les paroles de cet auteur, tant pour le récit
ue pour l’épigramme. Notons pourtant en passant, que
le titre d’arithméticien, agfuysinis, donné a Apollodore -
dans le récit d’Athénée (éd. Casaubon, p. 418), y
remplace celui de logisticien, royiorivss (**), employé par
Diogéne. Or, dans le langage de Platon (***) (woir le
Gorgias), la logistique, science des rapports, différe es-
senticllement de V'arithmérique, science des nombres
cffectifs. Au surplus, ceci est sans aucune importance
pour la question qui nous occupe; mais ce qui meérite
attention, c’est que le méme Diogéne de Laérte rapporte
d’aprés Pamphile (***¥), que Thalés de Milet (*****),
« aprés avoir appris la géométrie chez les Egyptiens, fut
» le premier qui démontra I'inscription du triangle rec-
» tangle dans le demi-cercle, et qu’a cette occasion il

(*) Voyez encore VAnthologie des épigrammes grecques, liv. 1.

(**) Signalons encore l’expression 5 Sworavovea (mrsvpa) ahy oply
qwvizy, Vhypoténuse de langle droit, c’cst-a-dire le cité qui sous-tend
P'angle droit; mais, en général, ces variantes n'intéressent que les hellé-
nistes de profession.

(***) Florissait du 1v® au ve siécle avant notre ére.

(****) -Femme célébre qui florissait sous Néron.

(*****) Le plus ancien des mathématiciens grecs, philosophe et astro-
nome; il vivait au commencement du vi€ siécle avant notre ére. C’est lui,
dit Proclus dans son Commentaire (page 19), qui enseigna aux Grecs la
géométrie dont il avait acquis la connaissance en visitant 'Egypte.
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» sacrifia un boeuf; mais qu’au reste d’autres auteurs,
» au nombre desquels on compte Apollodore le logisti-
» cien, attribuent le méme fait 2 Pythagore. »

Ily a trop d’analogie entre les deux questions dont il
s’agit ici, ainsi qu’entre les ‘deux faits attribués a Pytha-
gore par Diogéne de Laérte parlant d’aprés Apollodore,
pour qu’une confusion entre ces deux faits, trés-distincts
malgré leur analogie apparente, ne soit pas extrémement
a craindre. Mais, par compensation, nous pouvons citer
a la gloire de Pythagore, une troisitme découverte géo-
métrique, « certainement bien plus élégante, yrapugiregor,
» et bien plus digne des Muses, goveixiregov, » comme le
dit Plutarque en la rapportant (Propos de table, liv. VIII,
q- 2), que celle du théoréme relatif au carré de lhypo-
ténuse : « c’est le théoréme ou plutdt le probléme dans
» lequel, étant données deux figures, on se propose d’en
» construire une troisiéme qui soit semblable a 'une des
» figures données, et équivalente a la seconde, question
» pour laquelle on dit aussi que Pythagore offrit un
» sacrifice (¥). »

Mais, pour en revenir au théoréme primitif qui forme
ici tout notre objet , nous voyons que le témoignage le plus
ancien, celui de Vitruve, ne mentionne comme apparte-
nant a Pythagore, que la découverte du triangle construit

(*) V. Eudlide, liv. VI, prop. 25. —Proclus, au commencement du
11¢ liv. de son Commentaire (p. 19), dit généralement que Pythagore rat-
tacha la géométrie a la philosophie, et en fit une science libérale qui, dés
lors, fut introduite dans ’éducation. « Il voyait, dit-il, les choses de
» haut, remontait aux principes, et considérait les théorémes d’une ma-
» niére abstraite et dégagée de toute idée matérielle. Ainsi il établit la
» théorie des quantités incommensurables et celle des figures cosmiques »
(polyédres réguliers). Enfin le méme Proclus, d’aprés Eudéme le péripa-
téticien (fin du 1vé si¢cle avant J.-C. ), attribue encore a Pythagore (p. 99),
ou du moins a son école, la découverte de la trente-deuxiéme proposition

du I¢F livre d’Euclide, savoir, que La somme des trois angles d’un triangle
est égale & deux angles droits.
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sur les cdtés 3, 4, 5, triangle qui resta célébre dans
toute l'antiquité, a I'exclusion de tout autre, pour ses
propriétés remarquables et le caractére en quelque sorte
sacré qu'on lui attiibua. Aihsi, outre la propriété com-
mune 4 tous les triangles rectangles, relative aux carrés
de ses cotés, son aire est égale & 6; et le cube de cette aire
est égal a la somme des cubes de ses trois cotés (*). Aussi
est-ce a lui que Platon, au VIII® livre de la République,
fait allusion lorsqu’il cite le triangle dans lequel le rap-
port épitrite, c’est-a~dire le rapport du quaternaire au
ternaire, est relié par le quinaire : izivpives mulpny wevrads
wwluysis. Et il faut voir avec quelle complaisance le prince
des philosophes développe les propriétés et les rapports
mutuels de ces nombres 3, 4, 5, 6, lorsque dans son ar-
deur, plus poétique que philosophique, il va jusqu’a leur
attribuer une influence fatale sur la destinée des em-
pires. Il faut voir encore avec quel sérieux Aristote (*¥),
cet esprit si positif, entreprend (Polit.,liv. V, chap. 12)
et poursuit comme une ccuvre de la plus haute gravité,
la réfutation des réveries mystiques de son maitre. Il faut
voir enfin Aristide Quintilien (***) (de la Musigue, 1. 111,
p. 151), Plutarque en divers endroits (7Traité d’Isis et
d’Osiris, ch. 2935 de la Cessation des Oracles, ch. 24), et
bien d’autres auteurs, célébrer ses perfections, le re-
-garder comme le plus beau des triangles, en un.mot,

le considérer comme le triangle rectangle par excel-
lence (¥**¥).

(*) V. Stoéber, p. 27; et Comptes rendus de UAcadémie des Sciences,
25 janvier 1841, p. 211.

(**) Disciple de Platon et chef de 1’école péripatéticienne, fin du 1ve siécle
avant notre ére.

(***) Musicographe grec, vers la fin du 1°F siécle de notre ére.

(****) Néanmoins, dans le Timce, c'est le triangle rectangle isocele
que Platon exalte au-dessus de tous les autres.
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Mais nous possédons un renseignement dont il ne parait
pas que I'on ait encore fait usage dans la question histo-
rique que nous cherchons & éclaircir ici, et qui me
semble pourtant avoir pour sa compléte élucidation, une
importance décisive. C'est le commentaire de Proclus sur
la 47¢ proposition du I°" livre des Eléments dEuchde,'
ayant pour objet précisément le théoréme dont il s’agit,
mais considéré dans toute sa généralité. 1l est vrai que
Proclus, qui florissait vers le milien du v* si¢cle de notre
¢re, estdéja lui-méme fort éloigné du fait qui nousoccupe;
mais comme nous le sommes nous-mémes encore bien
davantage, il est incontestable qu’a son époque, les ren-
seignements devaient ¢&tre bien plus nombreux et plus
stirs qu'ils ne peuvent l'étre aujourd’hui. Or voici com-
ment s’exprime Proclus dans le commentaire cité :

« Lorsqu’on entend parler de ce théoréme, dit-l, il
» nest pas rare de rencontrer des gens qui, voulant mon-
» trer leur science en antiquité, le font remonter a Py-
» thagore, et vous parlent du sacrifice que ce philosophe
» offrit pour sa découverte. Quant 4 moi, aprés avoir
» rendu aux premiers sages qui en ont reconnu la vérité,
» tout 'honneur qu’ils méritent, je n’hésite pas a dire
» que e professe une admiration beaucoup plus grande
» envers lauteur de ces Eléments, non-seulement pour
» y avoir attaché une démonstration de la derniére évi-
dence, mais encore pour en avoir fait ressortir, en le
soumettant a lirrésistible puissance de sa savante ana-
lyse, un autre théoréme beaucoup plus général : cest
celui du VI* livre (pr. 31), ol il démontre générale-
ment que : Dans les triangles zectangles, toute figure
tracée sur Uhypoténuse est égale & la somme des
figures tracées sur les deux autres cotés, pourvu
qu'elles soient semblables & la premiére et sembla-
blement disposées.—Observons , en effet, que tous les



¥

»

=

(14)

carrés sont semblables entre eux, mais que toutes les
figures rectilignes semblables entre elles ne sont pas
des carrés : car il y a une similitude propre aux trian-
gles et a tous les autres polygones. Mais dés qu'il est
démontré que la figure construite sur I'hypoténuse,
soit carrée, soit de toute autre forme, est égale aux
figures semblables et semblablement construites sur les
autres cdtés, il en résulte par cela méme une démons-
tration plus générale et plus scientifique pour le seul
carré. On voit en méme temps la raison de la généralité
de la proposition démontrée : c’est que la rectitude de
I'angle entraine 1’égalité de la figure construite sur
I'’hypoténuse, par rapport a toutes les figures sem-
blables, semblablement construites sur les deux autres
cOtés, de méme qu'une plus grande ouverture de’angle,
quand il est obtus, entraine la supériorité de la pre-
miére figure, et qu'une plus petite ouverture de I'angle,
quand il est aigu, entraine I'infériorité. Mais il ne s’agit
pas de savoir comment se démontre le théoréme du
VI° livre; c’est ce que I'on verra en son lieu. Quant a
présent, bornons-nous & examiner comment la propo-
sition actuelle peut éire vraie, sans davantage nous
occuper de généraliser, puisque nous n’avons encore
rien enseigné sur la similitude des figures planes, ni
rien démontré entiércment sur les analogies (propor-
tions). Au reste, beaucoup de questions que nous
avons ainsi traitées partiellement, ont pu étre géné-
ralisées par la méme méthode, tandis que I'auteur des
Eléments les démontre par la théorie commune des
parallélogrammes.

» Comme il y a deux sortes de triangles rectangles , sa-
voir, des triangles isocéles et des triangles scalénes, par-
lons d’abord des premiers. Mais il est impossible, dans
ces sortes de triangles, de trouver des nombres entiers
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quis’accordent avec les cotés : cariln’y a pointde nombre
carré qui soit double d’un autre nombre carf'é, a moins
qu’on ne veuille dire que c’est a une unité pi€s,, comme
le carré de 7, qui est le double du carré de 5 diminué
d’un. Dans les triangles scalénes au contraire, il est
possible de trouver des nombres convgnables; car nous
avons démontré avec évidence que le carré de ’hypo-
ténuse est égal a la somme des carrés des cotés qui
comprennent l'angle droit; et nous avons un exemple
d’un pareil triangle dans le T'raité de la République,
ou les deux cdtés de I'angle droit étant 3 et 4, I'hypo-
ténuse vaut 5. En effet, le carré de 5 est 25, nombre
égal 4 la somme des nombres g, carré de 3, et 16, carré
de 4. Ainsi la question considérée dans les nombres
est suffisamment éclaircie. Or, la tradition nous a con-
servé certaines méthodes pour trouver de pareils trian-
gles; 'une d’elles est attribuée a Platon, une autre a
Pythagore. Dans celle-ci, on commence par prendre
un nombre impair pour représenter le petit codté de
Pangle droit; on 1’éléve au carré; en retranchant une
unité et prenant la moitié, on a pour résultat le plus
grand des deux cotés de 'angle droit ; au contraire, en
ajoutant une unité au carré et prenant la moitié, on a
I'hypoténuse. Ainsi je prends le nombre 3; j’en forme
le carré, Jai 9; je retranche 1, j’ai 8; je prends la
moitié, j’ai 4 : c’est le grand coté de I'angle droit. Je
reprends le carré g et J’ajoute 1, j’ai 10; je prends la
moitié, j'ai 5 : c’est 'hypoténuse; et j'ai un triangle
rectangle formé des cotés 3, 4, 5.

» Dans la méthode de Platon, on commence par des
nombres pairs. Prenant donc le nombre pair donné,
on le pose comme I'un des cotés de I'angle droit, puis
on le divise par 2 et 'on forme le carré de la moitié;
en ajoutant une unité, on a hypoténusc; au con-
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» traire, en retranchant une unité, on a le second c6té
» de I’angle droit. Ainsi je prends le nombre 4; je le
» divise par 2, et je forme le carré, ce qui reproduit le
» méme nombre 4. Retranchant une unité, j’ai 3; I'a-
» joutant, au contraire, j’ai 5; et Je retrouve ainsi
» le méme triangle déja obtenu par la premiére mé-
» thode. En effet, c’est la méme chose de commencer
» par 3 oupar 4; mais ceci est étranger a la question (*).

» Quant i la démonstration del’auteur (la démonstra-
» tion d’Euclide), comme elle est trés-claire, je pense
» quil serait superflu d’y rien ajouter, et que I'on peut
» se contenter de ce qui est écrit; car toutes les fois que
» T'on a voulu ajouter quelque chose, comme on le voit
» dans Héron (**) et dans Pappus (***), on a été obligé
» de recourir aux démonstrations du VI°¢ livre, et cela
» sans aucune nécessité. Passons donc & ce qui suit. »
(Suit le commentaire sur la proposition réciproque.)

Quoique ce long commentaire contienne beaucoup de
détails étrangers a la question actuelle, j’ai cru devoir le
citer en entier, saisissant cette occasion de donner ainsi
aux lecteurs une idée de la maniére de Proclus. Mais il
présente aussi certaines circonstances qui me paraissent
résoudre le débat dans le sens de Clavius. On y voit, en
effet, dés le début, que Proclus est loin de regarder Py-
thagore comme étant exclusivement I'auteur de la décou-

(*) Nous engageons les éléves a réduire en formules algébriques les
procédés de Pythagore et de Platon.

(**) Héron d’Alexandrie, célébre géométre du commencement du
u® siécle avant J.-C., s’est occupé surtout de la Géométrie pratique. On
distingue plusieurs géométres de ce nom.

(***) Autre géométre célébre, de la fin du v¢ siécle de notre ére. Il a
composé, en grec, huit livres de Collections mathématiques, dont une
grande partie nous est parvenue, mais est encore inédite; la traduction
latine de cette partie,, par Commandin (Bologne, 1660), a seule été pu-
bliée intégralement.
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verte dont il sagit, et surtout comme ayant établi la
proposition qui en est 'objet, avec le degré de généralité
qu'elle a dans Euclide; car, bien que ce soit principale-
ment en vue du théoréme du VI© livre, que cet auteur est
loué et admiré par son commentateur, il n’en est pas
moins évident que celui-ci ne se serait pas exprimé
comme il le fait, si seulement il avait cru pouvoir attri-
buer a Pythagore I'équivalent de la 47° proposition du
Ie* livre d’Euclide. Mais ce n’est pas tout : on voit ici
que Pythagore s’est occupé de la décomposition d'un nom-
bre carré en deux autres nombres carrés, et qu’il a donné
un procédé (procédé trés-particulier) pour trouver des
nombres satisfaisant & une semblable relation. En y réflé-
chissant un peu, n’est-on pas naturellement conduit a
supposer que Pythagore, aprés avoir reconnu les pro-
priétés remarquables d’un premier triangle rectangle,
aura voulu, pour essayer la généralité du résultat qu’il
avait obtenu, varier les exemples de triangles qui eussent
cntre eux les mémes relations que les nombres obtenus
par le procédé qu’il prescrit, afin de s’assurer empirigue-
ment que tous ces triangles étaient également rectan-
gles? Ce procédé n’est-il pas, je le demande, aussi con-
- forme a la marche de la science, qu’il P'est a4 'opinion
de  Clavius? Mais il est bien difficile de croire que,
n’ayant pas trouvé de formule plus générale pour la dé-
composition des carrés, Pythagore piit avoir acquis la
conviction mathématique de la vérité du théoréme de
géométrie dont il est question.

Quoi qu'il en soit, la discussion a laquelle nous venons
de nous livrer semble devoir assurer 3 Euclide Phonneur
d’avoir donné la premiére démonstration générale et com-
~ pléte de la proposition relative au carré de I'hypoténuse;
‘et elle nous montre, par un exemple remarquable, com-
ment les ténébres que le temps amoncelle autour des faits ,

Ann. de Mathémat. 1. XL (Janvier 1852.) 2
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en viennent a nous les faire apercevoir sous un aspect et
une couleur qui rendent la vérité entiérement mécon-
naissable. Et ce n’est pas seulement sur le théoréme lui-
méme qu'une pareille altération s’est produite ici: on
peut voir que la méme réaction a eu lieu a I'égard de
cette tradition d’un pompeux sacrifice offert aux dieux,
tradition restée définitivement attachée au récit de la
découverte qui est censée en avoir été I'occasion. En effet,
suivant le récit de Diogéne de Laérte, ce sacrifice ne fut
pas moindre qu'une hécatombe; mais, d’aprés Plutarque,
plus ancien d’un siécle que Diogéne de Laérte, nous de-
vons réduirc P'offrande 4 un seul beeuf; et enfin, dans
d’autres récits plus circonspects encore, on ne voit plus
employer que les expressions govfurix, Bovdursiys ou sim-
plement 65ear, qui, en définitive, en vertu d’'une cata-
chrése, ne signifient absolument plus qu’un sacrifice quel-
conque. Eten effet, « comment veut-on » , dit Cicéron (de
la Nature des Dieux, liv. III), « me faire accroire que
» Pythagore efit pu sacrifier un boeuf en I'honneur des
» Muses, lorsqu'il est constant, au contraire, qu'il refusa
» d’'immoler une victime sur Pautel d’Apollon Délien,
» voulant éviter ainsi de répandre le sang? »

Cette incrédulité de 'orateur romain, Suidas (*) la
justifie en ces termes : « Pythagore (*¥), dit-il, défendit
» d'immoler aux dieux des victimes sanglantes: on ne
» devait se prosterner que devant un autel immaculé. »

Au milieu de ces contradictions, nous trouvons cepen -
dant un moyen de concilier les témoignages; et ce moyen,

c’est Porphyre (**¥) (ou Malchus, Vie de Pythagore,

(*) Grammairien et compilateur, de la fin du x® siécle de notre ére.
(**) V. ce mot dans Suidas.

(***) I vivait dans Ia derniére moitié du m® si¢cle de notre ére.
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ch. 36) qui vient nous l'offrir; écoutons cet auteur :
« Les sacrifices qu'il offrait aux dieux, dit Porphyre,
» n’avaient rien de cruel. Pour apaiser les dieux, il
» offrait des pains, des gateaux, de l'encens, de la
» myrrhe, mais jamais d’animaux...... Les auteurs les
» plus dignes de foi disent qu'il offrit un beeuf de péte
» de froment aprés avoir découvert que la pulssance de
» Phypoténuse du triangle rectangle était égale a celles
» des deux autres cOtés. »

Au reste, ce genre d’offrande ou de sacrifice était d’un
usage trés-commun dans I'antiquité, principalement chez
les pythagoriciens. Ainsi, au rapport d'Athénée (Banquet
des Sages, liv. 1,§3), « Empédocle d’Agrigente (*), vain-
» queur aux jeux olympiques dans la course des chevaux,
» devant, en sa qualité de pythagoricien, s'abstenir de
» toute nourriture animale, fit préparer un beeuf factice
» assaisonné de myrrhe, d’encens et d’autres parfums
» précieux, et le fit distribuer a la foule assemblée de
» tous les points dela Gréce pour assister au concours. »

Philostrate (*¥) [’dans la Vie d’ Apollonius (***), 1.1,
ch. 1], et, d’aprés lui, Suidas, parlent dans le méme
sens : « Le bocuf de pate qu’il ﬁt, a ce que l'on dit, dis-
» tribuer & Olympic sous forme de gateaux, prouve
» bien qu'il était de la secte de Pythagore (***¥), »

Ainsi, en résumé, on voit que cette fameuse héca-

{*) Philosophe qui vivait vers le milieu du ve siécle avant J.-C.
(**) Fin du n® siécle de notre ére. .
(***) Apollonius de Tyane, célébre thaumaturge : milieu du 1°¥ sxecle
de notre ére.
(****) Liebhard, dans une dissertation surl'angle inscrit dans le demi-
cercle, prétend expliquer le fait en litige en supposant que V'offrande d’un
beeuf ou de cent beeufs doit s’entendre d’autant de piéces de monnaie sur

lesquelles les Athéniens représentaient un beeuf, dont, par suite, elles
prenaient le nom.

2.



( 20 )

tombe, sur laquelle on a fait tant de commentaires, sc
réduit & un beeuf.... de pain d’épice.

Agréez, monsieur le rédacteur, etc.,
A.-J.-H. VINCENT,

De V'Institit national.

P. §. — Je crois devoir ajouter ici une Note relative
a la décomposition d'un nombre carré en. deux autres
nombres carrés, probléme dont il a été parlé plus haut.
Nous avons dit que la solution de Pythagore était ¢rés-
particuliére ; celle de Platon, qui la compléte sous un
certain rapport, l'est également. M. Biot, dans delix ar-
ticles sur les Gromatici veteres (Arpenteurs romains) ,
insérés aux cahiers d’avril et mai 1849 du Journal des
Savants, a donné, sur la généralisation de cette solution,
des détails curieux que nous devons recommander aux
lecteurs. Lillustre géomeétre a également traité la ques-
tion, mais avec plus de détails, dans les Comptes rendus
des séances de I’ Académie des Sciences (7 mai1849).11 v
rappelle la 32¢ proposition du I° livre de Diophante (*),
qui a un but analogue, et la page 426 du remarquablec
ouvrage de M. Chasles, -intitulé : Apercu historique sur
Uorigine et le développement des méthodes en géométric.
Ce savant mathématicien donne dans son ouvrage, unc
régle de Brahmegupta (**), qui revient i celle de Dio-
phante, et comprend comme cas particuliers les deux
régles données par Pythagore et Platon. Enfin , M. Poinsot

(*) Célébre mathématicien grec du 1ve siécle de notre ére. On a de lui
six livres (sur treize qu’il avait composés ) de questions arithmétiques, et -
un livre sur les nombres polygones. Ils ont été publiés pour la premiére
fois par Bachet de Méziriac (Paris, 1621), et depuis, avec de savants com-
mentaires, par l'illustre Fermat ( Toulouse, 1670).

(**) Géomeétre indien du vi® ou vu® siécle de notre ére.
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(méme séance de I’ Académie des Sciences) a donné, pour
la décomposition d’un carré en deux autres, une méthode
aussi générale que simple.

A cette occasion, je me permettrai d’'indiquer aussi une
méthode trés-générale, qui, en ne distinguant ni les nom-
bres pairs des nombres impairs , ni le plus petit et le plus

, . P )
grand des deux carrés partiels, a, par conséquent, I'a-
vantage de les traiter symétriquement.

Pour satisfaire a 'équation

xZ + .')»-2 — z‘.."
faisons .
a=h+a, y=k+b, z=k+a+b;
la transformation sera toujours possible (*) : car, de ces
relations, on tire

a=z—y, [):Z—J], A‘:I‘f‘}'_z’

valeurs entiéres et positives en méme temps que x, y, z.
Substituant dans I'équation proposée, on a, touie sim-
plification faite,
k= 2ab.

11 suffit donc, pour avoir toutes les solutions de la ques-
tion, et, par conséquent, tous les triangles possibles en
nombres entiers, de prendre pour k tous les nombres
pairs possibles, et de décomposer k? de toutes les maniéres
possibles en deux facteurs dont I'un devra étre fait égal
a 2a (ou 2b), et I'autre 4 b (ou a). Comme, d’ailleurs,
on peut se borner a chercher les triangles pronitifs, c'est-
a-dire les triangles dont les cotés sont représentés par des
nombres premiers entre eux (car les autres se raménent
a ceux-la), on aura égard aux seules décompositions dans
lesquelles les facteurs de k? sont premiers entre eux, et

(*) Elle est également applicable a I'équation xm 4 ym = zm,
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par conséquent Pun pair et autre impair. Avec cette
restriction, I'un des nombres a ou b, et par suite 'un
des cdtés de I'angle droit, x ou y, est lni-méme toujours
nécessairement pair et 'autre impair, et par suite, z, ou
I’hypoténuse, est toujours impair.
Par exemple, soit
k=2, dou k=4, a=2, b=1:

il en résulte

Soit encore
k=4¢, dod a=8, b=1:
il en résulte
r=12, y=25, z=13.
Et ainsi de suite.

L’hypothése k = 6 donnerait les deux triangles 8, 15,
17, et 7, 24, 25; etc., etc.

EXTRAIT D’UNE LETTRE ADRESSEE A M. TERQUEM,
Par M. J.-A. SERRET,

Examinateur d’admission a 'Ecole Polytechnique.

« Jai eu plusieurs fois 'occasion de constater, en fai-
» sant les examens d’admission a ’Ecole Polytechnique,
» que les candidats ne connaissent que des démonstra-
» tions défectueuses, & tous égards, des formules sur
» lesquelles repose la construction des ‘I'ables de loga-
» rithmes. Peut-étre jugerez-vous utile, au point de vue
» de enseignement, et dans I'intérét des candidats, de
» publier les détails que je vous envoie a ce sujet. »
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I.

Développement en séric de —1(1—u), ot u est un
nombre positif inférieur ai.
Soit x une quantité que nous ferons varier depuls

xr=o0 Jusqu A xr=u; u est une constante positive in-
férieure a 1. Posons

(1) flz)=—1a—=2) "]

., ) t ,
la dérivée f"(x) de f(x) a pour valeur —— et I'on
peut écrire '

xn
(2) f’._’x):1+.z+.t'~’—|—...+.1:"“‘+l_z

Posons aussi

xr x* xn
(3 =t +... —
(3) ple)=s+S+5+... +

et désignons par ¢'(x) la dérivée du poiynéme ¢ (x);
on aura

(4) o (z)=1 4o+ 2. .. 2"
L
En retranchant I'équation (4) de I'équation (2), il vient

S(x)—9' (=)=

xt

I—x

Le second membre de cette équation est positif, et il est

n

—» tant que x n'est pas égal & u; on a

moindre que -

donc
(5) S'(x)—¢' () >0,
(6) f(2)—¢' (@) — ——— <o

I—u

(*] La caractéristique I désigne exclusivement les logarithmes népériens,
c’est-a-dire ceux dont la base est ¢ = 2,71828, . ..
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Ces inégalités montrent que les fonctions f(x) — ¢ (x)
’ ot

et f(x)—9(xr)— G sont, la premiére
croissante, la deuxiéme décroissante, quand x croit de o
a u. En effet, la premiére de ces fonctions a une dérivée
conslamment positive (inégalité 5 ), tandis que la deuxiéme
a une dérivée constamment négative (inégalité 6). D’ail-
leurs les fonctions dont il s’agit sont nulles pour x=o,
donc, pour x = u, la premiére est positive et la deuxiéme
est négative. Ainsi on a

Sflu)—9g(e)>o0, s
flu)—o(a)— EF—2) <o,

ou

Sflu)>q(u),

f(“)<<?(")+(n_+—l—>(—l_—u)

Ticaals

M

c'est-a-dire que f(u) est égal & ¢ (u) augmenté d’'une
urtt

(r41)(1 —u)

tité peut évidemment se représenter par ¢

quantité positive moindre que ; cette quan-

un+l
G =)
en désignant par 6 une fraction comprise entre o et 1.
D’apreés cela, on a
f ) 9 u’l+l

u)=— u)+ ———————

(w)=¢ )+ o=y
ou

2

(1) —lh—w)=T4+T+

3 ull 9 un-H
T e s —
3 n o (n+1)(1—u)

La quantité u étant inférieure a 1, on voit que
9 ynt+ )
(n+1)(1—u)
indéfiniment. On a donc

tend vers zéro 4 mesure que n augmente

w?

8) - _1(1_,,):?_;_%4-3_;_”.,
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formule dont le second membre est une série convergente,
tantquelona u <r1r. - @

IL.

Développement en série de1(1+u), oit u est un nombre
positif égal ou inférieur & 1. e

Soit x une quantité variable entre les limites o et u;
u est une ‘constante positive égale ou inférieure a 1.
Posons

(1) Sfle)=t+2);

la dérivée f’(x) de f(x) a pour valeur - - —; et T'on
peut écrire ces deux égalités, i
Sflz)=1—a+z—ad+... 2 z ‘,H
(2) {~ T
Sze)=1—z42*— 3=+, a'pak il
|+.z'
Posons aussi
2 3 it
3 x :f_f_ -3:_—_-‘._*__..%:
(3) 9 () 1 > -+ 3 -

et désignons par ¢'(x) la dérivée du polyndéme ¢ (x);

nous aurons
(4) ¢ () =1—2 4+ 27 —... =,

En retranchant I'équation (4) dechacune des équations (2),
on obtient

(%) Si=) =o' () =F s
(6) Sf{z)— ¢/ (a) ko= f:‘x.

Les seconds membres de ces deux équations sont de signes
contraires ; par conséquent, les deux fonctions f(x) —¢ (x)
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A (e .
o7 ayant leurs dérivées de signes

et f(z)—g(x) =
contraires, sont l'une croissante, I'autre ‘décroissante,
quand x croit de o 4 u. Or les deux fonctions dont il
s’agit sont nulles pour x == o3 donc, pour x =u, elles

- sont de signes contraires. On a donc
f(u)—?(u)>°7

Flu)— o (w) = 5 Lo,

n
ou

S(u)— g (2) <o,

!
(u)— =+
f\u) ?(u)_"—'f-l

> o-

Dans les deux cas on peut écrire, en désignant par 6 un
nombre positif inférieur a 1,

eun+|
Sy = () F oo
c’est-a-dire
R n nt
(7) t(n +u)=l—:—%+ %—-— :*:l;l—i::jl-
. . Bunt!
La quantité u étant égale ou inférieure a 1, e tend

vers zéro, 4 mesure que n augmente indéfiniment. On
a donc

. u u? w
(8) l(l+u)—-;"—;+~3——'...,

formule dont le second membre est une série convergente
tantque 'ona u <1 ou u=1.
Remarque. 1l résulte, de ce qui précéde, que I'on a

zr x oz
1(1+z):?-—;+—3——...,

pour toute valeur u de x comprise entre — 1 et -+ 1.
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Cette formule a lieu encore pour x =1, et méme pour
r=—1, car, dans ce.cas, les deux membres sont

infinis.
Calcul des logarithmes népériens.

Reprenons les deux formules

u u? u?

l = -——— —_—.
(1—+-u) : 2+3 ,
—w) =" ‘
-_— —_—)= - —_ o cee) .
' 1 2 3+ ’

il vient, en ajoutant et observant que

1+u
) w)—Ii(x—u)=1
(t+u)—i(t —u)=1l—0
(1) ’ 11+u__2 u+u3 us
e c\it3tEs )
N S
La quantité —— étant plus grande que 1, posons
14 u h N+£4
—_— — =
1 —u N N ’

d’ou
h
U = —-
2N+ 4
I'équation (1) devient, en observant que

N+ 4
l—x—={!{(N+4)—!IN,

h h? ks
(2) {(N+£A =IN+2[ P
(N-+7) ANTA T 3ENEA T BENTAy
Cette formule, ot N et / désignent deux nombres positifs

quelconques, permet de calculer Z(N + %) quand on
connait /N.
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Si l'on néglige, dans le second membre del’équation (2),
© hrit

(20 4+1) (2N + &)+t
reur commise sera évidemment moindre que

) h2i+3 h \2 h \ & 7]
(2i+ 3) 2N+ Ay _I+(2N+lz, +tlawss) T

c’est-a-dire moindre que

tous les termes qui suivent 2 > Per-

h2it+3

2(2i+3)N(N+ ) (2N + h)rt

En particulier, si I'on néglige, dans la série de I'équa~
tion (2), tous les termes qui suivent le premier, et que
I'on écrive simplement

2h
(3) l(N--{—/l):lN—l—-mv
ﬁJ
6N(N + A)(N+ 2h)

N . . 1 [h\?
ct, & plus forte raison, moindre que s\n)-

I'erreur commise sera moindre que

En faisant N =1 et & = 1 dans 'équation (2), on
obtient

lz:z(—é-{—ﬁ—y—\—g—%-k']—‘%—,—i—...),
ce qui donne, en prenant neuf décimales,
[2 = 0,693147180.
Le logarithme de 2 étant connu, la formule (2) per-

mettra de calculer successivement les logarithmes népé-
riens de tous les nombres entiers.
Faisons, par exemple, N=28 et & = 2 dans l'équa-
tion (2); il vient '
lio=18+ 2(1_,_;4__1.__;__“).
9 39 5.9

Cette formule donne la valeur de 7 =10, car 8 =312;
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on trouve, en prenant neuf décimalcs,
! 10 = 2,302585093.
Iv.
Calcul des logarithmes vulgaires.

Le module M des logarithmes vulgaires est I'inverse
du loga rithme népérien de 10; on a donc

o
M= 2,302585093

ou, en effectuant la division,

(1) M = 0,434294482.

Le module une fois connu, il est aisé de calculer les
logarithmes vulgaires des nombres. En cffet, les loga-
rithmes vulgaires, que nous dénoterons a l'aide de la
caractéristique log, s'obtiennent en multipliant par M
les logarithmes népériens; par conséquent, I'équation (2)
du paragraphe précédent donnera

-k 1A
(2) log(N+Iz):logN—l—-zM[2N+II+3(2N+A)3+..,].

En faisant & = 1, cette formule devient

1 I
(3) log(N+1)=logN~+2M [2 N +3(2N — 1)3.;_...].
A T’aide de cette équation (3) on pourra calculer succes-
sivement les logarithmes des nombres compris entre 1 et
10, Ou entre 100 et 1000, ou généralement compris entre
deux puissances quelconques de 10.

On abrége considérablement les calculs en faisant usage
de la méthode des différences, dont nous n’avons pas a
parler ici. Les calculateurs qui ont construit les Tables
que nous possédons, ont employé les équations (2) et (3),
ainsi que quelques autres qui se déduisent de celles-ci par
des transformations faciles, et qui renferment des séries
plus convergentes. Si, par exemple, on remplace N par
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N , dans Déquation (3), elle devient

' 1 1
logN*=log(N* — 1) +2M [2N’—1 -+ 3(2N’—1)3+“']’

ou
__Jog (N +1)+log{N —1)
- 2

L. 1
+M[2N’—— i 3(2N*— 1)3+'”:|‘

La série qui entre dans le second membre de cette équa-
tion (4) est trés-convergente; en se bornant au premier
terme de cette série, 'errcur que 'on commet ne peut
affecter la dixiéme décimale, si N est égal ou supérieur
a 20. L’équation (4) peut servir a calculer log (N + 1)
quand on connait logN et logN—1; elle donne aussi
le moyen de calculer successivement les logarithmes des

log N

(4)

nombres premiers. En eflet, supposons que N soit un
nombre premier, et que les logarithmes des nombres pre-
miers inférieurs 2 N soient connus; I'équation (3) fera
connaitre log N, car N +1 et N — 1 étant des nombres
composés de facteurs premiers inférieurs a N, leurs loga-
rithmes s’obtiendront par de simples additions.

Pour calculer les logarithmes des premiers nombres
2, 3, etc., il faudrait prendre plusieurs termes dans la
série qui entre dans le second membre de celle des for-
mules (2), (3) ou (4) que I'on emploie; mais on peut, par
des artifices convenables, obtenir pour ces cas particuliers
des séries beaucoup plus convergentes, dans lesquelles on
pourra se borner au premier terme, ou aux deux pre-
miers termes. Nous allons en présenter deux exemples.

Premier exempre. On demande le logarithme de >
avec douze décimales. On fera N = 1000 et k= 24,
dans I'équation (2), qui devient

. 24 1 ([ 24\ .
log 1024 = log 1000 + 2M [2024+§ (m> +:|,




Tof 1 24 ,
loga = 0,3 + 2 o | 5007 "3 (@024>4—% ‘],

et il est aisé de voir que les deux premiers termes de la
série du second membre suffisent. pour obt,emr log2
avec douze décimales. i .

Seconp exemeLE. On demande le log‘arzthme de 3 avec
dix décimales. On fera N = 65536 et h = 74 dans I’é-

quation (2), qui devient

log 65610 = log 65536 + 2 M (‘—%—4—— + .. > 3

or 65610 = 3*>< 10, 65536 = 2'¢; donc

810g3+1:16]og2+zm< 37446 )7

ou

L/
log3:2l0g2“‘°"25+§‘4—(1324x46+ )’

et il est aisé de voir que le premler terme de la série du
second membre suflit pour qu’ on puisse calculer log3
avec dix décimales.

Nous nous bornerons aux deux exemples qui précédent;
mais nous croyons devoir rappeler ici que M. Koralek a
fait connaitre récemment un procédé trés-ingénieux qui
permet de.calculer rapidement, avec sept décimales, le
logarithme vulgaire d'un nombre quelconque compris

(31)7 :

or 1024 = 2“‘ 1031024__ xolog 2, log 1600 = 3 donc

v

entre 1 ¢t 10000000. La méthode de M. Koralek exige

- seulement que on connaisse le module M et les loga-
_rithmes des cing nombres 2, 3, 7, 11, 13.

V.
Sur la proportion qu’on établit entre les petits accroisse-

ments d’un nombre et les accroissements correspon-
dants de son logarithme.

Quand on fait usage des Tables de logarithmes, on

.
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& .

admet que es petits accroissements du logarithme d’un
nombre N > 10000 sont proportionnels aux accroisse-
ments correspondants de N.

Nous allons démontrer que I'erreur commise, en apph-
quant ce principe, ne peut avoir d’influence sur la sep-
tiéme décimale du logarithme que I'on calcule.

Nous avons établi la formule

, u uw o ou Lu®  Gurtt
lu+u):?—-;+§—— ...i;x

ou 6 est un nombre compris entre o et 1.
Si M désigne le module des logarithmes vulgaires, on
déduit, de cette formule,

log (1 +u)= M(a——— 5—...E

et, en faisant 2 = 1,

log (1 +u}:i\l(u—-?—:—>

. 1 y/ , .
Posons successivement u = N =y e désignons

par « et € les valeurs comprises entre o et 1 que prend
alors 65 on aura

. B 1 a

() lOg(N+I)—lOgN:hl(ﬁ—2__w),
' R &

(2) log (N +h)—]0gN_M<1—\I_2_N">'

Désignons par A la différence tabulaire
log(N—+1) —logN
et par D la différence E
log (N + 4) —log N;
on déduira , des équations (1) et (2),

xh—6Ah

D— Ak=N
M SN
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. . -

Or nous supposons k < 13 « h — 6 h* est donc, en valeur
absolue, moindre que 1; M est aussi plus petit que 1 et
, 1 it ¢ Lo ins ézal A 2
méme plus petit que ~; N* est aumoins égal 4 100007,
c’est-a-dire au moins égal a 1000v0000. Done, en prenant
D—ak=o,
c’est-a-dire en admettant la proportion

D &

— == =

A 1

I'erreur que I'on commet est certainement plus petite que
le quart d'une unité du huitiéme ordre décimal.

CONCOURS D'AGREGATION AUX LYCEES, ANNEB 1851 (*);
Par M. DIEU,

Agrégé, doeteur és sciences.

COMPOSITION D ANALYSE.

Le sujet de cette composition a été :

Trouver l'équation différentielle des courbes planes
qui, enroulées sur un cylindre droit & base circulaire,
donnent des courbes dont le rayon de premiére courbure
est constant. .

Montrer que, dans le cas particulier oi le rayon de
premiére courbure est égal au rayon de la base du cy-
lindre, lintégration de l’équation différentielle se ra-
méne & une simple quadrature, et discuter la formule.

Mais, comme rien ne nous oblige a des restrictions qui
ont sans doute pour cause la briéveté du temps accordé

™) Ge probléme a été aussi résolu par M. Moncourt (Eugéne), éléve
de I'Ecole Normale.

de Mathémat., t. XI. (Janvier 1852.) 3
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aux candidats, nous substituerons a I'énoncé précédent
celui qui suit : _ ’
Déterminer les transformées planes des courbes tra-
cées sur un cylindre de révqlution, dont le rayon de
courbure est constant.
a représentant le rayon constant, les coordonnées rec-

tangulaires des points de ces courbes doivent, d’aprés unc
formule connue, satisfaire 4 I'équation différentielle:
(drd*z—dzd?y)® + (dzd’xc — dzx d*z)?.

1 6
) (+(dxd’y—dyd’z)’=%,

2

dans laquelle la variable indépendante est quelconque.
L’axe du cylindre étant pris pour axe des z, supposons

, , . P .
qu’on développe sa surface sur le plan zx, a partir de la
génératrice AA/, et soit M, la position que prend le point

. . . : i 7~ , .
M (x, y, z) qui se projetait en M’ sur xy. Désignons par
¢ I'angle M'OX, par £, n les coordonnées de M, relative-
ment 2 AX et AA’, prises pour axes de coordonnées dans

le p]an/z‘:r\, enfin par R le rayon du cylindre.

Z . e

2
5
&

Y
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On peut regarder 'arc Rg = ¢ comme la variable in-
dépendante de I'équation (1), et, i ce point de vue, de

z=Rcosp, y =Rsing,

“on tire -
dr = —sing.df, dy = cosg.dE,
cos . sin
) d’z:——l—{—f.di’, diy = -_ii’.dg*.

D’ailleurs, il est évident que
dz=4d»n, d’z=dsn et ds*=— dE*+ dn.
D’aprés ces formules, I'équation (1) donne
. R?
(2) (4 dn’) dE + B (dn) dE = S (287 4 ),
qui représente les transformées planes, et de laquelle on
déduit
- fda'\? _ oy [(1 ') 1
(3) (d_5> —('+”)[T_F ’
en posant
dn__
TE=

!
n .

dn' [ .y
Les deux valeurs de TE données en général par cette

équation, deviennent égales et en méme temps nulles,
pour celles de »’ qui sont déterminées par

03 I (R L

et comme ces derniéres valeurs, savoir,

a
d=y /21,

sont constantes, de telle sorte qu’on en tire

2
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I'équation (4) est une intégrale singuliére de 1’équa-
tion (3), pourvu qu'clle ne rentre pas dans I'intégrale
générale. '

Quoi qu'il en soit, I'intégrale générale de 'équation (4),

qui est
/[, a
n=rFE :J:R—-1+const.,

satisfait a I'équation (3), et elle donne, en prenant +

a
devant - :
R

1°. Si a >R, deux droites correspondantes aux hélices
coupant les génératrices du cylindre sous I'angle dont le

. a—
cosinus est \/

point de sa surface;

2°. S8i @ =R, une paralléle & A{ correspondante aux
sections circulaires auxquelles les hélices se réduisent
quand l'angle atteint go degrés;

3°. Si a est infini, une perpendiculaire 4 A ¢ corres-
pondante aux sections rectilignes sur lesquelles on doit
tomber quand I'angle est nul. '

’équation (3) étant du premier ordre, on peut immé-

diatement prendre »’ pour variable indépendante. Si 'on
pose

R .
, et dont deux se croisent en chaque

n' = tang Y,

de sorte que ¢ désigne 'angle qu’une paralléle menée de
I'origine A, a une partie déterminée de la tangente en
chaque point (£, ») de la courbe, fait avec A%, on trouve
facilement

(5) dg=k_0csbdy

a?
1 — — +COS¥ +
oS d
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a quoi il faut joindre

(6) ) dn =j"_——"¢—il.——x-l_¢———_(i¢__,
. , a7 .
\/I— o' €08 Y

en prenant ensemble, soit les signes supérieurs, soit les
signes inférieurs.

a
R
primer sous forme fipie, en fonction de ¢, que par une
intégrale définie ou par les notations des fonctions ellip-

Quelle que soit la valeur du rapport 5 » ne peut s’ex-

. . a . .
tiques; si = — 1, il en est de méme de £; et seulement

>
R<
lorsque @ = R, ¥ s’exprime par un logarithme.

1°. Soit a > R. {' étant le plus petit arc positif dont

. . R dt dx ..
le cosinus soit {/ =, —— et — sont imaginaires pour les
a’ay St ay

valeurs de ¢ de o & {’, réels pour les valeurs de ¢’ a
m — ', puis redeviennent imaginaires quand ¢ dépasse
cette derniére valeur a laquelle on peut s’arréter.

En posant, pour abréger,

aZ
\/x—k—zcos‘xp:ﬂ’,

on a
(7) E:cia/‘ Losq‘d\p,
Jy ¥
et
¥ sin ¥
(8) n :L":".:af —dy,
¢ v

¢ et ¢’ désignant deux constantes arbitraires, qui sont les
valeurs de £ et » pour ¢ = {/.
Si I'on considére premiérement le signe + devant les
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inpégrales définies; lorsqu’on faif croitre § de ¢’ & g, Eetm
croissent depuis les valeurs ¢ et ¢’ [C] jusqu’a de certaines
valeurs d et d' [D]; et lorsque ¢ croitde -;E an—{/, ¢

décroit de d a ¢, tandis que » continue de croitre jusqu’a
¢'+2(d—c')=2d— ' [E]. En effet, on a, d'une
part,

f': s*cos,;, dy / cos#d\k fgcow-d‘l',
x v v ¥

/‘”—‘-"’cosx];.dxp
—_— =0,
o' v

et, d’autre part,

2

d’ou

x
f""*“ sin. d\b f* sm\p sin}.dy fEsmu{; d{;
T v lf
2 2

d’ou

z
f“_¢ siny.dy ?fasmxb AS
¢ v ! b 4

La courbe a donc un arc qui vade C a E, a droite de CE
paralléle A An. Cet arc tourne sa concavité vers la corde
CE. et ses deux parties CD, DE sont égales, car I'incli-

naison de la tangente sur la corde CE est égale a g-— P

au point C, diminue jusqu’'en D, ou elle devient nulle,
puis reprend de D a E, dans un ordre inverse, les mémes
valeurs que C a4 D. Si 'on passe du signe -+ au signe —
devant les intégrales définies des équations (7) et (8),
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pour une méme valeur de ¢, £ —c et n—c’ changent
seulement de signes; la courbe a donc un autre arc CD’E’
qui, en tournant de 180 degrés dans le plan autour du
point C, irait coincider avec CDE, et le point C est a la
fois un centre et un point d’inflexion.
d E d

. Soit a <<R. q’ pr)
pour aucune valeur de ¢, et il convient de remplacer,
dans les équations (7) et (8), la limite ¢’ des intégrales
définies par zéro. En prenant successivement les signes —+
et —, les valeurs de ¢, depuls zéro jusqu'a 7, donnent
un arc pareil a EDCD'E’, mais les tangentes aux points
extrémes sont paralleles 4 Af. Les valeurs depuis ©
jusqu’a 2 donnent un arc égal a celui-la, avec lequel il
irait coincider par une demi-révolution autour de la per-
pendiculaire a A £, passant par les points de raccord; et
cette droite, ainsi que la paralléle menée a A £ par le
point de croisement des deux arcs, est un axe de symé-
trie. Enfin, les valeurs de ¢/, supérieures a 2 7, ne donnc-
raient rien de plus que celles de zéro & 27, car les inté-

. ¥cosy.d ¥sin.d- .
grales déﬁmesf ———ﬁ’—‘p etf ﬂﬁw—t—f sont évidem-
o

ne deVIennent lmagmalres

o
ment des fonctions de ¢, dont les valeurs ne changent
pas lorsqu’on augmente ¢ de 2.

L L}
? P

o - N G

k) X
A
............................... H
G N
K’ k-
’ 3

H . —
| P 7
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3" Soit a =R. On a, d’aprés les équations (5) et (6),

E_—c+——-log V2 — Vo —sin® ),
V2 smq;
et

n—(":t -C'i—R— -l*7 .
e ()

™
¢ croissant de zéro & 3

¢ varie de =0 2 c+Tlog(¢T— 1)
et ¢ continuant de croitre jusqu’a 7, £ reprend les mémes
valeurs dans l'ordre inverse. v, au contraire, varie tou-

joursdansle mémesens depuis ¢’ jusqu’a ¢/ =R y2.F <%)

[ notations de Legendre ]. D’aprés cela, en prenant les
signes +, on a la branche GFH; et, en prenant les
signes —, la branche G'F'H’. De plus, les droites FK,

1
F’K’, représentdes par les équations v r:c’—*—\/ <~/~>
2

sont des axes de symétrie des deux branches concaves,
P'une et 'autre, vers ces droites; les droites N, P et P/,

représentées par n=c’ et n=c' =R VaF <‘/2>, sont

des asymptotes; et le point N (¢, ¢’), ou FF’ coupe la
droite N, est un centre.

Si I'on donne a ¢ des valeurs comprises entre 2 k7 et
(2 k + 1) @ [k étant un nombre entier quelconque], £ et
7 sont réels; ct |, étant un arc compris entre zéro et T,
¢ a des valeurs égales pour ¢ =1, et y =2kw+¢,, .
tandis que les valeurs correspondantes de » différent de

4]{.——\7:.1? <;;:) On a donc, pour ces valeurs de ¢, une:
2 2

»
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couple de branches, avec lesquelles celles qu'on ad’ abord
"trouvées iraient comclder, si on les faisait glisser dans le
plan, parallélement 4 Az, de maniére que les coordon-

I
nées n s’accrussent toutes de 4k.— \/ (T)
2 2

Les courbes que nous venons d’obtenir par la discussion
sommaire des trois cas que présentént les deux paramétres
a et R, ne cessent pas, en raison de ce que le cylindre est
de révolution, d’é¢tre des transformées de courbes situées
sur le cylindre, et ayant le rayon de courbure constanta,

lorsqu’on les fait glisser sur le plan ;:L‘\, de maniére que
tous leurs points décrivent en méme temps des droites
paralléles et égales. D’aprés cela, on peut joindre a I’arc
EDD'E/, trouvé dans le cas de a >R, l'arc ED'D’ E,
symétrique par rapport 3 EE'; et aux branches infinies
GH, G'H/, trouvées dans le cas de a=R, les branches
symétriques par rapport a la perpendiculaire LL’ menée
de N a At. On peut aussi raccorder les arcs, ou les
branches infinies, par les points ot les tangentes sont
paralléles entre elles, de telle sorte qu’elles viennent se
confondre, par le raccord. Toutes les combinaisons que
I'on imaginera donneront toujours des courbes qui sa-
tisferont aux équations différentielles (3), (5) et (6), et
I'on pourra les déduire des équations (7) et (8) , et de celles
qui se rapportent an cas de a =R, en changeant les
constantes arbitraires, les limites des intégrales, ou la
maniére de prendre les signes doubles.

En résumé, par chaque point M d’un cylindre de
révolution de rayon R : -

1°. Si a>R, il y a deux courbes symétriques par
rapport au plan du point M et de 'axe du cylindre, qui
jouissent (outre les deux hélices) de la propriété d’avoir
le rayon de courbure constant a, pour toute valeur nc
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depassant pas — — ¢/ de I'angle sous lequel la courbe de-
vra couper en M la génératrice;

2°. Sia _ R, ces deux courbes existent pour toutes

<
. , . T .
les valeurs de cet angle, depuis zéro jusqu’a —; et la section
. i : 2

droite du cylindre sy joint, a cette derniére limite, quand
a=R (il n’y a pas d’hélice).
Rectification. — Les équations (5) et (6) donnent

ady
= = H
\/1 -—E,cos‘xp

donc, lorsque azR, l’érc s ne peut, de méme que &

ct v, s’exprimer en fonction de ¢ que par une intégrale
définie ou par les notations des fonctions elliptiques.
Mais, quand a =R, ona

ds = Rd IP

et il vient, en intégrant,
. \/1+c03’\p ﬁ coqu
- ﬁ sin Y

si 'on prend pour I'origine de I'arc s I'un des points ou.
la tangente est perpendiculaire a4 A £.

Aire. — Soit d’abord a zR. Si I'on désigne par £,

7, les coordonnées d’un point N de I'arc CDE, par rap-
port aux paralléles menées de C 4 A, An, et par A le
segment compris entre 'arc CN, une partie correspon-
dante de CE et la paralltle menée de N a A£; ona

¢ d- .
dA =& dn, E":"f cos;!,l 41, dn,:a'smjd-.p,
y —
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¢n convenant de donner a ¢', lorsque @ >R, la valeur-
précédemment indiguée, et de faire /= o lorsque a <Rj
donc . :

IA — at sin 4;42 f‘)“cosxpd\p’
L 2 o ¥

et, par suite
9 9

T
Z o "
A=2a ,<sm~.[;‘ cos ydy a4,
(!‘I \P‘ ¢I \lr

- cn représentant par A, I'aire du segment CDE.

Lorsque a =R, I'ordonnée, et, par conséquent,¥airc,
peuvent s’'obtenir en fonction de I'abscisse par une simple
quadrature. En effet, 'équation entre £ et §, relative a
ce cas, donne

\/E—\/2— Sin’q}_ eizzl
sin - ’

. 2 v :
en mettant « au lieu de '’ afin d’abréger; par consé-

quent, on a

2y

sinYy — —— 1
4‘ ’eafl..*_e'—“sl’
puis
tang.xp = 2 ﬁ ?

\/(e“El—l—e_'“E')" — 8

dv, . .
et, comme tangy = ZE—’, il vient
4

£, dg,
A

£, étant une des deux valeurs de £, entre lesquelles il faut

(*)s

n,:C:tz\/;

(") Clest par la discussion de cette équation que I'on demandait de
reconnaitre la forme de la courbe, dans le cas-de a =R : on trouvera,
sans difficulté, la forme représentée par la fig. ».
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que cette variable ne tombe pas pour que v, soit réelle
Jes , ’ 1 -
[ces valeurs, déja trouvées plus haut, sont ==—log (Y2 —1),
. x

on les obtientici en résolvang’équation e°‘51+e‘°‘5'=2\/;].
Enfin, B désignant le segment compris entre un arc FN,

les paralléles menées 3 A £ par ses extrémités et la droite
LL/, on a

Beayi [ gde,
= 2\V2 *
[T

Rayon de courbure. — p désignant le rayon de cour-
bure, on a, d’aprés les équations (5) et (6),

a a

==

2 T
\/1-——:—{—2%5‘44 )

en appliquant la formule
- ds®
p= dzx d’]‘—dyd’.r'
Si a >R, p est infini pour ¢ =4¢' [C]; si a<R,

al
PZVR_’-——a_’ pour ¢ =0 [C]; et, dans ces» deux cas,

p = a pour ¢=§ [D].
Lorsque a =R, on a
R
Pzisinxy.\/m;
p est infini pour ¢ =o, et p=R pour ¢ = Z [F]. Enfin,,
on a, dans ce cas .
_R (e%8 4 e~ b0

= — ?
2 e“El__e—“gl

22

n remplacant sin ¢ par sa valear ———— .
€ piac YPpP caE,_’_hc-—ocE,
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QUESTIONS.

249. Un nombre pair donné étant décomposé, autant
de fois que faire se peut, en deux facteurs, 'un impair
('unité comprise) et I'autre pair; la somme des facteurs
pairs, moins la somme des facteurs impairs correspon-
dants, est égale a la somme de tous les diviseurs de la
moitié du nombre donné. (Jacos:.) '

250. Quatre points étant donnés sur une droite, prerant
ces points deux 4 deux, on obtient trois systémes de deux
couples chacun,, et a chacun de ces systémes correspond
sur la droite un couple de points simultanément harmoni-
ques aux deux couples du systéme; les trois couples ainsi
déterminés, pris deux a deux, sontharmoniques entre eux.

Cette propriété donne la résolution des équations bi-
quadratiques. (Orro Hessk.)

NOTE SUR L’INTEGRATION DE LA DlFFEﬂENTIELLE
— dI{(C—Dcos!)

d) =
sin //1— C?+ 2CDcos ! — (1 -~ D?)cos*/

du §-723, page 292 de Pouvrage d’Buler: 7heoria motus

corporum solidorum seu rigidorum;
Par M. J.-DOSTOR,

Docteur és sciences mathématiques.

Pour intégrer cette différentielle, nous ferons remar-
quer que Dexpression sous le radical revient 4

1 — G?(sin?! + cos’ /) + 2CD cos / — (1 + D?) (v —sin?l),
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qui peut s’écrire
sin?l (1 — C*+ D?) — (D— Ccosi)

de sorte que .
— dI(C— Dcos!)
= s
sin ¢ ysin*( (1 — C*+ D?y— (D — Ccos )
—dI(C— Dcos!)

__ (D.—Ccosl)"’
BETYYR O

.Hz\/l—--c’—f-])'.

ou

Posons
_D—Cecosi,
~ sinl.H '
d’ou 'en tire
Ao — Csin?ldl — (D — Ccos!)cosldl _ (C—Dcosl)dl
sin? (. H - sin?/. H

?

et nous aurens

— dr
di= =

11— x?

d'on
C—Dcosl
A =E+arc(cos=a)=E + arc (cos: ——__l____——i—_> .
‘ sin/.y/1— C*+ D,
Cette intégrale est différente de
; . ( . — D + Ccos! )
A= E+arc(|sin = ———F—— |
sin /
donnée par Euler, que M. le D* J.-P. Wolfers, de Berlin,
a déja rectifiée (ALrchiv. der Mathematik, 1850, p. 111),

ct & laquelle il a substitué la suivante :

— (2 i 2\ cos2 /
R:E—{-arc[tang:w C*+ 2CDcos! (1+D)cosl],

D—Ccos/

qu'’il a obtenue par une méthode plus laborieuse que celle
que nous venons de suivre.
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OBSERVATIONS DIVERSES SUR CERTAINS ARYWERS DES
NOUVELLES ANNALES;
Pae M. AncEro GENOCCHI.‘

Dérivées de la fonction arc cotx (fvc%fl e IX, p- 36).

Euler a exposé ces formules et de nombreuses cons¢-
quences qui en découlent dans son Calcul différentiel,
pars posterior, §§ 91, 92, 93.

Forme quadratique x* — ay* (voirt. IX, 305).

Je trouve ce qui suit dans un Mémeive de Lagrange,
du 20 septembre 1768 (Mélanges de Turin, tome IV,
page 93) : |

« En général, si R est exprimé par A"B"C'Dr...,
A, B, C, D, etc., étant des nombres de la forme de
P*—aQ?, mais qui ne soient qu'une seule fois de cette
forme ; le nombre R sera (comme je1'ai démontré ailleurs)
de la méme forme autant de fois, ni plus ni moins, qu’il
y a d'unités dans la moitié de ce nombre

(m+1)(n+1)(r4+1)(s+1)...,
s'il est pair, on dans la moitié de ce méme nombre
augmenté de I'unité, s'il est impair. »

Je ne connais pas le précédent travail de Lagrange,
auquel il fait allusion ici, mais je vois que la méme pro-
position est démontrée dans la Théorie des nombres, de
Legendre , premiére édition, n° 236.

Cette formule comprend celles de M. Volpicelli et de
M. Gauss. On doit seulement remarquer qu’elle ne ser-
vira pbint, pour toutes les valeurs de @, a trouver le
nombre de solutions de I’équation

2 2 — .
xr’— ay’=n;
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car il peut arriver que n soit de la forme x* — ay?,
qu'aucun de ses diviseurs ne comporte la méme forme.
1l faudra, de plus, que le nombre a soit négauf sans
quoi il y auralt une infinité de solutions.

Théoréme sur les tmnsversales (voir t. X, p. 102).

Ce théoréme, '(ﬁi’()n attribue a Jean Bernoulli, est dé-
montré dans un ouvrage de Je4n Ceva, De lineis rectis se
invicem secantibus, Milan, 1678. (¥. Chasles, Apercu
historigue, Note VII, p. 294-295.) ’

SOLUTION DE LA QUESTION 246

(voir t. X, p. 388);

Par M. Casimir REY,

Eléve en mathématiques supérieures au lycée Louis-le-Grand.
. . -
Résoudre I'équation
(1) u"—-ﬁu‘—{—-au“-{-gu’——fﬁau—i—f:o.
Cette équation peut s’écrire .
(0 — 60t +gu?)+ aw’ — 3au—+ f=o,
ou
[e(w—3)P+alu(u?—3)]+f=o. -
Posons
(2) u(u'—3)=z,
Péquation proposée devient
2+ az+f=o,
équation qui donne z par une équation quadratique, et
ensuite on trouve u par une équatioq cubique.

Note. Cette question est résolue de la méme maniére par M. E. Dewulf,
admis a 1'Ecole Polytechnique.
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DEMONSTRATION DU THEOREME DONNE AU CONCOURS DE
MATHEMATIQUES ELEMENTAIRES EN 1849

(voir t. VIII, p. 315, 369 et 401);

Par M. A. NEVROUZIAN ( Arménien)..
° [

Etant donné un quadrilatére ABCDj; si une trans-
versale rencontre les deux cotés opposés AB, CD, en
deux points a, a'; les deux autres cdtés AD, BC, en
betd, et les deux diagonales AC, BD, en c et c'; les
circonférences de cercle décrites sur les trois segments
aa', bb', cc', comme diamétres, se couperont, deux &
deux, dans les mémes points.

Démonstration. Soit 1 un des points d'intersection
des deux circonférences décrites sur les segments aa’ et
b¥'; nous allons démontrer que I'angle cIc’ est droit;
d’out 'on conclura que la circonférence décrite sur cc’,
comme diamétre, passe par le pgint I.

Que, par le point d’intersection p des deux diagonales

Ann. de Mathémat. , t. XI. (Février 1852.) 4
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on méne la droite pO paralléle aux cotés AD, BC, et la
droite pO’ parall¢le aux deux cotés AB, DC.
Le triangle ¢ A b, coupé par pO paralléle 4 la base Ab,
donne
0b __ pA.
Oc pe’

ct le triangle cAa, coupé par pO’, donne

pA_ e
pe O'c
Donc
0b Oa Oc 0b
(_)_(,‘:‘(—)—:, ou (—)—,—c:m'

Or O’ cst le milicu du segment aa’, et 'on a

0'a=01,
ct, parcillement,

06 =0I;
done

oc_ o1

O'c 01

Cette équation prouve que la droite Ic¢ est la bissectrice
de I'angle O10".

Or, ce qui s¢ trouve démontré a 'égard du point ¢ ap-
partenant & la diagonale AC, s’applique au point ¢/ de
I'autre diagonale BD, ¢’est-a-dire que la droite 1¢’ divise
en deux également le supplément de ’angle OIO’. Donc
les deux droites Ic, Ic’ sont rectangulaires. Ce qu'il
fallait démontrer. Donc, etc.

Généralisation du théoréme. La démonstration précé-
dente peut étre appliquée, par unc généralisation conve-
nable, au cas d’un quadrilatére quelconque.

Soit I un des points @intersection des circonférences
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décrites sur les deux segments aa’, bb', comme diamétres ;

je vais faire voir que 'angle cIc¢’ est droit.

N,
S,
S

r....
——

Soient m, n, p les points de rencontre des cotés op-
posés (AB, DC), (BC, AD) et des deux diagonales
(AC, BD); et soient O, O’, Q" les points ou les trois
droites np, mp et mn rencontrent la transversale LL'.

Le segment aa’ est divisé harmoniquement aux points

0’, 0", parce que les quatre droites Am, pm, Dm ct

nm forment un faisceau harmonique. Ii s’ensuit que I'on

a, dans le cercle ala’,

0'I _ Oa
0’1~ 07a
On a de méme, a ’égard du segment &%,
0”1 0"b
or T 04
4.
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Multipliant membre 4 membre, on obtient

0'I__ 0'a 0%

() of = 0’a’ 05
Orona

0'a 0’5 Oc
2 —_— et ——— == ] :
(2) 02 06 0c 1

car les trois triangles aAb, bAc et cAa, coupés respec-
tivement par les transversales mn, np et pm, donnent
lieu aux trois équations

ma nA 07b

mA nb Oa

qui, multipliées membre & membre, donnent cette
équation (2).
De celle-ci et de 'équation (1), on conclut
0'1__ O
0 ~ Oc

Cette équation prouve que la droite Ic est la bissectrice
de I'angle OIO’. Donc, puisque les deux points ¢, ¢’
divisent harmoniquement le segment OO’, la droite I¢’
est la bissectrice du supplément de 'angle OI0’; donc les
deux droites Ic, I¢’ sont rectangulaires, et, par consé-
quent, le point T est sur la circonférence décrite sur c’c
comme diamétre. C. Q. F. P
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DIVISION ORDONNEE DE FOURIER;
Par M. VERNIER,

Professeur de Mathématiques supérieures au lycée Napoléon,

1. Soit proposé de diviser le nombre entier

3456789123456789
par 87654321. (Exemple 1, page 59g.)

En séparant sur la gauche du dividende un nombre ca-
pable de contenir le diviseur, on voit que le quotient
aura huit chiffres 4 la partie entiére.

Nous appellerons diviseur désigné le nombre entier
formé par quelques-uns des premiers chiffres placés a
gauche dans le diviseur. Nous appellerons aussi ordre
d’un chiffre ou d'un nombre de plusieurs chiffres, le
degré de la puissance de 10 que chaque unité de ce chiffre
ou de ce nombre représente.

Ainsi, dans lexemple 1, comme le quotient aura
huit chiffres, nous dirons que son premier chiffre est
d’ordre 7, son sécond d’ordre 6, etc. Si, de plus, dans
le diviseur 87654321, nous prenons pour diviseur dé-
signé le nombre 876 formé par les trois premiers chiffres
placés 2 gauche, nous dirons que le diviseur désigné est
d’ordre 5 , et nous regarderons le diviseur total 87654321
comme composé de six parties d’ordre décroissant, de-
puis le cinquiéme ordre jusqu’a l'ordre o, qui est celui
des unités simples , & savoir : de 876 unités du cinquiéme
ordre, de 5 unités du quatriéme, de 4 du troisiéme, de
3 du deuxiéme, de 2 du premier, et de 1 unité simple ou
d’ordre o.
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2. Nous envisagerons le dividende comme la somme
de tous les produits deux a deux des parties d’ordres diffé-
rents dont se compose le diviseur, par chacun des chiffres
du quotient; et, puisque le quotient aura huit chiflres,
dont le premier sera d’ordre 7, et que le diviseur est re-
gardé comme la somme de six parties d’ordre décroissant
a partir du cinquiéme ordre, le dividende est la somme
de quarante-huit produits deux a deux d’ordre décroissant
depuis 12 jusqu’a o.

3. La méthode de Fourier consiste & déduire succes-
sivement tous les chiffres du quotient, en commencant
par ceux de I'ordre le plus élevé, d'une série de dividendes
partiels, dont voici la composition : Le premier contient
le plus élevé des quarante-huit produits partiels énumérés
au n® 2, c’est-a-dire le produit d’ordre 12 venant de la
multiplication du diviscur désigné 876, d’ordre 5, par
le premier chiffre du quotient, qui est d’ordre 7. Ce
premier dividende partiel, d’ordre 12, renfermera, en
outre, les unités d’ordre 12 résultant de 1’addition des
quarante-sept produits restants, dont 'ordre est inférieur
a2, ‘

Le second dividende sera dit dividende partiel d’or-
dre 11, parce qu’il contiendra le prodeit d’ordre 11 du
diviseur désigné 876, d’ordre 5, par le second chiflre du
quotient, qui est d’ardre 6 et il renfermera, en outre,
les unités d’ordre 11 résultant de 1'addition de ceux des
quarante-huit produits partiels désignés au n° 2, dont
Yordre sera moindre que 11.

Le troisiéme dividende partiel sera d'ordre 103 il con-
tiendra le produit d’ordre 10 du diviseur désigné 876, par
le troisiéme chiffre du quotient, qui est d’ordre 5, et il
renfermera, cn outre, les unités d’ordre 10 résultant de
I'addition de ceux des quarante huit produits composant
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le dividende total, qui seront d’un ordre inférieur a 10.

Le quatriéme dividende partiel, d’ordre 9, se compo-
scra pareillement avec le quatriéme chiflre du quotient,
le cinquiéine avec le cinquiéme chifire du quotient., et
ainsi de suite.

4. Il nous reste a expliquer comment on obtient cha-
cun de ces dividendes particls successifs, et comment on
déduit de chacun d’eux un chiffre du quotient.

On obtient le premier dividende partiel d’ordre 12, en
séparant douze chiffres sur la gauche du dividende, ce
qui donne le nombre 3456. Puisque ces 3456 unités
d’ordre 12 contiennent le produit du diviseur désigné
876 (vayez n®3) par le premier chiffre du quotient, on
aura ce premier chiflre ou un chiffre trop fort, en divisant
3456 par 876. Cette division donne 3 pour quotient ct
828 pour reste. Or, de ce que le reste 828 surpasse le
premier chifire 3 du quotient, on conclut que le chiffre 3
n’est pas trop fort. En eflet, si nous supposons que l¢
quotient ne renferme que ces trois unités d’ordre 7, et
s0it 30000000, et si nous multiplions par ce quotient le
diviseur total 87654321, le produit se composera de trois
fois 876 unités d’ordre 12, plus du produit de 54321 par
3, lequel sera moindre que trois fois une unité d’ordre 1 2,
tandis que le dividende contient trois fois 876 unités
d’ordre 12, plus 828 unités d’ordre 12.

A la droite du reste 828 j’abaissele chiffre 7, d’ordre 11,
au dividende; ce qui donne 8287 unités d’ordre 11.

Ce nombre n’est pas encore le deuxiéme dividende par-
tiel d’ordre 11, dont nous avons indiqué la composition
an n® 3. Comme ce dernier ne doit contenir d’autre pro-
duit d’ordre 11 que celui du diviseur désigné par le se-
cond chiffre du quotient, je diminue 8287 de 15 unités
d’ordre 11, venant de la multiplication des 3 unités



(56)
d’ordre 7 placées au quotient, par les 5 unités d’ordre 4
du diviseur 8_77554321 , et c'est le reste 8272 qui est le
deuxiéme dividende partiel d’ordre 11.

En le divisant par 876, on aura le second chiffre du
quotient ou un chiffre trop fort. Cette division donne g
pour quotient et 388 pour reste. Or, de ce que ce reste
388 surpasse la somme des deux premiers chiffres 3 et g,
Pposés au quotient, on conclut que le chiffre g n’est pas
trop fort;-car, si nous supposons que le quotient ne ren-
ferme que ces g unités d’ordre 6, et soit 39000000, et
si nous multiplions par ce quotient le diviseur total
87654321, en réduisant cette multiplication a la forma-
tion du produit d’ordre 11 du diviseur désigné, par 9, et
des produits d’ordre inférieur 4 11 (voyez n°2), nous
trouverons seulement neuf fois 876 unités d’ordre 11,
plus un nombre moindre que g unités d’ordre 11, venant
de la multiplication de 54321 par g, plus encore un
nombre moindre que 3 unités d’ordre 11, venant de la
multiplication de 4321 par 3, tandis que le deuxiéme
dividende partiel 8272 d’ordre 11 contient neuf fois 876,
plus 388 unités d’ordre 11.

A la droite du reste 388, j’abaisse le chiffire 8 d’or-
dre 10 au dividende. Le nombre 3888 ainsi formé n’est
pas encore le troisiéme dividende partiel d’ordre 10, in-
diqué au n° 3. Comme ce dernier ne doit contenir d’autre
produit d’ordre 10 que celui du diviseur désigné par
le troisiéme chiffre du quotient, je diminue 3888 de
9 X 5+ 3><4 ou de 57 unités d’ordre 10, venant de
la multiplication des 5 unités d’ordre 4 du diviseur
87654321, par les g unités d’ordre 6 du quotient, et de
celle des 4 unités d’ordre 3 du diviseur par les 3 unités
d’ordre 7 du quotient, et le reste 3831 de cette soustrac-
tion sera le troisi¢me dividende partiel d’ordre 10.-
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5. Saus aller plus loin, on voit que la division par le
diviseur désigné, de chacun des dividendes partiels suc-
cessifs, fournira un chiffre exact du quotient, toutes les
fois que , multipliant le diviseur désigné par ce chiffre et
retranchant le produit du dividende partiel , on aura un
reste plus grand que la somme des chiffres posés au quo-
tient ou égal a cette somme, dans laquelle il faut com-
prendre le chiffre qui a fourni ce reste.

On voit maintenant pourquoi nous avons pris un divi-
seur désigné 876 de trois chiffres, au lieu de prendre
simplement les deux premiers chiffres du diviseur
87654321, ou méme seulement le premier; ¢'était afin
qu’en divisant chaque dividende partiel par le diviseur
désigné, nous eussions une plus forte chance d’obtenir
un reste plus grand que la somme des chiffres du quotient.

- 6. Quant 4 la maniére de former les dividendes partiels

successifs, on voit aussi qu’en général, quand un divi-
dende partiel a fourni un chiffre exact du quotient, et
quand on a retranché de ce dividende partiel le produit
du diviseur désigné par ce chiflre exact, il faut abaisser a
la suite du reste un chiffre suivant du dividende, et re-
trancher du nombre ainsi formé tous les produits qu’on
obtient en multipliant le dernier chiffre du quotient,
I’'avant-dernier, etc., en allant de droite 4 gauche, res-
pectivement par le premier des chiffres qui viennent dans
le diviseur total 4 la droite du diviseur désigné, par le
deuxiéme, par le troisiéme, par le quatriéme, etc.

Ce qui revient a ce paragraphe de la régle énoncée par
Fourier : « Pour trouver la correction qu'on doit faire
» & un dividende partiel, c’est-a-dire la quantité qu’on
» en doit retrancher, on écrit sur une feuille séparée et
» dans I'ordre inverse, les m chiflres trouvés au quotient,
» on les présente aux m chiflres pris a la suite du divi-
» seur désigné, en sorte qu’ils se correspondent chacun
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» a chacun, puis on multiplie chaque chiffre par celui
» qui est placé au-dessous de lui, et, en ajoutant les m
» produits, on connait ce qui doit étre retranché du di-
» vidende partiel. » (Analyse des Equations détermi-
nées, page 188; 1831.)

7. Quand on a retranché d’'un dividende partiel le

produit d'un diviseur désigné par un chilire posé au
quotient, et quand le reste ne dépasse pas ou n’égale pas
la somme des chiffres déja posés au quotient, on n’est
plus stir que le dernier chiffre posé soit exact (voyezn®35).
On ne sera stir qu’il est trop fort, que si les corrections
indiquées au n° 6, pour obtenir le dividende partiel sui-
vant, ne peut pas s effectuer; alors on diminuerale chiflre
posé (voyez I'exemple 2, page 60).
"~ 8. Mais si cette correction peut ¢tre faite, on ne sait
pas encore si le chiflre posé est trop fort ou exact. Alors,
dit Fourier, « on abaissera un nouveau chifire du divi-
» dende a la droite du dividende particl qui a donné ce
» chiflre incertain; en méme® temps on marquera un
» chiflre de plus & la suite du diviseur désigné, ce qui
» donnera un nouveau dividende particl et un nouveau
» diviseur désigné. On procédera suivant la régle énoncée
» a la correcticn du nouveau dividende partiel, c’est-a-
» dire que 'on comparera les n chiffres écrits au quotient
» aun pareil nombre n de chiffres pris a la suite du nou-
» veau diviseur désigné; ayant formé, par cette correc-
» tion, le nouveau dividende partiel corrigé, on couti-
» nuera l'application de la présente régle. » (Analyse
des Equations déterminées, page 189.)
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SECOND EXEMPLE.
Soit 4 diviser le nombre entier 345789123 par 1234567.
3455789123 | 1234567
995 S, ...
8 —o.4!
987
37
j2=2.54+4.8
987
1267 :
38=12.54+4.1

1229

.....

Le premier dividende particl 345 d’ordre 7, correspondant
au diviscur désigné 123 d’ordre 3, a donné le premier
chiffre 2 du quotient, et le second dividende partiel
d’ordre 6 est 987. Divisant 987 par 123, on trouve que
le chiffre 8, fourni par cette division, est incertain, et,
comme la correction qui doit donner le troisiéme divi-
dende partiel d’ordre 5 ne peut pas se faire, on reconnait
que 8 est trop fort. On essaye 7, qui est exact et qui con-
duit au troisiérsle dividende 1229 partiel d’ordre 5, etc.

NOTE SUR UNE LIMITE DES RAGINES DES EQUATIONS DU
TROISIEME ET DU QUATRIEME DEGRE;

Par M. VANNSON,

Professeur a Versailles.

Quand on applique le calcul des différences a une
équation du troisiéme degré, et qu'un nombre a rend
positif I¢ premier membre de V'équation, ainsi que les
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différences premicre et seconde correspondantes, ce
nombre a est limite supérieure des racines. En effet,
soient @ —h et a—2h les nombres précédemment
substitués; on aura s

3
A=fla—h)—fla—2h)=hf'a—>Kf"a+ 7k,
et '
k-
A =f(a)— fla—h)= hf'a.—;f”a + P,
et, enfin,
A=A —A=~kf"a— 6/

Or, par hypothése, on a

A, >o0;
donc on a aussi

S'a>6h.

On accorde encore
hz
lzf’a—;f”a + >0,
ou
7 h 7"
fla> 1@ = 2 );
a fortiori, on a
S'a>o.
On voit donc que ce nombre a rend positives la fonction
donnée f(a) et ses dérivées successives; donc ce nombre
b
est limite supérieure des racines positives. La méme re-

marque et la méme démonstration s’appliquent au qua-
triéme degré.
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LIEU DES POINTS DE RENCONTRE DES TANGENTES COMMUNES
’ A UNE ELLIPSE FIXE ET A UN CERCLE VARIABLE

(voirt. X, p. 408);

Paz M. BRETON ('be Cuame ),

Ingénieur des Ponts et Chaussées.

1. Lemme. (x, y), (x', '), (§, n) étant les coor-
données respectives de trois points, sil'on a
z—E _y—n

Pyl
les trois points sont en ligne droite.
2. Soit

* (1) ';I—,—l»z;——x:o'

Péquation d’une ellipse rapportée a ses axes principaux.
Transformons cette ellipse homographiquement ( Nou-
velles Annales, t.11, p. 416,ctt. V, p. 497), au moyen

- des deux formules

x' — &
xr =k 4 2 7 9
l<——+{——-1>+x
(2) ",
}’:7)+ P 7 ?
! )(——!—-——I)—-}-l
\ P q

ou x/, y’ sont les nouvelles coordonnées; on suppose
que les axes restent lesmémes: £, v, A sont trois constantes
arbitraires; p, ¢ deux constantes données. Avant de faire
les substitutions, il faut remarquer que :

1°. Les deux points correspondants (x, y), (x/, 5')
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ct le point (£, v) sont toujours en ligne droite, car

r—§& y—n

' —E T y —nx

(lemme);

donc le point (£, n) est un centre d’homologie par rap-
port a Dellipse donnée et sa transformée, et ce point est
le point de rencontre des tangentes communes , réelles ou
imaginaires.

2°. Toutes les transformées passent par les deux points
d’intersection (réels ou imaginaires) de 'ellipse donnée
avec la droite donnée

x

— —|~-‘Z — 1 =0,

/}
car, pour ces deux points, on a

r=ua, y=y'.
Substituant les valeurs de x, y dans 'équation (1), on
trouve, pour équation de la conique transformée,

Ay*+Bx'y'+Cz2? 4+ Dy’ +Fz/+F=o,

2 fE n? 2hn 1
et 7? 20 1
C—,?(;a 7 ‘>+;rp =’
2} g p PE  gn
_Fq-[)x<a—2+z~z— >+a?+3; ?
) EZ 2
D:—%}—[}\(-—-‘—l-’?—z—l)—l—lb—z—{—l],
A /g2 2
E:——ﬂ[ <’—+”——1) +’-’§-+v],
P a? b a
2 2
F= -2 (f-;—_:—l—%—-—l)—l—z)‘——l.

3. Si l'on veut que la transformée devienne un cercle,
il faut écrire A = C et B = o0; éliminant A entre ces
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deux équations, on obtient, réductions faites,

Ez n? _ (az_br) (')

2 2 )1
(& &) (G5
On a donc le théoréme suivant :

Tutorime. Etant donnés une ellipse et un cercle va-
riable, ayant deux points fixes (réels ou imaginaires)
en commun avec Uellipse, le lieu du centre d’homologie
est une hyperbole confocale.

Observation. Si le rapport £ st constant, on a tou-

jours la méme hyperbole. Ainsi, le lieu géoméirique est
le méme pour toutes les droites de méme direction com-
munes a lellipse et au cercle variable, résultat trouvé
d’une autre maniére (Nouvelles Annales, t. X, p. 408).

Observation. Si la conique donnée est une hyperbole,
le lieu géométrique devient une ellipse homofocale.

Lorsque la conique donnée est une parabole, Panalyse
précédente est encore applicable, mais en partant de I'é-
quation ordinaire de la parabole. On trouve alors que le
lieu cherché est une parabole homofocale égale a la para-
bole donnée et tournée dans un sens opposé.

4. Remarque. La méthode dont j’ai fait usage ne donne
pas tous les points de rencontre des tangentes indistincte-
ment. En effet, elle suppose essentiellement que la courbe
proposée et sa transformée sont I'une et 'autre dans le
méme angle ou dans les angles opposés des tangentes com-
munes. Dans le cas de quatre tangentes réelles, il n’y a
que deux points qui satisfassent a cette condition, et ce
sont ces deux points qui appartiennent au lieu trouvé
ci-dessus.

Les autres points d’intersection sont au nombre de

{*) Hyperbole homofocale a I'ellipse donnée.
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quatre, et il est toujours possible d’exprimer, au moyen
du paramétre auxiliaire 1, les coordounées du lieu de
chacun de ces points. Car, a chaque valeurde A correspon-
dent, sur hyperbole, deux points §', 8", dont on pent
déterminer les coordonnées ', »', £”, %", et si, de cha-
cun de ces points, on méne des tangentes T, T, T", T?
al'ellipse, la combinaison des équations de ces tangentes,
prises deux a deux, savoir: T| T}, T, T}, T, T?, T, T?,
donnera. les coordonnées des nouveaux points cherchés
en fonction de 1.

Je terminerai par faire observer que la méme méthode
s’applique a des courbes d’'un ordre quelconque.

Note. 1°. La méthode est d’unte extréme fécondité ; a toutes les relations
qu’on peut établir entre 1, &, u, correspondent autant de théorémes sur
les centres de similitude. Par exemple, posons D =E =o0; nous obtien-
drons ce théoréme : Etgnt données une conique fize et une conigue variable,
ayant deux points(réels ou imaginaires) en commun avec la conigue fize, et
ayant le méme centre, le lieu des centres de similitude est un diamétre con-
jugué @ la corde conimune.

20, Soient f= 0, F= o les équations'de deux coniques, exprimées en
coordonnées x, y; et p, ¢, r trois fonctions entiéres linéaires en x{, y’; fai-

sons x = ’—,, y= %, et substituons ces valeurs dans les équations données,
r r

nous obtiendrons deux nouvelles coniques f{=o0, F, =0, exprimées
en x’, ' et renfermant neuf constantes arbitraires, mais qui se ré-
duisent 2 huit rapports. Pour que les nouvelles coniques deviennent des
cercles, il faut écrire quatre équations; mais trois de ces équations ne
renfermant pas les variables z/, y* qui entrent dans les fonctions p, ¢, r,
il ne reste que cinq rapports qui se réduisent par changements a quatre];
de sorte qu'on a quatre équations a quatre inconnues. On voit donc que,
généralement parlant, on peut transformer deux coniques en deux cercles; ;
Cest 1a un des beaux théorémes de M. Poncelet. Les coefficients de =/, y*
dans p, ¢, r étant les seules quantités qui soient déterminées, la trans-
formation peut se faire d’'une infinité de maniéres.

30, La belle analyse de M. Breton, qui résout si facilement un probléme
difficile , est une milliéme preuve que, pour I'algébre comme pour tout
autre instrument, I'exécution dépend de 'artiste, et lorsqu’un probléme

" semble étre inaccessible a 1'analyse, il faut se rappeler ce mot d’Euler :
Non tam analysi quam analyste imputandum est.
Dans un autre travail , que nous donnerons bientdt, M. Breton démontre

Ann de Mathémat., t. X1 (Février 1852.) 5
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que le théoréme de géométrie est un corollaire du théoréme suivant de
M. Steiner : Les sommets des cones droits circonscrits a un ellipsoide sont sur
une hyperbole. i

* CONCOURS D’AGREGATION AUX LYCEES, ANNEE 1849

{voir t. X, p. 261);

Par M. DPIEU,

Agrégé, docteur és sciences.

Premiire Question . — Etant données une surface, et
par chaque point de cctte surface une droite qui fai
‘avec les axes rectangulaires des coordonnées , des an-
gles dont les cosinus sont des fonctions continues des
coordonnées de ce point, trouver la condition pour qu’il
existe une surface normale a toutes ces droites.

Si I'on prend sur chacunc des droites, que nous dési-
gnerons par D, a partir du point M ot elle perce la sur-
‘face donnée S, et du méme cté, une longueur Mm = r
qui soit une fonction continue quelconque des coordon-
nées x, y, z de M, le lieu géométrique des points m sera
une surface §'. En effet, X, Y, Z désignant les cosinus
donnés en fonction de x, y, z, et £, n, { les coordonnées
dem,ona

(1) E—x=rX, n—y=rY, (—z=1rZ;

et, par I'élimination de x, ¥, z entre ces trois équations
ct celle de la surface S, on trouvera, généralement, une
équation en £, v, {, qui représentera une surface.

Pour que cette surface S’ soit normale aux droites D,
il faut et il suffit que les valeurs de £, 7,¢, en x, y, z,
déterminées par les équations (1) et par celle de la sur- .
face S, satisfassent a I'équation

(2) (E—=)di+ (n—ry)dn+(t—z)dt=o.
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Or les équations (1) donnent -
rr—f—sf—(a—y)—(t—zf =0,
de laquelle on tire, en différentiant,

rdr—(§— ) (45— dz) — (n — y) (dn — dy)
—(t—2)(dt—dz)=0;

cette relation se réduit, d’aprés I'équation (2), a
rdr+ (E—z)de + (n— y }dy + ({ —z)dz=o0;

etl'on a, enfin,

(3) dr +~Xdzx +Ydy + Zdz=o,

par la substitution de rX, ..., a4 t—ux, ..., suppression
faite du facteur commun r.

Donc, pour que la surface S’ soit normale aux droitesD,
il faut que r satisfasse a I'équation (3), eu égard a celle
de la surface S; et I'on voit, sans difficulté, que cette con-
dition est suffisante, en remontant de I'équation (3) a
Péquation (2).

Cela étant posé, si nous considérons maintenant r
comme une inconnue, la condition demandée consiste
évidemment en ce qu’on puisse trouver une valeur de r
qui satisfasse & 'équation (3), en tenant compte de celle
de la surface S; et, par conséquent, c’est une condition
d’intégrabilité. .

11 peut se présenter deux circonstances différentes, que
nous allons examiner successivement.

Lorsque I'équation de la surface est soluble par rapport
A une des coordonnées, z par exemple, et que I'on en tire

dz = pdx + qdy,

p, q étant des fonctions de x, y; I'équation (3) se ra-
meéne a

dr+ (X, +pZ)de~+ (Y, + qZ,)dy = o,

3

X

5.
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X,, Y,, Z, étant ce que deviennent X, Y, Z par la substi-

tution & z de sa valeur en x, y; et, pour que cette der-
niére équation soit intégrable, il faut qu’on ait

Df (XI +PZ/) = D‘(Y/ +7ZI)’

Lorsque I'équation de la surface S n’est soluble par
rapport a aucune des coordonnées, on aura une équation
d’un degré supérieur au premier, ou méme transcendante
par rapport a dx, dy, dr, en éliminant z et dz entre
Péquation (3), celle de S et sa différentielle premiére. Si
I’équation finale est transcendante, on ne lui reconnait
aucun sens; si elle est algébrique, il faut, pour qu’elle en
ait un, qu'elle soit décomposable en équations du pre-
mier degré par rapport aux différentielles. Et cependant,
quand I'équation finale est transcendante, ou gu’elle est
algébrique, d'un degré supérieur au premier et indécom-
posable, il peut se faire qu’il existe une surface normale
aux droites D : ainsi, par exemple, cela sera évidemment
si Xdx+Ydy + Zdz est une différentielle exacte, quelle
que soit d’ailleurs la surface S.

Ce qu’il faut nécessairement, comme nous I'avons in-
diqué d’abord, pour qu'il y ait une surface normale aux
droites D, c’est que 1'équation (3) soit intégrable eu
égard a celle de S; et, par conséquent, que le produit du
produit du premier membre de I'équation (3) par une
certaine fonction de r, x, y, z soit, en tenant compte de
I’équation de S, une différentielle exacte. Or, cela exige
évidemment que le trindme X dx + Ydy + Zdz satis-
fasse de la méme maniére a cette condition; mais il faut
bien qu'il la remplisse, abstraction faite de 1'équation
de S, lorsqu’elle ne peut servir a chasser z et dz, ce qui
est le cas dont il s’agit maintenant. Supposons donc que
le produit du trinéme par u, qui pourrait contenir r, soit
unedifférentielle exacte, et représentons I'intégrale par U,
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de sorte que I'équation (3) revienne a
4y - f’ﬁ‘ér+dU=o.

On a alors entre x, y, z, U, u et r, deux équations, sa-
voir : I'intégrale de la précédente et I’équation de la sur-
face S, etu, U sontdes fonctions déterminées de x, ¥, z;
par conséquent, on peut considérer x, y, z , Ucomme des
fonctions de u, r qui resteraient indépendantes 'une de
Pautre. En posant, d’aprés cela, >
U =49 (r, u),

d'ou

dU:ﬂd/' +(—iiilu,

dr du

Péquation (4) devient
dy dy ‘
u++—-—L\dr4-—du=o
( + dr> 4 du !
qui ne peut subsister, a cause de I'indépendance de u«, r,
sans que 'on n’ait séparément

d d
u -+ _{.l_:_lj = o, E:p. = O.

D’aprés la seconde de ces équations, U ne doit dépendre
que de r, et, d’aprés la premiére, r est une fonction de u;
donc U doit étre une fonction de u. On verra aisément si
cette condition est remplie, aprés avoir calculé u et U
d’aprés le'trindme X dx + Ydy +Zdz; car, sil'on égale
ces fonctions & deux lettres «, 3, puis qu'on élimine deux
des coordonnées x, y, z entre les deux équations ainsi
formées etl'équation de la surface S, il sera nécessaire et
suffisant, pour cela, que ’équation fina]e ne contienne
pas la troisi¢éme coordonnée, mais seulement « et 3.

Enfin, cette derniére condition forme, avec celle de
I'intégrabilité du trindme, une condition complexe évi-
demment suffisante pour qu'il y ait une surface normale
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aux droites D; car, si U=¢ (u), on aura

dr —= —

de sorte que r se trouvera par une simple quadrature.

La discussion précédente s’'applique d’ailleurs évidem-
ment au cas particulier que nous avons d’abord examiné;
et, par conséquent, la réponse a la question proposée
peut étre généralement formulée ainsi :

11 faut et il suffit que le trinéme Xdx +Ydy +Zdz
satisfasse a la condition connue d’intégrabilité des diffé-
rentielles a trois varibles, et que le facteur propre a le
rendre intégrable soit, en vertu de Uéquation de la
surface donnée S, une fonction de Uintégrale.

§’il existe une surface normale aux droites D, il y en
a une infinité qui sont deux & deux équidistantes, puisque
la valeur de r est de la forme

r=const. +F(z, 7, z).

Enfin, il résulte de cette analyse, qu'un trindme
Xdx + Ydy + Zdz étant donné, s'il y a, pour une cer-
taine surface, un systéme de droites menées par tous ses
points, et faisant avec les axes des coordonnées rectangu-
laires des angles dont les cosinus soient les rapports de X,
Y, Z 4 VX*+-Y* - Z7%, qui puissent étre coupées norma-
lement par une autre surface, ce trindme satisfera a la
eondition d’intégrabilité (*).

Ezxemples auxquels les méthodes indiquées pour trou-
verr s applzquent 1°. Les cosinus sont proportionnels 4
¥, X, 2%, et la’surface S cst I'hyperboloide & une nappe

(*) Ce théoréme différe de celui de M. Cauchy sur le méme sujet.
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représentée par I'équation
2+ ¥+ 3z — zy = o.
2°: Les cosinus sont proportionnels a a?, y*, z*, et la
surface S est représentée par I'équation
2y 2z
e

Les deux méthodes peuvent étre employées pour le
premier de ces exemples; mais la seconde méthode seu-
lement s’applique au second.

Deuxikme quesTion. — Un systéme de rayons lumi-
neux normaux & une méme surface, se réfléchissent sur
une surface donnée. Démontrer que les rayons réfléchis
sont aussi normaux a une méme surface (¥).

Ces dernicers rayons sont ceux dont la réflexion est ré-
guliére.

Soient :

M un point de la surface réfléchissantc, et MN la nor-
male en ce point; *

MI et MR un rayon incident en M et le rayon réfléchi
correspondant;

(s B57), (/5 B's7'), et (X, p, v) les angles qui déter-
minent la direction de MI, MR et MN, par rapport a
trois axes rectangulaires Ox, Oy, Oz; enfin, w les
angles égaux IMN et RMN.

Si 'on méne & Ox, dans le sens de cet axe, la paralléle
MA, que I'on décrive une sphére de M comme centre,
avec un rayon égal a I'unité de longueur, et qu’on joigne
deux a deux par des arcs de grand cercle les points A, T,
R, N, ou cette sphére coupe MA, MI, MR, "MN, on a
un triangle sphérique dont la médiane AN et les coiés

(*) Théoréme de Malus, généralisé par M. Bertrand.
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sont représentés par A, «, a’, 2w, et ce triangle donne

cos a’ == 2 cos 1.cos w — Cos a,

par le théoréme sur les médianes des triangles sphériques
analogue au théoréme sur les médianes des triangles rec-
tilignes (*).
On a, de la méme maniére,
cos B’ = 2. cos pr.cos » — cos B,
cos 9/ = 2. coS v. COS w — COS 7.
Soient encore :
x, y, z les coordonnées de M;
Et x 4+ dx, y +dy, z+ dz celles d'un point infini-
ment voisin de M sur la surface réfléchissante.
D’aprés 1'équation connue
cos \.dx + cosp.dy + cosv.dz=o0,

et d’aprés celles qui précédent, on al’équation
(0 cos a’. dx + cos B'. dy + cos y’. dz
(

= — (cosa.dz + cosB.dy ~+ cosy.dz),

de laquelle se déduit immédiatement la démonstration da
théoréme. A

En eflet, les rayons (MI) étant normaux 4 une méme
surface, le trindme cos a.dx + cos(3.dy + cosy.dz , dans
lequel les”cosinus peuvent éire considérés comme des
fonctions de x, y, z, remplit les conditions voulues pour
qu’il y ait une surface normale i ces rayons; donc, d’aprés
I'équation (1), le trindéme cosa’.dx +cosfs". dy +-cosy .dz,
dans lequel les cosinus sont de méme des fonctions de x,
¥, %, remplit aussi ces conditions, et il existe, par con-
séquent, une surface normale aux rayons (MR), quelle
que soit. la surface réfléchissante. '

(*) « La somme des cosinus de deux c6tés d'un triangle sphérique est
» égalea deux fois le produit du cosinus de la moitié du troisiéme coté par
» celui de I'arc qui joint le milien de ce c6té au sommet opposé. »
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SJormule de M. Cauchy. Tuise pe MgcANiQuE (pro-
gramme) : Sur lattraction des corps en général ;
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1. Les propriétés des fonctions analytiques sont inti-
mement liées aux valeurs qui annulent ces fonctions, et a
celles qui les rendent infinies, ¢’est-a-dire 4 leurs racines,
et a ce quon peut, avec M. Liouville, appeler leurs
infinis. Lorsque @ est un infini de la fonction f(z),
d’ailleurs bien déterminée, f(z) est développable sui-
vant les puissances ascendantes de z — a, a partir d’une
puissance négative dont I'exposant est marqué par le
degré de multiplicité de l'infini considéré. Parmi les
coefficients de ce développement, celui de (z—a)~*, que
I'on nomme résidu de f(z) relatif 4 'infini a, mérite
une attention particuliére, comme étant trés-propre a
caractériser la marche de la fonction dans le voisinage
de lavaleur a. M. Cauchy a le premier signalé I'impor-
tance des résidus, et fondé sur le role qu'ils jouent
dans la théorie des fonctions, une nouvelle branche de
calcul, susceptible d’applications extrémement variées.
M. Cauchy a donngé a ce calcul toute 'étendue possible,
en considérant notisseulement des fonctions imaginaires,
mais encore des variables imaginaires. Au premier abord,
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une si grande généralité peut sembler un embarras, et
Pon serait tenté de regarder comme stériles les efforts
employés a combiner de purs symboles sans application
immédiate. Il n’en est rien: la principale utilité des
imaginaires consiste 4 rétablir la continuité la ou elle a
disparu. Par leur moyen, les principes se réduisent au
plus petit nombre possible, en méme temps que leurs
conséquences se multiplient et se concentrent dans des
formules d’une fécondiié prodigieuse. Considérée dans
son origine et dans ses développements, la théorie des.
résidus présente donc tous les caractéres d'une science
bien faite.

La premiére thése de M. Frontera, la seule que nous
ayons a analyser, se rapporte a cette magnifique création
de notre illustre analyste.

2. Dans le § I°" (3-4), l'auteur expose le but de son
travail, et indique ce qu'il y considére comme nouveau.

3. Le § II (4-6) est consacré aux définitions et aux
notations du calcul des résidus.

4. Dans le § IIT (7-12),'auteur, aprés avoir défini ce
qu'on doit entendre par une intégrale prise le long d’'un
contour, aborde la proposition fondamentale résumée
dans la formule suivante :

S (z) étant une fonction bien déterminde d’une va-
riable z de la forme

g(z,7)+id(z,5);

¢, un contour fermé ne passant par aucun infini de la
fonction, mais pouvant en comprendre un certain nombre
dans son intérieur;

ds, un élément de ce contour

H, le résidu relatif 4 un infini (a b) situé dans l'in-
teneur du contour; W

, la différence entre le nombre des variations des-
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cendantes-ct ascendantes du rapport ;

(=) —yla, )
. ¢(z,7)—9(a,b)

pour toute 'étendue du contour parcouru dans le sens

direct de rotation;
¢ dz
[ f(z) Z‘ ds,

I'intégrale définie prise le long du contour: on a

) Fds = ani S HA
A J g s = 7”2 s

formule ou le signe Z se rapporte a tous les infinis situés

dans V'intérieur du contour.

La démonstration nouvelle que M. Frontera donne de
cette formule remarquable est trés-simple. 11 considére
d’abord le cas ou il n’y a dans le contour aucun infini de
la fonction ; il suppose ensuite que le contour se rétrécisse
d’une maniére continue, suivant une certaine loi, qui
rend l'arc s fonction d’une nouvelle variable indépen-
dante t. La différentiation sous le signe, et cette simple
remarque que la fonction étant bien déterminée reprend
sa valeur quand on revient au point de départ, suffisent
pour démontrer que I'intégrale est indépendante du con-
tour considéré. D'ailleurs cette intégrale est évidemment
nulle lorsque le contour se réduit 4 un point : elle est
donc toujours nulle, tant qu'on n’a atteint aucun point
pour lequel la fonction devienne infinie.

Ce premier cas établi, on suppose que le contour ren-
ferme un point racine z,. La fonction étant développée
suivant les puissances ascendantes de z — z,, l'intégrale
proposée se partage en plusicurs autres qui s’annulent
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toutes, a I’exception d’'une senle dont on trouve facilement
la valeur. -

5. La maniére dont M. Frontera considére la propo-
sition fondamentale présente une innovation. Au lieu de
faire, avec M. Cauchy,

z=x—+iy,
il pose

z=o(z,y)+id(z,7)

A la vérité, le théoréme n’acquiert pas plus de généralité,
puisqu'on obtiendrait la méme intégrale en posant

z==x + iy,
et en suivant un contour diflérent du .premier; mais on
a I'avantage de pouvoir déduire du méme contour une
infinité de résultats en modifiant les fonctions ¢ et .

6. Dans le IV (13-17), M. Frontera examine avec
soin le cas totalement omis par M. Cauchy, ou la fonc-
tion devient infinie sur le contour méme. Si I'infini consi-
déré est multiple, I'intégrale est infinie ou indéterminée;
ce cas n’oflre aucun intérét. Silinfini est simple, I'in-
tégrale est encore indéterminée ; mais sa valcur principale
est donnée par une formule remarquable qui mérite d’étre
connue.

7. Jusque-la on n’a qu'un théoréme trés-beau, trés-
général, mais on ne voit pas encore ce qu’il peut pro-
duire. Le § V (18-22) va nous montrer sa fécondité. De
son application & des contours particuliers, naissent tout
d’abord dix formules générales, dont chacune constitue a
elle seule un théoréme important. Ces formules a leur
tour en produisent d’autres, et nous fournissent, § VI
(22-28), 1°des intégrales définies tant qu’on en veut;
2° la décomposition des fractions rationnelles en fractions

plus simples; 3° le moyen de développer des fonctions en
séries, etc., etc.
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8. Certaines intégrales deviennent indéterminées lors-
que la fonction sous le signe passe par I'infini-dans les
limites de I'intégration; elles perdent alors toute signifi-
cation précise, et, quoiqu’on puissé calculer leur va-
leur principale, comme cellé-ci dérive d’un rapport ar-
bitraire établi entre des quantités indépendantes, on est
porté a ne voir la qu'un objet de pure curiosité. Aussi
a-t-on dii souvent se demander : Mais a quoi donc servent
“les valeurs principales des intégrales définies singaliéres?
M. Frontera va répondre i cette question , § VII (28-29),
et nous montrer, a 'exemple de M. Cauchy, qu’elles ont
leur utilité, du moins en analyse. Quelques-unes des for-
mules précédentes donnent les valeurs principales de cer-
taines intégrales indéterminées ; ces valeurs pouvant, d’'un
autre coté, s’exprimer a P'aide d’intégrales définies par-
faitement déterminées, il en résulte qu'on connait ces
derniéres. Clest ainsi que l'on trouve

I-xa—l_x—a
f —————dr =mcotarm.
A 1 —x .

9. L’auteur, dans le § VIII (29-32), déduit d'une for-
mule précédente la série de Mac-Laurin; le théoréme de
M. Cauchy surla convergence de cette série; un théoréeme
plus général de M. Laurent; le développement des fonc-
tions périodiques en séries de sinus et de cosinus.

10. Tous les géométres connaissent les belles formules
de Laplace et de Lagrange, pour le développement des
fonctions implicites; mais-leur démonstration et leur em-
ploi donnent licu 4 quelques difficultés, que M. Frontera
nous parait avoir complétement vaincues, § IX (33-40).
1l commence par déduire, du théoréme fondamental , une
formule dont celles de Laplace et de Lagrange ne sont que
des cas particuliers. ¢ étant un contour fermé,

(1) n(z)+6w(z)=o,
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une equauon oti le modulede - T(_)—) est constamment mfe-

rieur a 1 pour tous les points du contour, on arrive a ce
théoréme remarquable :

Le nombre des racines de U’équation ( 1) est égal a
celui des racines de ’équation
{2) n(z)=o,
comprises dans le contour.

Cela posé, si F (z) est une fonction quelconque, assu-
jettie a ne pas devenir infinie dans le contour considéré,
et qui ait une valeur unique et déterminée pour chaque
valeur de z; si zy, zs,..., 2, sont m racines de 'équa-
tion (1), comprises dans le contour; ay, as,..., @, les m
racines de I'équation (1), comprises dans le méme contour,
on aura

Sri =R 3w () %

La formule de Lagrange est comprise dans cette derniére,
en posant
nN(z)=z—a, m=I.

M. Frontera montre que la série de Lagrange ne donne
pas toujours le développement de la plus petite racine,
contrairement 4 l'assertion de I'illustre auteur (¥). Si,
pour une valeur donnée de 6, la série est convergente, et
si 'on peut tracer un contour comprenant le point qui

répond a a, et tel que, pour tous ses points,.le module de
0w (2)
z—
1° que I'équation

soit inféricur & 1, on est assuré de deux choses :

z2=ua, + Ao (z)
n’a qu'une seule racine comprise dans ce contour; 2° que

(*) L’observation est de M. Félix Chio, de Turin. (Comptes rendus, 1844,
2"'9 semestre, page 556.)
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la série exprime le développement de cette racine. Dans
le cas oui I’on ne saura pas tracer un pareil contour, on ne
connaitra pas ce que la série de Lagrange représente.

‘Ce paragraphe se termine par un moyen d’approcher
indéfiniment des racines d’une équation, quand ces ra-
cines sont séparées , ct par une méthode due 4 M. Cauchy,
pour calculer une limite supérieure du reste dans la série
de Lagrange.

11. Nous regrettons que le cadre de ce Journal ne nous
permette pas d’entrer dans plus de détails ; mais ce que nous
avons dit suffit pour montrer que la Thése de M. Frontera
n’est pas, comme il arrive quelquefois & ces sortes d’ou-
vrages, une banale amplification sur un sujet rebattu.

L’auteur, qui parait trés-bien connaitre les méthodes
de M. Cauchy, les expose avec beaucoup de clarté, y
ajoute quelquefois, et leur donne, dans tous les cas, le
dernier degré d'évidence par une discussion approfondie.

Il nous reste a émettre un veeu qui sera partagé, sans
doute, par tous les amis de la science. Une thése se
distribue d’ordinaire a quelques parents et amis, cercle
toujours restreint. Dans la plupart des cas, rien de mieux;
mais le remarquable écrit de M. I'rontera.nérite une
publicité plus étendue : avec quelques additions, il
pourrait tenir lieu d’un Traité élémentaire sur le calcul
des résidus. Il y a longtemps qu'un pareil ouvrage est
réclamé par les professeurs qui désirent de connaitre cette
partie des travaux de M. Cauchy : chose difficile, souvent
méme impossible 4 beaucoup d’entre eux. Ce n’est pas
que notre grand géométre cache ses découvertes , loin de
la; mais le moyen qu’il emploie pour les communiquer
au public ne nous parait pas des mieux choisis : si belle
que soit une théorie, elle perd beaucoup de son charme,
et il est bien difficile de s’en rendre un compte exact,
quand il faut aller en chercher les morceaux dans vingt
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" endroits différents. D’ailleurs les volumineux recueils out
sont éparpillés les Mémoires sans nombre de M. Cauchy,
ne sont pas a la portée de tout le monde, et ceux méme
qui peuvent les consulter n’en sont pas souvent plus
avancés, faute d’un- catalogue qui les guide et leur per-
mette de suivre “sans s’égarer, la pensée du maitre.

Nous espérons que M. le D Frontera voudra bien,
dans Pintérét de'la science, accéder a notre veeu, et que
sa Thése viendra bientdt augmenter le nombre des savants
ouvrages édités-par M. Bachelier (¥).

E. Prouner,

Ancien professeur aux lycées d’Auch ct de Cahors,
Maitre de conférences au collége Rollin.

SOLUTION DE LA QUESTION 60

(voirt. 1, p. 895);

Par M. raseé JULLIEN,

Du séminaire de Vals.

I. Question 34. Si, d'un point situé sur une surface
algébrique de degré m, on abaisse des perpendiculaires
sur un systéme de plans fixes, le lieu géométrique des
points de moycnne distance des pieds des perpendicu-
laires est une surface algébrique du méme degré m.

Solution. Soient

Aiz+B y+Cz+ D =o,
Az +By +CGz+Di=o

S e e s s e s e e e e . e st

A,r+ B, y—i—(, z+D =o

(*) Un vocabulaire qui expliquerait les mots nouveaux introduits
dans la science avec une si déplorable profusion serait une ceuvre trés—
utile. Tu.
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un systéme de n plans,
M(z, y,2)=o0

une surface algébrique de degré m, et (2o, y,, z,) I'un
de ses points.

Les équations de la perpendiculaire abaissée du point
(o4 ¥o 5 20) sur le plan

Az+Biy+Cz+Di=o
sont

A B;
.t—.t‘,:—(?:—(Z-—Z..), J’—J'n:—c‘;‘(z"zo),

ct les coordonnées du pied de la perpendiculaire sont

(Bx+ C}) 2o — AiBi yo — A4 Ci 2 — Ak Dy
A+ B+ C}

Xy = b

— AiBixo + (AL +C}) yo— BiGizy — Be D,

b — r b
7 A+ B +C}

—_ Al,Ck-To—Blr',Ck]u +(A2+B7\')ZU—CkD‘-
A+ B+ G ’

zZp =

les coordonnées du centre de moyenne distance des
pieds des perpendiculaires abaissées. du méme point
(o, o, 2a) sur les n plans, ont pour valeurs

(') ‘r:;;zwh .7:,1'2.7"', z:—:;zzk’

le symbole Z s’étendant aux valeurs 1, 2, 3,... n de
Pindice k.
Posant
AL+ B3+ CL =4,

Ann  de Mathémot., t. XI. (Mars 1852.,) 6
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on peut éerire les relations (1) soas la forme

\Bj + Ch ArBy A4 Ch Ay
ean “_—A'—"‘ —Y UZ " —2 —AT-:‘IIL—{—E »
2 2
“\x\/'. BI; A/\‘ +C/\‘ BA Ck 3 Blr DA‘
(2) { — _Ak +'Y"2“Ak —2, 2-—A:— ny 4 A )
G B;Cy A%+ B} C; D,
VTR “AT—-“Z‘I =) A "*"HZ‘AT

Ces derniéres équations donnent des valeurs de xo, ¥, 2o
linéaires et entiéres par rapporta x, y, z, et leur sub-
stitution dans

(3) M (zy, ), 2) =0

fournit une équation de degré m,

(4) p(r,r,z)=o,

représentant le lieu du centre de moyenne distance.

II. Remarques. Les formules métamorphiques (2) qui
servent a passer de I'équation (3) & I'équation (4), ou
inversement, expriment les variables de I'une des équa-
tions par des fonctions entiéres de celles de 'autre ; par
conséquent, a un point situé a l'infini sur 'une des sur-
faces, correspond un point situé a I'infini sur I'autre, ce
qui pouvait ¢tre facilement prévu.

Les conditions auxquelles doivent satisfaire les plans

donnés, pour que]es deux surfaces soient homothétiques,
se réduisent aux cinq suivantes :

?I\AB[;: ":\ACA»:EBA-C/‘:

0 b
s A} A Ay

B +C —I—( A+ Bf
N A /\__2 A \_l. k

P

elles cxprimcm., en effet. que les valeurs (lex, v, z, don-
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nées par les équations (2), sont de la forme
T=pxyta, y=pyio+pB, z=pz+7.

II. Si le point (xo, yo, 2o) est assujatti a se trouver
sur l'intersection de deux surfaces des degrés m et p,
représentées par

M(z, ¥, 2z) = o,

P(z, y,2) =o0;
substituant dans ces équations a x, y, z les valeurs de
Xy Yoy Zo, tirées des formules (2), on aura deux nouvelles
équations des mémes degrés m ct p,

p(x,y,3)=o,
7’(‘2‘, ry2)=o,

qui, considérées comme simultanées , représentent le lieu
du centre de moyenne distance des pieds des perpendicu-
laires ; ce lieu est donc U'intersection de deux surfaces des
degrés met p.-

Le théoréme qui nous occupe résulte de ce que les coor-
données du centre de moyenn: distance de plusieurs
points s’expriment par des fonctions lindaires et entiéres
des coordonnées de ces points; par conséquent, ce théo-
réme sabsiste, lorsqu’on remplace le centre de moyenne
distance par un autre point, dont les coordoanées sont
des fonctions entiéres et lindaires de celles des pieds des
perpendiculaires, comme scrait le centre des distances
proportionnelles.
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CONCOURS D’AGREGATION AUX LYCEES, ANNEE 1851
¢ Par M. DIEU,

Agrégé, docteur és sciences.

COMPOSITION DE MECANIQUE.

Un poids p est suspendu 4 un anneau D; dans cet an-
neaun passe unc corde qui, d'une part, est attachée a un
point fixe A, et qui, d’autre part, aprés avoir passé sur
unc poulie de renvoi B, va s’enrouler sur un cylindre
homogéne horizontal C, mobile autour de son axe, et
soutient enfin un contre-poids p’. :

On fait abstraction du poids, de la roideur et de I'é-
paisscur dela corde, ainsi que des frottements. La poulie
de renvoi B est supposée infiniment petite ct 4 la méme
hauteur que le point fixe A. Trouver le mouvement du
systéme en supposant qu'il n’y ait pas de vitesse initiale.

B

H

. F
z«v’m 7

Nous supposerons qu’a l'instant ou le mouvement com-
mence, les cordes, considérées comme des lignes parfai-
tement flexibles ct inextensibles, sont comprises dans le
planvertical P des centres de gravité des deux poids p, p’ ;

R
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que l'anneau D, considéré comme un point, est au mi-
lieu de la partie ADB'de la corde AF; enfin, que le mou-
vement vient de ce qu'on abandonne le poids qui remon-
tera, et que l'on avait retenu jusque-la.

11 suffit, pour répondre a la question, de déterminer
le mouvement du point D. Or il est évident, a priori,
que ce point ne sortira pas du plan P, et 'on peut dé-
montrer, de plus, qu'il restera sur la verticale EH du
milieu de AB. En effet : 1° le mouvement initial de D
sera celui d'un point libre, auquel on appliquerait simul-
tanément trois forces, dont la résultante est dirigée sui-
vant EH, I'une égale a la tension de la corde DG, qui est
verticale, et les deux autres dirigées suivant DA et DB,
égales a la tension de la corde ADBF; 2° si 'on admet
que D soit parvenu en D’ sur FH, aprés un certain temps,
et que sa vitesse acquise soit dirigée suivant cette droite,
on pourra encore considérer ce point comme libre, en
lui appliquant trois forces qui seront dans les mémes
conditions que les trois forces dont nous venons de parler,
et le mouvement continuera dans la direction EH.

Les axes des coordonnées étant pris comme la figure
'indique, nous désignerons par y P'ordonnée de D, et
par y' cellede F, a la fin de la durée ¢ comptée depuis
le commencement du mouvement.

AB étant représentée par 2a, on doit avoir

y' 2 Va + y* = const. ;
d’ot Von tire

3y 4+ ——fe Sy =o
Vo +
et ’
(1’]"+ 2y d*y 2 a’ '[1)’}’__
W Yy @ %) =

(az + :’,7). \ /
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Les forces perdues sont représentées : pour le poids p,
par '
r 4y
g(b et }
et pour le poids p’, par

/1’( _ay
8 \g dﬁ)

car les y des centres de gravité de ces poids ne différent
respectivement que par des constantes de ceux des points

DetF.

On a donc I'équation

l_)_ U-—‘dzy 3 dx ’ _
P,<b dt,) y+{g——5 )iy =o,

d’aprés une régle connue; et 'on en déduit facilement
2 l? 2 d 2\ 2
b+ VAN Lt A ey f
a4yt drr (a4 y?) _

(1) =o,
R e

d r
en remplagant dy’, ainsi que —=- par leurs valeurs ti-

rées des équations Precedentes, en posant = = 4k.

Comme I'équation (1) ne contient pas ¢, son ordre
s'abaisse en prenant y pour variable indépendante. Sil'on
fait pour cela

’ de
dy

-z
= 2,

d’onr

dy 1 dy 1 dy 1 dz
S == =D, (-} ==—= 5
dt z de? z ) dt z5 dy

on a

r? dz ay y
(2 (k=) - e+ g k——~————> #=o0
o ( at-y )’lr (@) g< 2 Vai+y*
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Cette équation, qui rentre dans le type connu sous le
nom d’équation de Bernoulli, devient linéaire en posant

;;-_. i,
d’on '
1 dz 1 du
z dy T o dy
etl’ona
du a? 2y
=t s e — u
3 & (F )@ )
% ATty
REETE e U
si I'on fait
: a*k s
41 B

Par la comparaison de I'équation (3) avec lc type
2; +Yu= Y/ ,
dont 'intégrale est

S Yd \
.dy).

— Ydr [
u=-e S )(C«}—JYII.'
on trouve facilement qu'il faut faire
I,—fY(lJ - at+ y*
TR+
et

Ydy 8 =TT,
fY,LJ .dy:“_‘_l(zky——\/n‘—f-y’),
afin d’avoir l'intégrale de 'équation (3), qui est

g ’t'.l_’_ J-':

U = —=—

lr+1..B‘+.y"

C, + 2hy —Va' + %),

Csg

T4 au lieu de C.

si 'on met
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dt

Mais, > == -_: donc on a
9 d)’ Il’
k 2 2 {
(4) d‘;'—i« BaLg izija' : =L =
g Y \/C,+2/U‘—\/a’+y’

le signe supérieur se rapportant au cas ou le point D
descend, et le signe inférieur & celui ou il remonte, puis-
que dt doit étre positive.

On ne peut intégrer I'équation (4) sous forme finie;
mais il est possible de reconnaitre quel sera le mouve-
ment du point D, par la discussion de cette équation.

Il convient de déterminer, premiérement, la constante
arbitraire C,; or, en désignant par y, la valeur initiale
de y, on voit qu’il faut prendre

C = \/rt’—i—y; — 2k,

dy . ...
pour que % soit initialement nulle, et nous supposerons,

dans ce qui suit, que C, a cette valeur.
Les poids p et p' resteraient en équilibre, si 'on avait

2P 7o

a‘+yy

P

par conséquent, on devra‘examiner successivement les
deux hypothéses : p > p, et p <p,

1°. Soit p>>p,. Le poids p I'’emportera, de sorte que 'on
doit prendre le signe + dans le second membre de I'équa-
tion (4) .

Si I'on pose

d’ou
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Pour y= ')"o,d >o, carp>p,rev1enta 2/n>¢ o :
a fo

et y augmentant & partir de yo, — decrmt car ———
Va7
augmente.

Si 2k>1, c'est-a~dire p > 2 p’, ce qui emportep > p,,
dz c . . 7
. — nepeutdevenir négative, car on a toujours —=—- < 1;

dy Vot

et z croit indéfiniment avec y, car

(42 =1y =%

zl+\/—+|

dt .
D’aprés cela, p tend vers zéro, car [3* < a*, et, consé-

pﬁ
a’+ f
Dans ce cas, comme on pouvait le prévoir, le mouve-

2ky — Jar-+ y1 =

quemment, est tOllJO\lI‘S moindre que 1.

ment descendant du point D continuera tant que la lon-
gueur de la corde AF le permettra, et la vitesse de ce
point croitra toujours.

-8i 2k <1, c’est-a-dire lorsque p est compris entre 2 p’

d . (- L
etp,, é devient négative quand y dépasse »la valeur

2ak “ap
Vi ik = p

et z, aprés avoir augmenté depuis zéro jusqu'a la valeur

€ —a T EF,
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diminue, puis rédevient nulle pour la valeur
[«] e =4A ‘/a?+{;———4;l‘+4k7)70 ,

. dy
ui do = —o.
q nne ~- = o

Dans ce cas, le point D ne peut atteindre, en descen-
dant, la position déterminée par cette valeur de y, puis-
dy
dr
qu'il s’en rapproche indéfiniment.

que sa vitesse — décroit indéfiniment, en méme temps

2°. Soit p<p,. Le poids p’ I'emportera, ct, par
conséquent, on doit prendre le signe — dans le second
membre de I'équation (4).
Pour y = y,, d <o, et, ydiminuant a partir de y,,
dy ; .

dz . . . . e R
pr croit et change de signe quand y devient inférieure a

ap

Vg p'i—p?
dout il s’agit maintenant, tandis qu’elle est plus grande

(cette valeur est moindre que y,, dans le cas

que y, dans celui dont nous nous sommes occupés en

dernier lieu). Comme dy < o, dz est de signe contraire

. dz ., . ,
a —; donc z augmente depuis zéro jusqu’a
dy

C,—a\/x——4k2,

qui répond a la précédente valeur de y, puis diminue
ensuite jusqu'a zéro, qui répond i la valeur [« |.

D, en remontant, tend d’aprés cela vers la position
dy
dar
tend simultanément vers zéro, et, par conséquent, cette
position est une limite que D ne saurait atteindre.

déterminée par la valeur [«] de y; mais sa vitesse



GRAND CONCOURS DE 1851.
SOLUTION DU PROBLEME DE MATHEMATIQUES SUPERIEURES ;

Par M. CaMiLre-Aemanp-Jures-Marie vE POLIGNAC,
Né a Millemont [ Seine-et-Oise ( *)]. )

Etant donnée une droite LI/, on méne de chacun de
ses points m, deux droites & deux points fixes p, p'.
Deux autres points fixes O et O’ sont les sommets de deux
angles a0b, a’ O’ b’ de grandeurs données, et constants,
que l'on fait tourner autour de leurs sommets respectifs,
de maniére que les cdtés Oa, O’ a’ soient respectivement
perpendiculaires sur mp, mp’. On demande : 1° Quelle
est la courbe qui est décrite par le point d’intersection n
des deux cotés Oa, O’ a’; 2° quelle est la courbe qui est
décrite par le point d’intersection 7’ des deux autres
cotés Ob, O'b’, quand le point m glisse sur la droite LL'.

(*) Eléve du collége Stanislas, deuxiéme prix. ‘Class: do M, Cabart. )
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Occupons-nous de la premiére partie de la question.
Les faisceaux issus des points p, p’ sont homographi-
ques , puisqu’ils se coupent en des points situés en ligne
droite. D’ailleurs, si I'on considére le faiscean issu du
point O, tous ses rayons sont perpendiculaires sur les
rayons du faisceau issu du point p; donc les angles formés
par deux de ces rayons Oa, Oa, sont égaux aux angles
formés par leurs homologues pm, pm/ : les faisceaux issus
des points p et O sont donc homographiques. De méme le
faiscean issu du point O’ ayant tous ses rayons perpen-
diculaires sur ceux du faisceau p’, est homographique de
ce dernier; mais p’ est homographique du faisceau p;
donc les faisceaux O, O’ sont homographiques.

Il en résulte que le lieu des points n est une conique
passant par les deux pointsO, O’. Cette conclusion re-
pose sur ce théoréme connu: Sil'on joint tous les
points d’une section conique a deux points quelconques
pris sur la courbe, on obtiendra deux faisceaux ho-
mographiques. Ce théoréme, évident dans le cas d’un
cercle , puisque les angles homologues des deux faisceaux
sont tous égaux, s’étend par projection a une conique
quelconque, et la réciproque est d’ailleurs facile a aper-
cevoir. Les points 2 se trouvent donc sur une conique
passant par O, O’. Passons maintenant  la seconde partie
de la question.

Les rayons issus du point O, Oa, Od,, etc., d'unc
part, 0b, 0b,, etc., d’autre part, forment deux faisceaux
homographiques, car les angles homologues sont égaux
comme différence d’angles égaux. Pour la méme raison,
le faisceau O’ @/, O’ d',, etc., est homographique de O’ &',
O’b', etc.; mais les faisceaux Oa, Od,, etc., et O' @',
0O’ d',, etc., sont homographiques; donc les faisceaux issus
des points O, O’ et se coupant suivant les points »', sont
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homographiques; donc ces points se trouvent sur une
conique passant par les points O et O'. .
La méme construction fournit deux autres coniques
passant par O et O’. On verra en effet, aisément, par les
mémes considérations, que les lieux des points e et d sont
deux coniques passant par les deux points en question.

7

Généralisation. — Remplagons la droite LL/ par une
conique passant par les deux points p et p’, et cher~
chons le méme lieu que précédemment, en supposant
que le point m se meuve sur la conique. D’aprés le théo-
réme que nous venons de rappeler, les faisceaux issus des
points p et p’ seront toujours homographiques. Il en sera
donc de méme des faisceaux issus des points O et O’, dont
les rayons, en se coupant, déterminent le lieu des
points n. Par suite, ces points sont situés sur une coni-
que qui passe par O et O’.

La question donnéen’est qu’un cas particulier de celle-
ci : c’est le cas ou la section conique se réduit a deux
droites LL/, pp’.

Cherchons maintenant 4 reconnaitre comment varie
la nature des coniques (lieu des points 22) avec la courbe
directrice, et examinons d’abord la question donnée,
dans laquelle la conique directrice se réduit au systéme
des deux droites LL', pp'.

Remarquons que lorsque le point mobile sur la droite
LL' se trouvera en g, les deux rayons issus de p et p’ se
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confondront, et les perpendiculaires menées par les
points O, O’ seront paralléles, ce qui fournit un point de
la courbe située a l'infini; d’ailleurs, en supposant que
le point mobile s’éloigne indéfiniment sur la droite LL,
les rayons issus des points p, p’ deviennent paralléles a
cette droite; les perpendiculaires menées par O et O’ sont
donc paralléles entre elles, et a ces lignes correspond,
par conséquent, un point de la courbe situé a I'infini.
Nous trouvons donc deux directions donnant des points
a Dlinfini; d’ailleurs, le lieu des points z ne peut pas,
dans le cas général, étre une ligne droite, puisque<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>