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EXTRAIT DES EXERCICES D’ANALYSE NUMER]QUE;
Par M. LEBESGUE.
I. Prosrime. Résoudre en nombres entiers I'équation
multiple

1) a::b:c:...,

a, b, c,..., étant des nombres entiers donnés.
Nota. Pour abréger, nous appellerons équation mul-

. . ., ., ’ . x
tiple une suite d'égalités telles que 'équation (1); — sera

z

.y z .
3 le deuxiéme, - le troisiéme, et
(4

le premier membre,

ainsi de suite.

Nous représenterons par D (ab) le plus grand diviseur
commun aux nombres a et b, de méme par D (abc) le plus
grand diviseur commun aux nombres a, b, ¢; de sorte
qu’on aura

D (abc) = D[D{abjc], D(abed) =D[D(abc)d],....

Ceci posé, la résolution générale du systéme (1) est
donnée par le systéme

o) U _=_7r_z° .
/ Dabc.) a b 77
d’ou résulte
Y AV NS | S
B = Sabey ¥ I= Dabe) = Dlabey U

valeurs dans lesquelles U est un entier indéterminé.
Pour le prouver, il suffit de remarquer qu’en égalant

ies deux premiers membres de I'équation (1), on a bxr=a)
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ou bien

D (ab)’ D(ab)'r;

a o 5 .
et comme ——+s ——= sont premiers entre cux lleﬂller.T
D(ab)’ Dlab) "' P ’

devra étre divisible par ——— : on fera done &= - ——:
Par B D(ab)
ar conséquent, - =72 — % _
p et = = Dlab)

“ troisié bre  de 'équati
—, al troisieme membpre - > atbion (1
D (ab) e ¢ deTéquation (1),

Fgalant
on aura semblablement

122 z 4

D(ab) ¢ D/abo)

Continuant de méme, on aura finalement le systéme (2),
et, par suite, le systéme (3).

Applications.

{I. ProsrLEME. Soient

b ¢ d
(1) —y =y =y

a a a
des fractions de méme dénominateur, et soit proposé de
trouver tous les systémes de fractions équivalentes aussi
réduites au méme dénominateur, savoir :

z t
(‘2) —9 — —geen
x r x
Solution. On tire de la
x Yy __3__ 14
(3) a b ¢ d

. la solution com-

L 1 ommune étant U
a valeur c é ——
Diabed...
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pléte sera
a b

T = Dlabed. )’V 7 T Dlabed) U

Sl arrive que a, b, ¢, d,..., n'aient pas de diviseur
commun, D(abed...)=1, et x=a.U, y=5.0U,
Z =cC. U ‘e
En d’autres termes, pour obtenir le systéme (2), il faut
multiplier tous les termes des fractions (1) par un méme
nombre U. Ce théoréme est assez simple pour entrer dans
I'arithmétique vulgaire.
III. Les deux équations
aA + 6B+ ¢«C=o,
aA’ +bB +cC'=o,
donnent, par la résolution,
BC'—B'C _CA'—CA _AB —AB.
a - b - ¢ ’

de sorte que si 'on pose m=D (abc), on anra

BC —BC==--U,
m
b

CA—CA=-.U,
m

AR —AB= -.U.

m
Ces équations sont utiles dans difiérentes recherches sur
les nombres; en voici une application
IV. Si la fonction
ax’ + 2bxy + cy* de déterminant b — ac = d
se transforme en la fonction
Az’ +2Bz2’y’ 4+ Cy’* de déterminant B? —AC=1D,
par deux substitutions
x=oax' +fy', y=qgx' 4+,
=22 fy, v =42y,
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on aura les équations
A = axt + 2 bay + 47,
B—=auf + b (ad + fy) + cy9,
C=af* + 2085 + cd*;
A = ad? + 2049+ ¢v'4,
B :ﬂalp/’*‘b(“/8,+p"//)+(‘7,5/,
C=af"” + 2bp'¢' + cd”.

De ces deux systémes, on déduit

(1)

(2)

B*— AC = (b*—ac) (a8 — fy) = (b —ac) (/' — B'y’ .
On suppose que D n’est pas nul; il faut donc que I'on ait
ad — By =1, & —py'==1

Nous prendrons ensemble, soient les signes supérieurs +,

soient les signes inférieurs —, et nous dirons que les deux
transformations sont semblables.

Cela posé, les systémes (1), (2) donneront cet autre
systeme :
a(— o)+ 2b(ay — oy )+ c(y2 —9?)=o,
a(ap — P Y+ b(ad+ Py — 2/ — 'y )+ c(y8—790" V=0
a(f — %) + 2b (B0 — p'a' +e(d—d)=o,
w) — fy = o9 — 7y’
La quatriéme équation donnant
ad — 20 = By — 3,

nous pr(‘ndrons le systeme

a(ot — o) F2b(ay —ay)+ (P — "),

ol + 2 (B — By )+ (48— o3 = 0.
alap—a'B')+2b(ad —'d' )+ c (90 — 99 ) =0,
a (B*—p"®) 4+ 2b(pd—pF'¢")4c (8* — 0?) —o.

L’élimination de b entre les deux premiéres équations
donne, en supprimant le facteur oy

a'y qui ne peut
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¢tre nul (voyez plus bas),

O+ 8y _ ol — B
a - c

De méme, I'élimination de @ entre les troisiéme et qua-
tri¢me équations du systéme (3) donne, en supprimant
le facteur (30’ —[3'd, qui ne saurait étre nul,
ad — a3+ By — By’ _ fa’ —Pfla
26 - c

on a donc I'équation multiple

Oy — &'y _ad — a'd+f'y — By’ P’ —Ba
¢ :

a 24

de sorte qu'en représentant par m le plus grand commun
diviseur des nombres a, 25, ¢, on aura, U élant un
entier,

aU = m (8 —&y),
\4) 26U=m («8' — &'d + By — Bv'),
cU=m (B’ —P'a);
et comme l'on a identiquement
(ad —a'd + B'y — By')? — §(Ba’ — P'a) (39 — &'y)
= (a8’ 4+ ad' — @'y — By ) — (a0 — By) (<"’ —6Y'),
en posant
2T = m (20" + «'d — @'7 —By'),
on aura, a cause de 6> —ac =10,
(5 T: — DU* = m".
La combinaison des valeurs de 2T et 25U donne
To-bU = m (a8 —By'), T—bU=m(a3—py).
Si I'on joint a ces équations
aU=m (04— 9d"), cU=m(fa’ — f’),

la résolution de deux couples d’équations du premier
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degré, ou les inconnues sont «' et £’ pour'un, et 4’ et ¢’
pour lautre, donnera, en ayant égard a l'équation
ad — Py =1,

+ma’ = ol — (bx + c3) U,

= mp' =pT — (bf + ¢d) U,

=my = 9T + (aa + by)U,

== md’ = 6T + (aP + b3) U.

(6)

Ces formules ont été données par M. Gauss, dans lc
n°® 162 de ses Recherches arithmétiques; le calcul pré-
cédent paraitra plus simple 4 beaucoup de lecteurs.
V. On a supposé plus haut qu’'on ne pouvait avoir
ay’ — o'y = o. En eftet, d’apres
ad — By ==x1, & —pfy =1,
a ety sont premiers entre eux, aussi bien que «’ et 7. Or
4
I’équation ay’— a’y = o donnant £==%, il faudrait que
v v
lonelt @' ==«, y'==y. L’équation «'0’' — 'y =21
deviendrait ad’ — 93’ = == 1; on aurait donc nécessaire-
ment ¢’ = =%+ J + Ky, f'= £+ Ka, K étant enticr.
De la B=aa'3'+ b («'d' + 'y') + cy'd" devient
B =aaf + b (ad + Py) + ¢yd =K (ax’ + 2bay + ¢y*) ,
ou
B=B=*KA, dod K=o,

car A n'est pas nulj ainsi, les deux substitutions seraient
(Fa, £, =y, =4d), cest-a-dire les mémes, ou op-
posées, ce qui est contre I'hypothése faite plus haut.

On prouve tout a fait de méme qu’on ne saurait avoir

50— 9= o.



