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NOUVELLE DEMONSTRATION

De Pirréductibilité de Péquation 1 + x + x* + ... + xP~'=o;
p étant un nombre premier ;
D’arris M. L. KRONECKER,
Ltudiant a Berhn.
{Journal de M. Crelle, tome XXIX, page 2% ; 18%5.)

1. Lemme. p étant un nombre premicr, soit « une
racine imaginaire de 'équation x? —1 =o; a, a;... a,_,
sont p nombres entiers donnés; faisant

aH+ar—arv +...4a, =[x,
et
a+a+a,+.. +a,_,=f(1)=A, fla)f(a)... f(«?~')=B.
On sait que B est un nombre rationnel entier: on aura
—_ . %
B— AP =p(*).
Démonstration. Posant

a+ax—+a,x'+...+ a,xP' _tf(‘t)’

(*) Je designe par le point leibnitzien place au-dessus d’un nombre 1«
multiple de ce nombre.
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on aura

J@f(@). . flar—) =M+ M,z + M,z +. ..+ Maz"+....

Faisant successivement x égal a 1, a, a®...a?!, lc
membre a gauche devient d’abord A7~!, et pour les autres
racines lc produit reste toujours égal 4 B; il n'y a de chan-
gement quc dans P'ordre des factcurs. Donc la somme de
ces membres a gauche est A»~'+ (p — 1) B. Prenons dans
le membre a droite le terme général M, x", la somme sera

Ma[1+ o" a4 4 alp=01],

On sait que lorsque 7 n’est pas un muliiple de p, cc qui
multiplie M, est nul; et lorsque n est un multiple de p,
ce coeflicient est égal a p; donc

AP 4 (p—1)B=p(My+ M, +M,, +...};

de 1a
B—Ar—'=p. C.Q.F. D.

Tatoreme I1. La fonction X=1+4 2 +x*+4... 427",
ol p est un nombre premier, ne peut étre le produit de
deux: fonctions rationnelles a coefficients entiers.

Démonstration. Soit

X=¢(z) $(z),
¢ et ¢ sont des fonctions rationnelles a cocflicients

cntiers; ils ne peuvent avoir des cocfficients fraction-
naires (t. III, p. 47); faisant r =1, on obtient

p=r9(1) 4(1);

il faut que I'une de ces deux valeurs ¢ (1) et g (1) soit égale
a l'unité et I'autre a p. Supposons donc ¢ (1) =1 « étant
une racine imaginaire quelconque de X =o, on a, d’aprés
le lemme,

9(2) p(@)...9(ar) —1=p;
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car
A=qQ)=1.

En prenant pour « une racine commune 3 X =o et
¢ (x) = o0, on aurait donc — 1=p, résultat absurde;
donc, etc.

Remarque. Ce théoréme fondamental est dans les Dis-
quisitiones arithmetice, p. 599, § CCCXLI; et I'on en
trouve aussi une démonstration dans Legendre. Celle de
M. Kronecker semble la plus simple.



