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DES QUANTITES NEGATIVES.

Usage que I'on fait en algebre des signes -+ et —; regles des signes
du caleul algébrique; utilité des conventions relatives au caleul des
quantités négatives ;

Par M. Er. GUILLON,
Maitre surveillant a Pcole Normale.

La résolution des problémes dépend de celle des équa-
tions, et la résolution des équations exige que I'on sache
cllectuer sur les polynomes (parmi lesquels nous com-
prendrons toujours les mondmes) les transformations ou
opérations qui constituent le calcul algébrique.

On appelle polynéme un assemblage de quantités réu-
nies entre elles par les signes + et —. Chacune de ces
(uantités, prisc avec son signe, s'appelle un terme du
polynéme ; nous appellerons zermes positifs ceux qui ont
le signe—+, et7ermes négatifs ceux qui ont le signe — (¥).
Nous parlerons aussi de valeur absolue d'un terme ; nous
cntendrons par 1a la valeur de ce terme, abstraction faite
de sou signe. Pour plus de simplicité dans les énoncés que
nous aurons a donner, nous comprendrons la premiére
quantité quand elle n’aura pas de signe, parmi celles qui
sont précédées du signe —+.

1l semble tout naturel de regarder un polynéme, tel que
a@a—>b -+ c—d..., comme représentant un nombre ou
une quantité qui doit ¢tre obtenue en retranchant b de a,
puis en ajoutant ¢ au résultat, ete. ; mais alors il faudrait,
pour quun polyndme représentit une quantité, que

() Nous donnons pom un moement cette definition qu’il sera necessaire

de moditier plus tard
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'ordre des termes fiit tel , qu’on ne rencontrat pas de sous-
traction impossible; car, autrement, ce polynéme ne re-
présenterait rien. Or il serait trés-génant, et sans aucune
utilité , de s’astreindre a écrire les termes d’'un polynéme
dans un ordre plutét que dans tout autre. Ce qu’il importe
de considérer dans un polyndme, ce n’est pas 'ordre de
ses termes , mais sa valeur ; on appelle ainsi la différence
entre la somme des valeurs absolues de ses termes positifs
et la somme des valeurs absolues de ses termes négatifs.
Ainsi, dans un polynéme, les soustractions indiquées
peuvent étre impossibles , et méme un polynéme peut
commencer par un ou plusicurs termes négatifs. Si nous
ajoutons quc 1'on fait usage cn algébre, pour les avantages
qu’il en résulte, de polynémes dans lesquels la somme des
valeurs absolnes des termes positifs est moindre que la
somme des valeurs absolucs des termes négatifs; que ce
qu’il v a a considérer dans de pareils polynomes, c’est leur
valeur ndgative, ou la différence cntre les deux sommes
dont il s'agit précédée du signe — 5 alors nous serons con-
duits & dire qu’au licu de regarder dans un polynome les
signes + et — comme indiquant des additions et des
soustractions a eflectuer, il est préférable de les regarder
comme servant a partager les termes en deux classes, dont
chacunc fournit I'une des deux sommes desquelles dépend
le nombre réel ou fictif, ou, comme on dit, positif ou
négatif, que wous avons appelé la waleur du poly-
néme.

La question suivante, extrémement simple, servira &
éclaircir ce qui préceéde :

Un banquier a payé différentes sommes, et il en a
recu d’autres : on demande la somne que définitivement
i a déboursée.

Il est bien clair que cette somme n'est autre chose
que la valeur, telle que nous ’avons définic, du poly-
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néme dont les termes positifs ont pour valeurs absolues
les sommes payées, et dont les termes négatifs ont pour
valeurs absolues les sommes regues. C'est de cette va-
leur seulement qu’on doit s’occuper, et nullement de I'or-
dre dans lequel on écrit les termes du polyndme.

Dans la question précédente on ne pouvait demander
quelle était la somme que le banquier avait définitivement
débourséc, qu’en supposant que le banquier avait dé-
boursé plus qu'il n’avait recu sile contraire avaiteu lieu,
on aurait eu a se demander quelle était définitivement la
somme recue. Cette somme n'ciit é1é autre chose que la
valeur du polynéme dont les termes positifs auraient eu
pour valeurs absolues les sommes recues, et dont les
termes négatifs auraient cu pour valeurs absolues les
sommes payées. Ce polyndme aurait pu s’obtenir au moyen
de celui que 'on a été conduit & considérer dans l'autre
probléme, en changeant dans ce dernier polynome les si-
gnes de tous ses termes. Sil'un des deux problémes est pos-
sible, 'autre ne Pest pas; si 'un des polynémes a une
valeur, 'autre n’en a pas. Si I'on veut s’exprimer de la
manicre que nous avons fait connaitre , ondira : Si I'un
des polynomes est positif, I'autre est négatif. Ce que nous
voulons surtout faire remarquer ici, ¢’est que, si le poly-
ndéme dont la valeur ferait connaitre la somme cherchée,
dans le cas ou il serait positif, se trouve étre négatif , sa
valeur est juste égale absolument et de signe contraire
a celle du polynome qu’on aurait du éerire ;5 d’ou résulte
qu'on aurait pu se borner a considérer I'un de ces deux
polynémes, ct I'on efit connu par le signe de sa valeur et
par sa valeur absolue, 1° quelle était celle des deux ques-
tions qui était possible; 2° quel était le résultat cherché.
La question qu’on s’était proposée est possible, si le poly-
nome qu’elle conduit 4 considérer est positif, et sa valeur
fait connaitre la somme cherchée. La question qu'on s'é-
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tait proposéc est impossible, et c¢'est 'autre qui est pos-
sible, si le polynome counsidéré est négatif; et, en suppri-
mant le signe de sa valeur, on obtiendra le résultat que
I'on devait chercher.

On aurait pu proposer une question plus générale que
chacune des deux précédentes et qui les aurait comprises
toutes deux : on aurait pudemander, non pas quelle étaitla
somme définitivement déboursée ou recue, mais quelle
était la variation survenue dans la somme possédée par le
banquier. Cette variation efit été, pour un ensemble de
cas particuliers, la valeur d’un certain polynéme, et, pour
d’autres cas, la valeur du polynéme de signes contraires.

Quand on résout des problémes généralement, il arrive
souvent, comme dans 'exemple ci-dessus, que pour un
ensemble de cas particuliers on est conduit a considérer
certains polyndmes, et ces polyndmes changés de signes
pour d’autres cas particuliers. On peut alors ne considérer
qu'une seule espéce de polyndmes , et déduire des résul-
tats des calculs eflectués comme ils devraient 1'étre si ces
polynomes étaient posiuifs, les solutions qui conviennent
aux cas ou ils sont négatifs. Ce qui constitue le calcul al-
gébrique, c’est non-seulement I'enscmble des régles au
moyen desquelles on peut trouver un polynéme qui soit
en réalit¢, par rapport a des polynoémes positifs, une
somme, une dillérence, etc., mais encore I’ensemble des
régles a 'aide desquelles on peut, au moyen des résultats
d’opérations effectuées sur certains polynomes, obtenir
ceux qui fourniraient d’autres polynoémes qui se dédui-
raient des premiers, soit par le changement des signes
de tous leurs termes , soit encore par d’autres changements
dont il sera question bientét. On congoit qu'il y aura de
P'utilité & soumettre les polynémes négatifs aux mémes
calculs que les polynémes positifs, si, des résultats aux-
quels on sera conduit, on peut facilement déduire ceux que
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I’on a besoin de connaitre. C’est, comme nous le verrons,
ce qui a lieu effectivement.

Avant d’apprendre i cflectuer des opérations sur les
polynomes, il importe de faire connaitre quelques pro-
priétés de leurs valeurs. De la définition que nous avons
donnée, résulte que la valcur d'un polyndéme n’est pas al-
térée quand on augmente ou qu’on diminue d'un méme
nombre deux termes, dont 'un est positif et autre né-
gatif; par suite, on peut, sans altérer la valeur d’un poly-
noéme, supprimer un terme, positif ou négatif, pourvu
qu'on diminue la valeur absoluc d'un terme négatif ou
positif de la valeur absolue da premier. Ainsi les deux
termes —+ 7 ¢t — 4 pourront ¢wre remplacés par le terme
+3; les deux termes—9 et + 4 pourraient étre rem-
placés par le terme — 3.

Plus généralement, tant de termes d'un polynéme qu’on
voudra peuvent étre remplacés par un seul, qui est la dif-
férence entre la somme des valeurs absoluc des termes po-
sitifs et la somme des valeurs absolues des termes négatifs,
cette différence éiant précédée du signe des termes qui ont
fourni la plus grande somme.

Nous passons actucllement a I'exposé des régles a suivre
pour eflectuer les opérations algébriques. On a donné a
ces opérations les noms d'addition , soustraction, etc.,
parce que les résultats qu’elles fournissent, lorsque 1’on
ne considére que des polyndmes positifs , sont analogues
a ceux que I'on obtient par les opérations de I'arithmé-
tique.

De Uaddition.

On appelle somme de plusieurs polynémes positifs,
un autre polynéme qui a pour valeur la somme des va-
leurs des premiers.

11 est facile de déduire de cette définition la régle
suivante :
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Pour obtenir la somme de plusieurs polynomes positifs,
il suffit de les écrire les uns a la suite des autres, en con-
servant 4 chaque terme son signe. Il faut se rappeler que
le premier terme d’un polynéme, quand il n’a pas de
signe , est rangé parmi ceux qui ont le signe +-.

Cette régle on 1étend, soit a I'addition de polyndmes
dont les uns sont positifs et les autres négatifs, soit a I'ad-
dition de polynémes tous négatifs ; c’est-a-dirc que 'on
convient de regarder dans tous les cas comme la somme
de plusicurs polynémes, un autre polynome déduit de
ceux-ci selon la régle énoncée.

Il résulte évidemment de cctie convention et des remar-
ques que nous avons faites sur la valeur d’'un polynoéme,
qu'un polynéme qui est la somme de plusicurs autres,
parmi lesquels il s’en trouve de négatifs, a pour valeur la
diflérence entre la somme des valeurs absolues de ceux qui
sont positifs et la somme des valeurs absolues de ceux qui
sont négalifs , cette difiérence étant précédée du signe des
polynomes qui ont fourni la plus grande somme. Si les
polynomes ajoutés étaient tous négatifs, on trouverait pour
leur somme un polyndéme négatif, dont la valeur absolue
scrait la somme des valeurs absolues des polynomes
ajoutés.

De la soustraction.

La soustraction a pour but, étant donnés la somme de
deux polynomes et I'un de ceux-ci, de trouver 'autre. On
donne au résultat de cette opération le méme nom qu’en
arithmétique.

On obtiendra un polyndme qui soit la différence de
deux autres, en écrivant a la suite du polynéme dont
on veut soustraire, le polynéme a soustraire, aprés avoir
changé lcs signes de tous les termes de ce dernier. 11 est
clair, en effet, que, si au résultat ainsi obtenu, on ajoute
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le polynome soustrait , on obtiendra le polynome dont on
soustrait. On peut remarquer-que, soustraire un poly-
ndéme, revienta ajouter le polyndme de signes contraires,
et, comme l'on sait, les résultats auxquels conduit I'addi-
tion, cette remarque permettra de dire ceux auxquels
conduit la soustraction.

De la multplication.

La multiplication a pour but, deux polynémes étant
donnés, d’en trouver un troisiéme qui soit le produit des
deux premiers. On appelle produit de deux polyndmes
positifs un autre polynéme dont la valeur soit le produit
des valcurs des deux premiers.

Soit d’abord proposé de trouver le produit d’'un binéme
@+ b ou a—b par un mondme m; que m soit entier,
fractionnaire ou incommensurable, il est facile de voir
que le produit est am -+ bm dans le premier cas, et
am — bm dans le second.

Soit actuellement proposé de multiplier un polynéme
positif @ — b — ¢ 4+ d — e par un mondéme m; le produit
s'obtiendra en multipliant dans ce polynéme chacun des
nombres a, b, ¢, etc., par m. En effet, soit P la valeur
du polynome proposé: le produit que nous cherchons doit
étre égal a Pm ; mais si I'on représente par P’ la valeur
de 'ensemble des termes du polynéme P, & T'exception
d’un seul, — e, de telle facon que P soit égal au binéme
P’— e, leproduit cherchéseraégal a (P'—e) m=P'm—em.
De méme, si I'on désigne par P” la valeur de 'ensemble
des termes de P/, 4 I'exception d’un seul, + @, de fagon
que P'=P" + d, on aura

P'm =P"m~+ dmn,
et, par suite,

P = P’'m + dm — em.
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En continuant ainsi, on finira par obtenir la relation
Pm = am — bm — cm + dm — em,

qui est celle a laquelle nous voulions parvenir.

Nous nous sommes appuyés, dans la démonstration
précédente, sur ce que le produit dubinéme a — b par m,
et, par suite, le produit du binéme — b + a par m, est
am — bm , dans le cas o & est plus petitque a. Dés lors,
pour que cette démonstration ne soit pas en défaut , il est
nécessaire que les bindmes P’ —e, P” 4- d, etc. , soient
tous positifs ; mais ¢’est ce qui a lieu nécessairement quand
on suppose, comme nous I'avons fait, que le polynéme
multiplicande est positif, puisque ces bindmes ont tous
pour valeur celle de ce polynome. Donc il est toujours
vrai de dire que le produit d'un polynéme positif
a—b—c+ d—e par un mondéme positif m s’obtient
en multipliant dans ce polynéme chacun des nombres
a, b, etc., par m.

Sil'on remarque qu’on peut, sans altérer la valeur d’un
produit, changer I'ordre de ses facteurs, on conclura que
le produit d’'un mondéme m par un polynéme positif
a—b—c+d—e s'obtiendra en multipliant dans le
polynéme chacun des nombres a, &, ctc., par m.

Supposons maintenant qu’on ait 4 multiplier un poly-
ndéme positif a — b — ¢ + d — ¢ par un polyndéme posi-
tif m—n+p—gq. Si P représente la valeur du poly-
néme multiplicande, le produit cherché sera ¢gal a
P(m—n+p—gq)=Pm—Pn+Pp—Pg; mais lc
produit P s’obtiendra en multipliant dans le multipli-
cande les valeurs absolues de ses termes par m. Le produit
Pn s’obtiendra d'une maniére analogue, et — Pr ne sera
autre chose que la valeur de ce produit changé de signe;
de sorte que, dans l'expression trouvée plus haut du pro-
duit cherché, on peut remplacer — Pr par le polynéme
qu’on obtient en multipliant dans le polvnéme de signes
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contraires a ceux du multiplicande, les nombres @, b, etc.,
par m. En continuant ainsi, on arrive a cette régle
générale :

Les termes du produit de deux polyndmes positifs s’ob-
tiennent, quant 4 leurs valeurs absolues, en multipliant
les valeurs absolues des termes du multiplicande par les
valeurs absolues des termes du multiplicateur; quant a
leurs signes, cc sont les signes des termes du multipli-
cande ou les signes contraires, selon que le terme du mul-
tiplicateur, par la valeur absolue duquel on a multiplié,
a le signe + ou le signe —.

La partie de cette régle relative aux signes des termes
du produit peut étre exprimée autrement; on peut dire -
Selon que la valeur absolue d’un terme du produit est le
produit des valeurs absolucs de deux termes qui ont le
méme signe ou des signes difiérents, ce terme du produit
a le signe + ou le signe —. On énonce souvent cette
partie de la régle d’une maniére abrégée, comme il suit .

+ par + donne —+.

-+ par — donne —.
— par + donne —,
— par — donne +.

De méme quc nous sommes convenus de regarder
comme la somme de plusieurs polynomes, parmi lesquels
il s’en trouve de négatifs, un autre polynome obtenu au
moyen des premiers, comme si tous ceux-ci étaient posi-
tifs, de méme nous conviendrons de regarder comme le
produit de deux polynémes, quand I'un d’cux est négatif
ou qu'ils le sont tous deux, un troisieme polynéome déduit
des premiers, sclon la régle énoncée plus haut. Il faudra
en outie, de méme aussi qu’a propos de I'addition, pous
que I'on puisse tirer parti de cette nouvelle convention,
étudicr les résultats auxquels elle conduit, dans le but de
connaitre la relation qui existe entre ces résultats et ccux
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que l'on obtiendrait si les polynomes négatifs étaient rem-
placés par ceux de signes contraires.

L’étude dont nous parlons se borne & peu prés a remar-
quer que, en acceptant la convention dont il sagit, un
produit de deux facteurs change de signe et conserve la
méme valeur absolue, lorsqu’on change les signes de tous
les termes de 'un de ces facteurs ; de la on déduit que, si
Von change les signes des deux facteurs, le produit ne
change pas du tout. On peut énoncer ce résultat autrement
ct dire que le produit de deux facteurs a pour valeur ab-
solue le produit des valeurs absolues de ces facteurs, et
quil est positif ou négatif, sclon que les deux facteurs
ont le méme signe ou des signes différents.

On déduit facilement de 1a que le produit de tant de
facteurs qu'on vecut a pour valeur absolue le produit des
valeurs absolues des facteurs, qu’il est positif s'il n'y a
aucun facteur négatif ou s’il v en a un nombre pair, et
qu’il est négatif dans le cas ou le nombre des facteurs né-
gatifs est impair.

De la division.

Ladivision a pour but, étant donnés le produit de deux
polynémes et I'un de ceux-ci, de trouver I'autre.

La division n’étant que 'opération inverse de la mnulti-
plication, la régle des signes pour la division est une con-
séquence immédiate de celle qui est relative a la multi-
plication. Nous nous dispenserons dis lors d’entrer ici
dans aucun détail. .

Ce que nous avons dit jusqu’a présent permettra, lors-
qu’on sera arrivé a un résultat par des opérations eflec-
tuées sur des polynomes négatifs , d’en déduire celui qu’on
aurait obtenu avec des polyndmes de signes contraires.
Ce sont surtout les remarques faites dans la multiplica-
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tion ct celles analogues qu’on aurait pu faire dans la divi-
sion , qui, pour cet usage, ont des applications. Il est trés-
facile de déduire des résultats fournis par ces deux opéra-
tions eflectuées sur des polynoémes, parmi lesquelsil s’en
trouve de négatifs, ccux que 'on aurait obtenus avec des
polyndmes tous positifs, car il ne peut y avoir de diffé-
rence entre les premiers et les seconds résultats que dans
les signes, nullement dans les valeurs absolues.

Quand on résout des problémes généralement, non-
seulement il arrive, comme nous I’avons dit, qu’on doit
considérer a la fois des polynomes et les polynomes de
signes contraires , mais il arrive aussi trés-souvent qu’a-
prés avoir considéré certains polyndmes, et elfectué sur
eux des transformations telles que des réductions de ter-
mes semblables, des additions, etc., on doit considérer
d’autres polyndmes qui se déduiraient des premiers par le
changement de signe d'une ou de plusieurs des lettres qui
y entrent, et ellectuer sur ces nouveaux po]yn(‘)mes les
mémes calculs que sur les premiers. Dans ce cas, on peut
aussi se dispenser de recommencer les calculs; car il suf-
fira, pour obtenir les résultats correspondants aux nou-
veaux polyndmes, de changer, dans les résultats fournis
par les premiers, le signe de la quantité ou des quantités
qui doivent en ¢ire changées pour que les premiers poly-
némes deviennent égaux aux seconds. Nous entendons
par changer une lettre de signe, la lettre a par exemple,
remplacer partout + @ ou @ simplement par — a, et in-
versement, ou, ce qui vevient au méme, comme il est
facile de le vérifier, nous entendons remplacer partout a
par — a. Cela revient encore a changer les signes de tous
les termes ou « entre a des puissances impaires, et a con-
server ceux de tous les termes qui ne gontiennent pas a,
cu qui le contiennent i des puissances paires. Il est bon
de remarquer que, si deux polvnomes ne différent que
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par le sigue d’une lettre, ils se réduiront i la méme
expression quand on remplacera cette lettre, dans I'un
par un certain nombre, et dans-l’autre par le méme
nombre, précédé du signe —. ’

Occupons-nous de la démonstration de la proposition
ci-dessus énoncée. Nous examinerons successivement la
réduction des termes semblables, ’addition et la soustrac-
tion, la multiplication et enfin la division.

1°. Soient P un polyndme renfermant des termes sem-
blables , P’ ce polyndme réduit; soient P, ce que devient P
(qui est supposé renfermer la lettre @) quand on y change
aen — a; P le polynéme P, réduit: je dis qu'on obtien-
drait P, en changeant dans P, a en — a. En ellet, sup-
posons qu'il y ait dans P plusieurs termes semblables
renfermant @ 4 une méme puissance paire; en changeant
dans P 2 en — a, on obtiendra le polynome P, , ou tous
ces termes se retrouveront identiquement, et ils donne-
ront, par leur réduction, dans P’ ct dans P, deux termes
identiques ; mais celui de ces termes qui se trouve dans P’
ne changera pas si ’'on change ¢ en — a dans ce poly-
noéme, et il fournira, par conséquent, le terme qui doit
sc trouver dans P/ . Il résulte de ce raisonnement que tous
les termes de P, qui renferment @ a des puissances paires
seront fournis par ceux de P’ quand on y change a en
— a. Supposons, en second lieu, qu'il y ait dans P des
termes semblables renfermant tous ¢ 4 une méme puis-
sance impaire; en changeant dans P a en — a, tous ces
termes changeront de signe, et le terme réduit de P’ se
trouvera, dans P, changé de signe; mais si I'on change
dans P’ a en — a, le terme réduit dont il s’agit donnera
celui qui doit se trouver dans P',. On voit par la que tous
les termes de P, qui renferment @ a des puissances im-
paircs seront fournis par ceux de P’ quand on y changera
acen —a. Donc, en définitive , le polynome P n'est autre
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chose que le polyndme P’, quand on a changé dans ce
dernier a en — a.

2°. Soient P, Q, R, etc., diftérents polynomes , S leur
somme, P/, Q’, R/, etc., ce que deviennent P, Q, R, etc.,
quand on y changec @ en — «, S la somme des nouveaux
polynémes; je dis que 8’ n’est autre chose que ce que de-
vient S quaud on v change @ en — «. La proposition se-
rait évidente, d'aprés la régle qu’on suit pour trouver la
somme de plusicurs polyndémes, si dans S et $/ ne sc trou-
vait cffectuée aucune réduction; mais il résulte de la dé-
monstration précédente que, s’il en est ainsi avant la ré-
duction, il en est encore ainsi aprés. Done, ete.

I'a soustraction revenant a Paddition, nous croyons
inutile de démonner la proposition pour le cas ou la trans-
formation opéiée scrait une soustraction.

3. Soient P et Q deux polynémes, V leur produit, P’
et Q' ce que deviennent P et Q quand on y change @ en
— a. V' le produit des nouveaux polvudmes: je dis que
Vow'est aunie chose que ce que devient N quand on y
change @ en — a. Pour démontrer ce résultat, nous con-
sidérerons dans chaque facteur deux espéces de termes
ceux qui ne renferment pas @ ou qui renferment cette
lettre v des puissances paires. et ceus qui renferment a a
des puissances impaires. Nous désignerons. pour le poly-
nome P, Pensemble des premicis termes par A, et en-
semble des anties par B, de sorte que Ie premicr poI)-
nome ne sera autre chose que A 4 B3 de méme, nous
représenterons le polynome Q par €+ D. H est clair que
les polynomes P’ et Q' seront représentés, 'un par A — B.
et Nautie pai € —D. Dés lors le produit V sera repré-
senté par AC + BC + AD + BD, ct le produit V/ par
AC — BC—AD + BD. Or. i 'on change dans V, @ en
— a. les tenmes du groupe représenté par AC, ne renfer-
mant pas la letie «. ou la renfermant a des puissances
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paires , ne changeront pas de signe et donneront le méme
groupe de termes qui se trouve dans V'. On peut dire la
méme chose des termes du groupe BD. Les termes du
groupe AD renferment a i des puissances impaires et
changent de signe par le changement de a en —a; ils
fourniront donc les termes du groupe — AD, qui se
trouvent dans V'. De méme, le groupe + BC de V four-
nira le groupe — BC de V'. Donc V' n’est autre chose
que ce que devient V quand on y change a en —a.

§'il s'agissait d'un produit de plus de deux facteurs, la
proposition serait également vraie, et la démonstration
précédente serait facile a généraliser.

4". La division n’étant que Yopération inverse de la
multiplication, il en résulte que la proposition est vraie
aussi pour un quotient. Toutcfois il y a lieu d’examiner le
cas ou la division ne se ferait pas exactement.

Soient M, N deux polynémes, Q leur quotient, ct R le
reste de division ; soient M/, N’ ce que deviennent M, N
quand on y change @ en —a, Q" et R’ le quotient et le
reste correspondants a ces nouveaux polynomes: je dis
que Q', R’ ne sont autre chose que ce que deviennent
Q, R quand on y change @ en — a. En effet, de la re-
lation

M= NQ + R
il résulte

M = N'Q"+ R,
en désignant par Q" et R” ce que deviennentQ, R quand
on y change @ en — a3 mais alors Q” ¢t R” sont le nou-
veau quotient et le nouvean reste, ¢'est-a-dire que ces
polynémes sont les mémes que Q' et K. C. Q. F. D.

Une puissance n’étant qu'un produit, on doit regarder
comme démontré que, si deux polynomes se déduisent
P'un de I'autre par le changement de signe d’une lettre, il

en est de méme de leurs puissances de méme degré; par
®
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suite, il en est de méme aussi- de leurs racines d'un
méme degré. )

Les démonstrations précédentes supposent que les nou-
veaux polynémes se déduisent des primitifs par le chan-
gement de signe d’une scule des lettres qui y- entrent;
mais les démonstrations correspondantes au cas ou plu-
sieurs lettres seraient changées de signe ne ditféreraient
guere de celles que nous avons données, et nous croyons
inutile de nous y arréter.

La proposition qui nous occupe est donc actuellement
démontrée pour tous les résultats obtenus par des réduc-
tions de termcs semblables , des additions, des soustrac-
tions, des multiplications, des divisions, des élévations &
des puissances, des extractions de racines. Elle est trés-
importante i cause de ses applications. Dans les questions
ou 'on aurait di considérer des polynémes de deux es-
péces, on pourra, a I'aide de cette proposition, n’en
considérer que d’une seule;. ccux-ci représenteront les
deux espéces : I'une, en y considérant certaines letires
comme représentant simplement des quantités; autre,
en y considérant ces mémes lettres comme représentant
des quantités précédées du signe — , ou des quantités né-
gatives. On pourra souvent ainsi réduire plusieurs for-
mules en une seule, et plusieurs opérations du méme
genre aussi en une scule. On pourra encore réduire le
nombre des équations a résoudre pour avoir la solution
compléte d’'un probléme. Imaginons que les solutions
d’un probléme général soient données en partie par une
équation ct en partic par une autre équation qui ne diffé-
rerait de la premiére que par le signe de I'inconnue (*):

(") Cela arrive dans un grand nombre de problémes, en particulier
dans le probléme des courriers, ou les solutions sont donnees, pour un
ensemble de cas particuliers, par une certaine équation, et, pour d’autres
eas particutiers, par une autre equation qui ne différe de la premiére que

-
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les solutions négatives de I'une de tes questions étant dé-
barrassées du signe —, satisferont a 'autre, et récipro-
quement ; de sorte que, sil’on connait les solutions posi-
tives et négatives de 'une, il sera inutile de considérer
’autre, car on connaitra les solutions positives des deux.
Or toutes les transformations que I'on effectuera sur 'une
des équations, et qui n’altéreront pas les solutions posi-
tives , n’altéreront pas non plus les solutions négatives.
Pour le prouver, considérons les deux équations dont on
doit chercher les solutions positives, ces équations ne dif-
férant I'une de 'autre que par le signe de I'indonnue, il
en sera de méme de leurs équivalentes obtenues par des
transformations analogues ; les solutions négatives de I'une
des transformées seront toujours, aprés la suppression du
signe —, les solutions positives de la transformée cor-
respondante, et, par conséquent, les transformations qui
n’altérent pas les solutions positives d’une équation n’al-
térent pas non plus les solutions négatives. De la on con-
clut que, si 'on parvient, par ces transformations, &
trouver une formule qui donne la valeur de I'inconnue,
cette formule fera aussi bien connaitre les valeurs néga-
tives que les valeurs positives de cette inconnue. Ceci sera
facilement compris quand on aura résolu quelques équa-
tions, car alors on connaitra quelles sont les transfor-
mations dont il cst question.

Pour avoir un énoncé abrégé de la proposition précé-
dente, et en méme temps plus approprié aux usages que
I'on fait des quantités négatives , nous dirons :

Si certaines lettres doivent étre regardées comme néga-

par le signe de V'inconnue. Cela arrive aussi dans le probléme suivant:
Trouver sur une droite les points tels que leurs distances a deux points de

cette droite soient, Uune moyenne proportionnclle entre lautre et la dis-
tance de ces dorniers,
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tives dans certains polynémes , il en est de méme dans
les résultats obtenus avec ces polynomes.

Remarque. Avec cette extension que nous donnons
a la notation algébrique, et qui consiste a faire repré-
senter a une lettre aussi bien une quantité négative qu’une
(uantité positive, un terme qui a le signe + ne représente
pas toujours unc quantité positive, et un terme qui a le
signe — n’est pas toujours un terme négatif. Un terme
sera dit positif ou négarif, selon qu’il se réduira a un
nombre positif ou négatif , aprés avoir remplacé les lettres
qui y entrent par les valeurs particuliéres, positives ou
négatives, qu’on leur atiribue. Du reste, tous les énoncés
que nous avons donnés précédemment subsistent, en en-
tendant ainsi les expressions de terme positif, terme
ndégatif (voir tome 11, pages 318-321).



