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TROIS THEOREMES ARITHMOLOGIQUES DE M. STEINER,

Démontrés par M. STERN.
tJournal de M. Crelle, 1. X1V, p. 706, 1835.:

Tutoreme I. Prenant tous les nombres entiers depuis 2
jusqu'a Uinfini, et élevant chacun a toutes les puissances
négatives, depuis la deuxiéme jusqu’a Uinfini, la somme
est égale a lunité.

Démonstration. On a
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I'aisant successivement @ = 2. 3, 4,..., o, le second
membre donne toutes les puissances négatives des nom-
bres entiers, et le premicr membre devient successivement

1 i 1 1 1
J— =y —— 5.

2 2 3 3 4;
dont la somme est égale a I'unité. Ce qu'il fallait démon-
irer.
Observation. On a aussi

Faisant successivement #=2, 3. §...., w et ajoutant fes
équations. on couclut que la somme des puissances né-
galives paires des nombres entiers (I'unité exclue). moins
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la somme des puissances impaives. est égale a -5 donc les



( 251)

. . . 3 .
sommes des puissances négatives paires = P et les puis-

. . . I
sances négatlves 1mpa1res = Z

Legendre, dans ses £.xercices du calcul intégral, donne
une Table des sommes des puissances négatives , jusqu’a
la trente-cinquiéme, avec seize décimales (part. 1V, sect. 1,
p- 65). D'aprés cette Table, la somme des puissances
négatives paires, depuis la deuxiéme jusqu’a la trente-
quatriéme inclusivement = 0,74999999998; ainsi la
somme des puissances négatives restantes est moindre que
0,00000000002 ; dc méme la somme des puissances néga-
tives impaires depuis la troisiéme jusqu’a la trente-cin-
quicme inclusivement = 0,249999999908 ; ainsi la
somme des puissances impaires restantes est moindre que
0,00000000001 .

Tutorime 1. La somme de toutes les fractions de la

. I \
forme —_——————— est = 1, ¢ donnant a x et Y toutes
24 x)tr—1

les valeurs entiéres positives de o @ ©, et ne prenant
gu’une fois les fractions qui se reproduisent plusicurs fois.
Démonstration.
1 1 1 1
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Donnant & x et a 3 toutes les valeurs positives cntiéres
depuis o jusqu’a I'infini; prenant pour 2+ x d’abord les
nombres qui ne sont puissances d’aucun nombre; ensuite
les nombres qui ne sont que des carrés et non des puis-
sances supéricures ; puis les nombres qui ne sont que des
cubes et non des puissances supérieures, etc.; la somme
totale renfermera donc la somme de toutes les puissances

négatives, et on rventre dans le théoréme 1.
Trurorewe IIT.
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en donnant a x et y toutes les valeurs positives de o &
avec ces restrictions, 2 + y ne doit pas étre une puissance
supérieure d'un nombre, et 2+ x doit étre une puissance
supérieure d’un nombre.
Démonstration. Cette expression
1 1
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et 2+y ne devant pas étre une puissance supérieure
d’un nombre, il s’ensuit que cette expression est la somme
de toutes les puissances négatives , a partir de la seconde,
de tous les nombres qui sont une puissance supérieure
d'un nombre (*).




