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CUBATIIRE D U POLYÈDRE A FACES TRAPÈZES,
D'APRÈS M. C. KOPPE, à Soest.

(Crelle, t. XVIII, p. 2;5 , i838.)

I. Lemme. L'aire d'un polygone est la somme de
termes dont chacun est le demi-produit de deux côtés du
polygone par le sinus de l'angle qu'ils comprennent {voir
tome \ I I , page 348).

II. THÉORÈME. Un corps ayant pour bases deux po-
lygones parallèles, et pour f aces des trapèzes, est équi-
valent h un prisme ayant pour hauteur la distance des
deux polygones, et pour base Faire de la section paral-
lèle faite à égale distance des deux bases, augmentée
de la douzième paitie de Faire d'un polygone qui a les
mêmes angles que les polygones, et qui a pour cotés les
différences de leurs cotés homologues.

Démonstration. Soient at1 Ö 2 V . . , ah les côtés succes-
vsifs du polygone supérieur, et &j, A2 , . . . , h,y les côtés cor-
respondants de la base- inférieure»: a^ et /?,, a7 et £*, etc. .



( I O9 )
sont parallèles. Soit h l'intervalle des bases. Désignons par
(apaq) l'angle de deux côtés ap, aq, on a (apaq) = (bpbq).
A une distance x de la base supérieure, faisons une section
parallèle aux bases, et soient £ t , z 2 , . . . , zk les côtés cor-
respondants à flj, a2,..., a^\ on aura

(zpzq) = {apaq)
et

zp = ap — (ap — bp) - , zq = ^ — (a, — £f) - .

A, B désignant les aires respectives des bases, et Z Taire
de la section, on a, d'après le lemme,

A = ~ï\ apaqs\n(apoq),
B =r \l\ bpbqs\n(apaq),
Z = ji\zpzq sin (flr^ûy),

ou mettant les valeurs de zpzq, il vient

[ apaq— {iapaq — apbq — aqbp)- I

+ (ap-bp)(aq-bq)7? J

V désignant le volume des corps, on a
h

V =r I Z dx = YY A2 (2 «p fl7 + «p ̂ 4 - ibpbq) sin fl^ «7.
t/o

Soit V' le volume du prisme qui a pour hauteur // et pour
base la section parallèle passant par le milieu de h\ on a

V' = \ hl (ap + aq) [bp -h bq) sin apaq,

V — V' = — ta [ap — bp) (aq — bq) sin apaq;

or cette différence est la douzième partie d'un prisme
ayant pour hauteur h et pour base un polygone équiangl e
aux bases, et dont les côtés sont a — 6, ap—bp et
a,— br C . Q . F . D .



COROLLAIRES. I ° . Cône tronqué à bases circulaires.
Soient h la hauteur d'un cône tronqué, /* et p les rayons
des bases; on aura

2°. Cône tronqué elliptique. Soient h la hauteur, al9 a2

les demi-axes principaux d'une base, Z>j, bÈ les demi-axes
principaux de l'autre base \ on aura

3°. Hexaèdre trapézoïde. Les bases étant aussi des
trapèzes, soient #,, a.2 les côtés parallèles d'une base et c
leur distance, b^ b2 les côtés parallèles de l'autre base et d
l'intervalle; on aura
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