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NOUVELLES ANNALES

DE

MATHEMATIQUES.

METHODE DES HOMOGENES.

1. Suivant la notation en usage, les coordonnées d’un point
sur unplan sont représentées par les letires z et y, et les coor-
données d’un point dans I'espace, par x,y, z; dans la mé-
thode des homogénes, les coordonnées d’un point sur un plan

sont représentées par lesrapports g, "—; ; et celles d’un point

dans D'espace, par les rapports E, E, f—‘; z et u étant des
nombres quelconques. Ainsi, pour passer de la notation or-
dinaire a celle des homogeénes , il suffit de remplacer dans les
équations x et y par ;, "—;, ou bieg x, ¥, z par '2, ‘:—;, 2;
et il suffit de supposer z =1 ou u=1 pour venir de la nou-
velle notation a I'ancienne. L’avantage de cette nouvelle no-
tation est de donner aux résultats une forme symétrique et
de pouvoir appliquer aux équalions les propriétés analy-
tiques des fonctions homogénes. Nous allons donner quel-
ques exemples. C'est dans I'ouvrage de M. Plucker, conte-
nantson systéme de géométric analytique (1835), que je trouve

les premiéres applications de cette méthode.
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IT. Probléme. Trouver 'équation d’une droite passant
. I' .}" .Z‘" yl!
par les deux poinis <? ;,) et (-z—ﬁ, 7 )

Solution. Soit dy -+ex+ fz=0, I'équation de la droite,

on aura ‘
dy' +ex'4f2' =0
dy'fex' 12" =0,

Il faut éliminer entre ces trois équations les deux rapports
d . . -
7 J—i; il faut donc, en considérant d, e, f comme trois in-
connues, que le déterminant soil nul; ainsi on a de suite

2"+ 2 [y 14 2[y 2" =0.

Les crochets indiquent le bindme alterné ou le détermi-
nant (*) de deux lettres, le terme entre crochets étant posilif ;
si l'on fait z=2'=12"=1, on trouve la forme non symé-
trique ordinaire.

I11. Probléme. Trouver I'équation d’un plan passant par les

' ' 2 o " " " " "y
. . x' ¥y =z x" ¥y z x" Yz
woispoints (7, 5, %), (%, % 2 (% )
Solution. Soitléquation du plan dx ey 4+ /24 gu=0;
remplacant successivement x, y, z, u par x', ¥, z, u';

X', y",z", u", on obtient trois autres équations. Entre ces
quatre équations, il faus éliminer les trois rapports é, ; Z}:
Ces quatre .derniéres quantités étant considérées comme des
inconnues, il faut que le déterminant soit nul ; on a donc
z[y'2'u" ] 4y [2"7W"] +2[2y" W] +u[zy"2"] =0.

Les crochets indiquant le délerminant de trois lettres,

(*) C’est ainsi qu'on désigne aujourd'hui les fonclions cramériennes, nom
que, selon toute justice, devraient porter ces fonctions, les plus remarquables
qu’on rencontre dans I’analyse.
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renferment par conséquent six termes; celui qui est entre
les crochets étant positif, les signes des autres sont complé-
tement déterminés. )

IV. Théoréme. Soit une fonction algébrique, entiére, ho-
mogéne, de degré m, de n variables, x,, x,, x,..... x,; sil'on
multiplie par x, la dérivée de cette fonclion prise par rdp-
port & x,; puis par x,, la dérivée de la méme fonction prise
par rapport a x,, et ainsi des autres variables; la somme de
tous ces produits est identiqguement égale a m fois la fonction.

Démonstration. Svit Az *x}x’....x,"=M, undes lermes
de cette fooction; on a, d’aprés la définition de I'homogé-
neéité, a4 b-+c.....r=1m; A ¢tant un cocfficient constant,
et a, b, ¢, r, des exposants entiers positifs, pouvant avoir
toutes les valeurs depuis 0 jusqu'a m ; opérant sur ce mo-
néme comme il est énoncé dans le théoréme, on a pour ré-
sultat mM ; donc le théoréme subsiste pour I'ensemble des
termes.

Observation 1. Le méme théoréme subsiste encore pour
des fonctions algébriques fractionnaires homogénes. En effet,
soit F une fonction homogéne entiére de degré m, de n va-
riables x,, x...... x,; et f une fonclion entiére de degré m’,

. . . . F
des mémes variables; la fonction fractionnaire j_ est de de-

gré m—n/ ; la dérivée par rapport a x,, multipliée par , ;

donne
dar Fdf
sz )

A ’

de méme pour x,, x,..... etc.

. . WF
Réunissant tous ces ré-ullats, on oblient (m—m') 7

Observation 2. Lc théoréme s’applique aussi aux fonctions
bomogénes irrationnclles,
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V. Probléme. Soit X une fonction algébrique homogéne

de degré m, de n variables x,, x,..... x,; et soit chacune dg
ces variables une fonction linéaire de cette forme

xp=apx-+bry+ciz,
ay, by, cx, étant des constantes données pour chaque variable;
et -':3 s "z:, les coordonnées du point d’un plan ; alors X =0(1)

est I'équation d’une ligne de degré m ; trouver 'équation de la
.l" yl
tangentea cette ligne, menée par le point o située sur la
ligne.
Solution. On a lidentité

dX ax .
0 + x, ‘-1;3—{—.....:'" Zl‘—r;—mx =0. (2)

Représentons par X, X,..... X,, les valeurs que prennent les
dérivées d_}f ﬁ ..-..au point donné et écrivons I'équa-
dx,” dx,

tion

X +X2,+..... Xpxn=0; (3)
C’est ‘I'équation cherchée de la tangente. En effet, x,, x,....x5
élant des fonctions linéaires , cette équation est celle d’'une
droite. Si I’on donne aux variables x,, x,..... x, les valears
qui conviennent au point doun¢, T'équation {3) rentre dans
Yideotité (2); donc la droite passe par le point donné; et de
ce point, passanl au point infiniment voisin, soit sur la
courbe, soit sur la droile, on a la néme équation

Xdr +Xdx,+.....X dr,=0;
donc cetle droite ost tangente.

Observation. M. Plucker donne cette belle démonstration
dans Youvrage cité ci-dessus. Rien n'empéche ceux qui
aiment les limetes de les invoquer. 11 est vrai qu'au dernier
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instant, a la limite expirante, si I'on peut parler ainsi, on
est en plein tnfiniment petit ; mais on passe par dessus les yeux
fermés. On a bien la chose , mais avec I'avantage de ne pas
en prononcer e nom ; avantage considérable, qui compense
ce que la méthode a de long et de pénible.

VI. Exemple. 1° Soit
Ay'+Bry+Cx’+4Dyz+ Exz+ Fz’=X=0,

I'équation rendue homogéne d’une conigue, on a pour équa-
tion dela tangente

7 (2Ay'+Ba'+Dz")+x[2C2+By+Ez]+-2[2Fz'+ Dy +E2']=0;

Y !
x . . .
pep ‘-’; sont les coordonnées du point de contact; en faisant
z=2'=1, on a I'équation ordinaire.

2° Soit px,x,+ qx,x, == X =0, ’équation d’une conique;
p et g des constantes ; x,, x,. x,, x, des fonctions linéaires
de x, y, z; I'équation de la tangente est

pXx+pX .z, + gX oz, +9Xx, = 0.
X,, X,, X,, X,, sont les valeurs que prenunent les dérivées
dX dX
dx 9 d_x“ .....

etc., au point donné.

Remarque. En 1844, M. Finck a atliré l'attention des pro-
fesseurs francais sur celte maniére de représenter les cour~
bes par des fonctions de factcars linéaires , dont M. Plucker
surtout a tiré de si fécondes conséquences (voir Nouv. An-
nales, t. I1I, p. 147). Les ouvrages du célebre professeur
de Bonn méritent a tous égards les honncurs de la traduc-
tion; utile a la science, mais ne servant pas aux examens,
qui achéterait cette traduction?

7. Probléme. Mémes données qu’au probléme 5 ; mais I'on
axg=arx +bxy + ckz+dyu; ax, bk, cr, drsont
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x z \ , .

des constantes; =, Z, — des coordonnées d'un point dans
w uw uw

Pespace; X =0 represente I'équation d’une surface de de-
gré m; quelle est I'équation du plan tangentmené par le

! ! 2'I

point de la surface, ayant pour coordonnées w ‘% , —l??

Solution. 1’équation (3) du probléme 5 représente I'équa-
tion du plan tangent. Méme démonstration.

Observation. Lorsque toutes les quantités X, X,, X,...Xpn
sont nulles simullanément , ’équation (3) disparait ; c’est le
cas des points singuliers dont la théorie sera donnée plus loin.

8. Définition. Soil py--qx=1Véquation d’'une droite mo-
bile, et F(p, ¢)=0 1) une relation dc degré mentrep et ¢ ;
Ia droite est évidemment Penveloppe d’une ligne plane;
I’équation (1) est I'équation enveloppe de celte ligne; et
M. Plucker donne aux variables 7, 4, le nom de coordonnées
linéaires pour lcs distinguer des coordonnées ordinaires,
qu’il nomme coordonnées de point ( Punkt-Coordinaten). On
voit que les coordonnées linéaires sont les valeurs récipro-
ques des coordonnées a lorigine de la droite mobile. A
une méme vaicur de p répondent m valeurs de ¢; donc
par un méme point passent 72 tangentes; et la courbe est
ditc de meéme clgsse, dénomination introduite par M. Ger-
gonne.

9. Théoréme. Lorsque I'équation envcloppe cst linéaire ,
Yenveloppe est un point fixe.

Démonstration. Soit ap +0bg =1 1'équation enveloppe de
la droite mobile py+4gx=1; il est évidenl que celte droite
passe constamment par le puint qui a pour coordonnées a
et b, car on a ap+-bg=A1.

QObservation. Daus le systéme usi(é¢, un point est représenté
par deux équations el une droile par une équayjon; c'est
le contraire dans le systéme des coordonnées linéaires : une
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droite est représentée par deux équations, p==a, g=b, et
un point par une équation, ap+bg=1.

10. Probléme. Mémes données qu’au probléme 5; Fon a
xr=arp + bk q+ cxr; ag, by , cr sont trois con-
stantes ; P , 2 sont les coordonnées linéaires de la droite

r r .
mobile Ey—{— r= 1; X = 0 (1) est I'équation enveloppe
r P
d’une courbe de méme classe ; étant données les coordonnées
1 !
linéaires p—,, q_' , satisfaisant a I'equation X=0, trouver
r r
Yéquation correspondante du point de contact.

Solution. L'équation (3) du probléme 5 représente 1'équa-
tion enveloppe du point de contact. En effet, cette équation
est linéaire en p et g; elle représente donc un point (9); et
on démontre, comme pour le probléme 5, que ce point ap-
partient & deux droites mobiles infiniment voisines.

Observation. L’équaltion (3) peut se mettre sous la forme

r !

Pp-+Qg=1, P et Q étant des fonctions de ’:-, et de Z;

R
r
donc x=Q ; y=DP sont les coordonnées ordinaires du point
/ 1
de contact éliminantli, , q? entre ces deux équations et
r

Véquation X=0, ou p, ¢, rsont remplacés par p', ¢', 7y on
obtient une équation en x, y, qui est cellec de I'enveloppe

en coordonnées ordinaires.
(La suite prochainement.)



