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CONSIDERATIONS .
sur los raocines des équations algebriques.

D’aprés M. Minding de Berlin (Crelle, t. XX, p. 168, 1840).

1. Définition et notation. — Soit une fonction d’une va-
riable F(x); si dans le développement de cette fonction on
remplace = par Fx, on obtient un second développement
qu'on écrit FF(x), ou bien F(x); si dans ce second dévelop-
pement on remplace encore x par Fx, on obtient FFF(z),
ou F(x); cest ce qu'on nomme des fonctions répétées.

2. Théoréme. — Dans une équation algébrique dont les
racines sont des grandeurs quelconques indépendantes les
unes des autres, toutes les racines sont des fonctions répétées
de V’une quelconque d’entre elles.

Démonstration. Soient x,, x,.... x, des grandeurs indé-
pendantes qu’on peut considérer comme racines de I'équa-
tion X = 2" - ax""'4bx" " .... = 0; ensuite « élant une
racine primitive de I'équation «"—1=0; posons :

nt,=x,+ ex,+ta'z,~4......a" 71,
nt,=x,+}o'x,+ a.‘.r, + e,

nty_xp +a’x At o TR,
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On en déduit, en faisant  —=a"",
a
.1“=;+t.+t’+ ...... tn—-x’

2= S B Bl B

a
Tppt = ;—l—ﬁ/‘h + Bty +- ..., PRt

Faisons 2" =p; il est évident que p dépend d’une équa-
tion de Wegré 1.2.3......n, nombre de permutations entre
les racines; mais les permutations cycligues donnent les
mémes valeurs pour ¢", par exemple en changeant 1 en 2,
2en3...... el en1; ¢, devient «,; donc I'équation en p est
la puissance ntéme d’une polynéme de degré

1.23......0—1=m;

les coefficients font des fonctions entiéres de «, b4, c, etc., et
cette équation peut encore étre réduite, comme le fait voir La-
grange dans la célébre note XIII (Résolution des équations nu-
mériques). Faisons v, =n—#+1¢,¢,—+, et formons I'expression

vy=nt [u(n( ) r=(xptarryt-east-. . .o B (2 1oxe a2
2‘3+. . .(z"“.’l‘n)_ 3

v, montera aussi au degré m. Donc, d’aprés la méthode de
Lagrange, on peut exprimer v, rationnellement en p (v. t. I,

Hermite) et I'on peut toujours faire disparaitre » du déno-
minateur; I'on a :

VM=A+ Bp +Cp2+-uMpm_‘ H
A, B, C sont des fonctions rationnelles de 2, b, c, et 'équa-

tion v, =n—r+1¢,¢,—* donne ¢, = nk—1v,,*; les expressions
des racines de ci-dessus deviennent :

a
xl - ; + tx + nv:tla + n’”atxa +' S nH ”ﬂ-‘tl“—' =ﬂt‘),
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1‘, = E+ 6t,+ n’ap’tl. + L v“_l()"—'tl"_ ‘= f(ﬁl,) b

etc. .

ou z, =ft), x,=f(t), x,=fF) ... z,=fB"")
et x, est une fonction rationnelle de degré n —1en ¢, et de
degré m — 1 en p. ..

Les équations ¢"—p =0 et f{¢)— x,=0 ont en commun
la racine z,, et pas d’autres. En effet , toutes les racines de la
premiére de ces équations sont de la forme f,f,, . étant un
nombre entier compris entre 0 et n; donc si la racine gre,
appartenait aussi & la seconde de ces équations , on aurait
JS(B#t)—x,=0 ou xpy = x,; I'équation donnée aurait donc
des racines égales , ce qui est contraire a ’hypothése; cher-
chant donc le diviseur commun aux deux polyndmes " —p
et f(t)—ux, on trouve ¢, = J(x,), out Y est une fonction entiére
de degré » — 1 en x,, et les coefficients sont des polynOmes
en p de degré nz — 1 ; les coefficients de ces polynomes étant
des fonctions rationnelles de «, 0, c, etc.

De x,=f{t,), ona déduit ¢, ={(x,) ; et comme x, = f(f¢,), on
en déduira 3z, = {(x,) ; de méme g’t,={(x,) ... B"7'¢, = Y(x,),
doit z, = £y, x, = f(2'), 2, =f(Byx,), elc.

Faisant f(B{(x.) = F(x.), on aura :

z,=F(x), x,=F(,) .... x,=F(x,.), x,=Fx),
ouz=F(x), x=F,(x)...x,=F,_(x); x,=F (), C.Q.F.D.

Application. Soit 'équation z3 — 3bx — 2¢=0,

St=ux, 4 ax,+a'x,; 3=p,
il faut former I'équation

<p (@ tez,t ms) (p _(-Z',+¢‘x,+ax3)3)___0;

- 27 27
ona:
Sxl=+6c; iz x,=— bc, (rAwx+a'x}) (2 Fo’x,4ax’)
= 21‘,2+3IJ =—380b; zx, = 601
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dou p'—2p+bi==0,
3¢,(3¢) = b :

ona v, = (' »i P’

d’ou &r =t -I-]-, e=f(0); x, =fB),

x,=f(f’t), px=pt+4bt, ptx=pt' bp.
Eliminant ¢, il vient :

_pxr AtV + b
p+bx
ona bl =0t + —1—1——}- 2b,
’ =((2¢ — p); done bz = b’ 4 t(2c — p) |- 20,
A
b.r.’—-px,=2t(c—-p)+2b’; t— oy 3
b L
=B 0 =H B (B =) =(3—F )4 F
2 —1+\/—3 -
_._c—}-‘/c bs, 9 9 H ?—p’—\/—a,
b’+ !c.z' —~bx’
1
t= + =-x,;
Vie—b 2
= V3 [b’-{—lc.z-——lbx"—l—-!x,—-f"(x),
c 2 2

r,=F(x,)=F, (x); x=F(x).

Ainsi connaissant une racine, on peut par son moyen,
calculer de suite les deux autres. On peut toujours supposer
que x est réel; dans ce cas les deux autres racines sont
réelles ou imaginaires, selon qu'on a ¢’ <C&" ou ¢’ >
lorsque ¢’=1¥°, 'équation a deux racines égales et la for-
mule n’est plus applicable et dans ce cas le facteur :

b’—}—_‘-)mr,“— ‘1) bx.’
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se rédujt aussi & zéro; car x,=—V'b ce qu'on sait par la
méthode ordinaire.
2° x, étant une racine, on trouve pour les deux autres
racines, par la méthode connue :
—z =) 126—3x
xr= ’

2
comparant les denx expressions, il vient :
' f-cx,— bx =V (c"—b3)4b—x,),

ainsi pour x, réel, la quantité sous le radical est positive ;
Jdorsque ¢*>> 5% il n’y a qu’une racine réelle <2V et
lorsque ¢*<C b3, les trois racines sont chacune >2\/b.

Historique. Cette maniére remarquable de présenter les
racines de l'équation cubique est due a M. le professeur
Hill (Crelle, IX, p. 100). M. Minding a amplifié la propo-
sition et démontré que dans toutes les équations algébriques,
toutes les racines peuvent étre mises sous une forme cy-
cliqgue, qu’on peut mettre en évidence pour les équations
de deuxiéme , troisitme et quatriéme degré; possibilite
virtuelle pour les degrés supérienrs ; car, I'exécytion dépend
de la résolution d’équations qui dépassent le qualriéme degré
et dont I'impossibilité a été établie par Abel.




