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NOTE

. 0
sur les valeurs qui se présentent sous la forme 5’ {3 y OXo,

1%, 0°, °, dans les fonctions @ une seule variable.

PAR M. G.-H. NIEVENGLOSKI,
Répétiteur au lycée Monge.

m—

On peut étre embarrassé aux examens par les expressions
. o .. 0
qui prennent la forme d’indétermination o % > etc. Une

simple transformation léve quelquefois la difficulté ; mais ces
artifices ne réussissent pas toujours. Pour obvier a cet in-
convénient, je crois utile de donner anx candidats la méthode
fondée sur les dérivées.

Soient x la variable et y la fonction, liées par y =f(x);
ket k étant les accroissements respdetifs, on a, comme on
sait :

kLD I@

s est une quantité aussi petite quon voundra et s’annulant
avec % ; f'(x) est ce qu’on appelle la dérivée de f(x), c’est la
limite de I’'accroissement de la fonction  celui de la variable.

(*) La ligne donnée sera , par exemple , une de celles qui passent par les mi-
lieux des cotés et interceptent dans les angles du triangle ou les adjacents des
triangles isocéles. Les deux lignes fixes seraient deux cotés du triangle.
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On sait aussi que celte limite existe toujours, quelle que
soit f(z), en d’autres termes, que toute fonction a sa dérivée.
On tire de 'équation précédente :

S+ B=f(x)+ 2} f'(x)+ 1)
Cela posé, soit ‘{,—é’% la fraction devenant :—: pour x =a.

Pour avoir la véritable valeur de J;( )), observons qu’en

vgrtu de(1)on a:
Seer)  S(&) ] (2]
F@+h) " Fa)4-h{F(z)+E}

Et comme f(a)=0, F(a¢)=0, il viendra, en supprimant le
facteur A :

Sflath)_ f(a)+e

F(a+hk)™ F(a)+E’

quelque pelit que soit % ; donc pour 2=0, on aura :

Sfa)_f(a)
Fa) Fla)

)

Par conséquent , pour avoir la vraie valeur de la fraction
Sla)
F (a)

termes et y faire x==a.

, il faut prendre le rapport des dérivées de ses deux

0 o ope
Si ce dernier rapport devient encore 5" concoit bien

qu’il faudra le traiter de méme, cC’est-a-dire prendre de
nouvcau les dérivées de ses deux termes et y faire r=a;
ct ainsi de suite, et si on peut arriver a deux dérivées ne
s'annulant pas a la fois, leur rapport sera la vraie valear
de la fraction proposée.

Ceite regle s'ctend au cas ou {—,(——; devicat 2 pour x=a.
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l.
S _F@)

En effet 5 m = 1—.
Jwx)

Et comme f{a)= o, F(a)=, donc, le dernier rapport
devcnant :—:, on peut lui appliquer la régle de (2). Orle

rapport des dérivées de ses deux (crmes est :

F'(x)
) i '
_i,(,%_, ou bien en effectuant les calculs, %ﬁg ﬁ'g;

A=}
donc en vertu de (2),
f@)_ (@) Fl@)
F@) [F(a) ['(a)
Sla)
F(a)
en supprimant le factear commun, il vient :
Sf(a), F(a) S@)__/S(a)
——= oubi 3
=¥ 7@ " Fa~F@ O
S(a)
F(a)
rameéne a celui-ci en renversant la fraction, voici comment
M. Liouville 'opére (Journal de mathématiques purss, t. VIII) :
S(#)
F(z)
constante C, la somme sera :
S (@)+CF (2)
F(x)

Actuellement, si la vraie valeur de =-— n’est ni 0 ni %

Si la valeur de

est 0, et le cas ou elle est © se

ajoutons a la fraction

supposée nulle pour xr=a, la

Or pour xr=a celle fraction devient %, et comme alors
.

sa valeur est précisément la constante C qui n'est ni 0 ni ®,
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on pourra lui appliquer la régle (3), c’est-a-dire prendre
le rapport des dérivées, qui est :

f’(x);.(:f'(-z‘), ou bien ./;’(( ))+C et y faire xr=a,
idome:  ¢=L@ic dou L@
ce qui donne : =¥@ TC doi Fr="0.
. fla)_f'(a)
et par suite : Fa)~ Fla)

S@)_»

Par conséquent, quelle que soit la valeur de Fa— =’

la régle est 1a méme.

Donc généralement, que fla (( ; se présente sous la formeg
o . fl@__Sa)
ou - on a toujours ...... F_(_a—) Ta O]

- . 0
11y aici une remarque importante & faire sur 3 et g

. S'(a)
Toutes les fois que la valeur de F@)
@)
F(a)
minée ; mais la réciproque n’est pas vraie. La vraie valeur
Sfla)

d
° Flay

celle de

est déterminée,

comme c’est celle de , cette derniére est aussi déter-

observe M. Liouville, peut étre déterminée et
Sf' (@)
F(a)
pour x =00 la vraie valeur de :

rester essentiellement indéterminée. Ainsi

cosx

[ | —
x -cosx . - +
————, qui peut s’écrire
x--sinx - sinx

+___

est 'unité; tandis que le rapport des dérivées des deux

termes L_s_n_ reste tout a fait indéterminé. C'est ce qu’on

1o
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voit, da reste, en faisant x —=2krx-}-a et k=, « étant
compris entre 0 et g Par 1a le rapport des dérivées de-

1—sin«
1--co
Apphcatwns. On suppose ici que les candidats savent

prendre la dérivée d’une fonction algébrique et des transcen-
dantes sinx, cos.r, tgx, Lz, a

vient

Quantlte évidemment indéterminée.

o2

0’
sinx L
- devnent o Pour x=0; le rapport des dérivées est

€os €osx
—fr-, or —r-_i donc ‘“0—0-—-1 Ce que P'on savait déja.

T

., sin-x
Plus généralement , —=

0
devient o Pour x=0. Le rap-

N msin™'xcosx
port de ses dérivées, ————— est encore ~. Mais
nx

o My

8
comme c’est
.z‘

qui devnenl T prenant les dénvées de

(m—1)8in"™""xcosx

-d
#es termes, On aura
? (n—1) 2"

. Traitant pareille-

¥ M3

x . .
ment = et les suivants, comme m et n sont enticrs,

xr—0

sera 1, 0, ou « selon que m=n, m>n,m<n.

0 .

X = ®

n *
L—.ZS.,—'Z.—)( ) est —: . Le rapport de ses dérivées

"l’ﬁﬂplow une seule lettre L pour mdiquer les logarithmes népériens.
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L™= 2 : __nL™(n)
est — lmx et devmnt —, Mais en allant
jusqu’au rapporl des ni¢mes dérivées, on aura :
n(n-—1)... "( x)__ _
m,,x,, —- ._0 pour x = ; donc =0 pour r=0w .

Cela devait étre, un nombre croft plus rapidement que son
logarlthme

e P
P devient — & pour r=w. Le rapport des dérivées,

x
€ ® . . : .
g est encore . Poursuivant jusqu’aux n¥mes dérivées
T

on a ¢ = D ¢ —® — L'ex
R—1). 1 =o0. Donc 7= pour x=—oo.

ponentielle crott plus rapidement que le nombre. En cher-

chant les asymptotes de la courbe p= , on a,
cosnw
comme on sait : d=psin(w—0v'), w'= %(Qk-i-i).
Posant w—o'=¢, il vient = ksine » qui est9
n 0
cos <m+1m+§)
pour e=0. Or le rapport des dérivées,
k ke . k,
o = devient et done lmu?:—-;-l( ).
—nsin(nc+kn+-21)
30 00X .

On raméne ce cas a l'un des deux précédents, En effel,

flx) X F(x)= .—f @ F(I) et si f(a)=0, F(a)==, on
F(x) j(.z‘)
aura 0 X o ._g = —. Mais il n’est pas indifférent de M‘
dre Yune ou l’autre forme. . i . i“’f
e . o ~,: ") m%}:\‘ %

(") Voir Bertrand, Journal de Lipuville, VI, 15, 1841. i 1 O
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Ainsi , ez =™ devient @ .0 pour x=0. Si on lécrit :

— et qu'on prenne le rapport des dérivées on a

e *"
mx™" ma™t ) ,
: = , ce qui montre quon ne réassira
—_ L
ne xlx—ﬂ—l ne Py d

pas de la sorte. Mettons alors le produit proposé sous
1
e

la forme —==» ¢t prenons le rapport des dérivées , il

1 1

ey ne™"

viendra T actuellement si cnee

rapport est o ; si m>>n on prendra de nouveau les dé-
1
I nie®"
rivées et 'on aura ——————¢; € ursuivant , on
m(m—n)x~™H"’ B po ’
1

voit bien que, quels que soient 7 et #, le prodait " X2
est toujours o, pour x=0.
4° Symboles d’indétermination : 1%, 0°, w°.
T T
x~ %—1 devient 1== pour x=1. Posons v=x" 2-1,dela

L= ;—x? ; on est ainsi ramené au symbole 2— Or le rap-

, 1
port des dérivées de Lz étant —, on a pour x=1-

xr—A1
1
L.z a—-i==xt1, et par suite, {»= ¢!,
11 ne s’ensuit pas cependant qu'une fonction de = devenant
. Lix+0)7:
1===, sa valeur soit toujours e==!. En effet, [_(-Z’T'H ]4‘ de-

vient 1+* pour x=0. Or
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L.[L(xj‘)]i‘c:' z =z

Prenant successivement le rapport des dérivées, on a pour
x=0:
r—tx-4-1) Lix41) —L(x-+1) o
x(x+1) Liz41) — (241) Lz 2Lz+H1)+ 2
1

x-41 ___1
2-faL(z-+1)+ ;? 2

donc
1
N 2 N
et par suite

1 1
[L(O_H)Ja, ou bien 1+°=e—§=i‘_.
0 Ve

o 1
On a de méme [s';x]ﬂ-v: 1° pour x=0; or

. , I‘(sm .z-)
L. (Sln 1‘)5—_—
x

x
xr

hd .
Prenant les rapports des dérivées successives, on aura
pour xr=0.

xcosx— sin x —sinx xcosx—-sinx
zsinx reosx—+sinr T 2008x —xsinx

donc, pour x=0:
. 1 Y 1
sin '\~ . /S L
L.(—x—)x=0, et par suile (_I_I;—.Z‘>w, ou bien 1°=1.

x* devient 0° pour x =0; or L.x*= xLx. On esl ramené
au symbole 0 X o.
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Ecrivant le produit 2Lz sous la forme ;f ct prenant le
rapport des dérivées, il vient.

1

x
—_— X

._.x-‘
donc, pour xr=0, L.x°=0, et par suite 0°=1.

Une expression peut prendre accidentellement la forme
1

x
0°, comme (k“”‘“) pour x=0; mais il suffit d’effectuer

1
sinz

es caleuls, et on a : A™ %=k # ~ =0 pour x=0.

Si 'on admettait, dit M. Terquem, que 0° soit cou-
stamment égal a1, on serait conduit a cette conclusion ab-
surde, que dans la surface transcendante z =xY, tout I'axe
des » appartient 4 la surface excepté le point servant d’ori-
gine » Dans ce cas z = x¥ = 0° désigne z indéterminé. —
(Voyez les Nouv. Annal. de Math., tome VI, p. 109 et 391.)

x

Lr o
Z° devientw °pour z =o0 .Or L. 2" = — = et comme le

rap port des dérivées, pour la méme valeur de x, est;” =0;
! L
donc pour x=o; L. 2" =0, par conséquent z° OU bien
o’ = 1. .
Si V'on demandait la valeur de (Lx)” q.i devient (— o)°
pour x = 0, comme L(— o) est imaginaire, pour l'éviter
il suffit de poser x = 2y et de faire y = 0. On aura ainsi

(Lz)* = [L'2y)]. Or L. L@y = LUG) 2

e —
-t ®

pour y=0; le rapport de ses dérivées est

2L@2y) X —
@) FAC 4

-y — L@
ANN. DE MATHEM. VI, 28

= 0.
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Donc¢ pour y=0, L. [L*(2y)]*=0, et par suite [L'(2)],
ou bien (Lx)” = oo°® = 1.

11 est & remarquer quon obtiendra le méme résultat en
opérant directement sur [L(x)]® ¢t en prevant le logarithme
quoiqu’il soit imaginaire (1).

5° 11 est clair que I’'on ne pourra pas lever I'indétermina-
tion par les dérivées si celles-ci restent constamment el la
fois nulles ou infinies pour la valcur de x de la question.

Ainsi pour x==0o0n a :

1 1

La. ax® ="
1
bam mLb, ham x—m

’

@ e, n ®
== —, Le rapport des dérivées est = —
@ » 3
comme l'exponentielle Yemporte (§ 2°), il est aisé de voir

. Pe . Q©

que les rapports successifs des dérivées seront loujours —,
1

. . aan

et on n’en pourra pas avoir la vraie valcur. Pour — -,
bxm

ces rapports se présentent constamment g 11 faut alors un

artifice de calcul. Dans le cas actuel il suffit de prendre le

1
o 1
logarithme ; on a L. —=— La— — Lb. et selon que
T e o
bxm
mnce logarithme est == o= pour » =0 ; et par suiie le

>
nombre sera -}~ o ou 0 : si m = n alors, sclon que a,; b,

le logarithme scra == o, par suite son nombre -} » ou 0.
Le dernier résultat s'obtient dircctement, car si m= n,

(") 1l est & souhaiter que dans ce recueil on démontre que, toute quantité
a une infinité de logarithmes imaginaires, et que la quantité positive seule a
un logarithme réel et une infinité d’imaginaires. (V. t. V, p. 79, for. 10)
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'l 1
az» a\x" L.
- = (—b-) et on a évidemment -+ o ou 0, selon que
pam
>b
d< .

Lorsqu’une expression contient !des radicaux, I'emploi
des dérivées , pour en lever I'indétermination ,’peut ne plus

. ) 0
réussir en donnant constamment - ou S

Ainsi, on réussit bien dans I'exemple suivant contenant
troisfradicaux, et 'on a pour x =1

2
3

S el

3 5 3 5 1
z—14(x—1) 3 5@~ "
- =

(- 1)

p—

8w

0—
5=

3 = =0,
é(x’-—i) X x4 . v
tandis que I'on ne peut plus [lever I'indétermination par la
régle des dérivées dans I'exemple suivant, qui ne contient

que deux radicaux; car on a, pour r=a,

L]

1 1 - 1 -3

3 3 2 5 2 (x:—a’) ? —_x(x'__a’) :
22(1’ —-aa)’=(x —2) zx_ 2 [}
0 2 1 Y =,, == ~—
3 ~: 21 - @

—a)l (r— 3 —_—l a(r—a) 3
(x a)’ 3(x a) 3 3(x a)

Il faut alors recourir 4 un artifice de calcul. Or, comme
o =—a annule les deux termes, substitaons xr=a- %; les
réductions faites , divisons par la plus petite puissance de %,
aprés quoi faisons 2= 0: le résultat sera la valeur cherchée.
On aura ainsi :

1 1

1
' —a* 2 2 h;’i 1o )
{(a+ ) — a } =( a+‘ ) =9(a+h)*hS=0 pour h=0.

(@4-h—a) B
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On trouvera de méme pour r=—a

(.r—a) + x+a) -|—x3+a3 \/ —2a.
(x—]—a) + (a’*—3ax’ —2x3)

Comme on voit, ce procédé revient, dans les fonctions
algébriques , a leur Oter les racines communes.
Soit pour dernier exemple :
2 3 1

L' (z)4 (1 — =) cos (1— 7

1

sin.":(.z--—1)—l—a-—“°_:1

—0 our r=1
=5 p =1.

2
Substituant x=1-*% et divisant par %°, il vient :
3 1 1

L" (1+h)+(—2+h)"h" (cosh)*

h3

T T =1 pour k=0,

sink a2

Tt XE

hs
' -3
) sink A
car pourh:O,L(H_ )_1 cos” h_..1 : 1 2 "=o.

h h. '



