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THÉORÈME DE MINIMUM

dans le triangle plan.

P A R M. POUDRA ,
Chef d'escadron d'état-major.

1. Théorème. Si par chaque angle d'un -triangle, on mène
une droite qui coupe le côté opposé en deux segments pro-
portionnels aux carrés des côtés adjacents, les trois droites
se coupent en un point tel que la somme des carrés des dis-
tances de ce point aux côtés du triangle est un minimum,
relativement à la même somme pour d'autres points de
Fespace.

Démonstration, II suffit évidemment de considérer les
points situés dans le plan du triangle (*).

Soit ABC le triangle et O le point qui remplit la condition
du minimum, et soient O A', OB', OC' les perpendiculaires
abaissées de O sur les côtés BC, AC, AB; menons les droites
A'B', BC, C'A', OA', OB', OC'; si Ton cherche un point tel
que la somme des carrés de ses distances aux angles du
triangle A'B'C' soit un minimum, il est évident que le point

P) O* t * prié 4e taiw ta figure.
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O remplit encore cette condition-là. Donc, d'après un théo-
rème connu , O est le centre de gravité du triangle A'B;Cf;
donc les trois triangles OA'fi', OA'C',0BC sont équivalents,
et Ton a successivement :

OB'.OA'.sinC = OA'.OC'.sinB; ™ £*5 = ^ .
Ot/ sint. AB

Dans le triangle rectangle, le point cherché est au milieu
de la hauteur.

Prolongeons la droite jusqu'à ce qu'elle se rencontre avec
BC en M et abaissons de M la perpendiculaire MB7 sur AC et
MC" surAB, Ton a:

M B " _ O B ' A C M C s i n C M C . A B
MC"~OC' "~AB~'"*MB.sinB~Mli.ACi

II. Note. Solution générale analytique.
Soit un système quelconque de n droites situées dans le

môme plan ; prenons des axes rectangulaires.
Soit dpy-{-epX-\-fp==O l'équation d'une quelconque de

ces/* droites; donnante l'indice/? successivement les valeurs
1. 2. 3 w, on aura les équations des n droites, et soit
encore *p l'angle qui forme la droite d'indice/? avec l'axe
des x : Y, X étant I s coordonnées d'un point quelconque
du plan, sa distance à la droite d'indice/? est :

Ycos an—Xsin<

Si on élève cette expression à la puissance m et qu'on
donne hp toutes les valeurs 1, 2 /i, on aura les sommes
des puissances d'ordre m de toutes les distances du point
(X, Y) au système de droites. Si cette somme est une quan-
tité constante, le lieu du p >int m est une ligne d'ordre /»,
qui ne peut admettre des asymptotes rectiiignes que lorsque



m est iinpair. Si Ton veut que cette somme soit un minimam,
il faut égaler à zéro la dérivée par rapport à Y et la dérivée
par rapport à X, et les points cherchés sont donnés par l'in-
tersection de deux lignes d'ordre m — 1 ; il y a donc géné-
ralement (m — \y points qui répondent à la question. Il est
d'ailleurs évident que pour qu'il y ait un minimum fini, il
faut que m soit pair. Faisons m = 2; alors pour une con-
stante donnée le lieu est une ellipse, car le Ba—4ÀC y est
une somme de carrés négatifs. Les coordonnées du centre
sont indépendantes de la constante ; donc ce centre est fixe
et il est le point qui répond au minimum ; car, en ce cas,
l'ellipse se réduit à un point.

Soit A^+B.rj+C.r ' - f D K + E X + F = = O , l'équation
de l'ellipse; où A = it

ncosa<tp; B = — 221
nsin<xpcosal,;

C = 2I
nsina«p.

D=2 f
n ^ cos'aj, ; E = —- 2f

n —sin «pcos «p et F est la
ap dp

constante prise négativement. Lorsque l'ellipse se réduit à
son centre l'on a AEa—BDC+CD9-fF(Ba—4AC)=0 ; ce qui
donne la valeur F de la constante dans le cas du minimum.

III. Les mêmes rayonnements ont lieu pour un système
de plans ; car la distance d'un point à un plan est aussi une
fonction linéaire des coordonnées de ce point.

IV. Dans le triangle ABC, le carré dt' la distance du point

cherche au sommet A est »4-/^4. * «


