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THEORIE GENERALE DEsS POLES, POLAIRES, etc.
(V.p. 325, fin.)

PAR M. LENTHERIC rcvzu,
Professeur.

§ II,
1. Soit

Ax'+A'y"+A"Z’+Byz+B'xz+B"xry + Cxr+Cy+C'24E=0
Ou plus simplement F(x, y,z) =0 (1), I'equation générale
des surfaces du 2¢ ordre.

On sait que lorsqu'on méne a la surface un plan tangent
par un point quelconque a. 8.y de I'espace, les coordonnées
du point de contact satisfont aux deux équations

F(x.y.2)=0; Fz(a—2)+FyB—2)+F:(y—2)=0

La seconde ajoutée au double de la premiére s’abaissc au
premier degré et devient

aF'y+ (Fy + et Cx+Cy+C24+2E=0  (2)
équation d’un plan; donc tous les points de contact sont
dans ce plan. Ainsi, une surface conique circonscrite d une
surface du deuxiéme ordre touche cette surface suivant une
courbe plane.

Nous désignerons le plan de cette courbe sous le nom de
plan de contact. Cela posé, si le sommet a. 8. y de la surface
conique circonscrite sg meut sur un plan quelcongne

z=pr4qy+r@
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on aura entre a«. 8. y la relation y =pa 4 ¢8 | r ct par
suite ’équation (2) deviendra

(Fa—HpF sl (Fy+g 1) +4rT's+ Cx -Gy +C'2+2E=D (1)
et sera I'équation générale de tous les plans de contact qui
correspondent aux divers points du plan (3).

Or, la forme seule de V'équation (4) montre que tous les

plans qu'elle représente en: y faisant varier «. B coupent la
droite fixe

I"x-'-pl‘ = F/y-i—qF'z:O
en un méme point donné par linterscction des trois plans

FodpF=0(5); Fy+qFs=0 (6)
rF';4+Cx+Cy +C'z 4 2E =0 (7)

dont les équations ne contiennent pas les variables «. 8 ; donc
tous les plans de contact sc coupent en un méme point
situé sur la droite (5), (6). Cette droite est éyidemment un
diamétre de la surface, car les équations sont satisfaites par
F'z =0, Fy=0, F'; =0 qui déterminent les coordonnées
du centre. La position de ce diamétre est aussi indiquée par
la forme des équations (5), (6).

En effet Yeéquation d'un plan tangent a la surface et
paralléle au plan (3) est z— ' =p(x —2') 4 g(y—r
a'. . 2’ désignant les coordonnées du point de contact,

1!

ct I'on doit avoir p= — %fl oul'y +pF'y—=0etq=
%

F .

— FE on F'y 4 ¢F'» =0, équations qui sont satisfaites si
le point de contact x'. y'. 2’ est une des extrémités du dia-
métre (5), (6). Donc ce diamétre est celui qui passe par lc
point de contact d’'un plan tangent a la surface parallélement

au plan donné, Nous pouvous pa{%sequent en conclure
ce théoréme :
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St Uon circenserit a une surface du deuxieme ordeg une
suite de surfaces coniques dont les sommels sont. situés sur
un mém plan : 1° towtes les courbes de contact seront des coughes
planes ; 2 leurs plans se couperont en un wbing point ; 3° ce
point sera situé sur le diamétre de la surface qui passe par
le point de contact d’un plan tangent d la surface et paralléle
au plan donné.

Le poiat de concours de tous les plans de contact qui
correspondent aux divers points d’'un plan, a été appelé par
M. Gergonne le pdle du plan, et Yon voit qu’a un plan quel-
conque correspond toujours un péle dont les équations (5),
(6), (7) déterminent les coordonnées en y remplaeant p, ¢, r,
par les consiantes de ce plan.

2. Réciproguement , soient a,b,c les coordonnées d’um
point de V'espace, en faisant x—=a, y =0, z==c dans les

F F'
équations (5), (6), (7), elles donneront p —— Fi y9=— l;“v"f’
c e

Ca+4-C'b+4C'c+42E
) O
tion résultante
Foxr +Foy+Fez+Ca4-Cb4Cc+2B=0 (8

sera celle d’'un plan ayant pour pole le point a,b,¢c; d’'ou
résultc ce nouveaun théoréme :

St par us point quelconque, on conduit une suite de plans
qui coupent une surface du deuxiéme ordre et que l'on considére
les courbes d’intersection comme les lignes de contact d'ung
suite de surfaces coniques , circonscrites d la surface du
deygiéme ordre , les sommets de toules ces swrfaces seront dans
un méme plan , et ce plan sera paralléle d celus qui touche la
surface a Uextrémité du dvamétre qui passe par le point.

Ge plan est dit le plan pofaire du point. Ainsi, a un point
quelcongue de I'espace correspond toujours un plan polaire

, en substituant dans (3) 'équa-
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dont on trouve I'équation en remplacant dans (8) <, b, c par
les coordonnées de ce point.

3. Le plan polaire étant z=px -+ gy - r (3), nous avons
va que son pdle est déterminé par les trois équations :

Fz+pF:=0(5); Fy4qF:=0 (6)
rF', 4+ Cx+Cy + C'z4 2E=0. (7)

Comme chacune d’elles ne contient que I'une des constantes
P, q,r du plan, il en résulte que séparément ou deux a
deux ces équations expriment un licu géométrique des poles,
‘qui dans le premier cas est un plan et dans le deuxiéme cas
une droite.

r étant seule constante, lc lieu géométrique des poles sera
le plan (7); or dans cette hypothése le plan (3) passe con-
stamment par le point fixe x=0,y=0,z=r et I'équation (8)
montre que I'équation (7) est celle du plan polaire de ce
point fixe; donc

Le liew géométrique des pbles d’'un systéme de plans qus se
coupent au méme point est le plan polaire de ce point.

T étant seule variable, le lieu géométrique des poles cst la
droite (5), (6). Or, dans cette hypothése le plan (3) se meut
parallélement & lui-méme, et nous avons vu que la droite
(5), (6) est le diamétre qui passe par le point de contact d’'un
plan tangent paralléle au plan donné ; donc

Le liew géométrique des pdles d’un systéme de plans paral-
léles est le diamétre passant sur le point de contact du plan
tangent paralléle.

P étant seule constante, le lieu géométrique des poles sera
le plan (5) ; or, dans cette hypothése, le plan (3) est paralléle
a la droite fixe y=0; z=pux, et le plan diamétral conjugué

. 1 .
de cette droite estl—) F'z+F:=0ou Fz4pF:=0,qui est

Péquation (5); donc
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Le liew géométrique des pOles d’un systéme de plans paraliéles
@ une droite , est le plan diamétral conjugué de la direction.

p étant seule variable, le lieu géomélrique des poles sera
la droite (6), (7). Or, dans cette hypothése, le plan (3) passe
constamment par la droite x =0, z=gqy -} ret (6) est le
plan diamétral conjugué de la direction : donc la droite (6),
(7) est située dans ce plan diamétral et il reste & déterminer
sa position dans ce plan.

Comme clle est indépendante du choix des axes, nous
pouvons supposer que celui de ¥ est paralléle a la droite
xr=0; =gy} r, ce qui donne ¢ =0, et prendre le plan
diamétral conjugué de la direction pour celui des xz, ce qui
réduit I'équation de la surface a la forme

Ar+A'y"+ A2+ Bxz4-Cxr+C'z24E=0;
alors la droite, lieu géométrique des poéles, aura pour
équations
y=0, rFy+4Cxr+4C"z+2E=0.

La trace de la surface sur le plan des xz est une conique

ayant pour équations

y=0; Ax"4A"z2" +Baxz4+Cx+C'z24+E=0.
La trace de la droitc donnée sur le méme plan est x=0;
¥=0; z=r;or la polaire de ce point par rapport a la courbe
qui précéde a pour équations
y=0; rF;4+Cx+4C'z4+2E=0

qui sont précisément celles de 1a droite, lieu géométrique
des pbles ; donc , le lieu géométrique des poles d’un systéme de
plans qut se coupent suivant la méme droite, est la polaire du
point ot la droite rencontre le plan diamétral conjugué de la
direction , la polaire étant prise par rapport @ la conique que
le plan diamétral détermine sur la surface. Nous verrons
dans le § suivant que cette polaire est la droite suivant la-
quelle se couperaient tous les plans de contact, si le point
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a, f. ¥ #e déplacaif swivant.Ja dreite qui est, lip{grsection
commune des plans, et nous pourrons alors énancer plus
simplement le théoréme qui précede. .

La cansidération de la constante ¢ conduiraijt évidemment
aux mémes conclusions que celle de la constante p, et chacua
des théorémes qui précédent aurait la réciprogue dont il est
facile de trouver I'énoncé.

4. Cherchons maintenant la position relative du pole et du
plan polaire. Comme elle est indépendante du choix des
axes, nous pouvons les supposer tels que celui de z soit le
diamétre passant par le pole, ct que le plan de z soit tan-
gent a la surface parallélement au plan polaire. L'équation
de la surface se réduira a la forme

A+ Ay A"2 4 C'z2=0;
lordonnée verticale du centre sera donnée par 'équation
dérivée en z
20"z+4+C'=0; douz=— SAT

Cette ordonnée sera la longueur du demi-diamétre qui

passe par le pole; en la représentant par 4 on aura donc

c’
==
L’équation (&) du plan polaire deviendra
" 1 it P C"c
(2AX C+(J )o+(; e=4{; douz—_m,

z désignant la distance du plan polaire a Yorigine. En
appelaut p la distance du plan polaire au centre, on aura
done
Ce U L a”
P= "m—}- Sa ouréduisaut : p= m
La distance du pole 2 Vorigine étant ¢, en appelant p' Ja
di;[aﬁac du pole au cenire, on aura
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ot ¢’ ,  2A"c¢- "
Fp=et gl oty =502
Et enfin, faisant le produit des deux distances p, p', on
arrivera a la relation remarquable
dous, pXp=d; )
w Dans les surfaces de deuxiémie ordre qui ont un centre, le
pble dun plan est situé de maniére que si l’on méne le diamétre
qui passe par le pble, le demi-diamétre est moyen proportionnel
entre les distances du pole et du plan au centre , les distances
étant mesurées sur le diamétre.

i la surface n’a pas de centre, on a de plus A”=0 ct I'é-
yuation du plan polaire se réduit & z——c, d’ou résulte celte
propriété du paraboloide , analogue a celle de la parabole :

Dans tout paraboloide, la partie du diamétre comprise
entre un plan et son péle a son miliew sur la surface.

Cette propriété et la relation (9) donnent un procédé trés-
simple pour construire, soit le plan potaire lorsqae fon
connait le pole, soit le pole lorsque-Yon connatt le plan
polaire pour chacune des cinq surfaces du deuxiéme érdre.

Dans le cas de la sphére, le diamétre est perpendiculaire
au plan polaire, et la relation (9) a toujours Yeun. ‘

De ce qui précéde résultent ces conséquences, qa’il suffira
d’énoncer : -

Le plan polaire étant extérieur a la surface, le pdle est
intérieur et reeiproquement.

Le plan s'¢loygnant du centre, ‘le pole s'en rappruche et
réciproguement,

Le plan passant par le centre, le pble est a l’mﬁm ot réci-
proguement.

Le plan étast tangent , le pdk est au point de contact, et
réciproquement ss le pole esg sur la surface, le plan esé tan-
gent en ce point. K a
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5. L’équation (8) du plan polaire en y remplacaat F',,
F'y,F¢ par leurs valeurs et ordonnant par rapport a a, b, ¢
devient

aF'z + bF'y+ cFs+ €z L Cy+C", 4+ 2E =0

en comparant cette équation avec (2) on voit que le plan
polaire d’un point est le plan de la courbe de contact qdiz
correspond d ce point; donc, le péle d'un plan est Uinter-
section commune des plans polaires de tous les points de ce
plan. Par conséquent, si un point est dans un plan, son
plan polaire passera par le péle de ce plan.

Réciproquement le plan polaire d’'un point est le liew géo-
métrique des pobles de tous les plans qui passent par ce point;
donc, st un point passe par le pole d'un autre plan , son pile
se trouvera sur cet autre plan (3).

6. L’identité de I’équation du plan polaire d’un point avec
celle du plan de contact qui correspond a ce point nous in-
dique que le plan polaire est un lieu géométrique dont le
plan de contact n’est qu’un cas particulier.

En effet, soit Ax’+A'y*’+ A"z’ Byz +B'xz 4 B2y
Cx+Cly 4-C"z4-E=0, I'équation générale des surfaces du
deuxiéme ordre. Désignons par «, «' les segments compris
sur I'axe des x entre Vorigine et la surface. Ges segments
sont donnés par I'équation du deuxiéme degré

C , E
X; ax =X;
de méme 8, B’ désignant les segments compris sur I'axe des
Y, ces segments seront donnés par ’équation du deuxiéme

degré

Ax"+Cx+4E=0, dou atod=—

, L . c E
Ay'+Cy+E=0, dou f+f=——: B =1
Enfin, 7, ' désignant les segments sur P'axe des z, ces

segments sont donnés par ’équation
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. A" E
A"z224-C"z4+E=0, d&ou 7+7'=-——C-,7 = G
Prenons un segment sur chacun des axes, par exemple «
sur Yaxe des x, B sur celui des y, ety sur celui des z. Le
plan que déterminent ces trois segments a pour équation

r ¥y , 3
g LA By
1+ﬁ+7

Le plan qui détermine les trois autres segments «', §', o
aurait de méme pour équation

x ¥y, %
';-f-g-l— 7—,—-1-

Ces deux plans se coupent suivant la méme droite avec un
troisiéme plan qui a pour équation la somme de leurs équa-
tions, c’est-a-dire :
ata BB vt
—x -} of yt+—3=2

a 77

Or, en substituant en place de « 4/, B+ @', 7+, =,
85’y v/, leurs valeurs de ci-dessus, I'équation de ce troi-
siéme plan devient

Cx4Cly +-C"z4-2E =0,

et Péquation (8) fait voir que ce deuxiéme plan est le plan
polaire de l'origine; donc la position est indépendante de la
direction des axes, et il en résulte ce théoréme :

St par un point fixe, on méne trois sécantes rencontrant
une surface du deuzxiéme ordre chacune en deux points, et si
Uon prend un point d’intersection sur chaque sécante, le plan
déterminé par ces trois points sera coupé par celus des aulres
points restants , suivant une droite qui sera toujours située
dans un méme plan lorsque I'on fera tourner les sécantes au-
tour du point fixe, et ce plan sera le plan polaire du point

fize.
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Donc, si parmi les sécantes ¢pois peyvent devenir tan-
gentes, les points de contact seront sur le plan polaire et en
détermineront la position, ce qui expligue I'identité de V'é-
quation de ce plan avec celle du plan de contact.

On pourrait conclure de ce théoréme un nouveau procédé
pour construire , soit le plan polaire d’'un point donné , soit
le pole d’un plan donné.

§ II.
1. Reprenons équation.
alF'z+8F'y +YFz + Cx +Cy +C'54+ 2B = 2
de la courbe de contact qui correspond a un point quelcon-

que «, £, v de V'espace, et examinons le cas ou le point «, 8, v
est sur une droite quelconque

rx=mz4+g (10) y=nz-th (11)
On aura alors entre «, B, y les deux relations
a=my+g, p=ny+h,
ctsubstituantces valeurs de «, B dans (2), 'équation résultante
(mF 'z +nF'y +-Fg )\ +gF m+hF 5 +Cx+-Cy+C'y +2E=0 (12)

sera I'équation générale de tous les plans de contact qui cor-
respondraient aux divers points de la droite (10), (11).

Or la forme de I'équation (12) fait voir que tous les plans
qu’elle représente se coupent suivant une méme droite . car
I'intersection de deux quelconques de ces plans serait celle
des deux plans

mF g nFly 4 Fz =0 13)
gF z+hF'y +Cx+ Cy +C'z4+2E=0 (14)

dont les équations sont indépendantes de la variable y.
On sait que le plan conjugué de la direction

r=—mz; y=ns



— 383 —
qui est eelle de la droite donnée (10), th1), est
mF'x —I— nF'y + F’z =0

équation du plan (13), donc la droite (13), (14) est dans ce
plan, et il en résulte ce théoréme.

St lon circomscrit & une surfacedudeuziéme ordre une syite
de surfaces coniques dont les sommels soient situés sur une
méme droite , les plans de toutes les courbes de contact se coy-
peront suivant une autre droile qui sera située dans le plan
diamétral conjugué de la direction de la premiére.

La droite (13), (14) a été appelée par M.Gergonne la polaire
de la droite (10), (11). A une droite de I'espace correspond
toujours une polaire dont on trouverait les équations en sub-
stituant dans (13), (14), en place de m, n, g, &, les constantes
de cette droite.

2. Réciproquement, supposons que le point «, 8, y se meuve
sur la droite (13), (14), ce qui donnera entre «, 8, les relations

mFa+nFs+F; =0 gFu+hiFp+CatCB+C"y +2E=0.
L’équation générale des plans des diverses courbes de con-

tact qui correspondraient aux divers points de la droite (13),
(1%), sera I'équation (2) que I’on peut mettre sous la forme

F x4 F'/E.}’-i—F'yZ +C.4-Cp4C'y4+2E=0 (2)
en y supposant «, £, y liées entre elles par les deux relations

qui précédent. Or ces relations sont précisément celles qui
expriment que le plan (2) contient la droite

x=mz+g (10) y=nz-k (11)
donc, de méme que tous les plans de contact qui corres-
pondent aux divers points de la droite (10), (11) sc coupent
suivant la droite (13), (14), réciproquement tous les plans de
contact qui correspondent aux divers points de la droite(13),
(14) se coupent suivant la droite (10), (11), ce qui justific la



— 384 —

dénomination de polaires conjuguées donnée par M. Ger-
gonne a ces deux droites.
3. La polaire conjuguée de la droite

x=mz-4+¢(10) y=nz-}-h (11)
a pour équation
mF'yt-nFy-+Fr=0(13); ¢gF o+ hF'y+Cx +Cy+4C'z
+2E=0 (14);
T'équation (13), ne contenant que les coefficients angulaires
m, n de la droite (10) (11), est le lien géométrique des posi-
tions de cette droite lorsque.m et n restant constanis on y
fait varier ¢ et %; mais alors la droite (10), (11) sc meut pa-
rallélement a elle-méme, et (13) est le plan diamétral con-
jugué de la direction constante; done

Les polaires d'un systéme de droites paralléles sont toutes
situées dans le plan diamétral conjugué de leur direction com-
mune, et nous pouvons en conclure que réciproquement :

Les polaires de toutes les droiles situées dans un plan dia-
métral sont paralléles a la direction dont ce plan serait le con-
Jugué.

L’équation (14) ne contient que les constantes g et % de la
droite (10)(11), donc elle est le lieu de position de cette droite
lorsque g et % restant constants, on y fait varier m et 2,
Mais alors la droite (10), (11) passe par le point fixe
xr =g,y = hz; =0, et I'équation (14) est le plan polaire de
ce point; ainsi

Les polaires d’un systéme de droites qui se coupent en un
méme point sont toutes situées dans le plan polaire de ce point,
réciproquenient, et les polaires d’un systéme de droites qui sont
sttuées dans un méme plan passent toutes par le péle de ce plan.

4. Cherchons la position de la polaire conjuguée (13), (14)
dans le plan diamétral (13). Comme cette position est indé-
pendante du choix des axes, nous pouvons les supposer tels
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que celui des z soit paralléle a la droite donnée (10), (11), ce
qui exige que l'on ait m=0, n =0, el prendre pour plan
des xy , ce plan diamétral conjugué de sa direction, ce qui
réduit I'équation de la surface a la forme

Ax'+ Ay +A'r+B'zy+Cx+ Cy+C'z2+E= 0.

Les équations de la polaire conjuguée (13) (14) sont dans
ces hypothéses

"2=0 gFx+4kFy-4-Cx+4Cy4zE=0.
La trace de la surfa(ie sur le plan des x» est une conique
3=0, Ax"+4Aly’+B"xy4 C+xCly-E=0.
La trace dela droite donnée sur le méme plan est un point
x=g, y=h, 2=0
Or la polaire de ce point par rapport a la conique est :
z=0, gFx+4+hiFly+4Cx+Cy-42E=0.

Donc elle coincide avec la polaire conjuguée de la droite.

Ainsi : La polaire conjuguée d’une droite de Uespace est la
polaire du point o la droite rencontre le plan diamétral con-
jugué a sa direction, la polaire étant prise par rapport d la
section que le plan diamétral détermine sur la surface.

On voit par la que la polaire d’'une droite de I'espace se

rameéne a la polaire d’'un point d’un plan par rapport a4 une
conique située dans ce plan.




