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THEORIE GÉNERALE DES POLES, POLAIRES, etc.

( V. p. 325, fin.)

P A R M X.ESTTHÉUC KSVKU,
Professeur.

§ 1 1 .

1. Soit

A.r'4-M f + AV+Byz+B r . r z+Wjcy + Cx+ CV+C^z^ K=0

Ou plus simplement Ffay^^zO (1), l'equation générale

des surfaces du 2e ordre.

On sait que lorsqu'on mène à la surface un plan tangent

par un point quelconque a. p. Y de l'espace, les coordonnées

du point de contact satisfont aux deux équations

La seconde ajoutée au double de la première s'abaisse au

premier degré et devient

0 (2)

équation d'un plan ; donc tous les points de contact sont

dans ce plan. Ainsi, une surface conique circonscrite à une

surface du deuxième ordre touche cette surface suivant une

courbe plane.

Nous désignerons le plan de cette courbe sous le nom de

plan de contact. Cela posé, si le commet a. p. Y de la surface

conique circonscrite^meut sur un plan quelconque
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on aura entre a. p. -y la relation Y =/?<* -f- #P -f"r c* Par

suite l'équation (2) deviendra

et sera l'équation générale de tous les plans de contact qui
correspondent aux divers points du plan (3).

Or, la forme seule dé l'équation (4) montre que tous les
plans qu'elle représente en y faisant varier a. P coupent la
droite fixe

en un même point donné par l'intersection des trois plans

=.O (6)
r¥s+Cx + G y + V'z + 2E = 0 (7)

dont les équations ne contiennent pas les variables a. p ; donc
tous les plans de contact se coupent en un même point
situé sur la droite (5), (6). Cette droite est évidemment un
diamètre de la surface, car les équations sont satisfaites par
F'j. = 0, F'^r^O, Ffz = O qui déterminent les coordonnées
du centre. La position de ce diamètre est aussi indiquée par
la forme des équations (5)> (*>)•

En effet l'équation d'un plan tangent à la surface et
parallèle au plan (3) est z — z'~p[x — x')-\~q(y—y)
.r'. y . z' désignant les coordonnées du point de contact,

Vx'
et Ton doit avoir p = — — ou FV +/*FV = 0 et q =

— — ou F'yr 4- q¥'z> = 0 , équations qui sont satisfaites $i

le point de contact x'.y. z' est une des extrémités dutlia-
mètre (5), (6). Donc ce diamètre est celui qui passe par le
point de contact d'un plan tangent à la surface parallèlement
au plan donné. Nous pouvons pari^séquent en conclure
ce théorème :
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Si l'on drcenscrit à une surface du deuxième crée* une
suite de surfaces coniques dont les sommets sont* situés sur
un mêm plan : l* toutes les courbes de contact seront des couç/bes
planes; 2° leurs plans se couperont en un y*tmQ point; 3° ce
point sera situé sur le diamètre de la surface qui passe par
le point de contact d'un plan tangent à la surface et parallèle
au plan donné.

lie poiat de concours de tous les plans de contact qui
correspondent aux divers points d'un plan, a été appelé par
M. Gergonne le pôle du plan, et ïm voit qu'à un plan quel-
conque correspond toujours un pôle dont les équations {&) ^
(6), (7) détermine&t les coordonnées en y remplafent/>, q* r,
par les constantes de ce plan.

2. Réciproquement, soient a,b,c les coordonnées d'ua
point de l'espace, en faisant x = a, y*=zb, * = c dans les

F'a F'ft
équations (5), (6), (7), elles donneront /? = — =7- ; y = — = - ,

re r e

r==——~ i ~ — y en substituant dans (3) l'équa-
Fc

tioo résultante
S ^ e (8)

sera celle d'un plan ayant pour pôle le point a,6,c; d'où
résulte ce nouveau théorème :

Si par un point quelconque, m conduit une suite de plans
qui coupent une surface du deuxième ordre et que Von considère
les courbes d'intersection comme les lignes de contact d'une
suite de surfaces coniques 9 circonscrites à la surface du
deygièrne ordre % les sommets de toutes ces swr/aecs seront dans
un même plan, et ce plan sera parallèle à celui qui touche la
surface à l extrémité du diamètre qui passe par h point

Ce plan est dit le plan polaire du point. Ainsi, à un point
quelconque de l'espace correspond toujours un plaa polairt
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dont on trouve l'équation en remplaçant dans (8) <z, b, c par
les coordonnées de ce point.

3. Le plan polaire étant z=px + qy-\- r (3), nous avons
vu que son pôle est déterminé par les trois équations :

= O (6)
rF'2 + Cx + Cjr + C"z + 2E = 0. (7)

Comme chacune d'elles ne contient que Tune des constantes
p,q,r du plan, il en résulte que séparément ou deux à
deux ces équations expriment un Hou géométrique des pôles,
qui dans le premier cas est un plan et dans le deuxième cas
une droite.

r étant seule constante, le lieu géométrique des polos sera
le plan (7) ; or dans cette hypothèse le plan (3) passe con-
stamment par le point fixe x=z0,y=.0,z=.r et l'équation (8)
montre que l'équation (7) est celle du plan polaire de ce
point fixe; donc

Le lieu géométrique des pôles d'un système de plans qui se
coupent au même point est le plan polaire de ce point.

T étant seule variable, le lieu géométrique des pôles est la
droite (5), (6). Or, dans cette hypothèse le plan (3) se meut
parallèlement à lui-même, et nous avons vu que la droite
(5), (6) est le diamètre qui passe par le point de contact d'un
plan tangent parallèle au plan donné ; donc

Le lieu géométrique des pôles d'un système de plans paral-
lèles est le diamètre passant sur le point de contact du plan
tangent parallèle.

p étant seule constante, le lieu géométrique des pôles sera
le plan (5) ; or, dans cette hypothèse, le plan (3) est parallèle
à la droite fixe^=0 ; z=px, et le plan diamétral conjugué

de cette droite est -F'* + F* = 0 ou FVf-/>F',= 0, qui est

l'équation (5) ; donc
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Le lieu géométrique despote* éPun système de plans parallèles

à une droite, est le plan diamétral conjugué de la direction.

p étant seule variable, le lieu géométrique des pôles sera

la droite (6), (7). Or, dans cette hypothèse, le plan (3) passe

constamment par la droite x = 0 , z = qy-\- r et (6) est le

plan diamétral conjugué de la direction : donc la droite (6),

(7) est située dans ce plan diamétral et il reste à déterminer

sa position dans ce plan.

Comme elle est indépendante du choix des axes, nous

pouvons supposer que celui de y est parallèle à la droite

x = 0 ; z = qy-\~ r, ce qui donne q = 0, et prendre le plan

diamétral conjugué de la direction pour celui des xz, ce qui

réduit l'équation de la surface à la forme

Ax*+ Ay+ AV+ B'xz +Cx + C"z + £ = 0;
alors la droite, lieu géométrique des pôles, aura pour

équations
O F

La trace de la surface sur le plan des xz est une conique

ayant pour équations

La trace de la droite donnée sur le même plan est x = 0 ;

y=0; z=r?* or la polaire de ce point par rapport à la courbe

qui précède a pour équations

qui sont précisément celles de la droite, lieu géométrique

des pôles ; donc, le lieu géométrique des pôles d'un système de

plans qui se coupent suivant la même' droite, est la polaire du

point où la droite rencontre le plan diamétral conjugué de la

direction, la polaire étant prise par rapport à la conique que

le plan diamétral détermine sur la surface. Nous verrons

dans le § suivant que cette polaire est la droite suivant la-

quelle se couperaient tous les plans de contact, si le point
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«, p. t se déplaçait suivant la droite qui e$t Intersection

commune des plans, et nous pourrons alors énoncer plofc

simplement le théorème qui précède.

La considération de la constante q conduirait évidemment

aux mêmes conclusions que celle de la conslaute/>, et chacua

des théorèmes qui précèdent aurait la réciproque dont il es4

factie de trouver l'énoncé.

4. Cherchons maintenant la position relative du pôle et du

plan polaire. Comme elle est indépendante du choix des

axes, nous pouvons les supposer tels que celui de z soit le

diamètre passant par le pôle, et que le plan de xy soit tan-

gent à la surface parallèlement au plan polajre. L'équation

de la surface se réduira à la forme

A.ra+ A > 2 + A V + G'z = 0 ;

l'ordonnée verticale du centre sera donnée par l'équation

dérivée en z

Cette ordonnée sera la longueur du demi-diamètre qui

passe par le pôle ; en la représentant par d on aura donc

d=~~OJr

L'équation (b) du plan polaire deviendra

- A A> - C"c

Jc = ù; d o u z = — 2AV •

z désignant la distance du plan polaire à l'origine. Eh

appelant/? îa distance du plan polaire au centre, on aura

donc

t a instance du pôic à l'origine étaai c} en appelant/?' In

diMaûee du pôle au centre, on aura



Et enfin, faisant le produit des deux distances/?, p, cm

arrivera à la relation remarquable

donö,

# Dans fe$ surfaces de deuociènle ordre qui ont un centre, fe

pôle d'un plan est situé de manière que si Von mène ïe diamètre

qui passe par le pôle, le demi-diatoètre est moyen proportionnel

entre les distances du pôle et du plan au centre, les distancé

étant mesurées sur le diamètre.

Si la surface n'a pas de centre, on a de plus À " = 0 et î'é-

qttatlon du plan poïairô se réduit à z=—c, d'où résulte cette

propriété du paraboloïde , analogue à celle de la parabole :

Dans tout paraboloïde, la partie du diamètre comprise

entre un plan et son pôle a son milieu sur la surface.

Cette propriété et la relation (9) donnent un procédé ttfès-

sîmple pour construire, soit le plan polaire lorsque t'on

connaît le pôle, soit le pôle lorsque-l'on connaît le plan

polaire pouf chacune des cinq surfaces du deuxième ordre.

Dans le cas de la sphère, le diamètre est perpendiculaire

au plan polaire, et la relation (9) a toujours tîea.

De ce qui précède résultent ces conséquences, qtfll suffira

d'énoncer :

Le plan polaire étant extérieur à la surface, le pôle est

vntérieur et réciproquement.

Le plan s'éloignant du centrçpfa pôle s'en rapproche et

réciproquement.

Le plan passant par le centre, le pôle est à Vin fini et rèêi-

proquemenf,

Le plan étetét tangent, le pâte est au point dB contact, et

réciproquement si le pôle est sur la surface, le plm est tan-

gent en ce point. ^ *< '
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5. L'équation (8) du plan polaire en y remplaçant F'«,

F'*,FC' par leur» valeurs et ordonnant par rapport k a, b,c

devient

en comparant cette équation avec (2) on voit que le plan

polaire d'un point est le plan de la courbe de contact qui

correspond à ce point; donc, le pôle d'un plan est l'inter-

section commune des plans polaires de tous les points de ce

plan. Par conséquent, si un point est dans un plan, son

plan polaire passera par le pôle de ce plan.

Réciproquement le plan polaire d'un point est le lieu géo-

métrique des pôles de tous les plans qui passent par ce point;

donc, si un point passe par le pôle d'un autre plan, son pôle

se trouvera sur cet autre plan (3).

6. L'identité de l'équation du plan polaire d'un point avec

celle du plan de contact qui correspond à ce point nous in-

dique que le plan polaire est un lieu géométrique dont le

plan de contact n'est qu'un cas particulier.

En effet, soit A,ra -f- A y-f - AV-f- Byz -j-B'xz -j- Bvxy-\-

Cx-hC'y-\-C'z-\-E=:O, l'équation générale des surfaces du

deuxième ordre. Désignons par a, a' les segments compris

sur l'axe des x entre l'origine et la surface. Ces segments

sont donnés par 1 équation du deuxième degré

Axa+C^+E = 0, d'où a+a '= — —; «*—-r»
A. A.

de même p, p' désignant les segments compris sur l'axe des

y, ces segments seront donnés par l'équation du deuxième

degré

Enfin, y, 7'désignant les segments sur l'axe des z, ces

segments sont donnés par l'équation
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= O , d'où

Prenons un segment sur chacun des axes, par exemple a

sur l'axe des .r, p sur celui des y, et 7 sur celui des z. Le

plan que détermiaent ces trois segments a pour équation

Le plan qui détermine les trois autres segments a', p', 7'

aurait de même pour équation

Ces deux plans se coupent suivant la même droite avec un

troisième plan qui a pour équation la somme de leurs équa-

tions, c'est-à-dire :

7 /

Or, en substituant en place de a + a', p + Pr* 7 + 7 ' , a*',

P?fi 7r/> ^ e u r s valeurs de ci-dessus, l'équation de ce troi-

sième plan devient

et l'équation (8) fait voir que ce deuxième plan est le plan

polaire de l'origine; donc la position est indépendante de la

direction des axes, et il en résulte ce théorème :

Si par un point fixe, on mène trois sécantes rencontrant

une surface du deuxième ordre chacune en deux points, et si

Von prend un point d'intersection sur chaque sécante, le plan

déterminé par ces trois points sera coupé par celui des autres

points restants, suivant une droite qui sera toujours située

dans un même plan lorsque Von fera tourner les sécantes au-

tour du point fixe, et ce plan sera le plan polaire du point

fixe.
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Donc, si pafini les sécantes trois peuvent devenir tan-
gentes, les points de contact seront sur le flan polaire et en
détermineront la position, ce qui explique l'identité de l'é-
quation de ce plan avec celle du plan de contact.

On pourrait conclure de ce théorème un nouveau procédé
pour construire, soit le plan polaire d'un point donné, soit
le pôle d'un plan donné.

S m-
1. Reprenons Féqualion.

«F'a. + pF'y+ïF', -I- Cx+C'y+C"z + 2E = 0 (2)

de la courbe de contact qui correspond à un point quelcon-
que a, p, y de l'espace, et examinons le cas où le point a, p, Y
est sur une droite quelconque

x=mz+g (10) y = nz + h. (11)

On aura alors entre a, p, y les deux relations

et substituant ces valeurs de a, p dans (2), l'équation résultante

(mFx +nF'y +FX )t+gFm+hFx +fcr+C>+C/f
î, +2E=0 (12)

sera l'équation générale de tous les plans de contact qui cor-
respondraient aux divers points de la droite (10), (11).

Or la forme de l'équation (12) fait voir que tous les plans
qu'elle représente se coupent suivant une mémo droite , car
l'intersection de deux quelconques de ces plans serait celle
des deux plans

mFx + nFy + Fx=:0 (13)
gFx+hFy 4 - O + Çr+C' /z+&E=:0 (14)

dont les équations sont indépendantes de la variable Y-

On sait que le plan conjugué de la direction

x = mz', y z=. nz
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qui est celle de ia droite donnée (10), (il) , est

équation du plan (13), donc la droite (13), (14) est dans ce
plan, et il en résulte ce théorème.

Si Ton circonscrite une sur face du deuxième ordre une mite
de surfaces coniques dont les sommets soient situés sur une
même droite , les plans de toutes les courbes de contact se cou-
peront suivant une autre droite qui sera située dans le plan
diamétral conjugué de la direction de la première.

La droite (13), (14) aété appelée par M.Gergonne la polaire
de la droite (10), (11). A une droite de l'espace correspond
toujours une polaire dont on trouverait les équations en sub-
stituant dans (13), (14), en place de m, n,^, h, les constantes
de cette droite.

2. Réciproquement, supposons que le point a, p_, Y se meuve
sur la droite (13), (14), ce qui donnera entre «, p, Y les relations

L'équation générale des plans des diverses courbes de con-
tact qui correspondraient aux divers points de la droite (13),
(14), sera l'équation (2) que Ton peut mettre sous la forme

0 (2)

en y supposant «, 8, y liées entre elles par les deux relations
qui précèdent. Or ces relations sont précisément celles qui
expriment que le plan (2) contient la droite

x=:mz+g (10) y=nz+h (11)

donc, de même que tous les plans de contact qui corres-
pondent aux divers points de la droite (10), (11) se coupent
suivant la droite (13), (14), réciproquement tous les plans de
contact qui correspondent aux divers points de la droite (13),
(14) se coupent suivant la droite (10), (11), ce qui justifie la
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dénomination de polaires conjuguées donnée par M. Ger-
gonne à ces deux droites.

3. La polaire conjuguée de la droite

x = mz+g(lO) y = nz + h (11)

a pour équation

mF'x+nF'y+ F'* = 0 (13) ; g¥x+ h¥l
y+Cx + Gy + G'z

+ 2 E = 0 ( 1 4 ) ;

Téquation (13), ne contenant que les coefficients angulaires
m, n de la droite (10) (11), est le lieu géométrique des posi-
tions de cette droite lorsque m et n restant constants on y
fait varier g et &; mais alors la droite (10), (11) se meut pa-
rallèlement à elle-même, et (13) est le plan diamétral con-
jugué de la direction constante ; donc

Les polaires d'un système de droites parallèles sont toutes

situées dans le plan diamétral conjugué de leur direction com-

mune, et nous pouvons en conclure que réciproquement :

Les polaires de toutes les droites situées dans un plan dia-

métrai sont parallèles à la direction dont ce plan serait le con-

jugué.

L'équation (14) ne contient que les constantes g et h de la
droite (10)(ll), donc elle est ie lieu de position de cette droite
lorsque g et h restant constants, on y fait varier m et n%

Mais alors la droite (10), (11) passe par le point fixe
x ==g, y =hz] = 0 , et l'équation (14) est le plan polaire de
ce point; ainsi

Les polaires d'un système de droites qui se coupent en un

même point sont toutes situées dans le plan polaire de ce point,

réciproquement, et les polaires d'un système de droites qui sont

situées dans un même plan passent toutes par le pôle de ce plan.

4. Cherchons la position de la polaire conjuguée (13), (14;
dans le plan diamétral (13). Comme cette position est indé-
pendante du choix des axes, nous pouvons les supposer tels
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que celui des z soit parallèle à la droite donnée (10), (li), ce
qui exige que Ton ait /rc = 0, n = 0, et prendre pour plan
des ary, ce plan diamétral conjugué de sa direction, ce qui
réduit l'équation de la surface à la forme

A xa + A'y+AV + B'xy + Cx + Cj+C"z+E = 0.

Les équations de la polaire conjuguée (13) (14) sont dans
ces hypothèses

' z=0 g-F-r-f hF'y+Cx + Cy+zE^O.

La trace de la surface sur le plan des xy est une conique

La trace de la droite donnée sur le même plan est un point

*=g, y = h, 2 = 0

Or la polaire de ce point par rapport à la conique est :

Donc elle coïncide avec la polaire conjuguée de la droite.
Ainsi : La polaire conjuguée d'une droite de l'espace est la

polaire du point où la droite rencontre le plan diamétral con-
jugué à sa direction, la polaire étant prise par rapport à la
section que le plan diamétral détermine sur la surface.

On voit par là que la polaire d'une droite de l'espace se
ramène à la polaire d'un point d'un plan par rapport à une
conique située dans ce plan.


