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THEORIE GENERALE

des péles, polaires, plans polaires et polaires conjugqueés, des
lignes et surfaces du deuxiéme ordre ,

PAR M. LENTHERIC, izvsu,
Prolesseur.

SI.

1. Soit
Ay’+4Bxy 4+Cx’4+Dy+Ex+K=0 ou F(x,y)=0 (1)
I'équation générale des lignes de deuxiéme ordre.

On sait que, lorsqu’on méne une tangente a la courbe par
un point «,8 de son plan, les coordonnées du point de contact
sont déterminées par les deux équations :

Fx,7)=0, Fyf—r)+Frla—z)=0.
La seconde , ajoutéc au double de la premiére, s’abaisse au
premier degré et devient :

6F'y 4 oF'z + Dy -+ Ex + 2K =0, @)

équation d'une droite passant sur les deax points de contact,
et que nous appellerons la corde de contact.

Cela posé , supposons que le point «, 8, par lequel on méne
la tangente, se meuve sur une droite

y=mx+4n (3)
située d’'une maniére quelconque dans le plan de la courbe ,
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on aura enfre & et 8 la relalion p=maz+n; et substituant
cette valeur de B dans I'équation (2), il en résultera :

(mF'y +Fg)z+4-nFy+ Dy + Ex 42K =0, (4)
qui sera I'équation générale de toutes les cordes de contact
qui correspondraient aux divers points de la droite (3).

Or, la forme scule de I'équation (4) montre que toutes les
droites qu’elle représente se coupent en un méme point sur
la droite fixe

mFy+Fe=0,
car les coordonnées du point d’intersection de cette droite
avec I'une quelconque de celles que représente I’équation (4),
en faisant varier «, sont données par les deux équations :
mF'y+Fr=0 (5)
nF'y4+ Dy +Exr4 2K =0, (6)
qui ne contiennent pas la variable a.

L’équation (5) représentant, comme I'on sait, le diamétre
conjugué de la direction y =mx, qui est cclle de la droite
donnée, il enrésulte ce théoréme, découvert par La Hire :

St sur tous les points d’une droite située d’'une maniére quel-
conque dans le plan d'une ligne du deuxiéme ordre on méne
des tangentes d la courbe: 1° toutes les cordes de contact con-
courrontenun méme point ; 2° celpointsera situé sur le diamétre
conjugué de la direction de la droite.

Ce point a été appelé, par M. Servois, lc pole de la droite;
et on voil qu’a une droite quelconque, donnée sur le plan
de la courbe, correspondra toujours un pole dont les équa-
tions (5) et (6) détermineront les coordonnées en y rempla-
cant m et y par les coefficients de la droite donnée.

II. Réciproquement soient @, b les coordonnées d’un point
quelcongue du plan de la courbe; en faisant x=a, y-_jb

dans les équations (5) et (6), on en déduira m=-—i—:i,

Anx. o2 MATEEN, Vi1, 23



— 354k —

= Bfi%_f‘_ﬂ ; et substituant ces valeurs dans (3), il
)
en résultera une droite
F'ty +Faxr+4+Db+Ea+42K=0, (7)

qui aura pour péle le point (@ b); d’on résulte cet autre
théoréme réciproque du précédent :

81 par un point quelconque du plan d'une courbe de deuziéme
ordre on méne des sécantes @ la courbe et que sur les points
dintersection de chacune d’elles on méne des tangentes : 1° les
points de concours des tangentes , qui correspondent d la méme
sécante , seront sur une méme droite ; 2° cette droite sera paral-
léle au conjugué du diamétre qui passe par ce point.

Cette droite a été appelée, par M. Gergonne, la polaire du
point, et on voit qu'a un point quelconque du plan de la
courbe correspondra toujours une polaire , dont on obtien-
dra I'équation en remplacant dans (7) z et b par les coor-
données de ce point.

I11. La polaire étant 3= mx -} n (3), nous avons va que
le pole était déterminé par les deux équations :

mF'y+ Fg=0 (5), nF'y+Dy~+Ex+2K=0(6),

donc chacune ne contient que 1'une des constantes m et r de
la polaire. Il résulte de 1a :

1° Que (5) est le lieu géométrique des poles de la droite (3)
lorsque m restant constant on fait varier rn; mais alors la
polaire se meut parallélement 4 elle-méme, et (5) est le dia-
métre conjugué de la direction ; donc :

Lelieugéométriquedes poles d’'un systéme de droites paralléles
est le diamétre conjugué @ leur direction.

2° Que (6) est le lieu géométrique des podles de la droite (3)
lorsque 2 restant constant, on y fait varier m ; mais alors la
droite (3) passe constamment par le point fixe (o0, n), et I'é-
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quation (7) montre que I'équation (6) cst la polaire du point
fixe; donc :
Le liew géométrique des pdles d’'un systéme de droiles qui se
coupent au méme point, est la polaire de ce point.

Et de ces deux théorémes nous pouvons conclure récipro-
quement les deux suivants :

S le pble se meut susvant un diaméirs , la polaire se meut
parallélement @ son conjugué.

St le pole se meut suivant une droite quelconque du plan de
la courbe, la polaire tourne autour du péle de cette droite.

IV. Cherchons maintenant la position relative du pdle et de
la polaire surle plan de la courbe ; comme elle est évidearment
indépendante du choix des axes, nous pouvons les supposer
tels, que celui des x soit le diamétre conjugué de la polaire
et par conséquent passe par le centre et le pdle, et que celui
des » soit une tangente paralléle & la polaire ; alors I'équa-
tion (1) de ]a courbe se réduira & la forme :

Ay’ 4 Cxr'4 Ex=0.
L’abscisse du centre sera donnée par I’équation dérivée en x :
2Cx+E=0, dolt x=— E;
2€
cette abscisse sera la longueur du demi-diamétre conjugué

de la polaire ; en représentant cette lungueur j:ar 4, on atra:

d:'—'_E“u

2C

L’équation (7) de la polaire, rapportée aux nouveaux ases,
deviendra :

., — J e Ea .
(2Ca + E)xr+Ea =0, doll r = et E

x désigaant la distance de la polaire a origine. Appelant » fa
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. . E E
distance de la polaire au centre, on aura g = _E(f-;l_ﬂ + T

ou réduisant .
- E
¥= 9CCatEy

La distance du polc a I'origine étant @, en appelant p' la dis-
E .
tance du péle au centre, on aura p'=a-}- 26’ °¢ réduisant :

. 2Ca+4E
- 20

or, en faisant le produit des deux distances g, ¢/, il vient

E E E
= —— id=-—.1i
p X @ i et comme d %G donne aussi o ilen
résulte cette relation remarquable :

pXp'=d. ®)

Ainsi, dans les courbes qui ont un centre , c’est-a-dire dans
Vellipse ou Uhyperbole, le pdle d’une droite est situé sur le dia-
métre conjugué de la direction de cetle droite, de maniére que
le demi-diamétre est moyen proportionnel entre les distances du
centre au péle et du centre d la droite, ces distances étant me-
surées sur le diamétre.

Dans le cas de la parabole, on a de plus C=0, et]'équa-
tion de la polaire sc réduira 8 x= — a; ainsi :

Dans la parabole, la partie du diamétre comprise entre le
pole et la droite a son miliew sur la courbe.

Celte propriété de la parabole et la relation (8) donnent un
procédé trés-simple pour construire, soit la polaire lorsque
I'on connait le pdle, soit l¢ pole lorsque I'on connatt la polaire,
dans chacune des courbes du deuxiéme degré.

Pour le cercle, le diamétre serait perpendiculaire & la po-
laire, et la relation (8) aurait toujours lieu.

Ce qui précéde conduit a ces conséquences, qu'il suffira d’é-
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noncer : La polaire étant extérieure, le pdle est intérieur, et
réciproquement ; la polaire s'éloignant du cenire, le pdle s'en
rapproche , et réciproquement ; la polaire passant par le centre,
lepéleest @ l'infini, et réciproquement ; la polaireétant tangente,
le pdle est au point de contact, et réciproquement; si le pdle est
sur la courbe, la droite est tangente dans ce point.
. On sait que la relation (8) existe pour I'cllipse et 'hyper-
bole entre lc demi-grand axé ct les distances du centre au
foyer et ala directrice voisine ; on sait que dans la parabole le
sommet est a égale distance du foyer et de la directrice ; ainsi :

Dans toutes les courbes du deuxiéme ordre, la directrice a
pour péle le foyer; ce qui justifie la dénomination de polaire
focale, que M. Poncelet a proposé, avec raison, de donner
a la directrice.

V. Revenons a I'équation de la polaire :

Fiy +For4-Db+Ea42K =0; (7)
en y remplacant F'p et F's par leurs valeurs, elle devient :
(2A0+ Ba+-D)y -+ (Bb+4-2Cx +E)a+ Dy +Ex 2K =0,
ct ordonnant par rapporta aetd:

(2Ay +Bx 4 D)o+ (By+42Ca 4 Ex)4Db +Ex 4-2K=0,
ou bF'y+ aF's 4 Dy + Ex 42K =0.

En comparant cetle équation a I'équation (2) de la corde de
contact relative au point .8, on voit que :

La polaire d’un point est la corde de contact qui correspond
@ ce point ; donc le pdle d’'une droite est Uintersection commune
des polaires de tous les points, el par conséquent si un point
est situé sur une droite, la polaire passe sur le péle de cette
droite, ce quc nous savions déja (3).

Réciproquement le po{nt de concours de deux tangentes est
le pale de la corde de contact; donc la polaire d’un point est le
liew géométrique des poles de toules les droiles qui passent sur
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ce poin!; par conséquent , si une droile passe par le pdle d'une
aulre droite, son pole se trouvera sur cette autre droite, ce que
nous savions déja (3).

YI. L'identité de Yéquation de la polaire d’'un point avec
la corde de contact relative a ce point, ayant lieu quelle que
soit la position du point et par conséquent lors méme que la
corde de contacl n’cxisterait pas, nous devons en conclure
quc la polaire est un lieu géométrique dont la corde de con-
lact n’est qu’un cas particulier.

Et en effet, soit Ay’+ Bxy + Cx’+ Dy~+Ex+K=0, (1)
I'équation des lignes de deuxiéme ordre rapportées a des
axes quelconques, appelons «.o' les longueurs des segments
compris sur I'axe des x entre P'origine et la coarbe; ces lon-
gucurs seront les racines de I'équation du deuxiéme ordre,
que on obticnt en faisant y = 0 dans (1), ce qui donne:

Cx? -+ Ex -I—- K=o,
on aura donc:

a+ z':—-g, ad = I—é

De méme B.¢' désignant les longueurs des segments sur I'axe
des y, qui sont données par I'équation du deuxiéme degré

Ay’ + iy +K=0,

D , K
F+E=—7, B=7.

on aura:

La droite qui détermine sur les axes deux des segments «.8',
a pour équation

T4d
23

’
{;
D

de méme celle qui détermine les deux autres segments o'.f,
a pour équation '
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En ajoutant les équations des deux droites, il en résultera
celle d'une troisieme droite , qui passera par le point de con-
cours des deux premiéres ; donc les deux droites se coupent
sur la troisiéme droite :

“j;,ax-l- ﬁ;;p:r =2

Celte équation, en substituant pour « 4o, -4f, «o', B8’

leurs valeurs ci-dessus, devient :

Dy +Ex+2K=0,
et l'équation (7) fait voir qu’elle représente la polaire de
Porigine ; donc sa position est indépendante de la direction
des axes , et il en résulte cette conséquence :

St par un point fize pris arbitrairement sur le plan d'une
courbe de deuxiéme ordre, on méne deux sécantes quelconques
a la courbe et que Von joigne par des cordes un point de section
de Vune des sécantes avec un point de section de Uautre, et de
méme les deux autres points de section , le liew géométrique des
intersections de ces cordes , lorsque U'on fera tourner les sécantes
autour du point fixe, sera une droite qui aura le point fixe
pour pole.

Donc, si parmi ces sécantes deux peuvent devenir tan-
gentes, les points de contact seront sur la polaire et en déter-
mineront la position , ce qui explique Videntité de I'équation
de la polaire avec celle de la corde de contact.

C’est de ce théoréme, qui pourrait servir de point de dé-
part a cette théorie,, que 1'on rendrait ainsi indépendante de
celle des tangentes, que dérive la dénomination de pole (du
verbe grec qui signifie fourner), introduite en 1811 par
M. Servois dans la science. ’

Il en résulte un procédé facile pour construire, avec la
régle seulement , soit la polaire lorsque le pole est donné , soit
le pole lorsque la polaire est donnée.



— 360 —

En effet, si par un point on méne deux sécantes a la courbe,
les cordes qui joindront les points d’intersection réciproques
dcux a deux, se couperont sur la polaire du poiut et en dé-
termineront la position.

Si une droile étant donnée, on conduit, comme nous
venons de Vexpliquer, les polaires de deux points de cette
droite, ces polaires passeront pas le pole dela droite et le dé-
termineront par leur intersection.

V. B. Deux droites qui se coupent ou deux paralléles
p’élant que des cas particuliers des courbes que comprend
I'équation générale (1), chacun des théorémes que nous avons
établis donne un thévréme correspondant de la théorie des
transversales. (La fin prochainement.)



