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THEOREME SUR LE TORE

de M. Fillarceau (Yvon).

—

1. Lemme. 1° Soit a’z’+ U’x*—a’b’=0 V'équation d’une
ellipse , axes rectangulaires, M un point de cette ellipse et T
le point de rencontre de la tangente menée en M et de I'axe
des x, B étant Vangle que ferme cette tangente avec I'axe
des x et p la distance du point T au centre, on a:

b
tangf=—-—.
pﬁ__ a’

2° Pour 'hyperbole a’z’— b*x*+}-a’b>=0,0n a:

tangf= et tangf—

-2
Viotp

b

dans I'byperbole conjuguée. 3° Pour la parabole z’= gx*:

1 7.
tangpzé\/ g,

p est la distance de T au sommet.

1. Lemme. 1° soit a’z’-b*(x—p)’=a’b’ I'équation d'une
ellipse dans un plan vertical ; si celte ellipse tourne autour
d’une verticale passant par I'origine el qu’on prend pour axe
des z, I'équation de la surface de révolation est

(@ U + 2 p— ) = ).
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2* Pour I'hyperbole -
[@2— V(y+ 2+ p— aP=bp b+ )
tournant autour de I'axe focal et
(12 @'y’ — b —p)T= dalph(’+ ),
hyperbole conjuguée. 3° Pour la parabole :
P=g(x—p), (F+pg’=q'(z"+s°)

T11. Probléme. Dans quel cas un plan diamétral coupe-t-il
T'une quelconque de ces trois surfaces suivant des coniques?

Solution. 1° Ellipse. On peut supposer que le plan passe
par l'axe des y; alors son équation est z=ax, la projec-
tion de l'intersection sur le plan xy, a donc pour équation :

[2'(@@+ b) + 0 +p'— @)= b+ ).
Passant aux coordonnées polaires, il vient :
p'(@x’cos’s + &°) + b*(p*— a’) =2pbp,
p(@ P bY) — 2pbo 4 B(p'— a®) = a’'psin’y.
Pour que le premier membre devienne un carré parfait, il
faut prendre o’(p*—a*)=04" (1); donc «=langp, et le plan
diamétral est tangente a la surface. Substituant cette valeur
de o el exirayant Ja racine carrée, il vient:
pp— P+ @=L apsing;
et passant aux coordonnées reclangglajres
Plr+x)=(p—-atay),
yn(PJ__ an) _l_pn.l‘ai 2“]([)"_' an) — (Pa_ ai):‘ (1)
La projection sur le plan xy étant une ellipse, la courbe
projetée est aussi une ellipse ; les centres des deux ellipses

sont sur I'axe des y, el & une distance 4 ¢ du centre de la
surface ou de 'origine ; les deux axes de I'e]lipse en projec-
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tion sont p et | p*—a’, et ceux de I'ellipse projetée sont p
et \/b_'-i—;’:? Si donc A est le point ou I'axe des y coupe
la surface intériearement, A’ le point ot cet axe coupe ex-
térieurement ; désignons de méme pour B et B’ les points
d’intersection du coté opposé; alors 'ellipse projetée va de
A en B’ et une seconde ellipse , correspondant 4 — a, va de
A’ en B et les deux ellipses se coupent en un point doant I'ab-
p—a

scisse de la projection est et dont la distance a Yori-

Vip—ab+p'—a)
> .
2° Hyperbole. 10 L’axe de rotation est perpendiculaire au
diamétre focal. 11 suffit de changer partout 44 en —0’; on
retombe sur la méme équation (1) ; mais p’—a” étant né-
gatif , cette équation est celle d’'une hyperbole ; 2" V'axe de
rotation est paralléle an diamétre focal. Le plan diamétral
tangent coupe suivant une ligne du quatriéme degré qui
ne se d*compose pas en deux coniques.
3° La parabole. La section est évidemment une parabole,

gine est

puisque alors p devient infini.

1V. Théoréme. Le cylindre droit, de méme axe que le
tore et ayant pour base le cercle directeur, divisc la surface
da tore en deux parlies, intérieure ct extérieure; l'nne
différe par excés et lautre par défayt , de la surface totale,
d’'une surface égale & celle de la sphére qui a pour djamétre
celui du cercle générateur; de méme pour les vglumes.

Démonstration. Ce bean théoréme aussi de M. Villarceau
est une conséquence du théoréme de Guldin.

Note. M. Villarceau a énoncé son théoréme sur le fore
circulaire a la Sociét¢ philomatique au mois de juillet
dernier, et depuis M. Théod. Olivier a énoncé a la méme
Souciété le théoréme généralisé (IT1).



