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MEMOIRE DE M. JACOBI
sur Pélimination. (Suite ) (Poir p. 17.)

X.

Pour les diverses valeurs de r, il existe entre les fonctions

multiplicatrices M, , N, diverses relations que nous allons
examiner. :

Considérons d’abord les fonctions multiplicatrices My, Ny
<

dans lesquelles » — n—2; il suit des équations (20), en omet-

tant les termes qui se détruisent :
— (&My — Mpts) = Ap(0, 2"+ b, 2" 4+ ... 4 b, ) —
— (Art1d, + Arsad, + oo + Aptad,).
Mais les équations (19) donnent :
Avbo+ Aptib, + Appoly ot oo + Apgnd, = 0.
. Donc
— (xMy— Mr+1) = Ar(0, 2"+ bps@™ 7+ 0,2 4 b,) = Q,q;.r ,
on trouve de la méme maniére :
2Ny — Npy = Arf(-l‘).

Soit maintenant rin; si , dans les équations (23), a la

place de 2n —r—1, on met successivement ret r4 1, il
vient, toute réduction faite :
— @My — Mpty) = Ap(bo+ b2+ ... + b, 2") —
—_— (Ar—lb,,_. + Af-QbH -+ Ar.qbe)-l'.
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Or l.es' équations (1&1) donnent :
Arab ot Ar a1+ Arptab, + oo + Aparb,_ +Arb,=0;
d’'ou, comme ci-dessus,
— (&M — Mp+1) = Apg(x) ;
et de méme,
2Ny — Npti = Arf(2).
Posons enfin »=n —1 dans (20) et r—n dans (23), on
trouve :
—(@M,_—M)=0bA,_+
+x(b A, +bA, +bA,_ +0A 4. +DA,, ),
+x(0A,_+bA, +UA, +bA,_AbA . DA, ),
20 A, Ao O A, FOA, At AL,
"0, A, .. +0AND, A, +bA),
+x"b, A, s
et a V'aide des équations (9),
— (@M, —M,) = A, _»5(x);
et de l]a méme maniére,
aN,,— N, =A,_.f(2);
d’ou il résulte que r désignant un des nombres 0, 1, 2, 3....
2n—3,0n a :
—(xMyp—Mpt1)=Arpx ; Nr—Nrp=Arf(x). (27)
Des équations (27) on déduit :
— (X" My—2" "M, ) = Arz" (),

m—2

— (2™ Mpt1— 2" Mpte) = A1 2™ 9(),
— (X" Mt g—x™ 3 Mipts) = Apgax™ %9(x),
_ (xMr+m-l——Mr+m) = Ar+m—1<?(1‘)-

On tire de (27) des équations analogues en N.

Effectuant I'addition, il vient :
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— (@ Mr—Mrym)=(Arx" A1 ™o A rbm-1)¢() (28)
mer d Nr+m = (Ar.l'm’-‘ + A,-+1x""" LRI Arf-m..l
Sait, par exemple, »—0; m=2rn—1, on aura :
(@ Mo—M,,,_)=(Aox™ +A 2" 34AZ .. +A,,_Yo(z) }(29)
x:»—xNo ___N”hx:(Ao‘z_m—a_'_Ax‘rm-—-a_i_Aaxm—&_*.. e .+Am_d)f(x)
Ensuite , les équations (27) donnent :
—(@My—Mry1) = Aro(x) 3 — (&Mt —Mpi2) =Art19(2) 3
et de méme pour Ny; T'on en tire :
Ar+1.l’1\'lr —_— (Ar_“ +A,~x)Mr+| + Aer+2 =0 ) } (30)
Arp 12Ny — (Art1+ Arx)Nrys + ApNppa =0.
Enfin, comme My f(x)+Nrgp(x)=Lx"; My f(x)+Nsp(x) =
=Lx*, on a :

MrN,—M,N,=J%(x*N,—-x'N,)= (%(x'M,——x’Mr) ;31)
dou, de (27), (28), (29), Yon déduit :
Mr+1Ns MrN;+1 LAr.Tf 3 (39)
MeimNe—MNeim = L(Ar 2™ Ap ™™ 0. } (33)
vt A1)
M, _N— MN,,,_,_ LA™+ Az 3 ...+ A,,_). (34)

XI.

Ayant calculé les expressions de la forme arbs—a,by , il est
fa¢ile de trouver par des additions successives les expressions
my ou les coefficients or5; les expressions arbs — asbr, setr
élant des nombres de la suite 0 » 1,2... n,sont au nombre

nn-+1)
de '—2—-.

En effet , on tire des équations (1) :
my _y — xmy = arg(x) — by f(x); (35)

faisant »—=0 et r =, et rejetant les expressions m_,, m,,
il vient :
— xmo = aoy(x) — b, f(x); (36)
AxN. pE MaTHEM. VIL 19
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Posouns pour abréger (arbs) = arbs — asby, elsoit : -

@b+ (a”-,b Yz - (@, b) 2. (@, by )2 =
(a,,_,b)+( x+(a b)x... +(a, b, )2 =u,_,

(ab.,)-}-(ab r=u,

(albo) = Uo; ’

soit ensuite
pr == oy 4 a1,rx 4 dgp ... - arpx’,

et désignons par [xyr] le produit xpy, les deux derniers
termes étant omis , on aura, d’aprés (1) :

Fnes =M, = (a,0) + (a,0)x + (a,b.) 2"+ ... 4-a,b, )™
P = [T, 1+ u, .
Py = [.Z‘y."_,] + s
p=[zp,) +u
o = Uo;
ayant trouvé de cette maniére y,,_,, ¢,_,, on aura de suite les
expressions mémes m,_,, m,_,....m; les lermes manquants
étant suppléés par la formule «ys=vsr.

En substituant dans la formule (35) les expressions m,
my—y, f(x) et ¢(x), et comparant les puissances de x, il
vient :

Upamiyg = I i == (arbt) ’ 37

dans cette formule, si on fait r—=n ou r=20, le terme
ap,g—1 OU op—g,¢ dOit élre omis.

Combinant avec la formule (35) les deux autres ou r est
augmenté d’'une unité et ensuite de deux unités, et élimi-
nant f'(x) et ¢(x) entre les trois équations, il vient :

0= (ar+1br+2) (my—y—xmy) + (ar+2br) (My—xny+y) +
+ (@rbrq1)(mpys =— Tmre )

} (38)
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dans cette formule, si r=0, r=n—2, les tcrmes multi-
pliés par m_, , m, doivent éire rejetés.

XII.

Outre la relation ar,s = as,r, il doit y avoir encore d’autres
relations entre ces quantités, car ces quantités «rs sont au

n(n+41) . 1
nombre de »* ou au nombre de -—(——;}—-—- si nous considérons

ar,s €t ag» comme les mémes, et toutes dépendent sculement
des 2n 4 2 quantités ar, br. Les nombres de ces quantités
doivent ainsi étre diminués de trois; car les binomes
aybs — asbr , et aussi les quantités «r s qui en dépendent, ne
changent pas cn remplacant ar, 0r par yar+¢by, yar—¢'br;
7, £,y ¢ désignant des quantités arbitraires entre lesquelles
existe la relation 4<'— 7' =1. On voit que trois des quan-
tités ar, Or peuvent étre prises arbitrairement; aussi les

n’--n

coefficients ar,s = o au nombre de dépendent seule-

ment 2z—1 quantités; ainsi il y a entre les quantités
ar,s =as, des relations an nombre de :

- n (n—1)(n—2)
o 2n -4 1= —_—
Un théoréme trouvé ci-dessus tient en quelque sorte lieu de
ces relations, savoir que Ay s==A;;, et les termes en Ay ; sont
formés, d’une certaine manicre, des quantités ar; car toutes
ces quanlités sont en méme nombre quc les quantités oy et
dépendent aussi de 27— 1 quantités; mais on peut établir
des relations encore plus simples entre les quantités ar¢ que
celles qui sont données par ce théoréme.
Ometlant certains théorémes ou connus ou que nous avons
démontrés ailleurs (voir Mémoire sur deux fonctions homo-
génes quelconques, t. XII), désignons par le type
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g T % N }
@&
8055, ..Sm
lagrégation de 1.2.3...m termes, que nous avons désignée
ci-dessus § I1I, par le type
2 i 1o, 8o%rs, 81772y 8200 ere,s ‘n I
ainsi, d'aprés le § IV, on a.
012...n—1

L= .
*1o12..n—1 }

Si dans cette expression de L on rejette dans les indices su-
périeurs 0,1, 2... 7, ct s dans les indices inférieurs, on
obtient I'expression Ar s (voir équations 6).

Le signe de cette expression est délerminé en ce que
ar,sAr,s doit faire partie de L; on aura réciproquement (voir
les équations 12 et 13) :

L= A { 012...n—1 };

012...n—1
dans cette expression, si on rejette » dans les indices supé-
rieurs, ct s dans les indices inférieurs, il vient :

L™ ars;
mais si onrejette r, r' dans les indices supérieurs, et s, s'
dans les indices inférieurs, on obtient :

7
. rr

- L® 3«{ , },
§s

el géncralement si dans V'expression

012...n—1
A { 012...n—1 }

on omet r, ... ™™ dans les indices supérieurs, et s, s'...
s(™ dans les indices inférieurs, on obtient

m—r

/ m—z
L=y, { rr'... r }
§$... 8
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Sofent donc r, 7'... I~ et s, s'... s("™, tous les nombres 0,
1, 2... n—1, écrits dans un ordre quelconque, on atira :

o r("""’).. =) Py e R
é(’“), §( s s, 8 s("‘“

:._L"—M') { ; (39)

les expressions de cette forme

, t ryro (™ } A g ryrl.or™ ;

s, s s™M ) s, s'e.. 8™
restent les mémes; les deux systémes d’indices, supérieur et
inféricur, s’échangent entre eux, car ars=—=a;sr €t Ars=A,q.
Ensuite comme A, s ne change pas, un indice étant augmenté
et l'autte ditninié d’une unité, il s’ensuit que 'expression

™, LG I )
(™, sy s

ne changera pas si tous les indices d’'un systéme étant augmen-
tés d’une unité, ceuxdel'autre systéme sont chacun diminués
d’une urité; et pour que celte propriété puisse subsister, il
faut que I'indice le plus élevé soit au-dessous de n—1, et
Yindice le moins élevé au-dessus de 0 ; d’oll vice versa, dans

Yexpression
. (™Y
“q s s f?

dans un des systéines, doit se trouver l'indice  —1 , et dans
l'autre 0.
On conclut donc de (39): si I’ 'xpression

rr'.. (™)
-3
sso. s
renferme dans I'un des systémes 'indice n—1 et dans V'au-
tre 0, elle ne change pas en augmentant d’une unité tous les

indices d’un systéme, et diminuant d’une unité les indices
de Vautre systérhe ; danis ce cas, n—1 augmenté devient 0,
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et 0 diminué devient n—1; on peut représenter cette pro-
priété des coefficients « s par cette équation :
ey {r’, re (™, n—q — '+, 7', ™™, 0 40)
s s, 0 s'+1, s"+1, s(™™), n—4
Pour déterminer le signe, il faut observer que l'équa-
tion (40) doit devenir identique entre les quantités a,b; au
moyen de la formule (37); ainsi, si les termes de I'expres-
sion (40) sont :
- an, stap, g oo apme, gm—ryom-1,0
- ot 81, 571 s Op(M) g, 8T 410, e
on en conjecture facilement qu'il faut prendre le signe - si
m— 1 est pair, ct le signe — lorsque mz —1 est impair.
Si m=2, il suit de la formule générale (40) :
An-1,0%r, 8 = 4n-1, 84r,0 == X0Lrql, 8-1 = %0, §-1Xr L1, m~1 3 (“)
ce qu'on vcérifie facilement par la substitution des valeurs :
-t r —0p, -1 = (dnbr)
ag,r = a0 = — (@obrys)
Oy, s ==Qrq1,8-1— ((lr-l-lb:) 5
ces substitutions faites, I'équation (i1) devient :
(dnbo)(ar.p.lba) +(ﬂnb:) (aobrt+1)= (aobs)(anbf+l) . (4‘2)
Ces trois produits é¢tant développés, donnent une identité.
(La suite prochainement.)



