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DISCUSSION

d'une conique donnée par une équation enveloppe ou aux

ordonnées linéaires de Plücker (v. p. 10), et applications

des problèmes sur les enveloppes des cordes de coniques.

I. Théorème. Soit py -\-qx= 1 (1) l'équation d'une droite,
et #/?*+ bpq + c<7a+ dp-\-eq + ƒ = 0 (2) la relation entre
p et q , cette relation est l'équation enveloppe d'une conique.

Démonstration. Posons l'équation hexanome ordinaire
d'une conique, 7 étant l'angle des axes ; pour que la droite
(1) soit tangente à cette conique, et considérant que p et q

sont les valeurs réciproques des coordonnées à l'origine, on
doit avoir la relation

=0 (3) (t. II, p. 108).

Or on peut identifier les deux équations (2) et (3), ce qui
donne :

1—.c l' —a 2^— d 2k — ep2n__b
m f' m f' m f m f m f

c. q. f. d.

II. Problème. Étant donnée Féquation enveloppe d'une

conique, trouverFespèce.

Solution. Soit (2) l'équation enveloppe donnée de la co-
nique, on a les relations d'identité

If— ml £'2— ml
A C BA - " ~ 4 Ï T ' C " " ~ 4 Î T " Î B ~ 4L '

Substituant, au lieu de k, k', l, lf, n leurs valeurs déduites

des relations (4), il vient •
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k_m\f — kcf) n__m\*—kaf\ m\de-kbf)
Ï 6 T L SVA— 16 / a L ' > *~ SJFl 5

d'où *
m4 *

B' - 4AG = — — [{de- kbjj- (e>-icf) (d'-ia/)] =
04/ L.

Cette expression permet de déterminer l'espèce de la
conique.

1° Si ƒ = 0 , c'est une parabole.
2° Si Lx = 0 et b*—hac pas négatif, alors l'équation (2)

est décomposable en facteurs rationnels, et chacun de ces
facteurs a pour enveloppe un point (v. t. I , p. 491) -, si
L, = 0 et //—4<zc<<0, l'équation ne représente rien. Si
d = e =f= h2— kac = 0 , alors l'équation se réduit à un
facteur carré , et l'équation représente un point double.

3° Si ƒ Lt est positif, la conique est une hyperbole, et si
/L; est négatif 9 c'est une ellipse.

Observation. Nous avons désigné la fonction pat L,, parce
que ea formation est analogue à celle de la fonction L dans
l'équation hexanome ordinaire.

III. Si l'on désigne par x ely les coordonnées du centre,
e —d

ainsi dp - j - eq -\- 2f= 0 est l'équation enveloppe du centre.
IV. Problème. Un triangle a deux sommets fixes sur une

conique donnée 5 le troisième sommet décrit une seconde
courbe donnée dans le plan de la conique ; celle-ci'est coupée
par les côtés mobiles du triangle en deux points. TroüVer
l'équation enveloppe de la droite qui joint les deux points.

Solution. Désignons par 2r la longueur du côté du triangle
inscrit dans la conique ; prenons ce côté pour axe des x, et
son milieu pour origine, et une droite de direction quel-
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côftqtie pour axe des y $ soit F(X, Y) = 0 l'équation dé la
courbe donnée sur laquelle se meut le sommet mobile. Un
calcul facile donne pour le système des deux côtés mobiles
du triangle, l'équation suivante :

y (X2— r2) — 2XYxr + Y2^a+ 2 r 2 Yj—r a r= 0 , (1)

qui se vérifie d'ailleurs en faisant d'abord x == X et y = Y.
et ensuite en faisant y = 0, x = ± r, la conique qui passe
par les sommets Sxcs a nécessairement une équation de cette
forme :

Ay+ Bxy + ^2+ Dr - r3= 0 ; (2)

A, B, D sont trois constantes.

Retranchant l'équation (1) dé l'équation (2) multipliée par
y et ôtant du reste le facteur commun, il vient :

4 r(A^-X 2+O+Yx(BY4-2X)+Y(DY-2r 2)=0; (3)

le facteur ôté y correspond à l'équation y r= 0, équation
du côté fixe, corde commune au triangle et à la conique ; et
l'équation (3) correspond à la seconde corde commune et
variable ; donnons à cette dernière équation la formo py +
-J- qx = 1, on obtient :

Y (B + Bq) + 2X — 2grr«= 0 , (4)
Y'(A. + Dp) - X2— 2/>r'Y + r2 = 0. (5)

Éliminant X et Y entre ces deux équations et l'équation
F(X, Y) = 0, on obtient une relation entre petq* qui est
l'équation enveloppe cherchée.

V. Problème. Mêmes données qu'au problème précédent.
Trouver la courbe telle que l'enveloppe de la corde mobile
soit une conique.

Solution. On a :

— AY 3 - -X a ±r a _ BYa + 2XY
P~~ Y(2ra— DY) ' ^~~Y(2ra—DY)'
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Pour que l'enveloppe soit celle d'une conique, on doit avoir :

ap*-\- bpq + cq*-\- dp + eqtf = 0 ;
mettant à la place de p et de q leurs valeurs respectives, on

parvient à une équation du 4e degré en X et Y, à laquelle il

ne manque que des termes en X3 et en X pour être complète.

Or elle ne rtnferme que cinq indéterminées ; elle ne saurait

*lonc représenter une courbe quelconque de son espèce.

VI. Théorème. Mêmes données. Si la ligne donnée est une

droite, l'enveloppe de la corde mobile est une conique.

Démonstration. Éliminant Y entre les équations (4) et (5),

il vient, réductions faites :

a J ' K }
+4Xra(Bp—2A?—J)pq)+lqr*[Aq—B

L'axe desj ' ayant une direction quelconque, on peut suppo-

ser que cette direction est parallèle à celle de la droite don-

née \ alors X est une quantité constante, et l'équation étant

du second degré en p et q est l'équation enveloppe d'une

conique. C. q. f. d.

Observation. Eliminant X entre les deux équations (4) et

(5), il vient cette équation en Y :

q" [2ra— DY] 2 + 4/>Y [2r>— D Y] — 2B Xq [2ra—DY] +

- f Y3 [ B a - 4 A ] — 2r2 = 0.

La droite donnée devenant parallèle à l'axe des x 5 alors Y est

constaiH, et cette équation devient encore une équation enve-

loppe#d'une conique, dont l'espèce est indiquée par le signe

du terme tout connu. Or Ton a :

a=zb=zO et c = (2r — DY)a (Probl. II) ;

si 2r'— D Y = 0 , alors la droite donnée est la polaire de l'ori-

gine , et l'équation (3) indique que la corde mobile passe con-

stamment par l'origine ; ce qui est évident à priori.

VII. Théorème. Mêmes données. Si la ligne donnée est une
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seconde conique ayant avec la première la corde fixe çn com-
mun, l'enveloppe de la corde mobile est une troisième conique,
ayant avec la seconde conique deux points de contact aux
extrémités de la corde fixe.

Démonstration. Deux coniques ont toujours six cordes en
commun, analytiques ou réelles ; il y en a toujours au moins
deux dont les directions sont réelles ; or, ici, les deux coni-
ques ayant une corde fixe réelle en commun, il en existe
encore une seconde ; la première étant prise pour axe des x,
donnons à Taxe des y même direction que la seconde corde ;
l'équation de la première conique étant comme dessus,

celle de la seconde conique est :

AY2+ B'XY + X>+ D'Y — ra = 0. (7)

Ainsi la seconde corde a pour équation .r(B—B')-kD—D'=0 ;
les équations (4) et (5) deviennent :

p — B'X = D'
d'où

2 ( B y g + 2 r > + D') — DP'? — 2Br> — BDy

B'D + 2D + BBf ' B ' D + 2 D f B B ' '

Mettant ces valeurs dans l'équation (7), on obtient une rela-
tion du second degré entre/? et q ; donc la corde mobile en-
veloppe une conique.

Observation. Cette démonstration n'est pas applicable à
deux coniques semblables ayant une corde en commun, parce
que la seconde corde est située à l'infini. Toutefois les projec-
tions centrales de ces courbes semblables ne sont plus sem-
blables. Le théorème subsiste donc pour les projections ; il
subsiste donc aussi évidemment pour les courbes projetées.

VIII. Théorème. Soient deux coniques O et 0' ayant deux
points de contact en A et A' ; si l'on mène à la conique inté-
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rlettre «P tiné tâfegètftë fêflconfratit la coniqaè & en èmx
pcrffiW fi etB', Ie Iteu géométrique da point d'inter§ecü<m
ûeê droites AB, A'B' est tme troisième coniqae passant pW
les points A et A'.

Démonstration. C'est Tinterse dû théotème VII.
IX Soiettt deux coniques O et O' ayant deux tangente»

cöttfin&nes ; inenons une tangente quelconque à la conique Ö,
rencontrant les deux taiïgeîites fixes en deux pointa A et A';
paf chaeun de ces points on riiène une tangente à la coniqde <T;
le lieu géométrique de Tintetsectioti de ces tangentes est une
coniqtfe touchée par. les deux tangentes fixes.

Démonstration. Par la théorie des polaires réciproques.
Tm.


