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+ DISCUSSION

d'une conique donnée par une équation enveloppe ou auz
ordonnées linéaires de Plicker (v. p. 10), et applications
des problémes sur les enveloppes des cordes de coniques.

1. Théoréme. Soit py +gx=1 (1) I'équation d’une droite,
et ap’+ bpg 4 cg*+ dp+-eq 4 =0 (2) la relation entre
p et g, cette relation est 'équation enveloppe d’une conique.

Démonstration. Posons l'equation hexanome ordinaire
d’une conique, y étant Iangle des axes; pour que la droite
(1) soit tangente a cette conique, et considérant que p et g
sont les valeurs réciproques des coordonnées a Porigine, on
doit avoir la relation

Up—2npg+-lg*—2K'p—2kq +m=0 (3) (t.1I, p. 108).

Or on peut identifier les deux équations (2) et (3), ce qui
donne :
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II. Probléme. Etant donnée l'équation enveloppe d’une
conique, trouver I’espéce.

Solution. Soit (2) I'équation enveloppe donnée de la co-
nique, on a les relations d’identité

kK—ml _kr—ml __ —2(kK'+mn)
A== C=—g— B= 4L '

Substituant , au lieude &, ¥, I, !', n leurs valeurs déduites
des relations (4), il vient :
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A_m’(e’-—&cf‘) ) C_m’(d’—&-af)‘ B— m’(de—xily").
- qu“L 1 -_ 16/-11‘ ’ - 8./':1‘ ’
d’ou .
2 — m4 . 2 (p?__ by — —_
B— 4AC = TN [(de — &bfy— (¢ — hcf) (d—haf)] =
Amif

: P = Amf
= S [ae’— bde -+ cd —{—_f(b hac)] = TR L.

Cette cxpression permet de déterminer l'espéce de la
conique.

1° Si_f'=0, c’cst unc parabole.

2° Si L, =0 et b"— 4ac pas négatif, alors I'équation (2)
est décomposable en facteurs rationnels, et chacun de ces
facteurs a pour cnveloppe un point (v. t. I, p. 491); si
L, =0 ct 0’—4%ac <0, I'équation ne représente rien. Si
d =e=f=10"—khac=0, alors I'équation se réduit a un
facteur carré, ct 'équation représente un point double.

3° Si fL, est posilif, la conique est une hyperbole, et si
SL, cst négalif, c’est une ellipse. '

Observation. Nous avons désigné la fonction par L, , parce
que sa formation est analogue a celle de la fonction L dans
I'¢équation hexanome ordinaire.

I11. SiYon désigne par x ety les coordonnées du centre,
) e —d
;27.5 Y= —2f 5
ainsi dp -} eq -} 2f=0 est I'équation enveloppe du centre.

1V. Probléme. Un triangle a deux sommets fixes sur une
conique donnée; le troisiéme sommet décrit une seconde

on a: I = —

courbe donnée dans le plan de la conique ; celle-ci'est coupée
par les cotés mobiles du triangle en deux points. Trouver
T’équation enveloppe de la droite qui joint les deux points.
Solution. Désignons par 2r la longueur du c6té du triangle
inscrit dans la conique ; prenons ce coté pour axe des x, et
son mlieu pour origine, et une droite de direction quel-
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cohque pour axe des y ; soit F (X, Y) =0 Véquation de la
courbe donnée sur laquelle se meut le sommet mobile. Un
calcul facile donne pour le systéme des deux colés mobiles
du triangle, I'équation suivante :

' (X—r)—2XYxy Y2+ 2rYy —rY’=0, (1)
qui se vérifie d’ailleurs en faisant d’abord = ==X et y = Y‘
et ensuite en faisant » =0, x===r, la conique qui passe
par les sommets fixes a nécessairement une équation de cette
forme :

Ay’ Bxy + 2" Dy —r’=0; @)
A, B, D sont trois constantes.
Retranchant I'équation (1) de I'équation (2) mullipliée par
y* et otant du reste le facteur commun, il vient :

YAy —X+r)4+-Yr(BY+2X)+YDY—2r') =0; (3)

le facteur 0té y correspond a l'équation y =0, équation
du coté fixe , corde commune au triangle et a la conique ; et
Péquation (3) correspond a la seconde corde commune et
variable ; donnons a cette derniére équation la forme py +
~+ gx =1, on oblient :
YB+Dg)4-2X —2gr=0, (%)

Y'(A 4 Dp) — X>—2pr'Y -} ' =0. (5)
Klimigant X ct Y entre ces denx équations et 1'équation
F (X, Y)=0, on obticnt unc relation entre p et g gui est
Péquation enveloppe cherchée.

V. Probléme. Mémes données qu’an pi'obléme précédent.
Trouver la courbe telle que I'enveloppe de la corde mobile
soit une conique.

Solution. On a :

AY—X"=+=r BY* - 2XY
P=Ner—pY) ' 1Y DY)
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Pour que I'enveloppe soit celle d’une conique, on doit avoir :
. ap’+bpg +cq’+ dp+eqif =0;
mettant a la place de p et de ¢ leurs valeurs respectives, on
parvient 4 une équation du 4° degré en X ct Y, a laquelle il
ne manque que des termes en X3 ¢t en X pour étre compléte.
Or clle ne renferme que cing indéterminées ; elle ne saurait
donc représenter une courbe quelconque de son espéce.

VI. Théoréme. Mémes données. Si la ligne donnée est une
droite , I'enveloppe de la corde mobile est une conique.

Démonstration. Eliminant Y entre les ¢quations (4) et (5),
il vient, réductions faites :

X' [4(A+Dp)—(B+Dgq) ]+
+4Xr'(Bp—2Aq—Dpq)+4qri[Aq—Bpl+r'[B+Dg]’
L’axe des » ayant une direction quelconque, on peut suppo-
ser que cette direction est paralléle a celle de la droite don-
née ; alors X est une quantité constante, et I'équation étant
du second degré en p et g est I'équation enveloppe d’une
conique. C. q. f. d.

Observation. Eliminant X entre les deux équations (4) et
(5), il vient cette équationen Y :
q’[2r'— DY’} 4pY [2r"— DY]—2BYq [2r"—DY] 4~
+ Y’ [B'— 4A] — 27 =0.

La droite donnée devenant paralléle a 'axe des x ; alors Y est

}:0. (6)

constant , et cette équation devient encore une équation enve-
loppe‘d’une conique, dont espéce est indiquée par le signe
du terme tout connu. Or l'on a :
a=b=0 et c¢=(2r"— DY) (Probl. II);

si 2r'— DY = 0, alors la droitc donnée est la polaire de I'ori-
gine, et 'équation (3) indique que la corde mobile passe con-
stamment par l'origine ; ce qui est évident @ priors.

VI1I. Théoréme. Mémes données. Silaligne donnée est une
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seconde conique ayant avec la premiére la corde fixe gn com-
mun, 'enveloppe de la corde mobile est une troisiéme conique,
ayant avec la seconde conique deux points de contact aux
extrémités de la corde fixe.

Démonstration. Deux coniques ont toujours six cordes en
commun, analytiques ou réelles ; il y en a toujours au moins
deax dont les dircctions sont réclles ; or, ici, les deux coni-
ques ayant une corde fixe réelle en commun, il en existe
encore une seconde ; la premiére étant prise pour axe des ,
donnons a 'axe des » méme direction que la seconde corde;
I'équation de la premiére conique étant comme dessus,

Ay'+ Bxy 4+ '+ Dy — r+40,
celle de la seconde conique est :
AY+4BXY X4 DY —r =0. (7)
Ainsi la seconde corde a pour équation x(B—B')4-D—D'=0;
les équations (%) et (5) deviennent :
‘ Y (B+ Dg) 42X = 241,
DpY —BX =D'-}2pr*;
d’ou
_2 (B'r'g 4-2rp4+D) X DD'q —2Brp — BD'
B'Dg+2Dp -+ BB’ ~ BDg -+ 2Dp 4+ BB
Mettant ces valeurs dans I’équation (7), on obtient une rela-
tion du second degré entre p et ¢ ; donc la corde mobile en-
veloppe une conique.

Observation. Celte démonstration n’est pas applicable a
deux coniques semblables ayant une corde en commun, parce
que la seconde corde est situce d I'infini. Toutelois les projec-
tions centrales de ces courbes semblables ne sont plus sem-
blables. Le théoréme subsiste donc pour les projections ; il
subsiste donc aussi évidemment pour les courbes projetées.

VIII. Théoréme. Soient deux coniques O et O' ayant deux
points de contact en A et A'; si 'on méne a la conique inté-

4
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rietire O tne tangente retcontratit la eoniqué O’ en detx
points B et B', le Heu géothétrique da point d'intersection
des droites AB, A'B’ est une troisiéme conique passant par
les points A et A'.

D¥monstration. Cest Vinverse du théotéme VII.

IX Soienit deux coniques O et O’ ayant deux tangetites
cofifmtines ; inenons une tangente quelconque & la conique g,
rentontrant les deax tangentes fixes en deux points A et A';
par thacun de ces points on méne une tangente a la conigue 0';
le lieu géométrigue de Yintersection de ces tangentes est une
conique touchée par, les deux tangentes fixes.

Demonstration. Par la théorie des polaires réciproques.

Tm.




