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NOTE
sur Uhyperbole équilatére circonscrite @ un triangle et sur la

parabole inscrite @ un triangle ,

PAB M. MENTION.

Théoréme I. Le point de rencontre des hauteurs d’un
triangle inscrit dans une hyperbole équilatére est situé sur
la courbe. Ge théoréme résulte du snivant :
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« Le cercle des neuf points d’'un triangle inscrit dans une
» hyperbole équilatére passe par le centre de I'hyperbole
» (voir Nouvelles Annales, t. 11, p. 43) ; et inversement , si
» ce cercle passe par le centre de hyperbole , que deux des
» sommets du triangle soient situés sur la courbe, le troisi¢me
» ¥ sera aussi. » PO

Théoréme I1. Le point de rencontre des hauteurs d’un
triangle circonscrit 4 une parabole est situé sur la directrice
de cette courbe. Si I'un des cotés du triangle est la tangente
au sommet, la proposition se démontre aisément; elle sert
de lemme pour la proposition générale.

Les cotés du triangle forment en effet , avec la tangente au
sommet, un quadrilatére auquel on applique le théoréme
suivant :

« Quatre droites sitnées dans un méme plan forment quatre
» triangles, dans chacun de ces triangles existe un point de
» rencontre des hauteurs ; les quatre points de rencontre sont
» sur une méme droite. »

Il n’y a donc qu’'a démontrer le théoréme lorsque I'un des
cotés du triangle circonscrit est la tangente au sommet (fig. 45).
Evidemment lc point de rencontre se trouve sur une
perpendiculaire a la directrice. Soient MAB le triangle
circonscrit, et I le point ou la hauteur perpendiculaire a
la directrice rencontre cette derniére ; prouvons que Al est
perpendiculaire a MB ou paralléle a FB; F est le foyer de
la parabole. A', B' étant les points out FA, FB rencontrent la
directrice, MA'=MB'=MF; ainsi I est le milieu de A'B';
dés lors AI, joignant les milieux A et I de deux cotés FA’,
A'B’ d’un triangle, est paralléle au troisiéme coté FBB'....

¢ q.f. d.

.
Note. Démonstrations analytiques :

Théoréme I. Toutes les hyperboles équilatéres circon-
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scrites & un triangle se conpént au point de rencontre des
hauteurs du triangle.
- Démonstration. Soit ABC le triangle,, prenons le sommet
A pour origine, la direction AB pour axe des - x, les coor-
données rectangulaires, et faisons AB== E; deux hyperboles
équilatéres passapt gar les points A et B, auront pour équa-
tions :
Y+Bry —2'+Dy +Exr=0; y*+B'xy — '+ D'yt Ex=0;
donc les deux autres points d’intersection sont situés sur la
droite x(B—B)4+D—D'=0, c'est-a-dire sur une droite
perpendiculaire & AB; mais C est un point d’intersection,
donc le second point est sur la hauteur ‘du triangle passant
par C; de méme sur la hauteur passant par A, etc. c. q. f. d.

Théoréme I1. Lesdirectrices de toutesles paraboles insecrites
4 un triangle passent par le point de rencontre des hauteurs
de ce triangle.

Démonstration. Soit ABC le triangle, prenons A pour
origine , AB pour axe des 4, BC pour axe des -+, V'é-
quation de la parabole peut étre mise sous la forme :

Py'—2pqry +q¢'2 —2py—2x+1=0; (1)
Péquation de la directrice est :

x(g+p cos ) x(p-+q cosy) - cos y=0. 2)
(t. II, p. 433.)

Soit dy + ex -+ f =0 I'équation de Ja droite BC, la con-
dition de tangence donne :

dfq+¢fp —de=0, (3)
éliminant ¢ entre (2) et (3), on a :

pflr(deosy—e)+x(d—ecosy)]+d[ey+excosy+/cosy] =0;

or, celle droite passe constgmment par le point d’intersection
des deux droites :

y(dcosy—e)+ x(d—ecosy;=0, ey 4 excosy+fcos y=0.
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La premiére est 'équation de la hauteur da triangle passant
. par Vorigine A, et la seconde est Iéquation de la hauteur
passant par B; donc, etc. ’ Tm.



