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NOTE
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PAR M. DIENGER,
docteur és sciences a Sinsheim ( Bade ).

sur Uintégrale définie S T ® étant >0 et <2n,

Sila fonclion‘%: ¢(x) jouit des propriétés suivantes :

1° g(x+iy), i étant =11, est 0 pour x=ow, quelle
que soit la valeur de y, et cette méme quantité est 0 pour
¥y =, quelle que soit la valeur de x.

. , . 1
20 Les racines de I'équation — —0 sont absolument les
?

()

mémes que celles de I’'équation F(x)=0; on sait qu’on a alors,

- flz) | flx) S(@m)
S” (x)dx—am[F,(xJ+ Ty Tt P |

x,, x,, ... xm étant les racines (imaginaires) de I’équalion
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F(x) =0, pour lesquelles le coefficient de i(=1/1) est po-
sitif. Si cette équation avait en méme temps les racines réelles
a,, a,, ... il faudrait ajouter a I'expression précédente :

[fla) | fla)
| Fe T F ]
F'(x) désignant, comme a V'ordinairc, la fonction dérivée
de F(x). (V. les Legons de calcul intégral, par M. Moigne,
lec. 9 et 21.)
Appliquons maintenant ce théoréme a l'intégrale :
*(—zi)—rdx xr—1dx
S,m o Tzt ad’
supposant z > 0et < 4, toules les conditions énoncées ci-dessus
seront remplies. Les racines de I'équation 1 4+ 2’ x*=10
sont :

®

= (=it inm]

T, ., = hr . A=
cos; =i sin—, cos— =i sin—;
3 3’ 3 3’
donc on a dans ce cas :

T, LT T LT
a~,=cos§+zsm§, r,:—-cqsg—}—a smg;
d'ou il suit, cn appliquant le théoréme général :
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=— 12[\/5. cos(y—-l)% - 3Sin(y.—1)%J —

- —‘/-%[cos(y—l)% —Vis. sin(y——i)%].

™
COS—
Orona: \/3=—;, donc

sin é

S‘”(-—xi)#—ld.r [ T ., m "n:_]_
= cos(p—1)=.sin-—sin(p—1)— cos= | =

2 4 - 6 6 6 6

o 1Tt V3.sin-g -
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sm( — 1) —-2 s: g, i
V3 T b3 \3 6
_ Nt |t ® xr—ldr
=it i) =

[ (o —reg)™ )=
= ~ —1i8in= — - —_—=
] cosy —zsing +<c0s —|—zsm2 PR

xt—\dx
= cos(u_1)§—zsm(u--1)§+cos(u——1) +Lsm(4——1 ‘5 S Trrgat =

. pmS xt—rdx
= 2sin—

1+ 4=’
d’ou enfin -
. /T P
S” xé—idx  ® sm<5~—€> >0 )
o 1+ 2’4 2t l/:; sin%ﬂ T <4,

Supposons dans cette formule p—=2a, a2’=1z, on aura

az
xh—tdr = xW—2rdxr =20—1 <> donc

o1+t L3 gingr | <2

s, ™ am
S“ 2°7'dz P m(g-—? a>0

Pour a =1, le second membre de cette équation se présente
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0
sous la !orme(—); sa valeur se trouve, au moyen des for-

mules connues

-, c’est-a-dire :
3”3

J' ®  dz __2n
o 1+2z+42 V3’
ce qu'on peut aisément vérifier par I'intégration directe.

>0

Mettons dans la formule (1) a:f(a
n\ <<2

"
). e=aion

aura 2%—!dz = nx*—dx , donc

[ ]
S“ ze—idz  on S'"( ) >0
o 12" 2™ V3 Gin "™ > % <on.
n
Celte formule a lieu pour n entier et >0, et méme pour n
fractionnaire et > 0, pourvu que, dans ce dernier cas, on
n’admette pour x", x*", qui sont alors des puissances frac-

tionnaires, que leurs valeurs positives et réelles.

. 0
Pour « =n, le second membre de I'équation (2) est —, sa

0
valeur est alors -, ¢'est-a-dire :
3n)’3
g 2dx 2w
Jo 142" 2" 3nV§

1 . .
Posons dans la formule (2) < au lieu de x, lintégrale

co ga—idy xm—e—id
S 1+ i i 1T Fz ,,,,doncona
xW—2—tdy ®  x*—idx >0
So 142" = S,, 142"’ ¥ <an;
équation qui résulte immédiatement de ce quon a identi-
quement :

setransformera en g

()
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sin( = — — sin( = (2n—a)r

(3 3n> _ (3 3n )
. am . @n—ar
sin— sin————

n n

Différentions I’équation (2) par rapport a «, nous aurons :

(~xo—tlog(x)dx _
So 1+ 42" -
T amw) ., ar . [T am at
o [cos<§——§l>sm-;+3sm<§—~3—n)cos;]
= :V— ‘ 19 ’ (4)
V'3 sin’—

*x*—tlog(x)dx
o 14242
aura tous ses éléments finis, c¢’est-a-dire tant que la quan-
tite \FTe) T log(x+-).
1+ (@ @

varier de x =0 jusqu’a x = .

Cette équation aura lien tant que I'intégrale S

s’évanouira pour ¢ =0 ; x pouvant

2%-tlog(x)
1 +xﬂ+ xﬁn
>0 (-<)r—t log(ar—+s).c
x ; donc = =
<w 1@ +o+(=+)
>0
<
quantité :
e*—1 log(e).e = log(z) o
l—'-—E"—'—B," - 1+sn+€m pour E—'O y
qui est évidemment 0 tant que x>>0; pour z=o , on

Or il est évident que la quantité est finie pour

s’évanouit pour ¢=0,

x étant . Supposons donc x =0, on aura a discuter la

1
pourra supposer x -+ ¢ ==-, et onaura:

AN l)
(Z) Og(E T _on—alog(e)

= pour ¢=0,

O

3

qui sera 0 pourvu qu'on ait « <C2x. Il résulte de ces consi-
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0 .
dérations que la formule (4) a lieu pour az an’ c’est-a-dire

sous les mémes conditions que I'équation (2) d’ou elle dé-
rive.
La formule (3) donne, en différentiant par rapport a a+

S Tam-a—tlog(x)dr S“.z*—l log(x)dx >0 5)
o A4z T ) 1422 * < on.
Pour n=u«, on tire de 'équation (1) :

*x" log(x)dx ]

So Trefr =% (6)

* xe—1log(x)dx
>0
<n,

positive pour « z ;n:, pour x=n, elle passe de I'infini né-

donc la formule (5) démontre que V'intégrale S

change de signe pour « =un; clle est négative pour «

gatif a Vinfini positif (7).



