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NOUVEAUX THEOREMES ALGEBRIQUES
relatifs au systéme de deux équations entre deux variables.

Par M.C. G.J.JACOBI, professeur ordinaire de mathématiques, 3 K®nigsbherg.
( Crelle, X1V, 281, 1835.)

L

De tous les théorémes qu’on donne dans les éléments d’al-
gebre, il en existe a peine un seul plus utile, principalement
dans les équations, que le suivant :

« X étant une fonction rationnelle entiére de x, on a

U
(2] =0
dx
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» si on élend la somme a toutes les racines de I'égquation
» X=0, et siU est une autre fonction quelconque rationnelle
» et entiére de x, d'un ordre inférieur de deux unités i la
» fonction X. » .

Dans ce qui suit, nous démontrerons comment on étend
ce théoréme au systéme de deux équations algébriques entre
deux variables. Soient £, ¢ des fonctions rationnelles entiéres
de x et de y, qui montent respectivement au péme et »ime
degré. Supposons que w soit le degreé des équations finales qui
proviennent de ’élimination de I'une et de Pautre variable
des équations =0, ¢=0.

Soient ces équations finales :

X=0, Y=0,

I'une en x et I'autre en y. Supposons de plus que M, N, P, Q
soient les fonctions multiplicatrices, les plus simples, ration-
nelles, entiéres, au moyen desquelles on obticnne iden-
tiquement :

Mf+Ne¢=X,
Pf+Qe=Y;
soit enfin MQ—NP=YV,

nouas désignerons par
[.l‘ % Y # ] *
une fonction rationnelle entiére en x ct y dans laquelie

x=, ¥ sont les plus hautes puissances de ., y qui se trouvent
dans cette fonction, ctsoit

S= [z, yFf], ?=[m’.7dn]'
On aura , d’aprés les principes algébriques connus :

M=[xv—=, y&~']; N= [z, yi~"]
P=[av~, yv=3]; Q= [xx—*, yw—d],
d'ouV = MQ — NP == [zvw—', yv—'].
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Or M cl P sont de degré w—p, et N, Q de degré w —v,
donc V st de degré 2 w—p—s.

Supposons que x=x,, y=y,; T=1,, y=y,;..... X=Xy,
Y= w soient les racines simultanées des équations
JS=0,9=0.

Toutes les fois que x=xm, y=y, , m nW'élant pas égal a n,
satisfait aux équations X =M/} Np=0; Y=DPf+Qy=0,
mais pas aux ¢qualions, /=0, y—0 comme de ces équations,
on déduit Vf=0; YV ¢=0; donc V=0.

«Vim, ndésignant la valeur que prend expression MQ—NP,
» en posant en méme temps r=xpm, y=y,, lorsque m et
» n seront différents, on aura Vp, =0, ou bien V s'éva-
» nouira pour toutes les racines des équations finales qui ne
» sont pas racines simultanées des équations proposées. »

Différentiant par rapport & x et a y les identitcs
M f+4-N9=X; P f4-Qy=Y, et metlant aprés la differentia-
tion les racines simultanées des équations f=—0, ¢=0, il
vient: .

M f' (x)+N¢ (2)=X'; P.f'(z)+Q¢'(x)=0,
M f()+N¢(5)=0; P f1(1)+Qy(1)=Y".

Posons pour abréger: °

SUx)g ()= (x) [ () =R:
ilvient: R . M=4X¢'y, R.P=—-Y"(x),

R. N=—X'/"y, R. Q=+Y f"(¥),
d’out RY=XY.

Nous voyous donc qu'en substituant dans V les raciues
simultanées des ¢quations, on obtient lc méme résultat que

IY'

si T'on substitue ces valeurs dans lexpression “—K——a, ou

désignant par X';m, Y i, R les valeurs que preonent X, Y,
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R pour les racines simultanées xm, ym des équations /=0,
14 I
m \Y m

R

¢=0, on obtient Vi, m =

11.

Dans lexpression V, les variables x, y pris séparement
montent, comme nous avons vu ci-dessus, au degré w—1,
par conséquent a un degré moindre d’une unité que dans X
et Y qui sont de degré sv. On aura par la théorie de la dé-
composition des fractions rationnelles

VvV — s Vmsn
XY~ " X, Y, (x—2m) (r—.)

La somme étant étendue a toutes les valeurs des indices
m, n comprises dans la sunite 1, 2, 3..... w ; mais dans les
w? expressions que la somme comprend, toutes celles dans
lesquelles 7z, n sont diverses s’évanouissent, comme il a été
dit ci-dessus ; il ne reste donc quc les termes ou m=n; d'ou
Véquation précédente se change en celle-ci :

v . Vmym . 1
XY Xn. Ym (@—2Zn) (—ym)  Rm (x—Zm) (¥—¥m)

C’est une équation trés-remarquable.

On en tire:

. .
V== (2r—2z,) (x—2)...(0—2u ) (y—7.) (=1 . (y—Im)

1
+—R— (x—=x,) (x=y)er (Z—2w) (y=—x) (Y= D)ee- (F—V o)
etc.,

en supposant toutefois qu'on ait rendu le coefficient de la
plus haute puissance de x dans X et de y dans Y égal a
I'unite.

Soit U une fonction rationnelle entiéere de = et de y et
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Um la‘ valeur de U pour x=xm; y=ym; on peut poser
U=Un+W (x—z2n)+ W (yr—ym), W et W étant des
fonctions de x, » rationnelles et eatiéres.
D'ou
U Um w W'

(e—2m) (¥ —m) = (x—Zm) (¥y—ym) +y-—ym + T—Zm.

Développons ces diverses fractions selon les puissances
descendantes de x et de y; la premiére fraction du second
membre est la seale dans ce membre qui fournisse des puis-
sances de x multipliées par des puissances de y; clles sont
donc les mémes que celles qui sont données par

U. .
(x—xm) (y—ym)’

donc, en développant I'expression

Uuv U

XY Rm (x—xm) (y—rm)

selonles puissances descendantes de x etde y, les termes prove-
nant de la multiplication des puissances négatives de x par les
puissances négatives de y sont les mémes qu’en développant

Un U U

- I l a2
z“m(l"“z'in) (y—rm) R (x—zx)(y—y) ' R,(x—z,) (y—r.),
v

ou bien dans le développement de XY le coefficient de

AU ;
o1 y—ﬁ-—l est 'rlu-;;l U +‘rna.ya U

. -Z'w"‘ywﬁUw,
R T Ry

d’ou, en posant U=R,
en développant suivant les puissances descendantes de x

RV
et de y I'expression XY le coefficient du terme

x- (et) =B est a,%),2 + 2, % A ZTw* Yo -
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Ce qui précéde peut servir a troaver la valeur des expressions
x,2y, Bt x, 2y, Pt . To*yw B,

laquelle, lorsque ni « ni p ne sont nuls, se trouve pénible-
ment par les méthodes ordinaires.

IIY.

V ne peut monter qu'au degré 2w—y—v; XY est de degré
v

2w ; donc <7 e peut monter qu’au degré — (u-v) ; le terme
général da développement est

xxyp
(R. TR,

.xwuyw/?) x = @H) g —(aH);

par conséquent ce terme est nul toutes les fois quon a
a+B+2<p4v;dela:
Théoréme.

Soient ¢, f des fonctions quelconques rationnelles en-
tiéres; soient v—=x,, T="x,...L=Tw ; Y=Y, Y=V 2 Y=Y w,
toutes les racines simultanées des équations f=0, 9=0;
soit ensuite Ry, la valeur de I'expression

S'x dy—f'(x)¢ ()

pour xr=xm, y=ym; alors 'expression

x2y B | xxyB Twyol
R, + R, T Re

=v,

« ct § désignant des nombres entiers positifs dont la somme,
augmentée de deux unités, est moindre que la somme des
degrés des équations /=0, y=0.

De la cet autre théoréme :
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Théoréme.

Soient £, ¢ des fonctions quelconques de x et de y, ra-
tionnelles et entiéres; soit F une autre fonction quelconque des
mémes variables, rationnelle et entiére, et d’un degré moindre
de trois unités que les sommes des degrés de f ct de ¢, alors

P

S'xoy—Sfydx
la somme étant étendue a toutes les valeurs de x et de
¥ qui sont racine simultanées des équations /=0, ¢=0.

Nous donnerons un seul exemple pour confirmer ce re-

marquable théoréme. Soient f, ¢ du second degré; dans ce
cas, on peut déterminer la constante ), de maniére que
JS -+ % puisse se décomposer en deux facteurs linéaires, et
cela de trois maniéres , par les trois racines de I'équation
cubique dont dépend la valeur de ) ; soient ¥, X' deux de ces
valeurs diverses, et soit n=f4No=tu; o=fFN"¢=vw;
t, u, v, w désignent des fonctions linéaires. Les racines des
équations f = 0, ¢=0 sont les mémes que celles des équa-
tions n=¢, =0, qui peuvent sc¢ décomposer en ces quatre
systémes d’équations linéaires -

1) (=0, v=0; dou suit x==x,, y=y,;

2) =0, w=0; z=z,, y=5.;
3) u=0, v=0, X=X, Y=3;
4) u=0, w=0, X=X, Y=Vs5

d’ou s’ensuit :
t—a[‘r .7’:“".}’:)— T~ )+x Y J’x‘z'}
u=B{x(y,—y)—y (x;—x)+2.5—r:%,]
v _Y[x(f,‘—}’; -—J’(I‘ —.Z‘a)+.l' Yyr—x,Y, ]
w=0[2(y,—y )~y (x.—x) 2,y —r.x]

, B, 7, ¢ €tant des constantes.
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Posant, pour abréger,
o=y, =)ty —y )tz (r:=r)
—A=x(y—y) 2y~ ) x(r—y)
Fa=x(y—y)txl0.—r)+xly )
+Ao=x:(.7’s"‘.7’s)+xa(.'}’z—:}’.)+-1's(.7.—.7’s)a

on en déduit :
dt dy dt dw

dx Iy—@ dx
dt dw dt dw
ﬂ?if"’@ dx
dudy du dvy

Zdy " dy 2z = T bBa,
dudw du dw -
e dy T dy Az

Ainsi  7'(x)®'(y)—='( y)¥' () = —2yAuw-4adduv -
oA w—BIA=("—N) [f gy —fygx] = "—V)R.
11 faut observer que
Ty Yy ly Uy, v, w
prennent simultanément les valeurs
Xy ¥ 0, —BA,, 0,04,
Zyy Xay 0,40, 184, 0,
X3y ¥y —28,, 0y, — 04,
L4y Vyy by 0,—78,, 0.

On a donc :
W= MM N ABD AAA, A A A
apyd R, ~ R, = Ry R,

D’aprés le théoréme, on doit avoir :
1 1 1 1
R + R, + T + R = 0,
X, x, xa .l" —_—
K+R,+K+R4—0’

Yo Ty oy S
.R—'+R,+R3+R‘ 0.
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‘Substituant les valeurs de R,, R,, R,, R,il vient les identités
€videntes :

8, + 8,4+ 5,4 8,=0,

x, 8,4+ 2B, a8+ x2,8,=0,

Y 4 tr. 0+ y:8,+r8,=0.

Keenigsberg, 13 juin 1835.
Note. Tous les géométres connaissent le beau mémoire

analytico-géométrique de M. Liouville, relatif a ces théo-
rémes de M. Jacobi (Journ. de mathém., V1, p. 345. 1841).




