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SOLUTION DE LA QUESTION 161 (t. VI, p. 272).

PAR M. MENTION.
eléve en spéciales ( classe de M. Richard ).

Soient A et A’ deux points d'unc ellipse, AN, A'N deux
normales se rencontrant en N . n et ' les grandeurs de ces
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normales, p et p' les distances du cenire aux tangentes pas-
sant par A et A', d le demi-diamétre paralléle ala corde AA',
on a: 1° np4-n'p'=2d"; 2° si U'on méne les deux autres
normales passaut par N, on a np-+n'p'+n"p"+n"p" = con-
stante ; 3° si A’ se réunit 4 A, on a np =d’, ou n est le
rayon de courbure ; 4° cette derniére expression s’applique aa
rayon de courbure d’une ligne de courbure de l'ellipsoide
d étant le demi-diamétre paralléle a la tangente. (Joachims-
thal).

Je ne démontre que les trois premiéres partics.

I. Soient (', "), (x", ") les coordonnécs des points A
ctA'; m étant le coefficient angulaire du diamétre dont la

. @b (14+m’) .
longueur est 2d, d = (@, b représentent les
. . b(x' 4 )
demi-axes de lecllipse), ou, comme m=—— —/——=—
pe). o, 2 (')

I e e
= a’ba—*—bal"l‘”—‘—a’y’)’”
eyt 2y b (@ B — o)y — 208y — b= 0
txt —2a'Cax’ 4 a’ (a4 B —ct)x? +-2akc ey — a’ =0
(voyez t. VI, p. 367);
bz(x’__l_xu) _ a’vy’y"
aa()""}",}'”) - b’pl".l‘” I
dans lesqnelles «,3 représentent les coordonnées du point N.
Si I'on.combine 'une des équations

; on ales équations

b’@.t'—-a’ay’—l—-C’.‘L"y'::O , b:pxll__alay"_*_c:xp‘y”:o
avec la relation
Pta") _ s
) T B

on arrive 3

L Ve " (I’+ .1‘") ' p— a’c’f_r"(y’ﬁ-y")
2@ ey T B a b+ T vay'y")
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11. 1* Abaissant du centre de V'ellipse O les perpendicu-
laires OP, OQ sur les normales, on a AP=p; A'Q=p'. Le
cercle dont ON est le diamétre passe par les points P et Q,
et les puissances des points A et A’ par rapport a ce cercle
sont précisément les valeurs de np et np'. Or Yéquation du
cercle est x'—axr-+y'—By=0; donc les puissances seront
égales a :

—ax+y "y, 2 —az'ty "y

np+1 '—(x +2V 'Vl +2") =B ")
Celte expression devient, en mettant pour «, les valeurs
indiquées ci-dessus, ct réduisant au méme dénominateur,

(') (@b +a' bl x"4-ail’yy"—bictx'x") +
H' (@b @by y - Bata' s+ atey y ) —
—2@'2" + yly') @0 (@’0 -+ V2’2" + a’yly”)
ab(ab b x'x"F-a’y'y").
Le dénominateur étant celui de 2d”, au facteur @’)” prés,
il faut prouver que le numérateur est égal a

aib: [a‘(]”+y”)‘+b4(xl + xll):] .
Ce numératear, par des réductions évidentes , sc trans-
forme en
albd (' + 2" + a'dt (yy' )+ 2 (Vx> 4 asy'y”)
(@ Vb2 2" +a’yy")-2a’0* (@’ ’+ 0’ X' 2" +a’y 'y ) (x'x "—,—_y 'y
= 2(a*V’ - V' x" +ayly") (bix'2" 4 atyly" — a’bx'x"
—a’by ")+a"‘b‘( '+ 2") +a4b” ¥y
=2(a’—b") (a’yy"—b’x'z") (a®0’+4-U’x'2"+a’y J”) +
+-atbt (' + 2" F-at by ")
=2a'b*(a’=0") (a&ly'y"—b'x'2") 4 2(a"—V") (@' bi—a’ b x " —
—a‘b‘l‘"’)+.a“b“(r'-{—x")’—{-a‘()‘(]'—}-}’")’,
parce que
a‘y" . a‘y"’:(a’b’—-b’.r”) (a’b’ —-—1)21‘"2).
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Occupons-nous du factcur de a’b?, qui est
Aa'—b) (@'y'— b2+ 2> —b) (@ — 2" —bz") +
+a 2" 4-2a' 0’ X 2" 4-a’ b 2" +-a’ by 2a’ Uy y by

= 2a¥%'y"+ 2b'x'2"4-2ah’ — &b’ x” —a’ b x""—2a°b* +

+ i 200" a’hy - a’ by

= bi(x'+a"y4-2a%y'y '+ 2at*—atb*+a'ly"—a*h* 4-

+ aly™—2a'b* 4 V(0’2" +-a’y" )+ b (2 -aly"t =
=bi(x'+2")+at(y' ") ... ¢ q. f. d.

Remarque. Soient 7, i' les angles NAF, NA'F, F étant le
foyer. Substituant pour p, p', acosi, acost' dans Pégalité
np~+n'p'=2d", il vient ncosi-}- n'cosi' = 2?. On a
donc ce théoréme :

« La somme des lignes obtenues en projetant les longueurs
de deux normales comprises entre leur point de concours et les
points ou elles rencontrent rectanqulairement Uellipse, sur
les rayons vecteurs de ces points, est égale @ la corde focale
paralléle é la droite qui les joint. »

Si les deux points sont symétriques par rapport au grand
ou au petit axe, on obtient la projection de la normale ter-
minée au grand ou au petil axe ([-:;-, a >

2° np+n'p4-n'p’+4n"p". Soient B, B' les deax autres
points dont les coordonnées seront (x, y,) (x,r.).

Cette somme égale

b A A i A A A
— a(z'+ 2z )—8(r+y )
=(z'+z"+x+2) —2P,(x)+(r'+r" )ty ) —
2P,(y)—al & 42"z 42—+ "ty 4y 5
et 'on n’a plus qua porter les valeurs des sommes et des
produits tirés des ¢quations ctx*—, etc., etc.; ciyt--, etc ,
etc. Lerésultat final est 2(a*4-0%). Ainsi d' étant e demi-
diamétre paralléle & BB, on a &*4+-d" =a*-}0".
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Remarque. « Les quatre lignes oblenues en projetant les
tongueurs de quatre normales comprises entre leur point de
concours et les points ow clles rencontrent rectangulairement
ln courbe, sur les rayons vecteurs de ces points, est con-
stante. »

3° Si les deux points A, A’ se confondent, 2np = 2d";
np=d?, n représentant le rayon de courbure. Cette valear
n’est autre que celle qui a été donnée par M. Abel Transon
(voir t. TII, p. 596). Remarquant que

b »
d =— =acosi,ona n=— —
cosi’ P ’ acosdt

(ce qui est Ja valeur donnée par un abonné, t. IV, p. 256).

Note. Une démonstration plas directe du beau théoréme
de M. Joachimsthal est & désirer.



