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NOUVELLES ANNALES

DE

MATHEMATIQUES.

METHODE DES HOMOGENES.

1. Suivant la notation en usage, les coordonnées d’un point
sur unplan sont représentées par les letires z et y, et les coor-
données d’un point dans I'espace, par x,y, z; dans la mé-
thode des homogénes, les coordonnées d’un point sur un plan

sont représentées par lesrapports ;, ‘7—;; et celles d’un point

dans D'espace, par les i‘apports E, i—’, E; z et u élant des
nombres quelconques. Ainsi, pour passer de la notation or-
dinaire a celle des homogeénes, il suffit de remplacer dans les
équations x et y par ;, ‘}—z’, ou bieg x, y, z par E, ‘:—;, 5;
et il suffit de supposer z =1 ou u=1 pour venir de la nou-
velle notation a I'ancienne. L’avantage de celte nouvelle no-
tation est de donner aux résultats une forme symétrique et
de pouvoir appliquer aux équations les propriétés 'analy-
tiques des fonctions homogénes. Nous allons donner quel-
ques exemples. C'est dans I'ouvrage de M. Plucker, conte-
nantson systéme de géométrie analytique (1835), que je trouve

les premiéres applications de cette méthode.
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I1. Probléme. Trouver l'équation d’une droile passant

_l" {1 xll "
par les deux poiuis <?‘£,> et (?’ 'Z7,>

Z
Solution. Soit dy -+ ex+ fz=0, I'équation de la droite,
on aura '
dy' +ex'+f7 =0
dy’'+-ex' 12" =0,

Il faut éliminer entre ces trois équations les deux rapports

d e . ..
7 },; il faut donc, en considérant 4, e, f comme trois in-

connues, que le déferminant soit nul; ainsi on a de suite
")+ x[y"2 142y 2"]=0.

Les crochets indiguent le bindéme alterné ou le détermi-
nant (*) de deux lettres, le terme entre crochets étant positif ;
si I'on fait z=2z'=2"=1, on trouve la forme non symé-
trique ordinaire.

I11. Probléme. Trouver I’équation d’un plan passant par les

’ ! ’ " " " " " 11

. . x' y z x" ¥y z " " 2
woispoints (3, %, %), (5% 2)- (5 5 )
Solution. SoitTéquation du plan dx-+}ey 4 /24 gu=0;
remplacant successivement x, y, z, u par x', ¥, 7, u';

X', y",z", u", on obtient trois autres équations. Entre ces
. . . . d e
quatre équations, il faut éliminer les trois rapports -, -, [

g5
Ces quatre derniéres quantilés étant considérées comme des

inconnues, il faut que le délerminant soit nul ; on a donc
z[y'a"W" ] -y [2"FW"] +2[2y" W] +u[zy"3"] =0.

Les crochets indiquant le délerminant de trois lettres,

(*) Cest ainsi qu'on désigne aujourd'hui les fonclions cramériennes, nom
que, selon loute justice, devraient porter ces fonctions, les plus remarquables
qu’on rencontre dans I’analyse.
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renferment par conséquent six termes; celui qui est entre
les crochets étant positif, les signes des autres sont complé-
tement déterminés. )

IV. Théoréme. Soit une fonction algébrique, entiére, ho-
mogéne, de degré m, de n variables, x,, x,, x,..... 2, ; sil'on
multiplie par x, la dérivée de cette fonclion prise par rdp-
port & x,; puis par x,, la dérivée de la méme fonction prise
par rapport a x,, et ainsi des aulres variables; la somme de
tous ces produits est identiqguement égale a m fois la fonction.

Démonstration. Svit Az *x}x’....x,"=M, undes lermes
de cette fooction; on a, d’aprés la définition de I'homogé-
neéité, a4 b-+c.....r=1m; A c¢tant un cocfficient constant,
et a, b, ¢, r, des exposants entiers positifs, pouvant avoir
toutes les valeurs depuis 0 jusqu'a m ; opérant sur ce mo-
néme comme il est énoncé dans le théoréme, on a pour ré-
sultat mM ; donc le théoréme subsiste pour I'ensemble des
termes.

Observation 1. Le méme théoréme subsiste encore pour
des fonctions algébriques fractionnaires homogénes. En effet,
soit F une fonction homogéne entiére de degré m, de n va-
riables x,, Z...... x,; et f une fonclion entiére de degré m',

. . . . F
des mémes variables; la fonction fractionnaire j_ est de de-

gré m—n/ ; la dérivée par rapport a x,, multipliée par , ;

donne
dar Fdf
sz )

A ’

de méme pour x,, x,..... etc.

. . WF
Réunissant tous ces ré:-ullats, on oblient (m—m') 7

Observation 2. Lc théoréme s’applique aussi aux fonctions
bomogénes irrationnclles,
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V. Probléme. Soit X une fonction algébrique homogéne
de degré m, de n variables x,, x,..... z,; et soit chacune de
ces variables une fonction linéaire de cette forme

xk=arx-+bry -+ ciz,
ag, by, cx, étant des constantes données pour chaque variable;
et -'E s ‘g, les coordonnées du point d’un plan ; alors X =0(1)

est I'équation d’une ligne de degré m ; trouver I’équation de la
{ !
tangentea cette ligne, menée par le point'%,, ‘Z—, située sur la

ligne.
Solution. On a Yidentité
dX dX dX
I'II,‘-’ +.l‘, zT.z_',+' ce e Xy, 2‘_1," -
Représentons par X,, X,..... X,, les valeurs que prennent les

dérivées X au point donné et écri I'é
e d point do écrivons 'équa-

mX=0. (2)

tion
Xr+Xz,+..... Xpxn=0; (3)

C’est I'équation cherchée de la tangente. En effet, z,, x,....xs
étant des fonctions linéaires, cette équation est celle d’une
droite. Si 'on donne aux variables x,, x,..... x, les valeurs
qui conviennent au point donné, Yéquaiion {3) rentre dans
Videntité (2); donc la droite passe par le point donné; ct de
ce point, passant au point infiniment voisin, soit sur la
courbe, soit sur la droite, on a la méme équation

Xdx,+ X,d$.+ o X dre,=0;
donc cette droite ost tangente.

Observation. M. Plucker donne cette belle démonstration
dans Youvrage cité ci-dessus. Rien n’empéche ceux qui
aiment les limetes de les invoquer. I1 est vrai qu'au dernier
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instant, a la limite expirante, si I'on peut parler ainsi, on
est en plein tnfiniment petit ; mais on passe par dessus les yeux
fermés. On a bien la chose , mais avec I'avantage de ne pas
en prononcer e nom ; avantage considérable, qui compense
ce que la méthode a de long et de pénible.

VI. Exemple. 1° Soit
Ay'+Bry+Cx’+4Dyz+ Exz+ Fz’=X=0,

I'équation rendue homogéne d’une conigue, on a pour équa-
tion dela tangente

7 (2Ay'+Ba'+Dz")+x[2Cz+By+Ez]+-2[2Fz'+ Dy '+E2']=0;

Y !
x . . .
pep ‘-’; sont les coordonnées du point de contact; en faisant
z=2'=1, on a I'équation ordinaire.

2° Soit px,x,+ qx,x, == X =0, ’équation d’une conique;
p et g des constantes ; x,, x,, x,, x, des fonctions linéaires
de x, y, z; I'équation de la tangente est

pXx+pX o, + gX oz, +9Xx, = 0.
X,, X,, X,, X,, sont les valeurs que prenunent les dérivées
dX dX
dx 9 d_x“ .....

etc., au point donné.

Remarque. En 1844, M. Finck a atliré I'attention des pro-
fesseurs francais sur celte maniére de représenter les cour~
bes par des fonctions de factears linéaires , dont M. Plucker
surtout a tiré de si fécondes conséquences (voir Nouv. An-
nales, t. I1I, p. 147). Les ouvrages du célebre professeur
de Bonn méritent a tous égards les honncurs de la traduc-
tion; utile a la science, mais ne servant pas aux examens,
qui achéterait cette traduction

7. Probléme. Mémes données qu’au probléme 5 ; mais I'on
axg=arx +bxy + ckz+dyu; ax, bk, cr, drsont



— 10 —

des constantes;

b ’

&8
RIR
B

des coordonnées d’un point dans

I'espace; X =0 represente I'équation d’une surface de de-

gré m; quelle cst équation du plan -tangentemené par le
1 7

Y Z,

W u

point de la surface, ayant pour coordonnées '%, ,

Solution. 1.’équation (3) du probléme 5 représente I'équa-
tion du plan tangent. Méme démonstration.

Observation. Lorsque toules les quantiiés X, X, X,.. X,
sont nulles simultanément, ’éjuation (3) disparait ; c’est le
cas des points singuliers dont la théorie sera donnée plus loin.

8. Définition. Soit py-4-gxr=1 I'équation d’une droite mo-
bile, et F(p, 4)=0{1) une relation de degré mentrep et ¢;
la droite est évidemment Penveloppe d’une ligne plane;
Péquation (1) est I'équation enveloppe de celte ligne; et
M. Plucker donne aux variables p, 4, le nom de coordonnées
linéaires pour les distinguer des coordonnées ordinaires,
qu’il nomme coordonnées de point ( Punkt-Coordinaten). On
voit que les coordonnées linéaires sont les valeurs récipro-
ques des coordonnées a lorigine de la droite mobile. A
une méme vaicur de p répondent m valeurs de ¢; donc
par un méme point passent m tangentes; et la courbe est
dite de meéme classe, dénomination introduite par M. Ger-
gonne,

9. Théoréme. Lorsque I'équation enveloppe est linéaire
Yenveloppe est un point fixe.

Démonstration. Soit ap +by =1 I'équation enveloppe de
la droite mobile py+qgxr=1; il est évident que cetle droite
passe constamment par le point qui a pour coordonnées a
et b, car on a ap-+bg=1.

Observation. Dans le systéme usité, un point st représenté
par deux équations el une droile par une équayon; cest
le contraire dans lc systéme des coordonnées linéaires : une
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droite est représentée par deux équations, p==a, g=b, et
un point par une équation, ap+bg=1.

10. Probléme. Mémes données qu’au probléme 5; Fon a
xp=arp -+ br g+ cxr; ar, by, cx sont trois con-
stantes ; P , Zr sont les coordonnées linéaires de la droite

r .

mobile ’—; r+ grx =1;X = 0(1) est I'équation envcloppe

d’unc courbe de méme classe ; étant données les coordonnées
! !

linéaifes }:7, %, satisfaisant & I'équation X==0, trouver
Y'équation correspondante du point de contact.

Solution. L'équation (3) du probléme 5 représente I'équa-
tion enveloppe du point de contact. En effet, cette équation
est linéaire en p et g; elle représente donc un point (9); et
on démontre, comme pour le probléme 5, que ce point ap-
partient & deux droites mobiles infiniment voisines.

Observation. L’équalion (3) peut se mettre sous la forme

’ !

Pp+4Qg=1, P et Q étant des fonctions de 1:7 et de -3—,;

donc x=Q ; =D sont les coordonnées ordinaires du point
/ 1

de contact, éliminam%, % entre ces deux équations et

V’équation X=0, ou p, ¢, rsont remplacés par p', ¢', 7, on

obtient une équation en x, y, qui est celle de I'enveloppe

en coordonnées ordinaires.
(La suite prochainement.)

QUESTION D’EXAMEN (v. t. VI, p. 327).

Trouver la longueuar d'une corde divisant la surface d’'un
cercle donné dans un rapport donné; construire géoméiri~
quement | équation a laquelle on arrive.
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Solution. 11 suffit de résoudre la question pour un cercle
d’un rayon égal a unité; = étant Paire d’un tel cercle, il s’a-
git de trouver la corde ; retranchant un segment d’une aire
mmw, ou m est un nombre donné qu’on peut toujours suppo-

o 1 .. ,
ser moindre que 5 cela posé, soit x I'arc cherché, on aura
I'équation
2mn=—=x—sin.x.

11 se présente trois moyens de résoudre cette équation
transcendante :

1° Par la régle de fausse position. On cherche dans la table
des valeurs métriques des arcs une valeur surpassant un peu
2mm, et on en retranche le sinus; on trouvera facilement la
valeur de x a un degré prés; puis & une minute pres, etc.;
on devra étudicr. pour emploi de cette méthode, le cha-
pitre XXII de V'Introductio in analysin. Ce chapitre porte
pour titre : Solutio nonnullorum problematum ad circulum
pertinentium ;

2° Par le retour des séries. On a

x  xb
2mn = =— [—33—*—'[—51 —etc.

On résout ce genre d’équations infinitésimales par fa méthode
connue sous le nom de refour des scries ; on développe x dans
une série infinie, procédant suivant les puissances de 2mr.
3° Par construction. On construit la courbe transcendante
y=ux — sinx; il suffit de construire une sinussoide sur la
bissectrice y=ux; la courbe formée d’arcs égaux qui se ré-
pétent indéfiniment est renfermée entre celte bissectrice et
une tangente paralléle a cette bissectrice ; menant a une dis-
tance 2mn de I'axe des x une paralléle a cet axe, 'abscisse
du point d'intersection donse la valeur cherchée de x.
Observation. C'cst & tort qu’on a mis dans I’énoncé le mot
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géométriquement, car ce mot ne s'applique ordinairement
quaux problémes qu'on peut résoudre avec la régle et le
compas, ce quiest impossible ici.

Ezxemples :

1
m=z3; xr=149°. 16'.27"; corde de cet arc =—1,92853%0.

1
=l; x=132°. 20'. 47"'; corde de cet arc = 1,8295422
(voy. t. V, p. 152).

SOLUTION DU PROBLEME 173 (t. IV, p. 455),

PAR M. A VACHETTE,
Licencié és sciences mathématiques et physiques.

Une droite de longueur déterminée étant divisée en m
parties égales par des points rouges, et en n parties égales
par des points noirs, trouver la plus petite distance entre un
point noir et un point rouge. _

On suppose nécessairement m et n premiers entre eux ;
g'ils avaient un plusgrand commun diviseur d, il y aurait
d coincidences d’un point noir avec un point rouge.

Soit m < r; chaque division rouge est — de la droite,
m
L. . 1 :
et chaque division noire en est e Du numéro 0 au nu-
méro { rouge , il y a autant dedivisions noires que d’entiers
1 1 n
dans le quotient — : —, ou dans —; si n—=mgq-+r, il y aura
q m n ) m: ‘I+ k] y
g divisions noires, et entre le gm* numéro noir et le

. . . r
1 numéro rouge la distance sera la fraction e de la
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droite ; entre le 2géme numéro noir ct le 2ém¢ numéro rouge,

o 2r i .
la distance n-——n; entre le mgéme numéro noir et le méme nu-
(2

< T . . mr r
méro ( extrémité de la droite), la distance —— 2=

égale a r divisions noires. Comme n et m, r et m sont
premiers entre eux; donc les nombres r, 2r, 3r ...
...{(m—1)r divisés par m donneront, dans un ordre
quelconque, lesrestes différents 1,2, 3 ..... (m—1); la plus
petite distance entre un point noir et un point rouge répon-
dra a celui des nombres r, 2r, ..... (m — 1)r, qui, divisé
par m , donne le reste 1.

Cette plus petite distance est double , car on peut commen-
cer par l'une ou l'autre des extrémités de la droite.

Si n=m--1, en a le Vernier ; la plus petile distance est
entre les deux premiéres divisions, noire et rouge. Si
n=mg-1, la plus petite distance a la méme position.

Pour m=13 et =60, on trouve =8 ; c’est lc nombre
5rou 40 qui, divisé par 13, donne pour reste 1; la plus petite
distance est entre le 23¢me numéro noir et le 5¢m¢ numéro
rouge (*).

NOTE -
sur la surface du triangle sphérique et sur Uellipse sphérique.
PAR M. VANNSON, professeur (Versailles).

I. On trouve (tome V, page 17) un article de M. Ter-
quem conlenant la proposition suivante : Si on joint les
milieax m,n de deux cOlés d’un triangle sphérique ABC
(£g- 1), qua parlir du point R, ou I'arc mn rencontre le coté

(") Méme question pour la circonférence.
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opposé, on prenne RI=mn, qu’on achéve le triangle rectangle
IKR, IK sera le -ié excés. Nous remarquerons d’abord

comme corollaire que si on méne un arc perpendiculaire an
miliea de BC, I'arce pg sera la mesure de I'angle R ; on aura
donc, en appelant S la surface du triangle sphérique :

sin g =sinmn X sinpg.

Ainsi le sinus de la moitié de la surface d’un triangle sphé-
rique est égal au sinus de I'arc qui joint les milieux de deux
cOtés, mulliplié par le sinus de 'arc élevé perpendiculaire-
ment au milicu de la base jusqu’a la rencontre de celui qui
joint les deux milieux.

Si dans cette formule on suppose que le rayon de la sphére
devienne infini, en conservant aux coOtés du triangle des lon-
gueurs finies, on devra trouver pour limite la surface du
triangle rectiligne. Pour parvenir a ce résullat, je sup-
pose que S représente la longueur de l'arc 2IK, rayon 1.
Le rapport de S au quadrant sera donc ?_;S ; ce sera en méme
tempsle rapport du triangle propos¢au triangle trirectangle.

2

=R
Or ce dernier triangle a pour mesure — , donc la surface du

2 b
triangle donné sera représentée par SR*; je désigne ce pro-
p) s )
duit par £; j’aurai donc S=IT’; je désigne par b et h les

longucurs des arcs mn et pg. Pour le rayon R , les arcs sem-

b
blables a ccux-la pour le rayon 1 seront représentés par R

et 1% Nous aurons donc pour une valeur quelconque de R

Yéquati in % sin b sin k On 'peut la mettre sous
équation s o = Sing R P

la forme suivante :



() el =)
& ® &

Si maintenant on suppose R infini, on aura 3=2bk, ce
qu’il fallait trouver.

"
2

II. On peut, en partant du méme principe, démontrer
sans le secours du calcul cetle formule que donne Legendre :

sin g = \/s"‘ps‘"(P—“)Sm(l’—b)sm\P""_‘—‘)“

208 = cos é €os :

2 2 2
Pour cela, soit ABC (fig. 2) un triangle, oD une perpen-
diculaire menée a son plan par le centre du cercle circon=
scrit ; concevons une sphére ayant son centre en D, et soit
A’'B'C' la projection centrale du triangle ABC sur cette
sphére , m',n' les projections des points M et N, milieux de
AB et de AC; chercbons le volume de la pyramide DABG;
elle équivaut évidemment a quatre fois la pyramide DMNA ;
or celte derniére a pour mesure le triangle DMN , multiplié

parle % d’une perpendiculaire abaissée du point A sur le
plan DMN ; mais le triangle

. b C . )
DM.DNsiom'n’ DA."cos 5085 sinM'N

DMN = > = 5 ,

et la perpendiculaire abaissée du point H sur le plan

DMN = DA._sinR =DA.cos g sinR;

donc V=

2DA* cos < cos b cos S sinm'n'sinR ;
3 2 29 ’



—_17 —
. . . .S
mais sinm'n'sinR = sin 33

3
donc V= 2DA

cosaco bcosc sin S
3 g e0sg sy sy

Mais on connait une autre expression de ce méme volume,
Savoir :

3
%A— V/sinpsin(p—a)sia(p —b)sin( p—rc;

donc  sin 5 — V/sinpsin(p —a)sm(p——b)sm(p—c)_

2¢08 < cos b Cos g
2 2 2

Remarque. Si on divise cette équation membre 2 membre
par celle qui donne

2 — - -
sind = —— V/ sinpsin(p—a)sin(p—b)sin(p—c) ,

on trouvera
b e .
sin = sin ~ sinA
2 2
cos = ’
2
Quand on fait r= o , on retrouve la formule

besinA
2

S = .

Cette derniére formule

b ¢
sin = sin - sinA
2 2

sin S
2 cos =
2
peut aussi se démontrer par la méthode des projections cen-
trales. En effet, si on se reporte a la figure précédente, on
voit que’le volume de la pyramide a encore pour mesure le
Anx. ok MarmEn. VIL 2
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triangle ABD multiplié par le-;-, de la hauteur du point C
au-dessus du plan de ce triangle. Or le triangle

apD— 2P ;Si“c

et la hauteur = ADsinbsinA; donc

D= :-; AD3sincsindsinA. ;

mais déja
V= 2043 cos 2 c b cos ¢ sin S-
=73 5 €053 €08 5 SIngi
b c .
S sin 5 sin §smA
done 3 =

a
cos —
2

Si on appelle % 1a hauteur du triangle tombant sur le c6té ¢,

. sink
on aura SinA = —;
sinb
. € .
sin 3 sin/
d’ou sin - =

2¢0s b cos a
2 2

III. On démontre dans la géométrie plane que le produit
des trois cOtés d’an triangle = 4 fois sa surface par le rayon
du cercle circonscrit. Nous allons chercher le théoréme ana-
logue dans le triangle sphérique, a I'aide de la construction
ci-dessus employée.

N\

BC.
Le volume de la pyramide DABC est égala A g Do;
sion prend DA pour unité et qu’on désigne par p la distance
polaire du cercle circonserit au triangle A'B'C', on aura

Do =sinp, donc
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ABGsi
.Sinp
V= ——
mais déja on a trouvé

2

V= cosacosbcosc si S
T3S gy sing;
2c0s g cos b cos ¢ sin 5
— — -— l -
PN 2 2 2 2
donc ABRC = ;

sinp
. . N\ .
donc I'équation AB.AC.BC = 2.D.ABC, devienten y rem-

N . ¢
placant ABC par cette valeur et AB... par 2sin 53 ete....
2(ang = t b tang - = tangp.si S

ang2 ang-2— g§—- gee lﬂ-é,

dot L 5 . .S
ou, en ayant égard a la valeur trouvée pour sin 5, on

tire :

2sina sin b sin ¢
2 27 2
tangp = .

V/sinpsin (p—a)sin(p—0)sin ( p—c)

. .S
On aurait encore pu remplacer sin 5 par

. C .
sin ésmh .
2c0s 1—) cos 4 ’
2 2
alors on aurait eu

2sin b sin 2 tang s sin co <
- - o coS - :
2 2 8! 2’

si on fait r—=c0, on retrouve le théoréme : Le produit de
deux cotés d’un triangle égale le diamétre du cercle circon-
scrit, multiplié par la hauteur relative au 3° ¢oté.

1V. Probléme. Connaissant les trois cdtés d’un triangle
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sphérique, trouver les distances polaires des cercles inscrits

et ex-inscrits.
Soit O, fig. 3, le pole du cercle inscrit, r sa distance po-
laire, on a dans le triangle rectangle AOC' :

A
tang rsinAC'. tang 55

. 1 ..
mais AC’' est égal & p—a; p désignant le 3 périmétre et

A sin (p—0)sin(p—c)
lang 5 = \/ sin psin(p—a) '
on a donc

(ang r = \/sm (p—0) sm(p—-c)smp-—-a)
sinp

On trouve des formules analogues pour les rayons des cercles

ex-inscrits #'r'r'"', et par suite, on a la relation

tangr. tang r'. tang ' tang r'"' =
= sinp sin(p—a)sin(p—b)sin(p—c),

et langr: tangr': tang r': tang ' ::
1 1 ot 1

.o ..

“sinp * sin(p—a " sin(p—0b) ° sin(p—-c);

mais on peut remplacer le produit simplifié

sin( p—a)sin(p—>0)sin( p—c)
par 4 cos’ 2 €os’ -li cos’ ¢ sin’ §;
2 2 2 2

on aura donc
tango.tang ¢’ tangs’ .tang o =

a b c S
= 408> — 2~ o — Qin? -
= kcos 3 COS’ 3 [ 3 sin 3

Enfin, ou par une des formules ci-dessus démontrées
sinasin’
2

»

V/sinpsin(p—a) sin( p—b)sin(p—c) =
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inasinth
done tang r.tang r'.tang r’.tang"” = §ma%-.

C’est-a-dire que le produit des tangentes des distances po-
laires des cercles inscrits et ex-inscrits est égal au demi-
produit du sinus de la base par le sinus de la hauteur, élevé

au carré.
(La suite prochainement.)

THEOREME

sur les cercles osculateurs dans les coniques.

Par tout point d’une conique passent quatre cercles oscu-
lateurs; les quatre points d’osculation sont sur une méme
circonférence. (Steiner.)

1. Lemme. Soient
Ay Cx’4-Dy+Ex+F=0; Ay’—Cx’+Dy +Ex+F=0
les équations des deux coniques ; les axes coordonnés étant
paralléles aux axes principaux, les points d’intersection des
deux coniques sont sur une méme circonférence.

Démonstration. Les deux équations donnent celles-ci:

2Cx’4y(D—D")+-2(E—E)+F—F'=0,
24y *+y(D+D')4-2(E+E)+-F4F'=0;
d’ou
2ACy*+-2ACx +y [D(A+C)+-D'(C—A)] +
+2[E(A4-C)+E (G—A")]+F(A+-C)+-F/(C—A)=0,
équation d'un cercle.

Observation. Si C=0, le cercle devient une droite.

Observation. Le lemme renferme cet énoncé géométrique:
lorsqu’une hyperbole et une ellipse ont leurs axes princi-
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paux paralieles , les points d’intersection sont sur une méme
circonférence.

I1. Soit Ay*+4Cax*+Dy-+Ex=0équation d’'une conique,
les axes coordonnés paralléles aux axes principaux ; et soient
', ' les coordonnées d’un point d’osculation d’un cercle qui
passe par lorigine; la droite qui passe par le point et Vori-
gine a pour équation yx'=uxy', et la tangente en ce point
a pour équation

¥(2Ay'+D) + x2(2Cx'+E) + Dy'+Ex'4 2F=0;
ces deux droites sont également inclinées sur les axes prin-
cipaux ; donc
2C2'+E 5/
284D~ 2’
et l'on a aussi
2Ay"+ 2Cx"* + 2Dy’ + 2Ex' = 0;

donc, d’aprés le lemme, les quatre points d’intersection sont
sur une méme circonférence. Tm.

doit 2Ay" — 2C2” +Dy'— Ex' =0 ;

EXPRESSION

de chaque racine des équations du 26me, 3éme ot féme degré en
fonction symétrique de toutes les racines.

PAR M. C.-G -J. JACOBI.
( Crelle, 1. X1II, p. 340. 1835, en latin.)

—

La résolution alzébrique des équations cxige que chaque
racine (*) puisse étre exprimée en fonction symélrique de

(*) L’auteur, dans tout le cours de ce travail, désigne les racines par le mot
elementa. En effet les coefficients sont des combinaisons dont les racines sont
les éléments.
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toutes les racines. On sait que cela est possible pour les
équations du 2¢me  3éme et féme degré; mais comme ces
fonctions symétriques ne sont pas indiquées dans les ouvrages
élémentaires, je vais les exposer briévement.

Résolution des équations du 2¢me degré.

Les racines étant a et b, chacune est exprimée par la for-
mule

=3V
Résolution des équations du 3¢me degreé.
Les trois racines étant a, b, ¢, posons :
atbte=u; atsbtle=u'; at-bdec=u";
« et «” sont les racines cubiques imaginaires de Punité ; d’oi
Pon tire

w4 b — uta'u'4aun” o utzu' 42w
= — = —  e————
3

3 3 ’
faisons
1 1
W=0+Vw)i,; u'=F=Vw)s;
d’ou
WPu"3 (W (W ) (W )
=72 = 2
Vi = ud—u'" — (' —u'"y (1 —ou") ' —<*u") )
2 2 !

remplacant «' et " par leurs valeurs, il vient

(2a—b—c) (2b—c—a) (2c~—a—D)
2

3 (a—0b) (a—c) (b—c) =

3 - - ;
= 5 K —8a—0) (a—c) =)'y
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u, v, u’ sont donc exprimés en fonction symétrique des
racines, et par conséquent aussi les racines a, b, ¢ (*).
Ona
vW'=a 4 b+ ¢ — ab—ac — bc =
__(a=0)+ (@—c+ (b—c)

1
) —:.(v’—-w); H

mettant a la place de ¢ et de w les valeurs trouvées, on ob-
tient une identité remarquable.

Résolution des équations du 4%me degré.
Soient a, b, ¢, d les quatre racines.
Posons
a+btetd=u; atb—c—d=u'; a—b+tc—d=u";
a—b—cH+d=u";

d’ou
u+u7+ u'l+u'” u+ u’__u"__u"’
= b= —_—
u—u'+4u"—u" d u—u'—u" 4+ u"
C T e I e e
4 ’ 4

Dans les formules relatives 4 la résolution des équations du
3¢éme degré, remplacons a, b, c respectivement par u”, u'",
©"”, on obtient
20=(2u"—1' --u”") (Qu"—u""—u") (2u""*—u"—u"?)
oV 'w =31V 3 (' —u") (WP —u") (W —u");
or,
U —u" =4 u") (—u")=b(a—d) (b—c)
u'—u" = (W+u") (u'—u"") = §(a—c) (b—d)
=" = (") ('—u"") = b(a—Db) (c—d);
ensuite
2u"—u"*—u"" = 8(ab+cd\—h(ac+bd)—4(ad-+-be)
Q"1 = 8(ac+{-bd)—h(ad+be)—h(ab4-cd)
"~ =" = 8(ad+bc)—-4(ab+cd)-—~’s (ac+-bd);

(*) Nous supprimons le développement , que chacun peut écrire.
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s = ull + um + u!llﬂ,

la résolution ci-dessus des équations du 3¢me degré donne

3 v " la/u— w
4a=u+\/s+'/ +V~;+ v
\/S+;< VV—!—\/;—}—OL’VV—V;
+ 3
\/s+a’ I/V—{—\/.w_v—{—zl/v——\/«—;
+ 3 ;

et de méme 40, 4c, 4d.
Or
s = (@—b)'+(a—c)"+ (a—d)' 4 (b—c)+ (b—d)*+ (c—a)*
v = 32[2(ab+cd)—(ac+bd)—(ad-+}bc)]
[2(ac+bd)—(ad+-be)—(ab+4-cd)]
[2(ad+-be)—(ac+-bd)—(ad+-be)
w= —3[96(a—0) (a—c) (a—d) (b—c) (b—d) (c—d)]*;

posons de plus

u, s, w étant donc des fonctions symétriques des racines , on
satisfait a la question. On a

3 3
V(ie+Vw) o—Vw) =Vi—w=
= widw" e — 0" — " —

= 8[(a—0)" (c—d)" + (a— ¢’ (b—d)’ + (a—d)’ (b—c)’]
[s+l3/ oV 13/ s._\/u—Ji
R v o
[s+a’ ls/v+\/ 7v+alls/u—\/$]é

=(s3t20—3Vv"—w)? = wu'n" =
=(a+b—c—d) (af-c—b—d) (a4d—b—7).
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Ces expressions étant symétriques par rapport aux racines,
on voil que deux racines cubiques peuyent s'exprimer I'une
par l'autre, et des trois racines quadratiques, que nous avons
désignées par «', »", u”, une pent sc détermincr par les
deux autres. A Paide de cetle observation, on voit comment
cette grande ambiguilé de radicaux ne représente pourtant
que quatre quantités diverses.

Considérations géncrales.

Si nous examinons attentivement la composition des ex-
pressions qui représentent les quatre racines, nous voyons
qu’il faut d’abord extraire la racine carrée d’'une fonction
symétrique des racines (V w), et extraire la racine cubique
de ¢ 'lle-ci, jointe & une autre fonction symétrique (v), et en-
suite réunir celle-ci & une semblable racine cubique ; ajouter
a ce résultat une troisieme fonction symétrique (s), et ex-
traire la racine carrée du tout; formant trois semblables ra-
cines quadratiques ct les réunissant a une quatrieme fonction
symétrique u, on oblicnt les quatre racines. Ces extractions
de racines ne peuvent étre qu’indiquées si les quantités sous
les radicaux sont exprimées en coeflicients de I'équation du
quatricme degré, a laquelle ces racines appartiennent; mais
si les quantités sous les radicaux sont exhibées en fonction
de racines elles-mémes , comme nous avons fait, alors nous
voyons que les extractions deviennent possibles, et aménent
successivement a diverses fonctions non syméiriques des
racines jusqu’'a ce qu’on parvienne a chaque racine en par-
ticulier.

On voit que dans ces questions il faut commencer par
chercher des fonctions non symétriques, lesquelles, élevées
a cerlaines puissances, deviennent symélrigques; car on ne
peut pas autrement paryeoir & des fonclions non symétri-



ques, par des extractions de racines opérées sur des fonctions
symétriques. Mais il n’y a d’autres fonctions de ce genre que
le produit formé des différences des racines, et tel qu'en
permutant les racines on obtient deux valeurs de signes op-
posés, et le carré de ce produit donne alors une fonction sy-
métrique. Ainsi dans les solutions précédentes le dernier ra-
dical doit surmonter et surmonte en effet un carré ; donc ce
radical doit étre quadratique ; c’est ce qui résulte aussi de la
considération suivante. ’

Supposons les coefficients de I’équation fonctions d’une
" quantité ¢, et soit x la racine; I’équation peut s'écrire

. n. pndr  F()
F(x, t)=0; d’ou T _—m . Si I'équation a deux ra-

., . dr , . .
cines égales, et que nous les prenions pour x, T devient in-

fini. Si donc x peut s’exprimer en ¢ a V'aide de radicaux,
Texpression doit étre ainsi formée que la différentiation
ameénce un dénominateur qui s’évanouisse toutes les fois que
deux racines devienncent égales, ce qui n’est autrement pos-
sible que lorsque ce dénominateur est formé da carré du pro-
duit des différences de toutes les racines de 1'équation. Ainsi
le carré doit se trouver, dans ces expressions , seul souas le
radical, sans élre joint par addition a d’autres quantités; en
d’aulres termes, il doit étre le radical ultime, ainsi que nous
Yavons vu dans la résolution algébrique des équations du
gfme géme o féme dogré.

On a souvent fait Pobservation qtesion donne la résolution
algébrique d’une équation du néme degré, aucunc relation
n’cxistant entrelesracines,Pexpression desracines doitimpli-
quer nécessairement tant de radicaux qu’elles puissent conve-
nir aussi aux solutions des ¢quations de degré inféricur; dela
on cst facilement porté a conjecturer que le nombre des di-
mensions auqucl monte I'expression renfermée sous le radical
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ultime (w), ne peut étre moindre que le plus petit multiple
des nombres 2, 3, 4...n; pour n=2, 3, %, ce plus petit mul-
tiple est 2, 6, 10, et c’est aussi dans ces cas, le nombre des
dimensions du carré du produit des différences des racines
qu’on trouve sous le radical ultime; mais pour n=35, le
moindre multiple est 60, pendant que le nombre des dimen-
sions du carré est seulement de 20 et monte en général au
nombre r(n—1) ; cet accord manque aussi pour des nombres
supérieurs a 5.

DEMONSTRATION

d’un théoréme de M. Gauss sur le pentagone
(Question 162, VI, p. 276).

PAR M. PAUL SERRET.

Théoréme 1. ABCDE étant un pentagone plan quelconque,
représentons par «, §, v, 4, ¢ les aires des triangles ABC,
BCD, CDE, DEA, EAB, et par S la surface du pentagone,
on aura:

S§'—S(z2+4-6 +-y+3+e)+a6+67+73+35+ea:0. 1)
Démonstration. Nous nous appuierons sur le théoréme
connu de Fontaine sur le quadrilatére (VI, 71). Considérons
en effet le quadrilatére BCDE et le point A sur son plan, on
aura, d’aprés le théoréme cité :

s. ACD +}+«d= ABD. ACE. A)
OrYona:

ACD =8 —(2+4-3); ABD =S —(6+3); ACE=S —(«a+17);
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remplacant dans (A), I'on aura :

¢ [S—a—d] 4 ad=[S— (6+3] [S—(a+1)],
d’ou :
§ — S{at- 84430 a6 +8) —ad bt ax,

ou simplifiant :

S’——S(a+6+7+3+s)—|-16+67+73+3s+w=0. c.q.fd
Théoréme 11. ABCDE étant un pentagone plan, si 'on
appelle <, €, 4, &', ¢, les surfaces des quadrilatéres ABCD,
BCDE, CDEA ,DEAB, E4BC, et S la surface du pentagone,
on aura encore :

S*—S(o/+ &'y -0 &) F 646y ' 0 ' =0. (2)

Démonstration. On le démontre facilement en remplacant,
dans la relation (1), chacune des quantités «, 6, v, &, ¢ par
la différence entre S surface du pentagone et I'une des aires
«, 6'y+, &, ¢ convenablement choisie ; ce qui donne une re-
lation entre S et ', &', 7/, &', ¢ 'qui, simplifiée, est précisément
la relation (2).

Remarque. Si le pentagone devient quadrilatére ABCD,
en nommant «, 8, y les aires des triangles ABC, BCD, CDA,
et S la surface du quadrilatére , la relation (1) est remplacée
par celle-ci :

® §'—S(ut-64) + b+ 6y=0,
relation que I'on peut d’ailleurs vérifier directement en ré-
solvant la relation (3) par rapport a S.
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NOTE
sur le développement de e en série.

PAR M. BRASSINE.

1
1° Le développement de I'expression (1-}-«)* se met sous

la forme :

(1) .. (1+«>5=1+1+(.}+;§+(%+§)(§_-2§)+

1 a\/1 2x\/1 3«
+(§—§>(§_—§-> Z_I> -} etc., etc...

Si la quantité « devient infiniment petite, il sera nécessaire
de prouver rigoureusement qu'on peut la négliger dans le
second membre, parce que les facteurs bindmes devenant en
nombre infini, leur produit pourrait donner pour coefficients
de = des quantités assez grandes pour compenser la petitesse de
ce facteur ; d’ou il résulterait que la série du second membre,
qui a évidlemment pour limite supérieure

1 1 1
e-—2+§+:2—'-§+m+.n etc.,

vaudrait moins que cette quantité. Pour lever cette difficulté,
on peut faire usage d’un procédé applicable a d’autres cas,
et qui est fondé sur le lemme suivant.

Lemme. 1° Si on multiplie entre eux deux polynOmes
a—batcx'— ..., a'— 0o 4 c'a’ — ..., ordonnés par rap-
port aux puissances ascendantes de « , et dont les termes sont
alternativement positifs ou négatifs, on obtiendra un produit
a"—V'a4c"a — ... de méme forme. Si de plus on aug-
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mentait sans changer leurs signes, les coefficients 2, b, ¢, ...
a,l,c, ..., tous les termes du produit seraicnt augmentés;
enfin si on réunissail dans une méme somme plusieurs pro-
duits semblables au précédent, cette somme de la forme
A —Ba--Cx ... avrait des cocfficients d’autant plus grands
que ceux des divers produits scraient plus grands.

20 Si les termes d’une suile @ — bz - cx* — ... indéfinie
peuvent devenir aussi pelils que I'on voudra , en multipliant
cette suitc par un polynome a'—V'a—c'a’...EH ™"
d’'un nombre fini de termes, on obticndra un produit
a"— 0"+ 4 c"#... dont chaque terme pourra devenir aussi
petit que 1'on voudra. Cela lient & ce que 7 quanlité infini-
ment petites, ¢, ¢, ¢’ multipliées par des quantilés finies on
infiniment pelites, p, ¢, r, s ... donnent une somme

Pt gt
aussi petite que I'on veut.
Cela posé, les termes du second membre de la suite (1) aprés

. . 2 2 2
les deux premiers, sont moindres que (-3———«), (5—“) ,

2 3 . .
(5 —a) , etc...; leur somme aura pour limite supérieure :
2

2 2 \2 3 -
2+<§—¢ +(§—a> +...=2+'1-——g-_:;=
3
=242 — 3(3a) 4 3(3) —3(3)* 4 ... ;

3x pouvant devenir trés-petit, les termes successifs de cette
suite peavent deveunir aussi faibles qu’on voudra, et étre dé-
croissants. Mais la suite (1) élant composée de produits tout
a fait analogues a ccux que donuent les divers termes de la
progression , les termes en «, <*... de cette suite sont limités
par —3(3z), 3(3a)" ... qui peuvent devenir aussi petits que
I'on voudra et dont la somme algébrique sera aussi nulle ,
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puisqu’elle forme une série décroissante et alternée de signes ;
d’ou résulte que dans le cas de « infiniment petit, on trouve :

(+ai=2-+] R

On aurait obtenu une limite supérieure bien plus rappro-
chée du second membre de I'équation (1) et de ses termes
successifs , en remarquant que les binomes entre parenthéses

oo 1 s o
sont tous limités par <§ -{—8-——«), ¢ étant ane quantité finie

trés-petite; d’ou il résulterait que ce second membre et cha-
cun de ses termes auraient pour limites le développement

2-*-(-;——*—6‘—«)-{-(%—{—3—-«)2—*—

La série
s G -3

I S

N

serait limitée pour son ensemble et ses termes par la somme
et les termes de la progression

(é-}-s——a)p—}- <1§—-}—6——a>”+

Mais cette progression est une partie de la progression dont
. . 1 S
le premier terme et la raison sont (E +d— o:) ; d’ou il ré-

sulte que les termes de cette derniére servent de limite a ceux
de la suite (2), qui se réduit pour ¢ infiniment petit &

1 1
2—,,—}— (??;-)-; + (2—.3—4—)5 +etc. e

2° Considérons I'expression

woizitet(F-3) +o(3-2)(3-2),
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supposons la suite prolongée jusqu’a un terme tel que x soit
plus petit que m , la suite & partir de 7.2+ 1 terme aura pour
expression :

x__ .Z‘ 24 ( (m —--1
-3 G-3) - G-
ma (m+1)~
[l +(m+i m-H) <m+l m+1> (m_-i-Q— m+2.>+ ]’

en augmentant
m41

d’une quantité finie tres-petxte d, on
formera une progression qui aura pour premier terme et

x
ur raison —— - § — i limi
pour raiso m+'+ a, et qui limitera

donc pour ~ infiniment petit, tous les termes en «, «, ..
seront aussi faibles qu’on voudra ; le produit de cette suite

x o x
par le polynéme x(é'—é) (’;-——

fini de termes, ne produira que des termes en = négligeables ;
comme d’ailleurs on peut négliger cette quantité dans les m
premiers termes qui n’ont qu'un nombre limité de facteurs,

m—1_x

) d’'un nombre

m

il résulte que 1+a)°‘__e =1 _}-_ + +m+

M. Liouville avait déja démontré rugmﬁ*eusemenl, dansle
. 1

Journal de mathématiques, t. V, p. 280, que (1 +a);=e
lorsque = est infiniment petit. Le procédé qu’il emploie est
aussi simple que possible. Les considérations précédentes, qui
n’exigent que la formation de progressions géométriques,
peavent s'appliquer & d’autres cas.

Anx, DE MATHEM, V1L, 3



THEOREME DE STATIQUE.

PAR E..CATALAN.

— .
.

Pour que quatre forces, P, Q, S, T, situées ou non situées
dans un méme plan, mais non appliquées en un méme point,
se fassent équilibre, il faut et il suffit :

1° Que deux de ces forces , par exemple les forces P et Q,
(fig. &) soient représentées en grandeur et en direction par les
deux cdtés opposés AB, CD d’un quadrilatére ;

2° Que les deux autres forces, S et T, soient représentées par
des droites respectivement égales et paralléles aux deux au-
tres cotés AD, BC de ce quadrilatére ;

3° Que les directions de ces deux derniéres forees rencontrent
les c6tés BC, AD en des points E, F, tels que Von ait

BE_DF
CE ™ AF’
& Enfin que les forces P et Q agissent en sens contraires , et
qu’il en soit de mé.me pour les forces S, T.

Pour démontrer ce théoréme , supposons d’abord qu'avec
les deux droites AB, CD, qui représentent en grandeur et
en direction deux forces données P, Q, agissant en sens
contraires, on construise un quadrilatéere ABCD. Je dis
que si, "en un point quelconque E, du cété BC, on applique
une force S, représentée en grandeur et en direction par la
droite EH, égale et paralléle a AD, les trois forces P, Q, S
auront une résultante unique.
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Appliquons aux points B, C, deux forces S', S, paralléles
a S, et telles que l'on ait

. CE BE
— {— N
S=Sgc 8" =53¢

clles pourront tenir licu de la force S.

Les deux forces P et S', appliquées en B, auront une ré-
sultante unique R, située dans le plan DAB, et dont la di-

rection rencontrera AD en un point F, déterminé par la
!

proportion %g = i—) ; donc, a cause de AB=P, V'on aura
‘AF = 8§

De la méme maniére, la résultante R” des deux forces Q
et 8" rencontre AD en-un point F', déterminé par larelation

| " DF=§"

Onconclut, de ces deux valeurs, AF4DF'==S=AD; c’est-
a-dire que Jes points F et F' se confondent, et que les forces
R, R" ont une résultante R, dont la direction rericontre
AD en un point F, qui divise cette droite AD en deux par-
ties AF, DF, inversement proportionnelles a2 BE, CE.

Pour obtenir la grandeur et la direction de R, il suffit
d’observer que les forces R', R", étant repriseniées en gran-
deur ¢t en direction par les droites I'B, FC, leur résultante
R sera représentée par une droite égale et paralléle a BC.
Cette force R, résultante des forces P, Q, S, est donc égale
et directement opposée a la force T ; donc les quatre forces
P, Q, S, T se font équilibre. La condition énoncée est donc
suffisante.

Afin de faire voir que cette condition est nécessaire, sup-
posons qu’étant donné un quadrilatére ABCD (fig. 5), dans
lequ.el les deux cotés AB, CD représentent en grandeur et
en direction deux forces données P, Q, on applique une
force S, égale et paralléle a celle qui serait représentée par
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AD, mais de maniére que la direction de cette force S ne
rencontre pas le coté BC. Je dis que les forces P, Q, S nepour-
ront pas se réduire a une force unique.

Menons une droite GH, qui rencontre en G, H, E les di-
rections des forces Q, P, S; projetons la figure sur le plan
BAD, aT'aide des droites paralléles a AD; la direction de la
force S rencontre G'H en un point E' non situé sur BC'.

Cela posé, si nous reprenons les décompositions de tout a
Y'heure, nous obtiendrons :

S &E S HE’
AF=AH. om’ BE =DG. Q GH
Si les points F ct I'' se confondaient, on trouverait, en ajou-
tant ces deux valeurs :

w AH DG
GH= 7 G'E + —Q— .HE'.
Mais, K'étant le point de rencontre de G'H avec, BC', on a -
-  AH .. DG
‘H==—".GK .K'H;
GH= P .GK 4 — Q H;
retranchant membre & membre, on obtient :
AH _, DG _ .
—_ KV 1K
0= 3 . E Q EK',
ou encore
AH DG
AB ~ DO

Or, cette proposition est absurde tant que les droites BC', HG'
se coupent. Et si clles ¢taient paralléles, on démontrerait
encore plus facilement que nous ne venons de le faire, que
les forces P, Q, S n’ont ‘pas de résultante umque .
Le théoréme est donc démontré.
(Juin 1846.)
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RESOLUTION EN NOMBRES ENTIERS
de Uéquation x* -y =1z"+}t.

PAR M. LEBESGUE.

Un facteur carrés commun i trois des termes x°, »?,
z’, ¢ de Véquation ‘

@4y =740, ()
doit disparaitre par la division; cela fait, on reconnait de
suite que des quatre nombres x, ¥, z, ¢, il y en a deux pairs,
quand ils ne sont pas tous impairs; on pourra donc poser,
v, g, r, s ¢tant des nombres entiers posilifs ou négatifs :

r4tytz4+t=2p \ 2r=p+qg+4r—s
Jety—z—t=2q( . 1 2% g —ris
.z‘—-—y—}—z-—-t:?r ’ 22:})—9+r+s
—rty+tz—t=2s | 2t =p—qg—r—s

La sobstitution dans 1’équation (2) donne

pg=rs;
dela s = ‘-EZ
r

Comme s doit étre entier, si R estle blus grand commun
diviseur de p et », et qu'on ait p = PR, r=Ry, il en résul-

P . .
tera s = —Z,- et comme P, p sont premiers entre eux, il fau-
p

dra poser ¢ = Qo, d'ou s = PQ.

Ainsi on aura, en subslituant pour p, ¢, r, s, leurs va-
“leurs PR, Qo», Rp, PQ:
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2r=PR—Q)+¢(R+Q), 2y =P(R+Q—p(R—Q)
2 = P(R—Q) — p(R;—f—Q) , 22=P(R-+Q) 4 o(R—Q).
On tire de 1a . )
2(x"+y%) = (P+¢") (Q*+-R).

Pour que le second membre soit divisible par 2, il faut que
dans un au moins des facteurs bindmes P*+p*, Q'+ R*, les
deux termes soient tous deux pairs ou tous deux impairs. Si
le bindme P’ ;* remplit cette condition, en vertu de

)+ O e

il viendra
2’4y = (QHRIQHR).
Ainsi 2"+ y*=z"4£* = A estun nombre composé.
Si eependant on avait R,=0, Q,=1, ce qui suppose
P=p=1, on n'aurait plus que

| 24y =Q+KR,
qui peut étre pre?r , mais alors
;,-7=Q’ z=R, 1=—Q;

on n’a plus réellement qu'une seule décomposition de A en
deux carrés.
Théoréme. Tout nombre A qui peut étre mis de deux ma-

niéres sous la forme f” - g* est nécessairement non pre-
mier.

X =

Remarque. Tout nombre qui ne peut étre mis qu'une seule
fois sous la forme f* 4 g”est premier. La démonstration pré-
sente plus de difliculté. :

Probléme. Résoudre Péquation x°4-y* =7z A
On fera t=0; de la, P(R—Q)=¢(P4-Q), l'élimination
de p conduit a la solution

(R°—Q)* + (2QR)* =R+Q")"
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. It suffit dometire un facteur commun aux nombres z, y, 2.
Probléme. Résoudre x*+4y* = 2z'?
Il faut poser z=t¢, dela, Rp-PQ==0; cn éhmmant p
et omettant un facteur commun, on trouve
z=R'—2QR—Q",
y =R"12QR—Q}, -
3z =R*}-Q. . ¢
Probléme. Résoudre x*--y*=2(z'+}-2*).
Comme x et y doivent étre tous deux pairs ou tous deux .
impairs, on aura
I+]>2 v (x_‘y)a_ ) 2
( 2 + 7 =z
On est ramené au premier probléme.
Probléme. Résoudre Téquation x’+y 4z =t en
nombres entiers.

DISCUSSION

d’une surface du 4éme degré, donnant une valeur approchée du

radical \/' x4+, d’aprés M. Poncelet (Crelle , t. XIII,
p. 277. 1835, en francais).

1. Soit (z41)* (£’ +»") — (ax-+by)=0 I'é Juation d’une
surface du quatriéme degré.

; donc Vaxe des z est

(-3 K~

1° Faisanlxr=3 =0, onaz =
sur la surface;
2° Tout plan paralléle au plan xy rencontre la sarface

suivanl deux droites, qui se coupent sur P’axe des z 3 donc
la surface est engendrée par une droite qui se meul suivant
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une cerfaine loi le long de Iaxe des z, parallélement au
plan zy 3
20 0n 3 £ — WECHIV eFP—(iter
x (z41)—
Ainsi, a4 une méme valear de z répondent deux valeurs
de ¢, qui donnent deux droites conjuguées. Les deux se ré-

= tang 9.

a
@hissent en une seule, lorsque z =— 1 ; alors tang g — — 5

— b
.et lorsque z=—1-=)/a’+4-0", alors tang ¢' = =i prises positi-

vement,ces deux derniéres valeurs de z sont des maximums ;
4° On a z=—1(acosp+ bsing); lorsque ¢=0,

z'==—1{==a; si Uon veut que z et z’ soient conjugués, l'on

doit poser

1-—-COScp 1

=cot = ¢

acos?+bsinlp=a, d’ou Sing 3

&ie-

_ainsi tang¢'<<lange; ¢'<lv;

5° aet b diminuant, z' etz augmentent négativement, et
par conséquent diminuent étant pris positivement , la plus
grande diminution ayant licu lorsque ces valeurs atteignent
~ le maximum Z ; on doit donc poser

1—0:1—;a005?—bsinq)=—1+l/a’+1)’;
on déduit
! '
2sin - ¢ 2 ¢os -

2 29
a=—1.—-; b= -~»—1;
14-sin - 1-d-sin -

t+sin g ¢ +sin 5o

faisant ¢+ §=2¢g, il vient

i 1
a=1—tang’ Zq»; b=2langzqa, 1—a_tan0‘ - q».
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Applications numériques.

6° Soit a extraire la racine carrée de x*+»*; supposons
quelle soit égale a ax + by ; Yerreur totale sera
ax+-by
Va'ty
on cherche les valeurs de a et b, qui donnent & z une va-
leur minimum danps I'intervalle de o a ¢ ; faisant par exemple
¢=1", on obtient 2—=0=—0,8284; 1—a=0,1716 ; on a donc,

a.z-—{—by—-\/x‘-{—y’, et Perreur relative est

—i=z;

. . N —
a moins d’'un 0,1716 ou g Pres, \/.:c“.-l-y“ =0,83 (x+y),

et x et y étant quelconques, faisant successivement

tange=0,1, 2,3, 4.....10, .

on obtient pour le radical \/ x*+»*, d’une maniére ap-
prochée.

0 — 0,8284 (x4y) a —16 prés x et y quelconques.

Erreurs.
1 — 0,96046% + 0,39783y — —515—— — x>y
2 — 0,98592x 6,2;270y — —;1— — > %
3 — 0,99350x 4 0,16123y — 1—5% - £> 3y
4 — 0,99625x -+ 0,12260y — §:)—0 — x> &y
5 — 0,99757x + 0,09878y — Z:—7 — x> 5y
6 — 0,99826x - 0,08261y -—'-5;—9 — 2> 6y
7 — 0,99875x - 0,07098y — —1— — x> Ty

®
1=
<
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1

8 — 0,99905z 4 0,062y — = — 2> &

1
9 — 0,999302 4 0,055355 — = — 2> 9y

1
10 — 0,999352 + 0,0498ly — —2 — >10y

Ce tableau, que nous avons copi¢ dans le mémoire de
M. Poncelet, est extrémement utile dans la pratique.

BIBLIOGRAPHIE.

Lecoss pe GEOMETRIE ANALYTIQUE , PRECEDEES DES ELEMENTS DE
LA TRIGONOMETRIE RECTILIGNE ET SPRERIQUE, par P. L. Ciroube,
professeur de mathématiques au collége royal de Henri IV,
2¢ édition, 1848, in-8", 111, 540, 9 pl. (L. Hachctte et Cie).

La premiére édition de cet ouvrage de M. Girodde est con-
nue de la majorité de nos lecteurs. 11 n’y aurait donc aucun
intérét a rendre compte de cette seconde, si des modifications
nombreuses n’avaicnt é1é apportées par auteur dans 1'ordre
des maliéres, et s'il n’avait été fait dans certaines-parlies des
changements utiles.

Dans Yavertisscment placé en téle de cetle seconde édi-
tion, M. Cirodde explique pour quelles raisons il a modifié
son premier plan. Ces raisons sont bonnes a enregistrer pour
servir a l'histoire des examens d’admission a 'école Poly-
technique. Les réflexions que font naitre de semblables faits
nous entraincraient bien loin, et nous demanderons bientot
aux habiles rédactears des Nouvelles Annales de mathéma-
tigues la permission de developper quelques considéralions
a ce sujet.
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M. Cirodde s’exprime ainsi . .

« A T'époque ou je publiai la premiére édition do mes
» lecons de géométrie analytique , les questions de I'examen
» pour I'admission a I'école Polytechnique avaient pris une
» extension démesurée. Ainsi on interrogeait les candidats
» non-sculement sur Jes méthodes des tangentes , des asymp-
» fotes, des centres et des diamétres , mais encore sur la dé-
» termination des points maximum et minimum , des points
» d'inflexion, sur la discussion des courbes d’ordre quelconque,
» sur leur similitude, elc., etc. C’était donc la géométrie gé-
» nérale que les professcurs avaient i enseigner a leurs
» éléves; de sorte que I'étude des propriétés des courbes du
» second ordre devait se déduire, comme simple application
des théories dont nous venons de parler. Tel était Pordre
tracé par les exigences des examens, et que j'avais dd

=

¥

suivre, d’abord dans mes cours pendant les années sco-
» laires 1838, 1839, 1840, 1841, 1842, 1843, et ensuite dans
la rédaction de monlivre.

» Depuis lors le cercle de 'examen a été rétréci, ou plutot
est rentré dans ses premiéres limites: En conséquence,
sans vouloir supprimer aucune des théories qui font de mon

<

»

3

R

livre un traité complet de géométrie analytique, j’ai cru de-
voir modifier dans celle scconde édition le plan que j’avals
suivi dans la premiére. »

Cetle scconde édition nous semble offrir de nombreux
avantages sur la précédente pour les éléves qui commencent
a étudier la géométric analylique, précisément i cause de
I'ordre qui cst suivi maintenant par M. Cirodde.

Ainsiles difficultés sont graduces, le style est clair; quel-
ques apercus historiques dotnent de I'intérét an discours,
ct surtout une grande quantité d’exercices utiles sont offerts
au lecieur. Cependant une remarque a ce sujet sera faite a la
fin de cet article.

p
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Ce traité est d’ailleurs complet, en ce que rien de ce qui
est demandé aux candidats n’est omis. Nous citerons la théo-
rie de la ligne droite, la théorie des transversales , et toutes
les monographies des courbes du second ordre; les théories
des tangentes, des asymptotes sont présentées avec tous les
développements désirables et toute la concision nécessaire .
dans un ouvrage didactique.

Sous ce rapport, nous félicitons I'auteur sur les change-
ments que présente cette nouvelle édition. .

Nous croyons néanmoins qu’il y aura encore quelques cou-
pures a faire dans la prochaine édition. — Autant que nous
pouvons le voir par ses ouvrages, M. Cirodde n’aime pas les
notes , appendices, additions rejetées a la fin d’un volume;
cela nous secmble cependant indispensable , surtout dans un
ouvrage desliné a éire mis entre les mains des éléves.

Nous offrirons un modéle a'M. Cirodde, qui ne le trou-
vera point mauvais. — Nous pensons qu’il peut faire pour
toutes ses publications ce qu’il a fait lui-méme pour son
arithmétique : une exposition rapide, concise, et pourtant
compléte, de ce quiest théorie ; puis les applications de toutes’
ces théories a part; enfin des additions sur ce qui peut étre
utile, sans éire indispensable. Que M. Cirodde s’imite lui-
méme a une prochaine édition.

Ainsi, un grand nombre de propriétés des trois courbes du
second ordre auraient pu étre conservées, mais rejetées en
note a la fin du volume. Nous savons bien que les éléves de-
mandent ces développements, mais il est bon de ne. pas cé-
der a ces entrainements. La géométrie analytique est une
science fort simple dans ses principes; c’est 1a ce que les
éléves doivent comprendre a une premiére lecture.

Tels qu'ils sont, tous les ouvrages de M. Cirodde sont
indispensables aux professeurs et aux ¢léves; mais nous pen-
sons que M. Cirodde peut les améliorer. encore ; c’est ainsi
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que ses ouvrages, qui, a I'exception de la statique, forment
un cours complet de mathématiques supérieures (pour par-
ler suivant les derniéres ordonnances ministérielles), c’est
ainsi, disons-nous que ses ouvrages auront le succés de son
arithmétique , parvenue a la huitiéme édition , et qui est
entre les mains de tous les candidats. A. BL.

QUESTIONS.

175. La courbe, lieu géomélrique des sommets de toutes
les ‘paraboles tangentes & un cercle donné, et ayant pour’
foyer commun un point fixe sur la circonférence du méme
cercle, a pour équation entre les coordonnées polaires

(STREBOR.)

176. Etant donnée la base d'un triangle curviligne, formé
par trois arcs d’hyperboles équilatéres, ayant le méme
centre, lelien du sommet , lorsque I'angle fait par les deux
cOtés est constant, sera une ellipse de Cassini. (STresor).

177. Donner une discussion compléte du licu géométrique
d’an point tel , que si de la 'on méne les tangentes a deux
cercles égaux donnés, leur rectangle soit constant. (Ce lieu
comprend, comme cas parliculiers, lellipse de Cassini,
ainsi que les courbes, licux géométriques des projections
or(hogonaleé du centre d’unc section conique sur ses tan-

gentes.) ee (STrEBOR.)
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NOTE

sur Vextraction de la racine carrée ou cubique @ moins d’'une
demi-unité prés, et sur le degré d’approximation avec le-
quel il faut calculer les nombres incommensurables dont on
veut extraire la racine carrée ou cubique, pour que Uerreur
du résultat reste au-dessous d’une limite donnée.

PAR M. VERRULST,
Professeur & Bruxelles.

Soit N un nombre donné, commensurable ou non; , le
plus grand nombre entier dont le carré soit contenu dans N ;
R =N — a' le reste de l'extraction de la racine a. Si cette
racine est approchée a moins d’'une demi-unité preés , on doit
avoir

N<<a+ %)2 dou R <a+ %; .

condition que V'on peut vérifier & la simple inspection de <,

et que M. Bourdon a déja mentionné dans la note qui ter-
mine son Traité d’arithmétique.

11 existe une condition analogue pour la racine cubiq.ue.
Elle est moins simple, a la vérité; mais comme V’extraction
de celte racine est une opération assez laborieuse, il ne faut
pas dédaigner les moyens de I'abréger.

Soit N, R et a des nombres analogues aux précédents, la
condition dont il s’agit sera

NK(a—{—%)

3 | 3
ou R< T ratg.... (1)

3
b
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Sur quoi nous ferons observer que par le procédé pour
Pextraction de la racine cubique rapporté dans notre Lecon
d’arithmétique , la quantité 3a* s'oblient par une simple ad-
dition de trois nombres., dont deux se trouvent déja écrits
et dont le troisiéme n’a que deux chiffres.

L’inégalité (1) sera satisfaite @ fortiort, si I'ona

3a’
.ozl
alors la racine z sera approchée & moins d'une demi-unité
prés. Dans le cas contraire, on aura

3a* 3 1
R> R + i a+ 8
ou, ce qui revient au méme,

= + a4 R 2
Cette inégalité sera satisfaite d fortior: si I'on a la suivante

L

n>3?“+a+o.125,

-

trés-facile a vérifier et qui fera généralement connaitre s’il
faut ajouter une demi-unité a la racine 4. Ce n’est que dans
des cas bien rares qu’il faudra recourir a I'inégalité (2), au
moyen de laquelle toute incertitude doit disparaitre.

Nous croyons devoir ajouter que le probléme que nous
venons de résoudre a pour but principal de faciliter la sola-
tion de deux aulres trés-importants dans la théorie des ap-
proximations numériques. Voici ’énoncé du premier :

Soit X un nombre incommensurable,, a sa valeur approchée

, .1, CL
@ moins de e prés, - Uapproximation avec laquelle on a ex-
?

trait la racine carrée ou cubique de a; assigner la limite de
Verreur que comporte le résultat.
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Nous prendrons pour point de départ la formule générale

Viate<V a4+ ———

m t/ a"’"

et nous traiterons d’abord le cas oit m=2; elle donne alors

Viate<Vat 2=
Fe<Vat 5

2 a

. . N 1.
Soit r la racine de a approchée a moins de - preés, on a
* 7

\/;<r+ 3,
et, par conséquent .
\/a+e<r Viate e—r< +
+ - + \/;, a+ ‘/a

et, a plus forte raison, pour un nombre incommensurable
x compris entre a et a+e

Va

Amsu'la différence eutre la racine vraie et la racine cal-

e
ctlée sera moindre que - + 7, expression dans la-
2V a

quelle on pourra remplacer Va par r ou par toute autre li-
mite inférieure. Nous désignerons en général par - la diffé-
5}

rence dont on vient de parler. D’aprés ce qui précéde, on
a, dans le cas de la racine carrée,

=< -4 ~eras (3)

et l'on trouve de la méme maniére quand il s’agit de la
racine cubique

.

\< +3Va

Le second probléme est I'inverse du précédent. I1 a pour
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énoncé : Avec quelle approximation faut-il calculer le nombre

tncommensurable X , pour quen extrayant ¢ moins de 3 prés
la racine carrée ou cubique de sa valeur approchée a, Uer-
reur ne surpasse pas ;

Commencons par le cas de la racine carrée. On remar-
quera qu’en verta de V'inégalité (3), plus e est petit, plus

%doit I’étre : par conséquent, si I'on remplace e par ¢, !

)
1 , . 1 . 1 .
par 5, et qu’on prenne ¢ < e, 5 sera moindre: que 5 D’ou

il suit que, si le nombre incommensurable x est compris
entre et a-}-¢', erreur du résultat tombera au-dessous de

1 . . .. .

5 Or, pour déterminer cette limite ¢, il suffira de poser
I'équation

!

1 1 €

P Ve

e'=2\/;(§— 3) *)

et pour la racine cubique :

e'=3VE(§ -—--‘.;) (5)

Dans la plupart des applications, 'erreur totale ; est de

d’ou I'on tire :

1
la forme o et le nombre . est supérieur a l'unité. Il est

1 1 1
avantageux pour lors de prendre - = 5 o7 ¢t les for-
7

mules (4) et (5) donnent toutes i%‘ pour limite de e, quand

AxN. DE MarEdM, VI 4
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- 3y = o
on y substitue aux quantités Va et é\/a’ leur limite in-

férieare , I'unité. De la ce théoréme :

Pour obtenir la racine carrée ou cubique d'un nombre in-
commensurable , supérieur & unité, ¢ moins d'une unilé dé-
cimale de Uordre n, il suffit de calculer ce nombre avec la
méme approximation , et d’opérer Uextraction de racine d
moins d'une demi-unité de cet ordre.

L’extraction de racine des nombres incommensurables n’a
pas été omise par M. Guilmin, dans I'cxcellente Vote sur les
approximatjons numériques, qu’il a publiéc dans ces 4n-
nales (t. I, p. 249), etqu'il a reproduite depuis, avec quel-
ques changements, dans son Cours d’ Arithmétique. Mais il
s'est contenté d’en référer aux régles connues, et ces régles
ont linconvénient d’exiger le calcul des nombres incom-
mensurables avec une précision beaucoup plus grande qu’il
ne faut, et d’interdire par lal'usage destables de logarithmes.

Proposons-nous , par exemple, de calculer, 4 moins d’un
demi-milli¢éme prés, la quantité ’

_7=‘/1+\‘/§:

la théorie ordinaire enscigne qu’il faut chercher la racine
cubique de 2 avec huit décimales, y ajouler 1, puis extraire
avec quatre décimales la racine carrée de la somme. D’aprés
le théoréme précédent , il suffit de calculer la racine cubique
de 2 4 moins d’un dix-milliéme prés , et d’extraire la racine

carrée de 1 V’z—, a moins de 0.00005. Par conséquent ,

ces deux opérations pourront s’effectuer trés-facilement par
les logarithmes.
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NOTE

sur la surface du triangle sphérique et sur Uellipse sphérique.
( Fin, voir page t4.)

PAR M. VANNSON, professear ( Versailles).

V. Revenons au théoréme qui nous a servi de point de
départ , savoir : Le sinus de la moitié de la surface d’un tri-
angle égale le sinus de I'arc qui joint les milieux de deux
cOtés mulliplié par le sinus d'un arc mené perpendiculaire-
ment au milieu du troisiéme jusqu’a la rencontre de celui qui
joint les deux milicux. Ce théoréme est démontré dans les
Annales par un calcul fort simple; on peut aussi 1'établir
géométriquement. Soit ABC (fig. 6) le triangle donné, A'B'C’

son triangle polaire , m et n les milieux de deux co6tés. 11 est
" aisé de voir que le cercle dont m est le pole divise Pangle
BC'A” en deux parties égales ; et de méme celui dont » est
le pole divise 'angle €'B'A" en deux parties égales. Le point
O ou ces deux ecercles se coupent est donc le centre du cercle
inscrit au triangle B'C'A" ; soit m' le point de tangence ; on
aura :
A"C+A"B—BC _A+4+B4C—x

. 2 2

A"m' =

=le 1 exces
=le; 3

D’ailleurs , les deux triangles mRB, COA" sont polaires 'un
de 'autre, et d’aprés leur position , angle R = A"O; cnfin
I'angle A"Om’ st supplément de B'OC’, qui lui-méme est sup-
plément de mn. Donc 'angle A"Om'=mn ; or le triangle rec-
tangle A"Qsm' donne sin A"m’' ou

sinZ-':sinA"O . sin A"Om’ = sinmn . smR.
C.Q.F.D.
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Remarque. Si on prolonge I'arc A"O, le segment pq, inter-

cepté entre les cercles R et RB sera perpendiculaire sur le

milieu de BC, et égalera A"0. Enfin, si on joint le point B

au point S, l1a surface du triangle donné aura pour mesure

le double de Y'angle SB%; en d’autres termes, elle sera double
du triangle birectangle SBR.

VI. De ce qui précéde on peut conclure la solution du
probléme : Transformer un quadrilatére qui a deux cotés
perpendiculaires au troisiéme en un triangle équivalent ayant
un angle commun avec le quadrilatére. Soit abed (fig. 7)
le quadrilatére, b et c ses deux angles droits, o I'intersection
de ab avec cd; a partir du point 7z, milieu de od, prenez

mp = g Joignez pb; soit g la rencontre de cet arc avec ad

prolongé ; joignez og , le triangle ago satisfera a la question.
En effet, prenez ¢S = gd, tirez So et prolongez I’arc pb jus-
qu’a la rencontre en n avec So. On sait (Annales, art. cité)
que n sera le milieu de So. Donc, d’apreés ce qui précéde, le
triangle boc est la moitié du triangle Sod ou = god ; mais ’
aod est une partie commune aux deux surfaces. Doncle tri-
angle goa est équivalent au quadrilatére abdc.

Lemme. Etant donné un angle A sur une sphére et un point
O, mener un arc OCD, tel qu'on ait OC = CD = arc inter-
cepté dans 'angle. La solution résulte immédiatement du
théoréme 14° de V'article ci-dessus indiqué.

VII. Probléme. Avec un coté donné, Pangle adjacent et la
surface, construire un triangle.

Soit AB (fig. 8) la base donnée, BAC l'angle adjacent.
Supposons que la surface soit représentée par le double du
triangle birectangle AKH. Le probléme revient & mener par
B un arc BDI, tel qu'on ait BD=DI. Pour ccla, il 0’y a
qu’a prendre KO = HK et a mener par O un petit cercle pa-
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ralléle au cercle AB; I'intersection de ce petit cercle avec AG
sera le sommet du triangle demandé. Sil'angle A variait , la
construction serait la méme; donc le lieu des sommets des
triangles de méme aire et de méme base est un petit cercle
paralléle a la base. On peut encore prendre, a partir du

point z milien de AB, nR = g; tirez I'arc RK, son inter-

section avec AC donnera le point 1.

VIII. Si dans la figure 6, on suppose que I'angle A de-
meure constant, ainsi que la surface du (riangle , dans le
triangle polaire B'C'A", la base B'C!, qui est le supplé-
ment de A, sera de longueur et de position constante, ainsi
que la somme des cOtés B'A”" 4 A"C'; on voit donc que le
lieu du point A" sera une ellipse sphérique ayant pour foyers
les points B', C', et pour grand axe la somme constante B--C;
la droite A"p divisant en deux partics égales 'angle des rayons
vecteurs A"B', A"C’ sera normale a cette ellipse, et p sera le
pole d’un arc tangent mené a cette courbe par le point A”;
or il est facile de démontrer que le lieu des poles des arcs tan-
gents a une ellipse sphérique cst une seconde ellipse concen-
trique a la premiére, et dont les arcs tangents sont perpen-
diculaires aux arcs normaux de la premiére ; ainsi la basc BC,
dans toutes ses positions, sera tangenle a cctte seconde
courbe. De la résulte ce théoréme :

Si dans un angle donné on méne une infinité d’arcs déter-
minant avec les cOtés de I’angle des triangles de méme sur-
face , la courbe enveloppe de tous ces arcs sera une ellipse
sphérique , dont les éléments se détermineront de Ja maniére
suivante (fig. 9) : '

Soit BAC langle donné; du sommet A comme péle,
décrivez un arc de grand cercle mo ; a partir du point p,
— A

2
-

; B'et C' seront les

milicu de mio, prenez pC'= pB’:-_-"T
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foyers de ]a premiére ellipse dont nous avons parlé; des
points B, C', comme poles, décrivez, avec une distance

polaire égale & B C2+ S (S désigne la surface donnée), deux
arcs de cercles gui se couperont en A”; par les points A", B/,
A",C' menez deux arcs de grand cercle, qui se couperont en
un autre point A'; puié de A' comme pole, tracez l'arc BC ;
ABC aura la surface donnée. En effet, cette surface a pour
mesure A+ B+ C 4 »=BA"4 C'A"—BC'=S; joignez
A" aun point p, et prolongez I'arc obtenu jusquen L, ou il
rencontre EG; prenez pl' =pL, puis pg = pq' = le com-
plément de C'A". Les quatre points L, L, ¢, ¢’ seront les
quatre sommels de I’ellipse cherchée (*).

Il est facile de calculer les deux axes de cette cllipse. En

A—S
effet, CA" = % — ( 3 ) ; donc pg’ que nous appellerons

b= é—}—s- ; d’ailleurs, dans le triangle pA"C on a :

A A—
tang pA" = tang C’'A" . cos 7= cot( S) cos é;

T2 2
donc
| )
tang
tang pL. ou tangae = 1 = — 2 ;
57 cot (A= S) cos > cos > ’
( 2 2 2

si maintenant on projette un point de la courbe sur les deux
axesrectangulaires pA” et pC'y qu’on appelle x le segment px
ety le segment py, I'équation de la courbe sera :
tangly
tang’b +

tang’r ™
tang’a”

(") Cette propesition est énoncée sans démonstration dans an mémoire de
M. Chasles , imprimé dans le journal de M. Liouville (t. 11, p. 102, 1837).

{*") Pour ne pas donner trop d’étendue a celte note , nous avons regardd
comme connue I’équation de Pellipse sphérique, Nous nous proposons de re-
venir sur ce sujet dams un autre article,



Si on remplace tanga et tangb par leurs valeurs, l'éql,laﬁon
du tieh defibiid® dera .

tang’y . cot’ (A : S,) + tang’z cot* A——‘: S cts‘s'*% =1,
ou plus simplement :
tang’y - tang’x . cos’% = tang’ A;_ S,

IX. Si on donnait sur une sphére un point et un angle, et
qu’on demandat de mener par ce point un arc qui fasse avec
les cOtés de I'angle un triangle de surface connue, le probléme
se raménerait, d’aprés ce qui précéde, a conduire par un
point donné un arc tangent a une cllipse tracée sur une sphére,
question qui se résout par une construction toute semblable 4
celle du probléme analogue sur un plan.

X. Nous avons, dans le théoréme précédent , énoncé cette
proposition : Le lien des poles des arcs tangents 4 une ellipsé
sphérique est une autre ellipse sphérique dont les axes oiit la
méme direction que ceux de la premiére ; et pour longdears
lessuppléments desaxes de la premiére. Pour y parvenir, nous
commencerons par chercher I'équation d’un grand cercle sur
une sphére, connaissant son pole (fig. 10). Soit o le pole d’eh
cercle quelconque, p sa distance polaire, A l'origine; projetons
le point o sur les deux axes AX, AY. Soit AP=x',AQ=y";
m un point quelconque du cercle, que nous projetons en P
et en y. Joignons om ; dansle triangle omT, nous avons :

cos p=sinoP . sinmp - cosoP cosmp . cosPp.
Sip= 3—; , celte équafion devient :
tangoP . tang mp - cos (x — ') =0

mais dans le triangle oPS ,
tangoP = sin PS, tang AQ= cos x'. tangy’.
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De méme, tangmp = cos.x tangy ; donc 1'égquation deman-
dée sera :
tangy tangy’ -} tang x tangx' = — 1.
L'éq-uation de Vellipse étant, comme nous ’avons rappelé
ci-dessus :

) (28
tang b/ tanga/ =’

et ne différant de celle de V’ellipse plane qu'en ce que les
quantités x, y, elc. sont remplacées par leurs tangentes , il
est facile de démontrer qu’il en sera de méme pour I'équa-
tion d’un grand cercle tangent a la courbe. Ce sera :

tang’z tangy tang y"—- tang’0 tang x tang z"=tang’a tang’b,

z", " étant les coordonnées du point de contact , pour expri-
mer que cette équation est identique a celle du grand cercle
ci-dessus trouvée , cherchons pour chacun des deux cercles
Yintersection avec les axes, ct égalons les résultats, nous
aurons :

tang'a 1 ot tang’b 1
tangz”~  langx’ tangy”~  tangy'’

d’ou

tang x" = —tang’a.tang 2’ ct tangy" = — tang?b. tangy’.

Portant ces valeurs de tangy"”, clc. dans I’équation de V’el-
lipse, nous aurons :

tang’y' | tang’x’
coth | cota

Ce qui démontre le théoréme énoncé.

XI. On peut se proposer la question générale de trouver,
étant donnée une courbe quelconque sur une sphére , lelieu
des poles des cercles langents menés aux points de cette
courbe. Pour cela, par deux points de la courbe (x', . 2"")
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faisons passer un cercle, et désignons par «,8 les coordon-
nées du pole de ce cercle ; son équalion sera :

tangy tang B - tang x tange = — 1;

comme le cercle doit passer par les deux points donnés, on

aura :
tangy’ tang 5 4 tang 2' tang o = —1,
tangy" tang B+ tang ' tange = — 1.

Retranchant ces deux équations membre & membre, on
trouve : '
(tangy'— tangy") tang B - (tangx’'— tang =) tang= =0,
ou
sin(y'—y")tangBcosx’'cosx''+-sin(x' — x")langxcosy'cosy” =0,
ou
z;—z%l_;i%tangp cos.x’ cosx"-}- tanga cosy’ cosy” = 0.
Si les deux points se réunissent en un seul, le rapport
sin (y'—y")

————_ tendra vers une limile que nous représenterons
sin (x'—x"")

!

o4
par la notation ordinaire j%’ el nous aurons :

d !
i, tang 8 cos’x'+- tang« cos’y’ = 0.
dx
Nous avons aussi la relation exprimant que le cercle proposé
passe par le point 'y’ ,
tang§ (tangy — tangy') 4 tanga (tang x — tang 2’) =0.

e s tang B
El
iminant o

age’ on a enfin pour équation du cercle tangent
-3

en un point z'y’ d’une courbe quelconque sur la sphére -

tangy — tangy' dy' cos’z’

taugr—tangx’  dz’' cosy’’



-— 58 —
mais « et § désignent les coordonnées du pole de ce cercle ;
Péquation précédente doit étre identique & I'équation
tangy tang B -+ tang xr tanga =—1;
cequ’on expﬁme en écrivant que les deux cercles ainsi re-

présentés coupent les axes aux mémes points. On trouvé
ainsi :

tange = 2dy’cos’x’! )

dz'sin2y’'— dy'sin2x"’
tang p = —2dx'cos’y’ ‘
o °F " dx'sin2y'— dy'sin 22’

Si entre ces deux équations et celle de la courbe donnée on
éliminc 2’ et »', on aura I'équation du licu demandé.

Note. Ces diverses propriéiés, peu connues en France, ont
été traitées avee étendue par M. Gudermann , dans son trailé
de Géométrie sphérique et dans divers mémoires insérés dans
le journal de M. Crelle; ce qui n’ote rien au mérite de ce
beau travail. Tm.

SECONDE SOLUTION DE LA QUESTION 162.
(7. page 28).

PAR M. LE GALLAIS,
éléve du collége de LaFléche.

ABCDE étant un pentagone plan, représentons par «, B,
7, 9, &, les aires des triangles ABC, BCD, CDE, DEA, EAB,
et par S l'aire du polygone, on a :

S*—S(z+B+9+0+4¢€)+uf +By+ 0+ 0 +ex=0 (Gauss)
ou, pour employer des notations abrégées, S*4-P=S§
(fg. 11).
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Je prolonge le coté DE indéfiniment dans les deux sens;
des points A, B, C, jabaisse sur la direction de ce coté les
perpendiculaires AA, BB et CC :

_— BB =) (CC=¢ — —_—
AA =a, { ___ 9_(_]_ ¢ A'D=d, A'E =e.
AB=V [ A'C=c

Cela posé, il est facilé de voir que

S_b'(a+b) + (¢— b’)(-lfic> — -‘; —c(c:-;—ii) =

b I d bl
=a( —"> 402 +c( )
En cherchant par des considérations analogues la mesuro
des triangles «, 8, v, J, s, on arrive a poser les six égalités :

) db’

La solution de la question n’est plus, maintenant, qu’une
affaire dc calcul.
On & immédiatement -

= a[(b’——e)

N+e[—(F )]
s [cd—b') -]
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U | (b’_e)’ b e e—'d R :I ’(d...e)
sy —a 552 - |+ ot
J(d—=b'y (d—-b’)
Te [ 2 4 ]+
+ ab [C’(b’-—e) — d(c"“‘d - (b'—el(d—e)] +

4
, N (U'—e)e (d—d)(d—=D')
+ aef —eya—p)— L5 EBED],
, , ec’  (d—e)(d—D)
+ bC[C (d-—-b) -——4—‘—'—‘ _—_k—_——].

Ordonnant les doubles produits tels que «'8 d’'une maniére
analogue, on trouve facilement :

2

P— %—[(b’—e)(b’—-c')+(b’—c)(d—-— e)] + I-i:[(c’—d)c’+ec'] +
+§ | @) —— a—uyw]+
“b Fo—ete—a) + w=etete) + (d—dle ] +

+ 5| o+ w—ed—t)—v—o) |+

+ l’zc (¢'—d)(d—e) — (c'—d)lf 4 (d—b')c'—ble

Enfin, le carré de S se développe naturellement suivant
ces mémes espéces de termes qui composent P et SS, et
Tona:

. .€ (d—b (@=b)’ b'—e)
S'= + b — + ab 3 +
d—b )’

+ (lc( —"e)(d_ ') +b

Comparant maintenant les expressions de S*, de P et de
S8, il est facile de vérifier que la somme des coefficients
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dont se trouve affecté un méme terme, tel que ¢* ou ab, dans
S* et dans P, est égale au coefficient du méme terme dans SS'.
Cela étant vrai pour tous, on a nécessairement :

S*+4P =SS
Note. Nous offrons cette seconde solution comme exercice
de calcul et non comme moyen d’investigation.

GENERALISATION DU THEOREME I (p. 122, t. I).

PAR M. LUCIEN GILLES,
éléve du collége Saint-Louis.

Deux polygones sont semblables lorsqu’ils sont circonscrip-
tibles et que les distances des centres des cercles inscrits aux
sommets sont proportionnelles et semblablement placées.

I. Lemme. Deux polygones sont égaux lorsqu’ils sont cir-
conscriptibles et que les distances des centres des cercles in-
scrits aux sommets sont égales et semblablement placées.

En effet, soient les deux polygones ABCDE, A'BC'D'E'
(fig.12,13), circonscriptibles et tels queQOA=0'A’, OB=0'B/,
0C=0'C, etc. Je dis que ces deux polygones sont égaux.
L’égalité serait évidente si nous prouvions que OF =O'F';
car alors, en tirant les rayons OF, O'F, OG, O'G, etc., nous
décomposerions les deux polygones en un méme nombre de
triangles rectangles égaux deux a deux , comme ayant leurs
hypoténuses égales par hypothése et un coté égal (le rayon
des cercles inscrits), et ces triangles seraient semblablement
placés.

Or je dis que OF =O'F'. En effet, supposons que 'on ait
OF <CO'F’; alors dans les deux triangles rectangles OFE et
O'F'E' comme nous avons OE=0'E' si OF < O'T", nous en
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tirerons FOE > F'O'E'. Les deux triangles rectangles AOF,
A'O'F', nous donneront semblablement AOF > A'O'F'. Ajou-
tant ces deux inégalités, il viendra EOA > E'O'A’. On
trouverait de méme, en décomposant d’'une maniére sem-
blable les triangles AOB, A’O'B’, BOC, B'O'C', ete., que
AOB>A'O'B, BOC > B'O'C, etc. D’oit, en ajoutant ces
inégalités membre & membre, on trouverait que la somme
des angles autour du point O est plus grande que la somme
des angles autour du point O/, ce qui est absurde.

On prouverait identiquement de la méme maniére que I'on
ne peut pas avoir OF > O'F'. Donc Fon a OF =0'F'. Donc
les deux polygones sont égaux. C. Q.F.D.

II. Soient les deux polygones ABCDE, A BCD.E,, cir-
conscriptibles, et tels que l'on ait :

OA:0A,;:0B:0B,::0C:0(, :: etc.

Je dis qu’ils sont semblables. .

En cffet, prenons une longueur O'E'=O0E et sur cette
droite comme coté homologue de O,E, conslruisons un poly-
gone semblable a A B,CD.E,, soit A'B'C’D'E' (*). Ce polygone
est circonscriptible et O’ est le centre du cercle inscrit. Tirons
les droites O'A’, O'B', O'C/, elc.

Les deux triangles A'O'E’ et A,0.E, sont semblables par
construction; ils donnent la proportion

AO,: A0 ::OF,:0FE.

Mais O'E'=OE par hypothése. Cette proportion revient

done a celle-ci
AO,: A'O':: OE, : 0OE.

Mais nous avons par hypothése

A0, :A0 :: OE,: OFE.

(9] 6n est prié de faire la figure.
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Comparant ces deux proportions, on en tire AO=A'0';
donc les deux triangles semblables A'O’'B' ét A,0,B, donnent

AO:A0,:: OB :0.B,.
Mais nous avons aussi par hypothése
AO:A0,::0B:0B,;

on en tire OB =O0'B', et on trouve de méme
0C=07C, OD=0D, OE=0'E.

Donc par le premier théoréme le polygone ABCDE est
égal au polygone A'B'C'D'E'. Mais par construction ce der-
nier est semblable & A,B,.CD.E,; donc ABCDE est semblable a
ABCDE,. C.Q.F.D.

III. On démontre de la méme maniére que deux poly-
gones sont équivalents , lorsqu’ils sont circonscriptibles, et
que les distances des centres des cercles inscrils aux sommets
sont égales, sans qu’elles soient semblablement placées.

En cffet, supposons que les deux polygones ABCDE,
A'BC'D'E' soient circonscriptibles, et tels que
0A=0'C, 0B=0'E, 0C=0B, OD=0'A’, OE=0'D'.

Nous démontrerons comme précédemment que les rayons

des cercles inscrits sont égaux. La scule différence, c'est
que les triangles rectangles dans lesquels nous décompo-

sons les decux polygones ne scraient pas semblablement
placés, et c’est ce qui fait que les polygones ne sont qu'équi-
valents.

IV. M. Paul Serret m’a fait remarquer un théoréme a peu
prés analogue a celui que je viens de démontrer sur la simi-
litude des polygones, savoir :

Deéux pelygones sont semblables lorsqu’ils sont inscrip-
tibles, et que les distances des centres des cercles circonscrits
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aux cOtés sont proportionnelles et semblablement placées.

Ce théoréme se démontre de la méme maniére que le pré-
cédent.

La seule différence cest que dans la premiére partie du
théoréme, pour prouver que deux polygones sont éganx
lorsqu’ils sont inscriptibles , et que les distances des centres
des cercles circonscrits aux cotés sont égales et semblablement
placées, on a des triangles rectangles dont les hypoténuses
varient ; mais alors 'un des cotés de I’angle droit est constant;
la conclusion est 1a méme que la précédente. De méme pour
les polygones équivalents.

V. Il est & remarquer cependant que ces démonstrations
n’ont lieu que lorsque les centres des cercles inscrits ou cir-
conscrits sont dans I'intérieur des polygones. Le cas ou le
centre est extérieur reste a démontrer.

NOTE

sur la théorie du parallélogramme de 7 att.

PAR M. A.-J.-H. VINCENT.

Dans les mémoires de la Société royale des sciences, de
Pagriculture et des arts, de Lille, pour 1836 ct 1837, p. 5 et
suiv., j’ai donné et discuté 'équation de Ya courbe a longue
inflexion , sorte de lemniscoide du sixiéme degré, qui jouit de
cette curieuse et importante propriété, que la téte du piston
des machines d vapeur, tout en en décrivant un arc d’une
notable étendue, peut étre néanmoins considérée comme sui-
vant une direction a peu prés rectiligne, quand on régle son
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mouvement au moyen de cet ingénieux appareil auquel on a
donné le nom de parallélogramme de 7 att.

(Fig. 17.) Je rappellerai , d’aprés Hachette, que la ques-
tion revient a déterminer le lieu géométrique d’un point M
situé sur une droite dont un segment constant, PQ, est assu-
jetti a glisser entre deux circonférences ayant respectivement
les points A et B pour centres, et pour rayons AQ et BP.
Alors, en prenant pour origine des coordonnées rectangu-
laires un point quelconque O de la droite AB prise elle-méme
pour base des x, puis faisant :

OA=a; OB=); AB=a-+}b=c;
BP=p; AQ=g;
PM=r; QM=s; PQ=s—r=d;
et enfin , nommant x et y les coordonnées du point M, x' et

' celles du point P, 2" et »"' celles du point Q, on a, comme
dans le mémoire cité , ces siz équations :

(@ —bf+r" =p’, (1)
@+ arto =g, @
=2y + (Y—y"r=d, 3)
- rE— ) —a )=y =, W
(y =7 P+ (z— 2y =", (5
(r ="V = 2P =+, (©

dont une, I'équation (3), n’est qu’'une conséquence des trois
suivantes, ce qui laisse ainsi le nombre d’équations justement
nécessaire pour permettre 1'élimination des quatre quanlités
variables z', ', x", »".

Cela posé, je dirai que ce qui m’engage a revenir ici sur
ce sujet, c’est la possibilité, d’abord inapercue, de simplifier
de beaucoup la méthode employée pour faire cette ¢limina-
tion, et surtout de conserver au calcul une utile symétrie,
avantage dont on est privé quand on place Yorigine a I'un

AWK, pr Marmin. VI 5
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des points A et B, comme je I'avais fait dans mon premier
essai. ‘

Celte simplification résulte d'une forme plas élégante dont
est susceplible 1'équation (§), c’est-a-dire I'équation de la
droite qui passe par les deux points donnés (z', y'), (=", 7.
En effet, on pcut metlre une pareille équation sous I'une de
ces deux formes :

=)+ =+ =) =0,1
r(d—z2") +y(d'— 2+ (2—2)=0,
qui cxpriment chacune une relation , soit entre les abscisses
de trois points quelconques de la droite et les dilférences de
leurs ordonnées prises deux a deux , soit entre les ordonnées
des trois points et les différences de leurs abscisses.

D'un autre coté, comme ces différences d’ordonnées et
d’abscisses ne sont autre chose que les projections sur les axes,
des distances des trois points eux-mémes pris deux a deux,
dislances qui sont ici représentaes , savoir :

par r pour (y —y') et (x — '),
par s pour (y—y") et (x— 2"),
et enfin par d pour (y'—y") et (2'— z"),

il s’cnsuit que les équations (A) peuvent se traduire dans les
suivantes :
dr —sx'+ rx" =0, B
dy —sy'4+-ry" =0. ®)
Maintenant Véquation (1) combinée avec 1'équation (5) d’ane
part, et scmblablement Féquation (2) avec I'équation (6)
nous donnent :
J,: +‘Z"— Q(J,Jl_i_lzl) + 2[).1,’-— b:+p1_rs=0 y

et y'+2'—20"+xx")—2a2"—a'+¢g'—5*=0. } ©

Prenons dans (B) les valeurs de 2" ety’', savoir :



[y
— & —
’ y ' "
o e 5 rdr et j,,i:y :'—dx;;
r

®»

el substitunons-les dans la seconde des équations (C); nous en
déduisons, aprés avoir multiplié par » ct simplifié,
r ) 42y — ') 2z + o) ([de—a) S
— r(@—g'+8)=0. ®)
D’un autre coté, la premiére équation dd méme systémé
(C), multipliée par s, devient :
s(y' 2" —2s(yy'-+ xx)H2bsx' —s(b*—p’ 1) =0. (i"')
Alors, en retranchant (F) dé (E) et réduisant, on obtient :
d(y'+ x*) +2adx + 0’s — a’'r — F = 2csx', (G)
en faisant pour simplifier, comme dans I’équation 19 du mé-
moire cité (11 du tirage a part in-4°):
ps—q'r+drs=#8.
De 1a on peut tirer, d’abord :

1At ) 4 2adr 4 bs — @r— B
= e ; (H)

x

puis ensuite, par la substitdtion dans (G),
y,___r:s(x’a;-y’-f-p’-—b‘—-»-’)—(x——b)[zirr'+y’)+2'adz+b’s-n’r—-k‘]
- sy

I1 ne reste plus alors, aprés avoir tiré de x',

3 2 2 g :"'_ g
(x,_b)=d(y+x)+2ag.;-l—a¢ c’s Ic§ &

qu’'a substituer cetle expressioh et celle de 5, dans I'équa-
tion (1) ; ce qui donne pour résul(at une équation qui ne dif-
fére pas de la formule numérotée 26 dans le premicr tablcau
du mémoire cité (ou de la premiére équation de la page 6 du
lirage a part), dés qu’on a substitu¢, dans ectte derniérey
(z + a) au licude x, ou {x — {) au lica de (x —c).

Je terminerai celte note en signalant aux lecteurs des
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Annales une communication faite a la Société philomathique,
le 21 avril 1838, par M. Babinet, a I'occasion du mémoire
cilé. Le savant physicien y donne une formule déduite da
principe des vitesses virtuelles, au moyen de laquelle on
calcule Paction du piston de la machine a vapeur, quand le
parallélogramme articulé n’est plus rectangle, et qu’il a
tourné d’un angle donné ( voir le Bulletin de la Société et
le journal I'Institut, 1™ section).

THEOREME
Sur les tangentes auz coniques.

Soient MT, M'T" (fig. 16) deux tangentes menées par le
point M d une ellipse dont les foyers sont F,F'; si Uon prend
sur ces tangentes des longueurs MO, MO', respectivement
égales aux distances MF, MF', la droite O0' sera égale au
grand axe 2a de I'ellipse. (Strebor.)

Démonstration. Sur F'T je prends F'TD=2a; il en ré-
sulte, comme on sait, MD= MF. Daillcurs, d’aprés le
théoréme de M. Poncelet , 'angle F’'MD=0'MO ; donc les
triangles F'MD, O'MO sont ¢gaux comme ayant un angle
égal compris entre cotés égaux. Par conséquent :

00' =FD =2a.

Observation. 1. Faisant la méme construction au foyer F,
on obtient un triangle FMD' égal au triangle F'MD; donc
Pangle FFMD =FMD/, et de 12 I'angle DMF = D'MF'. Mais
les tangentes MT, MT' sont bissectrices, ce qui démontre le
théoreme de M. Poncelet et celui de M. Strebor.
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II. Ce dernier théoréme subsiste aussi dans Phyperbole
avec cette modification que lorsque les points de contact
T, T' sont sur la méme branche, une des longueurs MO, MO’
doit étre portée dans le sens oppose.

I1I. Les mémes constructions et les mémes conséquences
existent aussi pour I'ellipse sphérique. G.

AIRE D'UN QUADRILATERE QUELCONQUE,

PAR M. J.-G. DOSTOR,
Docteur és sciences mathématiques.

TutoremEe. Les cotés consécutifs d'un quadrilatére quelconque
étant représentés par a, b, ¢, d, et ses diagonales par m, n,
Uaire Q de ce quadrilatére est

%l/ @mnf @ —b Fo—a) Gmi—a Fo—c L a).
Démonstration. On a (fig. 14) :
0 =%m(BE+ DF),
dou 16Q" = km?(BE+ DFY’. )

Cela posé, les triangles rectangles semblables BEI, DFI

donnent -
BE:DF :: BI:DI:: EI : FI,

d’ou

(BE-++DF)* : DF” :: (BI 4 DI)* : DI” :: (EI4-FI)* : FT';
or DF=DI'— FTI’,
donc

(BE- DF)* = (BI++ DIy — (EI+-FIy'= n* —EF*;
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ou bien, en multipliant par 4m* :
#m*(BE + DF ==4n'n’ — b "EF? @)
on a ensuite par les triﬁgles ABC, ACD,
a’—b=m"—2mCE,
¢ —d'=m'—2mAF;
d’ou, en ajoutant
8 — b 4 —d'=2m'—2m(CE4- AF) = 2mEF ;

élevant au ¢arré, il vient
(@ — b+ ¢ — &) =4m’EF". (3)

Ajoutant actucllement membre & membre les égalités (1),
(2) et (3), et réduisant, on obtient

16Q'+(a* — b ¢ — d) = hm'n?,
dou
1

Q -_—ZV4HL’IL’ —(a?— 0} — d’)’ ,

ou enfin

Q= %V @mn+a— b+ —d’) (2mn—a’ + b' —c'+d’). (A)

Corollaire I. Lorsque le quadrilatére est inscriptible dans
un cercle , on a mn = ac + bd; la valeur de Q devient dans
ce cas :

Q= %\/ Bactoldia—bio—ad @actRbd—ati—cid),

ou

1
Q:z!/(¢+c+b—d )(a+ec+d—0b)(b+d+a—c)(b+d+c—a);

donc Q= V(s—2a)(s=0) s—r¢) (s —a), (B)
en posant a+t+b4c+t+d=2s
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Corollaire I1. Lorsque le cOté a est parallélea c, la figure
ABCD est un trapéze eton a:

m 4-n* = d’ - D 2ac (), )
m—n'=(d'— b’).a—i—c. (5)

Substi tuant dans (A) la valeur de &’+0°, tirée de (4), il vient .

1 - . - - -
T= iV (2mnta’+c'—m'—n'+2ac) (2mn—a'—c+m'+n'—2ac),

ou bien

T:;‘V [(@ 4+ ¢) — (m 4~ n)-] [+ n) — (a + ?),},

d’ou on déduit, pour laire du trapéze, en valeur des bases et
diagonales :

1
Tsz(a+c+rzz—lz) (@a+c+n—m) (m4nta+c) (m+n—a—c),

ou T =V s(s—p) (s —m) (s —n), (Y]
enposanta-t+c+m-4n=2setafc=p.

Effectuant le calcul sous le radical qui précéde les deux
derniers, ct observant que (m — n)'(m -+ n)* = (m* — n’)* et
(m = n)' 4 (m —n)" = 2(n’ <+ n*), il vient aussi :

T=l—:. V 2a+c) (m* + n*) — (a+ ¢)i — (' — n*)’.

Mettant dans cette expression les valeurs (4) et (5), on
obtient :

(a+e)

(@—c)”’

T=2 2(a+c)X(b*+d?*+2ac)— (a+c)t— (d'—b%)".

on
=2 T et e] a—ey— @07,

(") Voir la Remarque qui termine la Note.
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enfin si on remarque que
b 4+ 2d’ = (b+d)* + (b—d)’,
(@ =0y =@ —d)=(b+dy(b—d,

hac —(a + ¢y =—(a—c),
on trouve :

=22 r = = — G =],

ou bien

a+c iV(b+ﬂl+a—¢:) (b+d+c—a) (a—c+b—d) (a—c+d—D);

donc

T;-—’i\/ S5—q)s — b)s — d),

en faisant a—c-- b+ d=2s, a-tc=p, a—e=q.

Corollaire I1I. Lorsque a=c, b=—d, le quadrilatére est
un parallélogramme ; dans ce cas

i
P= i\/ dm'n’e—h{a—0%)’,

on P= %\/(an + 2a” — 20 (2mn— 24’} 2b).

Ajoutant la quantité »’--n*—2a’—2b"=0 a chacun des
facteurs sous le radical , il vient -

P= }‘ Vm T nf—4a] [m -+ np— b7,

ou enfin

P i\/(m-{-—n—{-?a){m+n—2a)(m+n+2b)(nz+n-2b) . (E)

On conclut de 1a que si p et g représentent les diagonales
qui joignent les milicux des cotés opposés d'un quadrilatére
quelconque, on aura aussi :
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Q=;4P+T+mw+ﬂ~mw+ﬂ+M@+T—MHE

car tout quadrilatére est double du parallélogramme formé
par les lignes qui joignent les milieux des cOtés adjacents.

Sile parallélogramme est un losange, on a @ = b, de sorte
qu’il vient :

1 N
L =z[(m+ n)—4a’],
ou bien
1
.L=z(m+n+2a) (m+n—2a)..., G

remplacant 44 par sa valeur m*--n’ et réduisant, on a aussi :

1
L= émn ,
ce qui est évident.

Enfin, si le parallélogramme est un rectangle, on a m=n;

donc R =/ (m+-a)(m—a)(m-+b)m—D). (H)

Corollaire I” . Lorsque n—=a, m=c, d=0, le quadri-
latére ABCD se réduit au triangle ABGC, dont laire sera

t= %\/(an+a’—b’+c‘)(~2ac—a’+b’—c’) 5

donc t =V s(s—a)s—b)(s—c), @
en faisant ab-f-¢c = 2s.

Remarque. Les deux égalités (4) et (5) constituent deux
principes importants du trapéze, dont le second a été trouve,

il y a peu d’années, par M. Cadet (Nouvelles Annales, t. I,
p. 189, 1842).

Ils s’énoncent de la maniére suivante -
Dans tout trapéze,

1° La somme des carrés des diagonales est égale d la somme
des carrés des cotés augmentée du double rectangle des bases;
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2° La différence des carrés des diagonales est & la différence
des carrés des colés, comme la somme des bases ¢st & lgur dif
férence.
Ces deux théorémes se démontrent presque simultanément
a T'aide des égalités :
m'=a’+b"—2ax , (6) m =c~4-d 2y, (8)
n =a’-+d'—2ay, (7) n' =c'4-0*+2cx, (9)

que fournissent les triangles composants du trapéze ABCD

(fig. 15).
En effet : 1° Si on ajoute toutes ces égalités membre a
membre, et qu’on divise par 2, on aura :

men =@ d—(a—0)@-);

or x-+y=a—c; donc, substituant et réduisant , il vient :

m’+4-n’ = i’} d*4-2ac.

2¢ Retranchant la somme des egalités (7) et (9) de celle des

ézalilés (6) et (8), on obticnt , en divisant par 2,
m'—n' = (a+-c)(y—x).

Or, puisque CE=DF, on a V’'—2’=d*—)y*, ou
y'—a*=d'—0’, ou encore ( y—ux)(y —x) = d'—{". On dé-
duit de la:

- -0

e

H
donc

m*—n' = (d'—0") . -Z——l_—z.

Dans ces démonstrations, I'idée de ’emploi simultané des
éuzalités {6), (7), (8) et (9) m’a été fournic par P'obligeante
amiti¢ de M. 0. Wosr, de Strasbourg. Ce savant professeur
¢limine x entre (6) et (9), s entre (7) et (8), ce qui le conduit
aux relations :
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cem’ +an® = ac(a+-c)+-b*(a+-c) , (10)
am’+-cn' = ac(a+-c)+d'(a+-c). {11)
Ajoutant membre 2 membre et divisant par (a-c); il a :
m*n? =2ac+0’4-d’;
retranchant ensuile membre 3 membre et divisant par
(a—c¢), il obtient :

m—n’ = (d’—b?) .

a+-c

a—c’

égalités qui sont idenliques avec (%) et (5)..

QUESTIONS.

178. Par le foyer d’une cllipse on méne deux cordes rec-
tangulaires, dans le cercle décrit sur le grand axe comme
diamétre ; les deux cordes sont égales a4 deux diamétres con-
jugués dans Pellipse; si par le centre on méne dans le cercle
un diamétre paralléle a V'une des cordes, il est partagé par
I'autre corde en deux segments égaux aux rayons veclcurs
qui vont du foyer aux extrémités d’un des diamétres conju-
gucs dans P'cllipse. (STEINER.)

179. Cinq points sont situés dans un plan et tels que trois
ne sont pas en ligne droite. I1 y en a toujours quatre, som-
mets d’'un quadrilatére convexe; par ces quatre points on
méne deux paraboles ; la conique passant par les cing points
est

1° Une parabole, si le cinquiéme point est sur Vune des
deux paraboles;

2° Une hyperbole, si le cinquiéme point e:t dans V'intérieur
qn hors des deux paraboles; '

3° Une ellipse, si le cinquiéme point est dans Vintérieur
d’une parabole et hors de 'autre. (Mcesius.)
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BIBLIOGRAPHIE.

MEMOIRE SUR LA THEORIE MATHEMATIQUE DE LA CHALEUR, par
Th. d’Estocquois, professeur de mathémathiques appli-
quées a la Faculté des sciences de Besancon. In-4°de 8 p.
Besancon, 1847. :

On sait combien les théories physiques des corps impon-
dérés ont contribué dans ces derniers temps aux progrés de
Tanalyse. C’est & ces théories qu’on doit tant de beaux théo-
rémes sur les limites des fonctions, analogues aux limites
des racines des équations dont s’occupe 'algébre élémentaire.
Une de ces fonclions surtout a acquis une grande célébrité ,
parce qu'on la rencontre partout, dans la mécanique cé-
leste, dans I'acoustique, dans la physique du calorique, de
Iélectricité, etc. La définition de cette fonction V est écrite
dans cetle équation

av av  d'V 'V

T [dr + + dz‘]
elle exprime le mouvement de la chaleur dans I'intérieur
d’un corps, et a été intégrée par Fourrier et Poisson pour
le cas du parallélipipéde rectangle, de la sphére, du cylin-
droide a base circulaire, et on connait les beaux travaux de
M. Lamé sur les surfaces isothermes. L’objet de ce mémoire
est de chercher a intégrer 'équation des corps d’une forme
quelconque au moyen d’une sériec ordonnée suivant les puis-
sances entiéres du temps, série dont Tusage est soumis a
plusieurs restrictions qu’il faut lire dans l’ouvrage Tout le
travail est fondé sur ce théoréme :

« Soient V et V' deux fonctions d’une variable ¢ et d’un



—_77 -

» nombre quelconque d’autres variables x, y, z, ¢, s, etc.,
» assujetties pour toutes leurs valeurs aux conditions

av_ [d’V &V ]

. 2=\t
av’ 'V 4V
» -Zt—=0u> iz +d_}’ ..... ]

» @ étant une constante donnée. Si, pour une certaine va-
» lear de ¢, on a V' = ou >V, quels que soient x, y, z,
» sy ¢..... Il en sera de méme pour toutes les valeurs plus
» grandes de ¢. »

Ce théoréme n’a-t-il pas déja été énoncé par MM. Sturm
ou Liouville?

ACADEMIE ROYALE DES SCIENCES DE BELGIQUE.
Concours de 1849.

Exposer la théorie générale des séries, considérées spé-
cialement sous le point de vue de leur convergence.

Nous indiquerons comme source premiére de tous les tra-
vaux sur cette matiére, les ouvrages de M. Cauchy, I’ #na-
lyse algébrique, les Exercices mathématiques et les Comptes
rendus depuis 1838, deuxiéme semestre.

JOURNAL DE MATHEMATIQUES (Liouville).
Duhamel, 1V, 214; Raabe, VI, 83 ; Binet, VI, 493; Ber-
trand, VII, 33; Bonnet (O), VIII, 73.

CEUVRES COMPLETES D’ABEL (Christiania, 1839, 2 vol. in-4°).
t.m—1
1.2

Tome I, Recherches sur la série 1+m.r+ x'+...

p. 66 ; travail du plus haut intérét, cn francais.

Ibid., p. 111, Abel réfate le critériom donné par M. Oli-
vier. (Voir ci-aprés.)
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JOURNAL DE CRELLE.

Olivier (Louis) II, 31, er francais; Jatobi, XII, 263, en
Jatin ; Poncelet , XI11, en francais; Kumimer, XI1I, 171, en
allemand.

DEschipTiON DES COURBES A PLUSIEURS CENTRES; 'aprés le procédé
de Perronet , tableatix numériques ¢t instruttion pratique
pour déterminer facilement tous les éléments de I'épure ;
expos¢ des conditions générales qui régissent les cotrbes
applicibles au tract de$ votites sorbaissées, et discassion
critique des méthodes principales proposées depuis Pet-
roncl; ouvrage utile aux ingénieurs, architectes, entre-
prencurs, tonducteurs de traviux, el servant de complé-
ment aux {raités de Perronet, Gauthey, Sganzin et autres,
concernant la construction des ponts. Par P. Breron (de
Champ), ingénieur au corps royal des ponts et chaussées.
Paris, 1846, in-4°; vi1, 63, 1 pl. Mathias, quai Malaquais, 15.
Ce titre développé indique suffisamment Tutilité pratique

que Yauteur a cue en vie, Cest ufie monographie compléte

de toutes les méthodes proposées pour déctire des systémes
de courbes dont'ensemble a Papparence d’une seule courbe;
systémes connus sous ¢ nom d’anses de paniers. La gétométrie

_descriptive faisant partie de 'enseignement ¢lémentaire et

devant méme prochainement recevoir une notable extension,

le savant travail de M. Breton sera étudié avec fruit par les
professcurs qui désirent donner aux éléves des applications
réelles, soit géoméltriques, soit arithméliques. Les condi-
tions d’élégance et de solidité auxquelles le tracé doit salis-
faire, donne licu a des problémes d'analyse aux limites que

T'auteur résout avec beaucoup d’adresse. On lira avee inlérét

ce qu'il dit des courbes continues (46-54).

Les tableaux qui terminent le mémoire fonl Gonbaitre
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toutes les dimensions numeérigues principales pour les courbes
a trois, sept et onze centres.

NUOVO SISTEMA DI STUDI GEOMETRICI ANALITICAMENTE DEDOTT! DALLO
SVOLGIMENTO SUCCESSIVO DI UNA SOLA EQUAZIONE. Dcl Cav. Fer-
dinando de¢ Luca. Napoli, 1847, in-8°, xur, 244 p., 2 pl.
L’équation unique dont le développement donne tout le sys-

{¢me géométrique est celle-ci : ¢ =acosB-+-bcosA ; a, b, ¢,

sont les trois colés d’nn triangle rectiligne, et A et B les angles

respectivement opposés aux cOtés @ et b. L'auteur élablit
cetle opération a I'aide de considéralions fonctionnelles dont

Legendre fait usage dans ses notes pour fonder analylique-

ment les principes de la géométrie, a Vinstar de J. Ber-

noulli, qui a cmployé lc premier ce genre de raisonnement
pour démontrer le parallélogramme des forces, et auquel on
doit Pimportation du mot fonction dans la science. Toutes les
propositions, sans en excepler une seule, des huit livres de

Legendre, toutes les formules des deux trigonométries, sont

déduites de celle équation génératrice. Véritable tour de

force, qui montre la prodigieuse fécondité de I'analyse. L’au-
teur a cherché a réaliser cetle pensée de Lagrange : Dans

Vanalyse, la perfection existe @ n’employer que le motndre

nombre de principes, et de faire sortir de ces principes toules

les vérités qu'ils peuvent renfermer , par la seule force de la-
nalyse ; dans la méthode synthétique des lignes, elle consiste au
contraire @ démontrer isolément chague proposition de la ma-
niére la plus simple, @ U'aide des propositions déja démontrées.

(Journ. de UEc. Polyt., cahicr 6, 280, an VI.)

~ Cet ouvrage curicux vient d’étrc adressé a I'Académie.

L'illustre inventeur du théoréme est chargé du rapport; ccox

qui attendent ce rapport, dans Yintérédt de lear instruction,

avec une juste impatience, ont la uhe belle occasion de s’exer-
cer a la patience.
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SOLUZIONE DI UN PROBLEMA RELATIVO ALL’ELLISSOIDE, in-8° de
4 pages. Aprile, 1846, Roma.

NoTta soPRA LA QUADRATURA DELLA SUPERFICIE INVILUPPO DEI PLANI

PERPENDICOLARI CONDOTTI ALL’ ESTREMITA DE1 DIAMETRI Di ON’
ELLISSOIDE pATA , de 8 pages. Ottobre, 1846, Roma.

Dans ces deux écrits, I’habile analyste traite une question
analoguca celle qu’il a consacrée a 'ellipse (voir V, 365, 550)
et raméne la quadratore aux fonctions elliptiques de premiére
et seconde espéce, et dans la note on fait usage d’'une méthode
due au célébre W. Roberts, pour simplifier la réduction
d'une certaine intégrale a ces deux espéces de fonctions. '

SOPRA LA RETTIFICAZIONE DELL’ ELLISSI SFERICA E SULLA DIVISIONE

DE’ SUOI ARCHI, 23 p. 1846.

N. Fass est le premier, je crois, qui se soit occupé de
I’ellipse sphérique, vers la fin du siécle dernier (V. acta
Petrop., t. II1). M. Chasles a ensuite étudi¢ les propriétés de
cette conique géométriquement, et M. Gudermann, par la
voie analylique, en faisant usage des coordonnées sphériques.
Le célébre professeur de Munster a donné le premier la rec-
tification de Vellipse sphérique en la faisant dépendre d’une
transcendante elliptique de troisiéme espéce (Crelle, t. XIV,
1833, en latin). Dans le présent mémoire, M. Tortolini s’oc-
cupe du méme objet , en faisant usage des coordonnées rec-
tangulaires ordinaires, et, par une belle analyse, il étend
ensuite le théoréme de Fagnano a 'ellipse sphérique, et celui
de M. Chaslessur les arcs semblables ; mais la différence des
arcs semblables elliptico-sphériques est un arc de cercle
(V. p. 12 da Mémoire). L’auteur donne aussi les équations
pour la bissection ct la trissection de I'arc. Nous ferons ob-
server que les moyens géométriques employés pour démon-
trer le théoréme de M. Chasles dans D'ellipse plane, sont
applicables a Vellipse sphérique (Vouv. 4nn., I1I, p. 506,
1844), et peut-étre a une ellipse géod ésique quelconque.



— 81 —

GRAND CONCOURS (1847).

Mathématiques élémentaires.

‘Soient donnés dans un cercle une corde KK’ et un diamétre
DD’ perpendiculaire a cetie corde.

D’un point O de la circonférence on méne deux lignes aux
extrémités du diametre et deux lignes aux extrémités do la
vorde. - -

11 s’agit de prouver que la somme des projections des deux
premiéres lignes sur 'une OK des deux autres, est égale &
cette méme ligne OK | et que
la différence de ces mémes
projections est ¢gale a I'autre

ligne OK', c’est-d-dire que «

78 et d’ élantles pieds dvs per-
. % __pendiculaires abaissées des
""" S extrémités du diamétre sur 1a
droite OK, on a

-0 1° 0d+40d'=0K,

2° 0d—0d'=O0K.

PREMIER PRIX.

'PAR M. SARELL ( RICHARD),

Né le 15 juillet 1829, & Thérapia , prés Constantinople ( Turquie d’Europe ),
éléve interne du lycée Descartes, classe de M. Liennet.

Prolongcons les droites Dd, D'd’ jusqu’a la rencontre de
la circonférence aux points M, N, et menons les cordes MK,
MD', ND. Les droites MD, ND' étant parall¢les comme per-
peadiculaires & une méme droite OK et les angles DMD',

Anx. pE MaTHEM. VI . 6
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DND étant droits comme inscrits dans des demi-cercles, Ia
figure DMD'N est un rectangle, et les cordes MD', ND sont
égales et paralléles entre elles, et égales et paralléles a dd';

donc on a: :
(1) arcKM = arcOD’

et (2) arcDK=arcDK'==arcON.

Cela posé¢, 1° pour établir la relation Od 4 0d'=0K,
comme on a OK=0d 4 dK, il suffit dc démontrer que
0d' =dK.

Les triangles rectangles KMd, OD'd’ ont les hypoténuscs
KM ct OD' égales, comme sous-tendant des arcs égaux (1) ;
de plus, les cotés Md , D'd’ sont égaux comme opposés dans
un rectangle ; donc le troisiéme c6lé dK du premier est égal
au troisieme cOté Od' du second.

Remarque. Cette démonstration ne suppoesant pas que le
diameétre DD’ soit perpendiculaire alacorde KK', 1a premicre
partic du théoréme cst vraie, quelle que soit la situation
relative de ces deux droites.

2° On a Od — Od'=dd'=DN; donc, pour ¢tablir I’égalité
0d — 0d'= OK/, il suffit de démontrer qu'sna DN=0K'.

Or, arcDK'=arcON (2); ajoutant de part et d’autre un
méme arc NK', il vient :

arc DK'N = arc ONK';
donc DN = OK'.

Remarquel. Soient 08, O¢', les projections des droites OD,
O sur la direction dela corde OK'. Les triangles rectangles
ODd, ODB? ont hypoténuse OD commune et les angles aigus
DOd, DOJ égaux cnire cux comme inscrits dans des seg-
ments égaux; donc le coté Od= 4. On prouverait de
méme que Od' =0¢"; donc

0008 =0d+ 0d' =0K,
05— 0¢'=0d—0d' =0K'.
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Ces égalités montrent que le théoréme n’est plus vrai dans
ic sens direct de son énoncé, lorsque la corde OK', sur la di-
rection de laquelle on projette les droites OD, ODY, est situce
tout entiére d’'un méme coté du diameétre DD'; car alors la
somme des projeclions .OJ, 0d¢', au lieu de leur différence,
ost ¢égale a lautre corde OK, tandis que la différence de ces
mémes projections, au lieu de leur somme, est égale a la
corde OK'. Mais I'énoncé s’applique a tous les cas, si Yon
regarde comme positive toute projection, telle que Od ou 0d'
dont la seconde extrémité est située du méme coté du point
O que lautre extrémité K de la corde OK a laquelle elle
s¢ rapperte; et, comme négative, toute projection, telle
que Od', dont la scconde exirémité est située de autre coté du
point O par rapport a autre extrémité K' de la corde OK'.

Remarque 11. Les mémes constructions et les mémes rai-
sonnements étant applicables a une posi'lion quelconque du
point O aussi rapprochéé qu’on voudra de I'un des points
D, D', K, K', le théoréme est encore vrai lorsqu’a Jla limite
il coincide avec un de ces qualr'e points; ce qui dailleurs
se vérifie immédiatement.

SUR 1’EMPLOI DES SIGNES +, — EN GEOMETRIE.

PAR M. A. HAILLECOURT.
professeur au lycée de Rouen.

MM. Briot et Bouquet, dans leur Géométric analytique,
(pages 153, 164) donnent celte nouvelle forme aux énoncés
de deux théorémes connus et de leurs réciprogues :

1. 81 sur les trois cOtés d'un triangle, on prend trois points
lels , que le produit de trois segments non consécutifs soit égal
au produil des rois autres, les trois droites qui joignent ces



points aux sommels opposés passent par un méme poinl; e!
réciproquement.

II. $i sur les trois cotés d’un triangleon prend (rois points
tels que le produit de trois segments non consécutifs soit égal
et designe contraire au produst des trois autres, ces lrois points
sont en ligne droite, et réciproquement.

C’est admettre implicitement que sur une droite limitée,
tout segment compté a partir d’'une extrémité en marchant
vers autre est pris positivement; que tout segment complé
cn sens contraire est pris négativement. C'est d’ailleurs la
régle que leurs auteurs appliquent a la proportion harmo-
nique, au rapport enharmonique, ctc.

Ces nouveaux ¢noncés, qui comprennent évidemment les
anciens, scront certainement utiles, de quelque manicre gque
se présente le systéme de trois points pris sur les cotés d’'un
triangle, soil comme ¢lémernt dans le courant d'une démons-
tration, soit comme conclasion. Ces deux cas s'offrent
simultanément dans 'exemple snivant relatif 3 'hexagramme
de Pascal. J’y ai été conduit cn “examinant, daos le cercle
sculement, le cas d’un hexagone de forme quelcongae
inscrit. Je considérerai cependant une conique quelconque,
en remarquaunt que, si la démonstralion du théoréme de
Carnot néeessite pour les coniques I’emploi des coordonnécs,
clle ne va pas au dela de la plus simple géométrie pour le
cercle.

1. Le théoréme de Carnot peut s’énoncer aiosi :

Un polygone de n c6tés étant tracé sur le plan d'une courbe
du miéme degré, ct chaque coté coupant la courbe en m points;
les produits P, P’ des segments comptés @ partir des sommets
jusqi’aux points de rencontre, en parcourant le polygone
d’ebord dans un sens, puis en sens contraire, sont égauzx. Ils
sont de méme signe ou de signes contraires , suivant que le
produit mn est pair ou impair. P' = (—1)"™"P.
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Pour le cas du cercle et d’un triangle on aura P'=<P. La
géométrie le prouve complétement.

11. Comme cas particulier en géomélric analytique ; comme
généralisation du théoréme de Ptolémée en géométric élé~
mentlaire, on trouve:

Un polygone de n cotés étant coupé par m droites, les pro-
duits P, P'des segments comptés a partir des sommets jusqu’aux
points d’intersection en parcowrant le polygone d’abord dans
un sens puis en sens contraire, sont égau. Iis ont le méme
signe ou des signes contraires, swivant que mn est pair ou impair.

P = (—1)""P.

Pour un triangle coupé par trois transversales, on a
P'=—P.

Soit maintenant un hexagone quelconque H inserit dans
une conique (*).

Soit ABC le triangle obtenu cn prolongeant jusqu’a leurs
rencontres Wrois cOlés non conséeutifs (15, (3), (5). 1ls sont
coupgs en neuf points: «, «', «" sur BD; 8, ', " sur AG;
g, 4’y &' sur AB par les trois autres cotés (2), (4), (6). — Sar
ces neuf points, six, par exemple o, o', 8, §, 4, &', sont les
sommets de 'hexagone ou les points d’intersection de la co-
nique ct du triangle; les trois autres points ~”, 8", 3", ou se
coupent respectivement (1) et (4), (2) et (5), (3) et (6), sont
ceux qu’il faut prouver étre en ligne droite.

Or, en vertu des principes précédents, on a :

AS. A¥. Bz B<. CB. C5' = AB. AB. BJ. BY. cu®c..
AB. AY. AS. Ba Bs. Ba". C8. CB. CL" = — AB. AP AL
BS. Bi'. BY". Ca. CGo'. C«"; d’out divisant,

AS". B<'. C8" = — AB". B&". Ca.

{*) Le lecteur est pri¢ de faire la figure.
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Ce qui ne laisse plus aucun doute sur la position des trois
points ="' £", &". .

Si maintenant on examine attentivement les démonstra-
tions données dans les livres les plus estimés, méme dans la
géométrie de position, on se convainera que, hors le cas
d’'un hexagone convexe, il n’est pas évident que les trois
points soient cn ligne droite plutot que sur trois dreites con-
courant aux sommets du triangle employé plus bhaut et
désigné par ABC.

CONCOURS DE 1847 (L. VI, p. 377, fig. 56) (*).
Solution analytique.

PAR V. PREVOTEL,
Eléve du lycée Descartes.

I. La solution de la question parait devoir étre simplifiée
cn prenant pour axes des coordonnées deux des cOtés du
triangle PQR. Soient donc QR Y'axe des x, et PR I'axe des ».

Représentons les Jongueurs des cotés QR et PR par 2p et
2¢, ¢t les distances de I'origine R aux points de contact de
la ligne du second ordre ct des axes, par o et £.

Ceci posé, I'équation générale d’une ligne du deuxiéme
ordre tangente aux axes, est

0 G e (al) -oZbrie

11. Pour exprimer toutes les conditions de I'énoncé, it
faut indiquer que le coté PQ est tangent a la courbe (1).

(*) Dans la ligure 56 remplaccz C par ¢ et ¢ par C.
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La condition nécessaire et suffisante pour que la ligne
“y =mux-}-n soit tangente a celte courbe , est

[1— 5] (L )+ (2= o] =0

Cette égalité peut étre safisfaite de deux maniéres, soit en
annulant le premier facteur, soit en annulant le second. Dans
le premier cas, la courbe est remplacée par deux droites ;
nous laisserons donc ce cas a part, et annulant le second
facteur, nous aurons la relation '

m 1
(2) (B+ p> + —p——-;)n-—m:O.
111. La droite PQ a pour équation
x Yy
p 27

Servons-nous de la relation (2) pour exprimer que celle
droite est tangente & la courbe proposéc, et remplacons: 7

ar -1 et n par 2¢ : on trouve alors :
p p par =q

®  we(btz) —2(§+%)+t=o.

ou

A2 a (2=

Posons, pour simplifier :

1
ot (B+;E>p—9-p,
ct la relation précédente devient :

#) PQ+qP+1=0.
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1V. Les eoordonnées des points A, B, € sont

A x=p; y=o,
B Tr=0; ryr=gq,
G xr=p; ry=gq,

et les équations des droites AB, AC, BC

AB Iy,
5) P 9
) AC L=p,
BC Y= q-

V. Désignons par M, M', M" les cocflicients angulaires
des droites Aa, Bb, Cc; comme ces droiles passent par les
points A, B, C, leurs équations serent

(Aa y=Ma—p),
(6){ BY y—qg=Muzx,
Ce y—q =M"(x—p).

Cces droites sont tangentes a la ligne du deuxi¢me ordre,
donc leurs cocfficients doivent satisfaire a la relation (2} -
on trouvera ainsi pour déterminer chacun de ces coefficients
unc équation du deoxiéme degré; 'une des racines est la
valeur cherchée, et 'autre est le coefficient angulaire de
I'un des cotés du triangle PQR ; ces coefficients sont connus.
On peut donc supprimer les racines correspondantes , el en
définitive, on trouve :

pour Aa pPM-}-Q(£ —1):0,
43

1 pour B 21\1'(%-1)4.9(3:0,

pour Gc PM"4-Q=0.

1V. La recherche des deux premiéres relations n'offec
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aucune difficulté ; on remplace dans Pexpression (2) m par
M ou M' et n par —Mp ou par ¢ : on supprime dans le pre-
mier cas le facteur M.

Pour la troisiéme relation, on remplace i par M" et n par
g—M"p, et on trouve :

o4 5) (== ) e

Posons M'p+4g =N, el mettons a la place de M" la va-
leur en fonction de N, on aura :

1 1 1 1 1\ 2¢
N B+—)——]N’—[2 <B+—)—<1 +—> —=+ ]N
[2( oft) PP AN pe e/ pEop

+2(i3+ ﬂﬁq — Qq(]i 4 %) +1=o.

Multiplions par 2p, nous aurons :
et~ (1) o)
oo+ )]

Mais I'équation (3) prouve que le terme indépendant de N
est nul; le premier membre est ainsi divisible par N ou par

M"p+q; si on égale ce factcur a 0, on trouve M = _;%’ ce

qui vérifie le résultat que nous avions annoncé. Le coeffi-
cient de N* est évidemment égal a P, donc I'équation devient :

PN—-Q[qu(B-}—a—i{;) ~ (4 +2) - 2(-’! +1]=0.

Or l'équation (3) nous donne encore :

e ) -

'L‘\.) LS
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x

Donc le terme indépendant de N est égal 8 —2 L. %)

Remplacons N par Mp-} ¢, nous auroas :
wpp—o(2—2)-gp——0y.

et enfin
M'P+4+Q=0.

VII. Cherchons maintenant les coordonnées des points @,
b, c : cn se servant des équations (5) et (6), on obtient:

- — q —
Pour x,=p- M ry.=q.
Pour b x,=p - y.=Mp-q,

INA! £

9
Pour ¢ Xy = ot Y= —f—.
pM'4-q 7 pM'+q

Ces trois points seront en ligne droite, si leurs coordonnées
rcadent identique expression

x—z, x,—x,
y—r.  r—
on trouve :
x—x, qQ
Y=y,  pMM
ot '
Z'.‘-'.Z'3 q

y—y:  pPMM+gM"
A T'aide des équations (7), on déduit -
oM’ (% — 1)
M = 7

donc



x,—x, q
Yy 2(@_ >
M'| pM"+-q+ £ B
N ) N ]
pHT— 5 M P
— 7 -9 .
E
j2u s —-—a-‘;l';—J
X —, X,
donc = = P C. Q. F.D. -
THEOREME

sur les diagonales des polygones.

Théoréme. Le nombre des points'inléricurs d’interscction
des diagonales d'un polygone convexe est égal au nombre
des sommets pris quatre d quatre (*).

Démonstmation. Je remarque d’abord que si je savais
passer du nombre des points d’intersection formés par un
polygone de m—1 cotés au nombre des points d’intersection
formés par le polygone de m cotés, comme le quadrilatére
n’ayant que deux diagonales a un point d’intersection, je
pourrais de l1a m’élever an nombre des points d’intersection
formés par un polygone de cinq cotés , puis en six et généra-
liser la formule pour résoudre le probléme proposé. Nous
avons donc d’abord un probléme auxiliaire a résoudre.

(*) Ce théoréme a élé énoncé et démontré au lycée Charlemagne, classe de
M. Delorme.
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Pour cela soit proposé le polygone convexe ABCDEF,
fig. 25, de n cotés et désignons par P, le nombre des points
d’intersection. Dans ce polygone menant la diagonale FB,
qui séparele triangle FAB, je nomme A opposé a BF, lesom-
met extéricur; il restera, le polygone FBCDE de n—1 cOtés
ct qui donnera un certain nombre P,_, de points d’intersec-
tion. Si je joints AC, je séparerai de mémeun triangle ABC,
ou B est sommet extéricur, et il restera un polygone de n— 1
cOtés donnant aussi P, _, intersections, et comme il y a zsom-
mels j'aurai n fois P,_, intersections. Or, si je considére la
formule 4 n P,_, je remarque facilement que tous les
points d’intersection des diagonales du polygone donné s’y
trouvent, mais qu’elles ¢’y trouvent répétées plusieurs fois.

Voyons done par quoi il faut diviser 2 P,_,. Un point d’in-
tersection cst donné par deux diagonales et chaque diagonale
par deux sommets; douc un point est donné par quatre
sommets. D’aprés cela , il est facile de voir que ce point se
trouvera dans tous les polygones de n—1 cOtés dont le
triangle séparé n’a pas pour sommet extériear 'un des
quatre sommets d'ou dépend le point considéré. .finsi ce
potnt d'intersection se trouve dans n—4 polygones de n—1
cétés. Donc dans la formule = P,_, chaque point est compté
n—4 fois. Ainsi, nous aurons le nombre des’ poﬁlls en divi-
santn P__, par n—i.

Donc P = P,
" n—4
ou bien (n—k)P,=nP,_,
ct deJa (n—5)P, ., =n—1P,_,
(n—6)P, ,=n—2P,_,
2P, =6P,

1P,=5P,
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multipliant par ordre, il vicat
1.2. 3. 4P, —=n.n—1. n—2. n—3. P,; mais P4 =1

n.n—1.n—2. n—3

P —
done n 1. 2. 3. &

c.qf d

Observation I. Le nombre des diagonales est
n (n—3)
— ;
le nombre total des intersections, tant intéricures que hors
n (n'—1
du polygone, est donc —(—2—); retranchant de ce nombre
total le nombre des points d’intersection intériears, il reste,
réduction faite, pour les points d'intersection extéricurs
ndt.n.n—3 n—4.
3. 4.

Observation 11, Les mémes théoremes subsistent pour les
polygones sphériques.

REDUCGTION

dun postulatum de M. Catalan au postulatum d'Euclide.

PAR M. BRETOXN ( DE CHAMP ),
Ingénieur des ponts et chaussées.

Deuz droites indéfinies étant situées dans un méme plan,
st la premiére @ deux points situés de coté et d’autre de la
seconde, elle rencontre celle-ci.

« Cette proposition, » dit M. Catalan dans la préface de
son Traité de géométrie, « est aussi importante que le fameux
» postulatum d’Euclide; cepensdant on Padmet sans scrupule,



v — 94 —

» et I'on fail bien, attenda qu’en géométrié, comme cn loute
» autre branche des connaissances humaines, il existe un
» petit nombre de propositions dont la vérité ne parait pas
» contestable, et qui néanmoins ne peuvent étre démontrées
» d’'une maniére rigoureuse. »

Je crois que I'opinion exprimée par M. Catalan offre quelque
danger; il scrait assurément trés-regreltable que 1'on étendit
sans une absolue nécessité le nombre des vérités non suscep-
tibles d’éire démontrées. C'est ce que les anciensavaient par-
faitement compris; aussi en ont-ils resserré le cercle le plus
qu’il leur a été possible, et les barriéres quiles ont arrétés sont
les mémes qui nous arrétent encore. L’admiration que les
¢léments d’Euclide ont excilée ct exciteront toujours, vient
peut-étrec moins de I'enchainement des propositions que du
petit nombre de principes d’unc évidence incontestée qui
servent de fondement a cet impérissable ¢difice.

On trouverait difficilement, il est peut-étre impossible
de formuler aujourd’hui une proposition qui nc puisse étre
démontrée avee le seul secours des principes et des axiomes
sur lesquels repose la géométrie ancienne. Je vais faire voir
que I'énoncé de M. Catalan est dans ce cas.

A ct B (le lecteur est pri¢ de vouloir bien faire la figure)
¢lant deux points situés de part et d'autre de la droite L, il
s’agit de démontrer que la droite AB rencontre nécessaire-
ment L. On voit bicn qu’en faisant tourner autour de A
une droiteindéfinie, clle rencontrera nécessairement Ie point
B dans quelqu'unc de ses positions. Comment démontrer
qu’alors clle rencontre la droite L? C'est Ja-toute la difficulté.

11 est bien clair que si I'on pouvait déterminer deux points
P, Q sur cette droile, tels que B sc trouvat dans l'angle
forme par les droites AP, AQ, cette difficulté serait levée,
parceque la droite mobile, en allant de la position AP ala
position AQ, ne cesserait pas de rencontrer PQ ou L, ct
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passerait par B dans une position intermédiaire. La question
se réduit ainsi a déterminer deux points P, Q tels que I'angle
PAQ contienne le point B. Cette recherche dépend des deux
lemmes suivants.

1°r Lemue. Dans le triangle isocéle les angles adjacents d la
base sont aigus. '

On sait que ces angles sont égaux entre cux, et que la
médiane qui aboutit au milieu de la base est perpendiculaire
a celte dernicre. Si les angles dont il s’agit étaient oblus,
les prolongements des coOlés formeraient avec la méme base
des angles aigus du coté de la médiane prolongée, ct, en verlu
du postulatum d’Euclide, iraicnt rencontrer cetic médianc
en un méme point. On pourrait donc aller de ce point au
sommet par trois lignes droites différentes, la médiane et les
deux cOtés, c’est-a-dire qu’il y awrait entre deux points
plusicurs lignes droites distinctes, contrairement a un
axiome connu.

Ces angles ne peavent pas éire droits, car en prolongeant
la médianc d’ane longucur égale & elle-méme, et joignant
le point ainsi obtenu aux extrémités de la base, on aurait un
nouveau triangle ¢gal au triangle proposé, et les cotés de
I'un, & cause de I'hypothése admise, scraient les prolonge-
ments des cotés de l'autre. On relomberait ainsi sur le cas
précédent de trois lignes droites distinctes tirées entre deux
points.

Donc les angles a la base du triangle isocéle ne sauraient

étre obtus, ni droits; donc ils sont nécessairement aigus.
C.Q.F.D.

CorovrLaIrg. Dans le triangle rectangle, les angles adjacents
& Uhypoténuse sont aigus.

Car le triangle reclangle peut toujours étre regardé
comme la moiti¢ d'un triangle isocéle ayant pour base Ie
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double de T'un des cOtés de I'angle droit, et pour médiane
Vautre cOté, et cela de deux maniéres différentes.

2° Lemye. D'un point pri§ hors d’une droite, on peut fou-
jours abaisser une perpendiculaire sur cette droite.

On reconnait sans peine que la démonstration de cette
proposition cst présentée par les auteurs de maniére a sup-
poser 'admission du postulatum de M. Catalan, il faut donc
la changer ici.

A étant le point donné hors de la droite et P un point de
celle-ci pris a volonté, joignez AP. Si les deux angles formés
au point P de part et d’autre de PA ne sont pas droits, portez
du c¢oté de la droite ou est I'angle aigu PQ = PA, et tirez
AQ; le triangle PAQ sera isucéle. Iaites tourner ce triangle
autour de PQ de maniére a le placer en PBQ, je dis que lc
puint B tombera dans Vangle PAQ. Car les angles PQA,
APQ sont aigus, le premier d’aprés le lemme précédent, le
second par construction; les angles APB, AQB, égaux respec-
tivement & 2APQ, 2AQP, sont l'un et autre moindres que
deux angles droits. D’ou il résulte que PB, QB sont, par
rapport aux cotés AP, AQ et a leurs prolongements du
mdéme cOLé que PQ. Donc Ie point B est dans I'angle PAQ.

Cela posé, si une droile indéfinic se meut autour du
soinmet A de cet angle, et va de la position AP a la position
AQ, elle rencontrera nécessairement le point B dans une cer-
taine positionintermédiaire ; et comme cette droite traversera
toujours PQ pour sortir du triangle APQ, il s'ensuit que la
droite AB rencontrera nécessairement PQ.

On démontrerait, comme a Pordinaire, que AB est per-
pendiculaire sur PQ, etc. Donc on peut loujours d’'un point
pris hors d’une droite abaisser une perpendlculalre sur cette
droite. C. Q. F. D.

Abordons maintenant la proposition qui forme Yobjet de
cet article. A
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TutortMe : Deux droites indéfinies étant situces dans wn
méme plan, si la premiére a deux points situés de cdté et
d’autre de la seconde, elle rencontre celle-ci.

En effet, des points A, B donnés sur la premiére droite
de part et d’autre de la scconde L, j’abaisse sur celle-ci les
perpendiculaires AP, BQ. Si les pieds P, Q de ces perpendi-
culaires ne coincident pas, je tire MQ, BP. On apercoit de
suite que le point B est dans I'angle PAQ, car chacun des
angles APB, AQB, compoesé d’'un angle dreit et d’un angle
aigu (cor. lemme 1°) est moindre que deux droits. Donc la
droite AB coupe nécessairement PQ. C. Ql F.D.

Note. Une ligne plane infinie partage le plan en deux
régions infinies, dont la ligne forme la frontiére, est la
limite commune. Deux poinls sont dits situés de cété et
d’autre de cette limite, lorsque pour aller d’un point a I'autre
sur un chemin continu, il faut traverser cette limite. Si 'on
veut se rendre comple des mots que I'on prononce, on ne
peut attacher an autre sens a cette locution, de coté et d’ autre.
S'il en est ainsi, je ne comprends pas la nécessité c@néme
les sujets de ces divers théorémes. Que dirait-on de la pre-
position suivante? Deux endroits sont situés de coté et d’autre
deI'Océan, démontrer que pour aller de I'an a lautre, il
faut traverser 1'0céan? Il y a encore d’autres propositions
de cc geore auxquelles je ne comprends rien. Ainsi des
géométres démontrent sérieusement que pour aller d'un
point situé dans Vintérieur d'une circonférence a un autre
point situé a Pextérieur, il faut traverser la circonférence.
Que siguifient donc ces mots wntérieur et extérieur d’unc
enceinte, sinon qu’il faut percer l'enceinte pour venir de
Pun a Pautre? En mathématique il n’est pas excessivement
rare de voir démontrer des définitions ; c’est chose ordinaire
en philosophie.

ANN. DE MaTHEM, VIL, 7
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SOLUTION DE LA QUESTION 156 (1847, p. 39%).

PAR M. PAUL SEBRRET.
(Lycée Monge, classe de M. VINCENT.)

Le licu géométrique des projections orthogonales du
centre dela lemniscale de Bernoulli sur ses tangentes a pour
équation polaire

2 2 Q0
13 = a 3 COS :3— (W. Roberts).

-

Démonstration. L’équation polaire de la lemniscate de
q P
1

Bernoulli est p = a . cos? 2.

Scit P la projection orthogonale du centre O de la courbe
sur la tangente au point M.

Soit OX T'axe polaire, et posons OM=/"; MOX =o';
OP=/; POX —w.

Appelons « Pangle PMO ; on sait que I'on aura :

i

p
fang e = — ~5—¥—7—+5— -
g dérivée de ¢
Or,

. —Aha’sinw'.cosw’

¢ = al cos2w'=al/ 1—2in’e; B.pl= —————=
2aV/ cos20’
a sin 2w’
=—

Vicos 2o

on aura donc :
cos2w 1

1 = = .
AME = Sn 2w tang 2w’

D'ou il suit que Pangle » est le complément de V'angle 2v';
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mais I'angle « est aussi lec complément de Yangle POM
donc ang. POM = 2v'; et de plusw’ = %m.

Or le triangle rectangle POM donne

' SR} 2 y 2w
F=p.cosP0M~_pcos§m, P=a cos-—3—,

on a donc

2
o, ou bien pP = a

3
2-

Wi
wi R

2w , .
o = a cos cos —- pour Péquation

< lieu cherché, c.q.f. d.

SOLUTION DE LA QUESTION 170 (t. VI, p. 45%).

PAR M. PAUL SERRET.

abe, ABC étant deux triangles rectilignes situés dans le
méme plan, les quatre sommets b, ¢, B, C étant fixes, on
donne la relation

ab ac 1
AB - AC constante = T
Si le sommet a décrit une ligne plane algébrique divisée
par la droite Oc en deux parties égales et symélriques, le
sommet A décrira une ligne du méme degre, divisée en deux
parlics égales et symétriques par la-droite BC (Jacobi).
Démonstration. Sans changer la nature du licu décrit par
ic sommet A, nous pourrons évidemment (ransporter le
coté BC sur le coté bc, de maniére que leurs directions coin-
cident, et que leurs milieux se trouvent au méme point o
que noas prendrons pour origine des coordonnécs rectangu-
laires, bc étant Vaxe des x.
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Soient ob =oc=a; oB=0oC==«; x,y les coordonnées
du point a ; ', 5 les coordonnées du point correspondant A.
D’aprés 'énoncé de la question I'équation du_lieu des points 2
sera de la forme

(P(x,}”)=0, (')
c’est-a-dire qu’elle ne contiendra que des puissances paires
de y.

Orona:

ab'=(z—a)'+y*; ac'=(x+a)+y’
AB'=(r'—a+y"; AC=(@'+ay+"
On aura donc, d’aprés I'énoncé de la question, les deux
égalités suivantes :
(2) (x!_a)z _*_.ym p— m:(x _a): +,nz.7,z ;
(3) (' F )ty = m’ (xt-a)+-my’.
Retranchant (3) de (2) membre &8 membre, Yon trouve
box' =ham’. x, don

(a) x==n2', en posant n=

za M
Remplacant x par nx' dans (2), on en tire :

. (.z"—a)’—m’(n.r'—a)’—[—y"

== 3 )

m

ou bien
() y'=Ly"4+Mx"Nx'4-P.

Portant ces valeurs de x et »* dans I'équation (1), nous au-
rons :

¢(nx"Ly""4+Mx"4+Nx'4-P)=0 (%)
pour I'équation du lieu du sommet A; on voit que cetle
équation est du méme degré que Véquation du lieu du
point a, et que, comme celle-ci, elle ne contient que des
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paissances paires de Pordonnée 5", ce qui montre que le
lieu des sommets A cst divis¢ par la droite BG en deux par-

ties égales.

SOLUTION DE LA QUESTION 171 (1. VI, p. 455).

PAR M. PAUL SERRET.

T héoiéme. abed, ABCD étant deux tétraédres, les six som-

mels b, ¢, d, B, C, D decmeurant fixes , on donne la relation
ab ac a
AB~ AG~ AD

Si le sommet @ décrit une surface algébrique , divisée par
le plan bcd en deux parties égales et symétriques, le som-
met A décril une surface du méme degré, divisée de méme
par le plan BCD cn deux parties égales et symétriques (Ja-
<obi).

Démonstration. Sans changer la nature de la surface dé-
crite par le sommet A, on peut faire coincider les plans bcd,
BCD, et de plus les disposer de maniére que les directions
des cOtés be, BC coincident et qu’ils aient leurs milieux au
méme point o, que nous prendrons pour origine des coor-
données reclangulaires, bc élant I'axe des x, et le plan

bed étant le plan des xy.

Soient ob=o0c=a ; b, c les coordonnées du point « sur le
»

1
= constante —= — .
m

plan xy.
Soient 0B=0C =2«; 6, y les coordonnées du point D sur
le plan xy. _
Soient .z, y, z les coordonnées du point a, dansl'une guel-
conque de ses positions, et soient x', y', 2’ les coordonnées
du point A dans la position correspondante.




— 102 —
L’équation de la surface décrite par le point a sera de Ia

forme '

(1) ‘ Az, y, ') =0;

et on aura, d’aprés I'énoncé de Ja question, les trois éga-
lités suivantes :

(2) (.l"'-- a)’+y"+z"=m’(x—a)’-l—m’y’—{-m’z’:,

(3) (@@ tr e =matayt miy s

(4) ('—=6) 4 (y'—y)F2"=m’(x—0b)>+ m*(y—c)’+m’z.
Retranchant (3) de (2), on obtient : 4ax'=4m’ax, d'ou

x
(@) x=nx', en posant n= ——

n‘a’
Retranchant (4) de (2), on obtient :

26—2) X'+ 2y y'+o' —E"—y'=92m’ (b—a)x +
+ 2m’cy+m’(a*—0" — c*).

Or de cette égalité en y, remplacant x par sa valeur (a), on
tircra une égalité de cette forme

(b) y=Az+B'4C.

Enfin , remplacant x et y par leurs valeurs (@) et (b) dans
Yéquation (2), on cn tire :

() 2=Mz"+Ny"+Pxly'+Qa"+Ry'+Sx'+T.

Donc enfin, en remplacant x,y, z* par leurs valeurs (a),
(0), (c) dans I'équation (1), noas aurons :

(5) slnx', Ax'+By'+c, M "+ etc..)=0

pour Péquition de la surface décrite par le point A. Or
celte equation est du méme degré que équation (1), et,
comme celle derniére, elle ne contient que des puissances
paires de z’, d’ou il suit que , en oulre, le lieu des points A
est divisé par le plan BCD en deux partics égales et symé-
triques. Donc le théoréme est démontre,
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SOLUTION DE LA QUESTION 172 (t. VI, p. 454).

PAR M. EM. LAFONGE,
Eldve au Collége militaire de La Fléche.

Probléme. Etant donnés un arc et sa corde, trouver le
rayon ( Vincent).

Fig. 26. Solution. Supposons le probléme résolu, ct
svit OB le rayon du cercle eherché, AB la corde donnée,

que jc représente par 2C, et Amb Tare que je représente
par 2A. Décrivons un cercle concentrique avec un rayon
quelconque OD, et joignons les extrémités A et B de la corde
AB au centre O.

Les rayons OA, OB coupeht le cercle OD, dont j’appclle
R le rayon connu, aux points Cet D; joignons CD; on a :

P N
arc CbD arc AB

eorde GD "~ corde AB
Appelons 22 la longueur CD et 2z la longucur de I'arc CD.

. a .
Le triangle rectangle OID nous donne x =R sin R Mais

Ax
on a la proportion a:x:: A:GCj; dou a= donc

A . . .
x=R sinEE ; on obtiendra donc x par lintersection de la

droite 3y = x avec la sinussoide y =R sin C_g

- Je prends pour axes de coordonnées des droites rectangu-
laires qui se croisent au centre O du cercle, et, de plus, je
prends I'axe des abscisses perpendiculaire sur la corde CD.
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La bissectrice de Vangle des axes, qui esl la droite y =.r,
est Ox'. Je vais chercher les principales circonstances de la

courbe y =R sm CR Pour que y atteigne son maximum
ou son minimum, il fant que pour le maximum on ait
. Ax

smm_ 1, et pour le minimum, sm(—ﬁ-z —1. Donc le
maximom de 7 est R, et son minimum — R. Menant
donc au cercle (R) deux tangentes paralléles a I'axe des
abscisses, la courbe est tout entiére comprise dans leur in-
tervalle. Pour que » = R, nous venons de voir qu’il fallait

. A 2k -+ 1 .
que sm-ﬁ? = ~—1. Done ﬁ = L——%—E-, k étant assujetti

a étre enticr, mais pouvant étre positif ou négatif , ou méme
devenir nul. De 12 on tire :

CR (2% .
= SQ————_;’—)-: Faisons successivement k=0=1=2.. ..

ct portons les longueurs trouvées pour x en OM, MM/,
M’'M".... La courbe passe en G, G', G"...., ou les perpendi-
culaires a ’axe des x coupent les paralléles a cet axe, les
perpendiculaires étant menées par les points M, M', M"....
Pour que l'on ait y =0, il faut que

Ax Ax Ax
Rsin-- = in—— — 00— — k.
smCR._O ou sin ,R-_O, d’out ,R_..lm

CR
donc x = x k=. Alors, donnant a k différcntes valeurs,

nous porterons sur ’axe des x les valeurs correspondantes
oP, PP'.... de x. Il est facile de voir que les points M, M'....
sont les milicux de ces distances, par les expressions méme
qui les ont données.

Si I'on cherche le coefficicnt angulaire de la tangente, un
trouvera pour ce coefficient, que j’appelle tango :
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tan w—Ac GA’t
g =G O“E_ﬁ'

Par suile, on voit qu’aux poinls G, G'.... la tangente est
paralléle a Paxe des x, et qu’aux points O, P, P'....ona:

tangmzi%-; donc o> 45e.

Décrivant la courbe par points, en donnatt a x des valeurs
particuliéres, et en s’aidant des tangentes que I'on déler-
mincrait pour plusieurs points, on trouvera qu’elle coupe
la bissectrice au point P ; donc, pour ce point on a:

Ax
== Rsin—.
X SmCﬁ

Par conséquent , EF, ordonnée de ce point, est égale a x;
nous portons celte demi-corde dans le cercle R en CI, ct
nous la prolongerons jusqu’en D. Alors, joignant OD et OC,
nous ménerons une corde AB paralléle a D et égalea 2C, la
longuevr OB sera le rayon cherché.

Note. 11 est plus simple de prendre R—=1 ; construisons
la courbe ysinx = x; aux valeurs de x égales a -+ =« ;
== 2r; = 3=.. ., etc. répondent des asymptotes qui com-
prennent entre elles, -alterpativement au-dessus et au-
dessous de 'axe des x, les diverses branches de la courbe ;
les maxima et minima correspondent aux diverses valeurs
de x qui satisfont a Yéquation x—=tang x (voir t. I,

p. 247). Menant a la distance % une paralléle a Yaxe

des abscisses, elle coupera le sysliéme des courbes en une
infinité de points; on aura uce infinité de valeurs pour
x. Soit X une de ces valeurs , le rayon cherché répondant

a cette valeur est %

On peut aussi résoudre la question par une régle de fausse
position et par le retour des séries (voir p. 11).  Tm.
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SUR UNE CONIQUE CIRCONSCRITE

d cing points ou inscrite d un penlagone.

1. Lemme. Cinq points étant dans un méme plan, dont
trois points quelcongues non en ligne droite, il y en a au
moins quatre , sommets d’'un quadrilatére convexe.

Démonstration. Prenons quatre points, sommets d’un
quadrilatére a angle rentrant; prolongeant dans les deux
sens les six droiles qui passent par ces points pris deux a
deux , V'espace du plan sera partagé : 1° cn six régions fer-
mées trilatéres ; 2° en six régions ouvertes bilatéres; 3° en
six régions ouvertes trilatéres. Faisant la figure, il est facile
de se convaincre par intuition que, dans quelqu’une de ces
dix-huit régions qu’on place un cinquiéme point , il formera,
avec trois des quatre points donnés, au moins un quadrila-
tére convexe.

11. Théoréme de Mabius. Cing points étant situés dans un
plan dont trois points quelconques sort en ligne droite, ily
a au moins quatre points, sommels d’un quadrilatére con-
vexe (lemme I); par ces quatre points passent deux para-
boles. Si le cinquiéme point est situé 1° sur 'unc des para-
boles, clle est évidemment la conique qui passe par les cing
points ; 2° dans lintérieur ou hors des deux paraboles, la
conique passant par les cinq points est une hyperbole ; 3° dans
Iintérieur d’une parabole et hors de I'autre, la conique est
une ellipse.

Démonstration. Soient A, B, C, D, E les cing points,
et A, B, C, D qualtre d’cntre cux, sommets d'un quadri-
latére convexe; prenant O interscetion des cotés opposés
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AB, CD pour origine des coordonnées, BAO pour axe des
x, et DCO pour axe des y, on aura pour équation d’une
conique passant par les guatre points :

Ay’+ Bxy 4 C2’+ Dy +Ex +F=0. (1)
Dans cette équation, a Vexception de B, tous les coeffi-
cients sont connus. Le quadrilatére étant convexe, A et C
sont de méme signe ; les deux paraboles qui passent par ces
quatre points sont donunées par la double ¢quation

Ay'==2) ACxy +Cx'+ Dy +Ex4+F=0. (2)

Soient ', ' les coordonnées du cinquiéme point E et le
produitx’y’ pusitif, alors on peut le supprimer comme facteur
daams les inégalités. Supposons ce point 1° dans Vintérieur
des deux paraboles (2), et sur la conique (1) ; remplacant x
el y par 2/, 5/, Véquation {1) s’annule, et I'équation dou-
ble (2) donne deux résultats négatifs (11, p. 112). On a donc
par soustraction, les deux inégalités 2}/ ‘AC—B<o0,
—2)”AC—B<C0; la premiére inégalit¢ donne B>2}/AC;
donc la conigue (1) est une hyperbole. 2° Le point est hors
des deux paraboles. Le méme raisonnement conduit aux
inégalités +2/AC—B>0, —2VAC—B>0;0rla
seconde inégalité est impossible, a moins que B ne soit néga-
tif ; alors les deux inégaliléé deviennent QVE +B>0,
—2VAC+B>0 ; dou B>2 V/AG; ce qui donne en-
corc une hyperbole. 3° Le point est hors de la parabolc
(—}—2\/7&7]) et dans l'intérieur de la parabole (—2/AC) ;
on adonc +2VAC—B>0, —2yAC—B << 0; donc
2l/AC > B, et la conique (1) est une ellipse. 4° Le point
E est dans la parabole (4-2V/AC) et hors de la paraboie
(—2VAC) ; on a donc +-2"AC—B<<0, —2"AC—B>0;
cette dernicre inégalité ne peut subsister qu'avec B négatif ;
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mais alors la premicre inégalité est impossible ; donc ee eas
ne peut exister pour x'y' positif. Supposons maintenant le
produit 'y’ négatif, el repassous par les mémes hypothéses,
En supprimant le facteur z’y', on devra changer le signe de
linégalité; ainsi, pour la premiére hypothése, on aura
2 AC—B>0, —2V AC—B>0. Cette derniére inégalilé
est impossible, 4 moins que B ne soit négatif et que Fonn’ait
B> 2Vr(l; ce qui caractérise I’hyperbole. La deuxiémc
hypothése donne 2AC—B < 0, —2”AC— B <C0; dorc
encore B>21"AC. L’bypothése (3) donne 2/ AC—B<<0,
—2VAC—B>0; cas impossible. Enfin Ihypothése (%)
donne 2AC—B>0, —2}/AC—B<0; d'oa 2V"AC>B;
caractére de Yellipse. Ainsi le théoréme énoncé par M. Moc-
bius ( Calcul Barycentrique , p. 382) est démontré.

Remarque. Ce théoréme est démontré par une méthode
bien plus compliquée, par M. Bruun d’Odessa. (Crelle,
XVI, 215. 1835.)

1II. On peut aussi trouver 'espéce de la conique par des
constructions géométriques. En effet, au moyen de I'hexa-
gramme de Pascal , on peut mener par les cing points donnés
A,B,C,D, E, des tangentes a la courbe non décrite, en se ser-
vant de la régle comme instrument. Ayant un pentagone cir-
conscrit, par les diagonales de Newton, on obtient cinq dia-
meétres ; mais deux suoffisent. Si ces deux diameétres sont
paralléles, la conique est une parabole ; s’ils ne sont pas pa-
ralléles, leur intersection O est le centre. Joignant le point O
au point de rencontre T de deux tangentes passant par A et B
et soit I l'intersection de OT et AB ;siI estentre T et O, la
conique est une ellipse. Dans toute autre position, la conique
est une hyperbole. Si O estentre T et I, les points A ct B ap-
partiennent a deux branches différentes, et si T est entre O
et I, les deux points A ct B sont sur la méme branche.
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1V. Pour connaitre I'espéce de la conique inscrité 4 un pen-
tagone , il suffit, par les diagonales de Brianchon , de déier—
miner les cinq points de contact , et le probléme est ramené
an précédent.

V. Ilsuit du théoréme de M. Moebius , que si cinq sphéres
de méme diamétre sont posées au hasard sur un plan horizon-
tal, il y a infiniment plus de probabilité que les cinq centres
sont sur une méme hyperbole que sur une ellipse, et infini-
ment plus de probabilité pour une ellipse que pour une para-
bole.

VI. Probléme. Cing points matériels parcourent d’'un mou-
vement uniforme donné , différent pour chaque mobile, cinq
droites données dans un plan. Quelle est 'espéce de la co-
nique passant par les cinq points au bout d’un temps assigné ?

M. Paul Serret nous a adressé une démonstration du méme
théoréme, trés-exacte , mais moins directe et plus compli-
quée. La marche est inverse. On suppose que la conique est
une ellipse, et on prouve qu’elle a tous ses points dans l'inté-
rieur d’une parabole et hors de V'autre. Les discussions, d’ail-
leurs bien faites, sur les positions respectives de diamétres
conjugués daus les trois coniques, aménent des longueurs que
Pon évite dans la méthode que nous avons suivie (*). Tm.

BIBLIOGRAPHIE.

Counrs p’ArITHMETIQUE A I'usage deséléves qui se destinent aux
écoles du gouvernement ou a toute autre école spéciale.
Par A. Guilmin, ancien éléve de I'Ecole Normale, profes-

(*) Une solution parvenue trop tard, et meilleure que la nétre, de M. Leseurre,
¢éléve de l'institution Barbet, paraitra prochainement,
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scur a Paris. 1847. In-8°, vui, 352. Chez Carilian-Geeury

ct V" Dalmont, libraires , quai des Augustins, n*39 et 41.

Les géométres qui lisent connaissent les beaux travaux,
les ingénieuses et savantes conjectures de MM. Chasles et
Vincent sur Porigine de notre numeération chiffrée. Ce sont
de précieux malériaux pour lhistoire de I'Arithmétique,
sur laquelle on posséde déja divers essais,, mais qui ne pourra
étre compléte que lorsqu’on aura analysé les principaux ou-
vrages composés sur celte science, chez les peuples qui l'ont
cultivée. Ce serail une errcur de croire qu’il régne la-dessus
une parfaite uniformité; elle n’cxiste méme pas pour le
nombre des régles fondamentales. Nous en admettons quatre
et les Indiens en comptent huit. Ainsi le premier chapitre du
Lilavati est une exposition du systéme des mesures, des poids
ct des monnaies, et le deuxi¢me chapitre contient, outre la
numération décuple, nos quatre régles et ensuite les quatre
suivantes : ¢élévation au carré, exiraction de racines carrées;
¢lévation au cube, extraction de racines cubiques. On re-
marque aussi des différences dans quelques procédés. On
devra, pour que ces analyses aient un intérét vraiment his-
torique, distinguer les ouvrages purcment didactiques de
ceux qui ayant un but spécial, ont aussi une marche spé-
ciale. Les premiers sculs donnent une idéce jusic de I'état com-
plet des connaissances a I'époque de leur composition, tandis-
que les autres, d’unc utilité déterminée, n’ont ainsi qu’unc
portée restreinte, adaptée a 'objet qu’on a cn vue. Tel est
le Cours actuel dont le titre annonce le but spécial et qui est
encore mieux expliqué dans ces paroles de 'avant-propos :
« Exposer Tarithmétique d'une maniére rationnelle et mé-
» thodique, metltre entre les mains des éléves un cours écrit,
» complet au point de vue des examens, et dans lequel tout
» fit 4 étadicr, tel a ét¢ le but que je me suis proposé. » Le
succés que I'ouvrage a acquis depuis sa récente apparition,
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ct les suffrages flatteurs que les hommes compétents lui ont
accordé , montrent mieux que tous les raisonnements , que
I’auteur a atteint son but. Le fond étant irréprochable, nous
sommes réduil le plus souvent a de minutieuses observa-
tions sur la forme.

L’ouvrage est divisé en deux parties, suivies d'un ap-
pendice. . ‘

La premiére partie , qu'on a oublié dintituler, contient,
outre les  notions préliminaires, sept chapitres, et une por-
tion du huitieme appartient & la deuxi¢me partie, intitulée
application ; conpure qui ne semble pas convenable.

Dans les notions préliminaires (p 2) auteur dit qu’il par-
lera plus tard des nombres fractionnaires et incommensu-
rables. Alors- pourquoi en parler maintenant ? Méme V'épi-
théte de nombre entier ne doit &tre employée que quand on
est arrivé aux fractions ; c’est 1a sa véritable place.

Ecriture d'un nombre (p. 7), c’est-a~dire la manicére d’e-
crire un nombre. On a omis de dire que la néme tranche ter-
naire porte pour nom le quantiéme »—2 latinisé avec la ter-
minaison en i/lion. Ce n’est qu’au moyen de cette convention
quon peut lire et écrire les grands nombres, par exemple,
avec 148 chiffres. On peut aussi dans ce cas, comme fait Ar-
chiméde dans son Arénaire (I, p. 515), adopter des ordres q:i-
naires, décennaires, etc. Cette observation est d'une immense
importance pour les candidats a I'Ecole Polytechnique.
En 1847, un éléve qui, d'aprés notre appréciation person-
nelle, méritait d’étre admis au moins dans les dix premiers,
a été déclaré inadmissible pour navoir pas su lire assez
promptement un grand nombre d’aprés la méthode de I'exa-
minateur. Ce résultat n’a rien de surpreflant pour ceux qui
connaissent le cceur humain. Lorsqu’au tribunal d’un exa-

men, le candidat se montre supérieur au juge, sa cause est
perdue.
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Soustraction (p. 12). On trouve a la fin de I'opération
(p. 15), un théoréme dont on a besoin pour la commencer.

Multiplication (p. 15). « La multiplication de deux nom-
» bres entiers a pour but de trouver un troisiéme nombre,
» composé d’autant de fois le premier nombre donné, qu’il
» y a d’unités dans le second. » :

Cette définition, calquée sur celle d’Euclide, est plus claire
ct s’adapte a la multiplication fractionnaire. En débarrassant
cette définition d’une locution vicicuse, clle devient trés-
bonne. On peut dire : 1a multiplication est une opération dont
le but est, etc.

Les principes relatifs é la multiplication (p. 21) ne me sem-
blent pas étre cxposés d’une maniére méthodique et claire,
tellement que Yauteur lui-méme, dit a la fin.: « Cette dé-
» menstration ne semble pas comprendre le cas de deux fac-
teurs (p. 24).» N’est-ce pas par la, dit-on faire comme tout
le monde, qu’il fallait commencer ?

Division (26). Trés-bonne théorie délayée en cing pages
sans compter de longues notes an bas de ces pages. On fait
usage de signes qui n’ont pas été expliqués. Pourquoi n'avoir
pas mis ces signes au commencement de 'ouvrage ?

Divisibilité des nombres (p. 40). Le nombre 2 doit éire
mentionné expressément parmi les nombres premiers. Les ca-
ractéres de divisibilité sont des conséquences immédiates des
résidus de la progression décuple, base de la numération, etc.
C’est donc a cette théorie des résidus qu’il convient de ratta-
cher la divistbilité ; alors tout devient général, facile et
simple, et certes il ne faudrait pas quatre pages (56 & 60) pour
établir la divisibilité du scul nombre 11.

La suile des nombres premiers est illimitée (p. 51). S'il y
avaitun dernier nombre premier, le produit continuel de 1 jus-
qu'a ce dernier nombre et augmenté d’une unité, serait évi-
demment un nombre premier, ce qui implique contradiction.
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Table des nombres premiers (p. 52) d'aprés le crible d’Era-
tosthéne.

Théorie du plus grand commun diviseur (p. 54). Trés-
compléte. Les noms que portent certains nombres, tels que
multiplicande , multiplicateur, diviseur, ete. , provenant de
I'usage le plus fréquent auquel servent ces nombres, ne pour-
rait-on pas dénommer de méme le plus grand commun divi-
scur, de son usage le plus fréquent , qui est de simplifier les
rapports, et le nommer le simplificateur ? Par 1a on abrége-
raitle discours et Y'on éviterait une abréviation disgracieuse.

Théoréme. Tout nombre premier absolu qui divise un pro-
duit doit dwiser au moins un des facteurs de ce produit (p. 61).

On donne pour raison que s'il ne divise pas on facteur en
divisant le produit, il doit diviser I'autre facteur. Il y a ici
quelque omission.

Décomposition d’'un nombre en ses facteurs premiers (63 a
76). Est donnée avec un développement tel qu’il ne reste
rien & chercher aux éléves.

On lit & la page 86 un théoréme sur P'addition de fractions
égales, terme a terme. C’est le théoreme connu que dans
une proportion géométrigue la somme des antécédents est a
la somme des conséquents comme un antécédent est a son
conséquent, et qu'on démontre de nouveau a la page 197.
C’est une observation utile (p. 91), qu’on n’a la certitude d’a-
voir le plus petit dénominateur commun possible de plusicurs
fractions que lorsque chaque fraction est irréductible. 11 y
ala deux fautes typographiques indiquées dans 'errata et
une {roisiéme qui est omise. A la ligne 10 cn remontant , au
lieu de §§, il faut lire 9—? .

52 52

La théorie des fractions ordinaires est compléte et ne laisse
aucune question d’examen sans réponse ; clle termine le qua-~
triéme chapitre.

Axx. pe Mavaéx. Vil 8
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Le cinquiéme renferme lés fractions décimales. Nous re-
commandons de rechef aux éléves la lecture des fractions
décimales a figures nombreases ; on les lit comme §'il s’agis-
sait d’'un nombre entier; ensuite, pour connaftre la dénomi-
mation, on ajoute mentalement un chiffre de plus a gauche ;
on cherche d’aprés la régle donnée ci-dessus (p. 111) le nom de
la derniére tranche a gauche, et a la terminaison en illion
on substitue celle en illioniéme. L’oubli de cette régle a eu
maintes fois une influence funeste sur le sort des candidats.

La théorie des fractions périodiques satisfait a toutes les
exigences. Si, comme nous avons dit, 'on donnait les
propriétés des résidus de la progression décuple, on en
déduirait d’abord la théorie de la divisibilité , et ensuite
aussi facilement le théoréme de Fermat, dont les fractions
dites périodiques sont une conséquence immeédiate. Mais cela
rendrait toutes ces thcories trop générales, (rop courtes,
trop faciles : trois inconvénients graves, que nos auteurs d’é-
léments évitent avec raison; car, pour donner de Vaclivité a
Vesprit des étudiants, il faut des discours longs, des raison-
nements embarrassants. 11 est méme singulier qu’on n’ait pas
encore donné ces deux précicuses qualités a Vaddition des
nombres entiers. Cela viendra peul-étre; il ne faut jamais
désespérer du progres. (La fin prochainement.)

SOLUTION DE LA QUESTION 161 (1. VI, p. 272).

PAR M. MENTION.
éléve en spéciales ( classe de M. Richard ).

Soient A et A’ deux points d'unc ellipse, AN, A'N deux
normales se rencontrant en N, n et n' les grandeurs de ces
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normales, p et p' les distances du cenire aux tangentes pas-
sant par A et A', d le demi-diamétre paralléle ala corde AA’,
on a: 1° np4-n'p'=2d"; 2° si U'on méne les deux autres
normales passaut par N, on a np-+-n'p'4-n"p"+-n"p" = con-
stante ; 3° si A’ se réunit 4 A, on a np =d’, ou n est le
rayon de courbure ; 4° cette derniére expression s’applique aa
rayon de courbure d’une ligne de courbure de l'ellipsoide
d étant le demi-diamétre paralléle a la tangente. (Joachims-
thal).

Je ne démontre que les trois premiéres partics.

I. Soient (', »"), (x", ") les coordonnécs des points A
ot A'; m étant le coefficient angulaire du diamétre dont la

. @b (14+m’) .
longueur est 2d, d = (a, b représentent les
: . b (x4 2
-demi-axes de Dellipse), ou, comme m=—— —/—rm—
pe). o, 2 (')

I e e
= a’ba—*—bal"l‘”—‘—a’y’)’”
eyt 2y b (@ B — o)y — 208y — b= 0
txt —2a'Cax’ - a’ (a4 B —ct)x? - 2aic ey — a’ =0
(voyez t. VI, p. 367);
bz(x’__l_xu) _ a’vy’y"
aa()""}",}'”) — b’pl".l‘” I
‘dans lesqnelles «,3 représentent les coordonnées du point N.
Si I'on.combine 1'une des équations

; on ales équations

b’@.t'—-a’ay’—l—-C’.‘L"y'::O , b:pxll__alay"_*_c:xp‘y”:o
avec la relation
PEta") _ s
) T B

on arrive 3

L Ve " (I’+ .1‘") ' p— a’c’f_r"(y’ﬁ-y")
2@ ayyY T B a b+ T vay'y")
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1. 1° Abaissant du centre de V'ellipse O les perpendicu-
laires OP, OQ sur les normales, on a AP=p; A'Q=p'. Le
cercle dont ON est le diamétre passe par les points P et Q,
et les puissances des points A et A’ par rapport a ce cercle
sont précisément les valeurs de np et »’p'. Or V'équation da
cercle est x'—ax-t+y"—By=0; donc les puissances seront
égales a :

T —ax+y " —fy', 2" —ax "y —By".
np+n'p'=(x'+2")+(r'+r" )V —a(x'+2")—f 5y +r")-
Celte expression devient, en mettant pour «,B les valeurs
indiquées ci-dessus, et réduisant au méme dénominateur,

(242" (@' H-a' b 2" +all’y'y"—bictx'x") -
o V@ @by y - Paia 't alcy ) —
—2@2" + ) @V (@ -+ Ve 4 ayy)
ab (b +-b'x' 2 a'y'y").
Le dénominateur étant celui de 24, au facteur @)’ preés,
il faut prouver que le numérateur est égal a

aib: [a‘(yl+yll)l+b4(xl + xll)l] .
Ce numérateur, par des réductions évidentes , se trans-
forme en
atbi (x' + 2') + a'dt (yy") + 2 (Ve + aty'y")
(@ Vb2 2" +ayy") 22’0 (@’ U402 2" +a@’y 'y ) (2 2+ y")
= 2@ + B2 ayly") (bl + abyy" — @ba'x"—
—a'byy" )+a*b‘< ey patbh (g

= 2@ —b) (@ b ) (VU Yy +
Fabal ) +a‘b4<y o

=2a’b*(a’—0") (ayly"— ")+2(a WNa*bi—a' bt e —
—a’b*x")fatbi(x’ +x") +-athy( ’+y”)’,

parce que

a'y” . a’y"’:(a’b’—b’x") (aaba _bn‘l‘lu).
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Occupons-nous du factcur de a’b?, qui est
Aa’—b*) (@y'y"—b'x' ")+ 2(a*—b) (@6 =0z —br™)
a2 -2a0 2 2@ b 2 -a'by 420’y Y @by

= 2a¥%'y"+ 2b'x'2"4-2ah’ — &b’ x” —a’ b x""—2a°b* +

+ i 200" athy - a’ by

= bi(x'+a"y4-2a%yy '+ 2at*—at b +a'ly"—a*h 4-

+ aly™—2a'b* 4 V(02" +a’y" )+ b (b2 -alyt =
=bi(x'+2")+at(y' ") ... ¢ q. f. d.

Remarque. Soient 7, i' les angles NAF, NA'F, F étant le
foyer. Substituant pour p, p', acosi, acosi' dans Pégalité
np-+n'p'=2d", il vient ncosi- n'cosi' = 2?. On a
donc ce théoréme :

« La somme des lignes obtenues en projetant les longueurs
de deux normales comprises entre leur point de concours et les
points ou elles rencontrent rectanqulairement Uellipse, sur
les rayons vecteurs de ces points, est égale @ la corde focale
paralléle é la droite qui les joint. »

Si les deux points sont symétriques par rapport au grand
ou au petit axe, on obtient la projection de la normale ter-
minée au grand ou au petil axe ([-:;-, a >

2° np+n'p4-n'p’+4n"p". Soient B, B' les deax autres
points dont les coordonnées seront (x, y,) (x,r.).

Cette somme égale

A A A A A A A A
— a(z'+ 2wz )—8(r+y )
=(z'+z"+x+2)" —2P,(x)+(r'+r" )ty —
2P,(y)—al & 42"z 42—+ "ty 4y 5
et 'on n’a plus qua porter les valeurs des sommes et des
produits tirés des ¢quations ctxi—, etc., etc.; ciyt--, etc.,
elc. Lerésultat final est 2(a*4-07"). Ainsi o' étant le demi-
diamétre paralléle & BB, on a &*+-d" =a*-}0".
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Remarque. « Les quatre lignes oblenues en projetant les
tongueurs de quatre normales comprises entre leur point de
eoncours et les points ou clles rencontrent rectangulairement
ln courbe, sur les rayons vecteurs de ces points, est con-
stante. »

3° Si les deux points A, A’ se confondent, 2np =24°;
np=d?*, n représentant le rayon de courbure. Cette valear
n’est autre que celle qui a été donnée par M. Abel Transon
(voir t. TII, p. 596). Remarquant que

b b
d=—, p=acosi,ona n —= ——,
cosi’ ¥ ’ acosdi

(ce qui est la valeur donnée p:'n' un abonné, t. 1V, p. 256).

Note. Une démonstration plus directe da beau théoréme
de M. Joachimsthal est a désirer.

NOUVEAUX THEOREMES ALGEBRIQUES
relatifs au systéme de deux équations entre deux variables.

Par M.C. G.J.JACOBI, professeur ordinaire de mathématiques, & K®nigsherg.
( Crelle, XIV, 281, 1835.)

I

De tous les théorémes qu’on donne dans les éléments d’al-
geébre, il en existe & peine un seul plus utile, principalement
dans les équations, que le suivant :

« X étant une fonction rationnelle entiére de x, on a :
U

+(7x) o,
dx



— 119 —

» si on élend la somme a toutes les racines de I'équation
» X=0, et siU est une autre fonction quelconque rationnelle
» et entiére de x, d'un ordre inférieur de deux unités a la
» fonction X. » .

Dans ce qui suit, nous démontrerons comment on étend
ce théoréme au systéme de deux équations algébriques entre
deux variables. Soient £, ¢ des fonctions rationnelles entiéres
de x et de y, qui montent respectivement au péme et ime
degré. Supposons que w soit le degré des équations finales qui
proviennent de ’élimination de I'une et de autre variable
des équations =0, ¢=0.

Soient ces équations finales :

X=0, Y=0,

I'une en x et I'autre en y. Supposons de plus que M, N, P, Q
soient les fonctions multiplicatrices, les plus simples, ration-
nelles, entiéres, au moyen desquelles on obticnne iden-
tiquement :

Mf+Ne¢=X,
Pf+Qe=Y;
soit enfin MQ—NP=V,

nouas désignerons par
[.l‘ % Y 8 ] *
une fonction rationnelle entiére en x ct y dans laquelie

x=, ¥ sont les plus hautes puissances de x, y qui se trouvent
dans cette fonction, ct soit

S= [z, yF], (p:[l‘?,_}'“‘].
On aura , d’aprés les principes algébriques connus :

M=[zw=, y#=]; N= [0, yFi~]
P=[ar=", yo=7]; Q= [zx—, yo—i],
douV = MQ — NP == [zv—', y¥—T].
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Or M ¢t P sont de degré w—p., et N, Q de degré w—v,
dont V est de degré 2 w—p—v.
Supposons qUe T=X,, y==),; L=T,, Y==F,ie0:e- X=Xy,
Y=yw soicnt les racines simultanées des équations

JS=0,9=0.

Toutes les [ois que x=xm, y=y, , m n'élant pas égal a »,
satisfait aux équations X =M/ No=0; Y=Pf+Qo=0,
mais pas aux ¢quatlions, /=0, y—0 comme de ces équations,
on déduit V f=0; V¢=0; donc V=0.

«Vm,ndésignant la valeur que prend’expression MQ—NP,
» en posant en méme temps xr=xm, y=y,, lorsque m et
» n seront différents, on aura Vi, n =0, ou bien V s’éva-
» nouira pour toutes les racines des équations finales qui ne
» sont pas racincs simultanées des équations proposées. »

Difféerentiant par rapport a x et a y les identilcs
M f4Ne=X; P f4-Qy=Y, et mettant aprés Ja différentia-
tion les racines simultanées des équations f=0, ¢=0, il
vient:

M f' () 4Ny (2)=X'; Pf'(x)+Q¢'(x)=0,
Mf () +N¢(2)=0; Pf'(r +Q¢(n=Y"

Posons pour abréger: *

S(x) () —4'(x) f' () =R
ilvient: R. M= +Xq>y,R.P=—Y'rf’(.r),

R. N=—X/"y, R. Q=+Y f(»),
d’ou RV=X'Y"

Nous voyous donc qu’en substituant dans V les racines
simultanées des ¢quations, on obtient lc méme résultat que

royr

si Yon substitue ces valeurs dans l'expression T

designant par X'm, Y'u, Ra les valeurs que preonent X', Y,

, Oul
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R pour les racines simultanées xm, ym des équations f=0,
14 I
m \Y m

R

¢=0, on obtient Vi, m =

11.

Dans lexpression V, les variables x, y pris séparement
montent, comme nous avons vu ci-dessus, au degré w—1,
par conséquent a un degré moindre d’une unité que dans X
et Y qui sont de degré sv. On aura par la théorie de la dé-
composition des fractions rationnelles

VvV — s Vmsn
XY~ " X, Y, (x—2m) (r—.)

La somme étant étendue a toutes les valeurs des indices
m, n comprises dans la sunite 1, 2, 3..... w ; mais dans les
w? expressions que la somme comprend, toutes celles dans
lesquelles mz, n sont diverses s’évanouissent, comme il a été
dit ci-dessus ; il ne reste donc quc les termes ou m=n; d'ou
Véquation précédente se change en celle-ci :

v . Vmym . 1
X Y_‘le.‘ Ym (x—2xm) (J"—‘J’m)_~ Bpm (x—2xm) (Y—ym)

C’est une équation trés-remarquable.

On en tire:

. .
V== (2—2,) (x—2)...(2—2u) (y—7.) (=1 (y—Im)

1
+—R— (x—=x,) (=) )er (Z—2w) (y=—x) (Y= (F—V o)
etc.,

en supposant toutefois qu'on ait rendu le coefficient de la
plus haute puissance de x dans X et de y dans Y égal a
I'unite.

Soit U une fonction rationnelle entiéere de = et de y et
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Um la‘ valeur de U pour x=xm; y=ym; oOn peut poser
U=Un+W (x—2n)+ W (y—ym), W et W étant des
fonctions de x, » rationnelles et eatiéres.
D'ou
U Un w + w'

(x—2xm) (¥ —rm) = (Xr—Xm) (¥—ym) +y-—,ym T—Zm.

Développons ces diverses fractions selon les puissances
descendantes de = et de y; la premiére fraction du second
membre est la seale dans ce membre qui fournisse des puis-
sances de = multipliées par des puissances de y; clles sont
donc les mémes que celles qui sont données par

U. .
(x—2m) (y—ym)’

donc, en développant I'expression

Uy U

XY Rm (x—xm) (y—rm)

selonles puissances descendantes de x etde y, les termes prove-
nant de la multiplication des puissances négatives de x par les
puissances négatives de y sont les mémes qu’en développant

Un _ U U

1 1 E

"R (@ —2m) —rm) Ko@) (7—7)  Ra(@— ) (7=

ou bien dans le développement de X—;{r- le coeflicient de

x, y,ﬁU x, _y,ﬁU

Zma=t y=i=1 est += Zu?y0l Uu,

R

d’ou, en posant U=R,
en développant suivant les puissances descendantes de x

RV
et de y Pexpression ——, le coefficient du terme

XY

(et ) =@ est a, %y, 2 + 2, % yA Tw* Yw
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Ce qui précéde peut servir a trouver la valeur des expressions
.’L’"J"ﬁ _I_x,uy,,@_.*,. seose x“’“y"’ p"

laquelle, lorsque ni « ni B ne sont nuls, se trouve pénible-
ment par les méthodes ordinaires.

IIY.

V ne peut monter qu’au degré 2w—p—v; XY est de degré

v
2w ; donc <7 e peut monter qu’au degré — (z-}-v) ; le terme

général da développement est

xeyp
( R T TR,

_,z'wa_yw/@) 2 —(«t1) J"-(ﬁ+‘)§

par conséquent ce terme est nul toutes les fois qu'on a
at+BH+2<p4v;dela:
Théoréme.

Soient ¢, f des fonctions quelconques rationnelles en-
tiéres; soient v—=x,, T="x,...T=Tw ; Y=Y, Y=V r - Y=Y w,
toutes les racines simultanées des équations f=0, 9=0;
soit ensuite Ry, la valeur de I'expression

S'x gy—f'{x)¢ (x)

pour xr=xm, y=ym; alors 'expression
Y=Ym;

2y B | xxy B Zw® Y wh _
R, + R, +— Ry

=v,

« ct B désignant des nombres entiers positifs dont la somme,
augmentée de deux unités, est moindre que la somme des
degrés des équations /=0, y=0.

De la cet autre théoréme :
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Théoréme.

Soicent £, ¢ des fonctions quelconques de x et de y, ra-
tionnelles et entiéres; soit F une autre fonction quelconque des
mémes variables, rationnelle et entiére, et d’un degré moindre
de trois unités que les sommes des degrés de f et de ¢, alors

z ——-—-E—-—-— =0,
Fasy—Ty¢x
la somme étant étendue a toutes les valeurs de x et de
¥ qui sont racine simultanées des équations /=0, ¢=0.

Nous donnerons un seul exemple pour confirmer ce re-

marquable théoréme. Soient f, ¢ du second degré; dans ce
cas, on peut déterminer la constatite X, de maniére que
JS -+ ko puisse se décomposer en deux facteurs linéaires, et
cela de trois maniéres, par les trois racines de I’équation
cubique dont dépend la valeur de ) ; soient ¥, )" deux de ces
valeurs diverses, et soit n=f4No=tu; o=fFN'o=yw;
¢, u, v, w désignent des fonctions linéaires. Les racines des
équations f'= 0, =10 sont les mémes que celles des équa-
tions n=¢, =0, qui peuvent se décomposer en ces quatre
systémes d’équations linéaires -

1) =0, v=0; dou suit r=x,, y=y,;

2) t=0’ W=0, .l‘:.l‘,, .?’=}'a§
3) u=0, v=0, L=X5 4 Y=V55
) u=0, w=0, X=X, Y=V}

d’ou s’ensuit : ‘
t =a[x(y—y.)—y(x—x)tx.y:—y.x.]
u=B[x(ys—y )y (@, —x )25 —y.x,]
v =y[x(y =y )—y(x—z)tx.y—2,7]
w=d[z(y,—y )y (x.—x) 2.y —r.%]

=, B, 7, ¢ étant des constantes.
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Posant, pour abréger,
A=z, =)t x(y =y )z (r—r))
—A=x(y )ty ) Hx(r—y)
Fa=x(y—y)tx(r.—r)tx(rr)
+A4=x:(.7’s"‘.73)‘I'xa(}’z—:}’.)‘f'xs(f.—)’s)’

on en déduit :
dt dy dt dw

dx 2-7—5 dx
dt dw dt dw
d_iiif""@ dx
dudy du dy

Zdy " dy Zz = 1B
dudw du dw s
e dy T dy dz O

Ainsi  m'(x)®'(y)—='( )" () = —ayA uw--add uv
b fw—fian to=("—) LS 2gly—f Tyl ] = 0'— )R,
11 faut obscrver que
Ty Yy ly U, v, w
prennent simultanément les valeurs
Xy ¥y 0, —BA, 0,04,
Zyy Xy 0,400, 184, 0,
X3y ¥sy—28,, 0, — 04,
;2‘4 » Vas Fabd, 0,—98,, 0.

- On adonc:
WX MDA MM A A A D, A A A
apyd R, ~ R, = Ry R,

D’aprés le théoréme, on doit avoir :
1 1 1 1
R + R, + T + R = o,
X, X Xy Xy
K+R1+E+K4—O,

Yo Ty oy S
.R—'+B,+R3+R‘ 0.
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‘Substituant les valears de R,, R,, R,, R,il vient les identités
€videntes :
8+ 8,+8,4+8,=0,
8, 4z, 8, 4 x,8, 4+ x,8,=0,
7 Aty 8484y 8 =0.
Keenigsberg, 13 juin 1835.
Note. Tous les géomeétres connaissent le beau mémoire
analytico-géométrique de M. Liouville, relatif a ces théo-
remes de M. Jacobi (Journ. de mathém., V1, p. 345. 1841).

ANNONCE.

Complément des éléments d’arithmétique , comprenant la
théorie des nombres négatifs ; divers problémes et théo-
rémes relatifs aux quantités commensurableé; le bin6me
de Newton ; le calcul des probabilités; la théorie des limi-
tes; la théorie des nombres incommensurables ; les frac-
tions continues; la théoric des logarithmes considérés
comme exposants, et la théorie des approximations numé-
riques, par E. Lionnet, professeur au lycée Descartes ,
in-8°, 1848 ; chez Dezobry, rue des Macons-Sorhonne, 1.
Prix: 2fr. 50 c.

La seconde édition de I'arithmétique du méme auteur et
augmentée d’'une table de matiéres , vient de paraitre.

SOLUTION DE LA QUESTION 177.

PAR M. LEGALLAIS,
Kléve du Collége militaire de La Fléche.

Donner une discussion compléte du lieu géométrique d’'un
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point tel , que si de ld I'on méne les tangentes @ deux cercles
égaux donnés, leur rectangle soit constant. (Strebor.)

Commencons par chercher I'équation générale, sans faire
d’abord aucune hypothésc sur les données qui sont le rayon
R, la distance des centres d, el la valeur m’ du reclangle
des tangentes.

Comme tout est évidlemment symétrique autour de la
ligne des centres OO' (fig. 18) et de méme autour de la per-
pendiculaire CY menée au milieu G de O0’, je prends ccs
deux droites pour axes de coordonnées.

Cela posé, soit . un point du licu. Je méne de ce point la
tangente mR au cercle (OR) et la tangente mR! au cercle
(OR").

La condition du licu est que mR.mR'=R". De la je déduis

mR*.mR"” =m*, ou ((-.)_H_L’—()T{Q) (G};’—(VE"’) =m*,

o [rtwtgtr—k] [ 74 E@—gar—r] =m.
ou, réduisant les termes semblables, et ordonnant par rap-
porta y, yi4 <2x’—2R‘—|—-1éd’) r+ (x‘—-—%d’ —

—R ( 2x'+‘1§d ) 4 Ré—mé=0.

Résolvant, et effectuant sous le radical toutes les réduc-
tions, j’obtiens définitivement :

y'= <R‘-—%d ’) —.r’:.t\ / d’x*+-mé.

La forme dc cette équation indique tout d’abord la symétrie
parfaite que la géométrie nousadéja fait reconnaitre parrap-
port aux deux axes coordonnées. Puis, d’x’+m* étant
toujours positif , quelle que soit 1a valeur de , la discuassion
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relative aux conditions de réalité de y doit porter sur la
valeur ct sur le signe du terme R’—%d’.

La géométrie et I'algébre se trouvent donc ici parfaile-
ment d’accord relativement aux points a discuter.
Le cas ou les cercles sont extérieurs sans se toucher sc

traduira par d>2R, ou [l’—-%d’ << 0; le cas ou ils sont

. 1 .
tangents extérieurement par d = 2R, ou R’—Z d’=0; le

cas ou ils se coupent par & <2 R, ou R’-—-% d’>0; celui
ou ils sont tangents intéricurement par 4 = 0. Enfin, il y
aura a examiner le cas singulier ou chaque cercle se réduit
a un point, c¢’est-a-dire R=0.

Aiusi, voila les hypothéses que nous allons examiner
successivement , en ‘commencant par les plus remarquables :

=0, d=0, d<<2R, d=2R, d>2R.
Premger cas.

R=0. Les deux cercles sc réduisent alors a leurs centres,
el par suite les tangentes se confondent avec O ot O'm
(fig. 18). Le lieu demandé devient donc le licu géométrique
des points tels que le produit de leurs distances a deax
points fixes soit constant.

C’est 1a courbe connue sous le nom d’ovale ou cllipse de
Cassini. Son équation, facile a oblenir directement, et qui se
déduit de Y'équation générale trouvée plus haut en y faisant

d
R=:0, et posant, pour simpliﬁer§ =D, est
y=—(@+D)+ Vibe+mt,

le signe — du radical ayant di évidemment étre écarté,
comme ne donnant aucunec valeur réclle de y.

Pour que y soit réel, il faut quex*+Dsoit <<V 4D’z F-m?,
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ou x*—2D"x*Di—m* < 0. Ainsi, x* doit étre compris
entre les racines de I'équation x*—2D°x"4-D¢—m*=0, qui
sont x*=D+m’, x,'=D"—m’.

Dans tous les cas, on voit que la courbe est limitée en tous
sens; mais il y a évidemment, pour connaitre la forme
exacte, a examiner successivement les hypothéses D << m,
D=m, D> m.

Pour D<m,iln’y a a adopter que la limite x'=D"-+m*;
la seconde, étant négative, doit étre rejetée. La courbe
ne rencontre 'axe des x qu'en deux points situés de part et
d’autre de Yorigine a unc distance égale a \/ﬁ’—{—_m—, elle
a pour centre V'origine et offre d’ailleurs une grande ressem-
blance avec Vellipse.

Pour D> m, les deux limites sont convenables; il y a
avec l'axe des x quatre points de.rencontre déterminés par
les abscisses x'=== V' D'+m*, x'"===\/D'—m’; la courbe
n’existe pas dans I'intervalle des deux points =" ni en dehors
de Tintervalle des deux points x'. Elle est composée de
deux courbes ovales égales, symétriquement placées par
rapport au centre.

Pour D=m, x" devient 0, les deux courbes ovales vien-
nent se réunir en passant toutes deux par l'origine, qui con-
tinue d’étre un centre. Je ne m’étendrai pas plus long-temps
sur cette courbe, qui est assez connue.

Second cas.

d=0. Les deux cercles se réduisent a un seul, et la
question devient celle-ci :

Trouver le lieu des points d’ou 'on peut mener a un cercle
une tangente d’'une longueur donnée m.

L’inspection seule de la figure ( fig. 18) montre que si mR
est constant, om doit I'étre aussi, et que, par conséquent,

Anx. pE MaruEuM. VIL . 9
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le lieu cherché est une circonférence de cercle ayaht o pour
centre et V'R>- 72 pour rayon.

L’équation trouvée ci-dessus devient, sous I’hypothése
d=0,

4y =R=xm.

En prenant le signe -, on a précisément le cercle qu’in-
dique la géométric.

Le signe —, qui indiquerait des points situés en dedans
du cercle primitif si R est > ., un seul point si R =m,
un lieu imaginaire si R est < m, doit évidemment étre
rejeté (*).

Aprés cetle rapide discussion de deux cas singulicrs, ren-
trons maintenant dans la véritable question, et examinons-
la sous trois hypothéses différentes.

Troisiéme cas (fig. 19 ).
Les deux cercles se coupent. L’axe des » est la droite qui

joint les deux points communs H et H' (fig. 19); R’—% d

est > 0, et représente le carré de ordonnée CH que, pour
abréger, nous désignerons par %. L’équation est done

y=rK—x =\ dx+ . 1)
Prenons d’abord le radical avec le signe +-.
Pour que y soit réel, il faut que V'@ 2’ -mé soit >’ —A’,
ou A2x’4-mt > xt— 2k’ x4 bt
Les limites entre lesquelles il faut prendre x* sont four-
nies par 1'équation
24— (2B d) - hf—m* =0,

et sera par conséquent :

(*) Ce cas est susceplible d’une interprétation géométrique. Tm.
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2 4
wp =4 %+\/mé+ Ry,

g 4
x,) =+ ‘é——- mét+dk 4 %—

Suivant qu'on a m’<k', m’=h*, m* > I*, le radical est
< que la quantité qui le précéde, égal a cette quantité, plus
grand que cette quantité.

Fig. 20. 1° Soit m’< h*. Alors les deux limites convien-
nent : la courbe rencontre 'axe des x en quatre points cor-
respondants aux abscisses ., et x,. Donc, en prenant, pour
représenter les valeurs x, les deux distances OQ’' et 0Q",
pour représenter les valeurs x, les distances OP' ct OP"
(fig- 20), la courbe est composée de deux parties égales , fer-
mées, symélriquement placées par rapport au centre, ct
comprises, l'une entre les parallcles a I'axe des y mencées
par les points P, et Q,, I'autre entre les paralléles au méme
axe menées par les points P, et Q,. Dans chacune d’elles on
découvrira facilement les points pour lesquels 'ordonnée est
maximum en valeurs absolues, et qui correspondent au mi-
lieu des intervalles P'Q’ et P,Q,,. Ce sont deux courbes ovales
parcilles a cclles de la courbe de Cassini quand D est > m;
elles sont tangentes aux paralléles 2 I'axe des y aux points
ou elles rencontrent 'axe des .

2° Quand »2* devient égal & 2°, il semble qu’il doive arriver
ici, comme pour la courbe de Cassini, que les deux lignes
ovales vicnnent se réunir en passant par le centre. Clest ce
que semble en cffet indiquer V'algébre, en donnant x> =0
avec x = 2’ d’, pour abscisses des points de rencontre
avee Paxe des x. Gependant la figure montre que ni ce point
ni aucun des points voisins ne sauraient convenir a la ques-
tion. Nous allons voir qu’en effet la courbe nec.passe nulle-
ment a Vorigine, qui est tout simplement un point jsolé, et ,
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de plus, que, si 'on décrit une ellipse ayant pour centre C,
pour grand axe 2\/2k°+ d°, et pour pelit axe 2\/2%", ces
axes étant d’ailleurs comptés sur les lignesCX et CY, la courbe
actuelle est le lieu géométrique des projections orthogonales
du centre de celte ellipse sur toutes ses tangentes. Démontrons
d’abord cette derniére partie.

Soit A’y’+B'x*=A’B’, I'équation d’une ellipse rapportée
a son centre et a ses axes; A’y,y + B'x.x = A’B’ est Vé-

A’ .

quation d’unc tangente, et y = B—’y.; x celle de la perpendi-
culairc menée du centre sur cette fangente.

De ces deux derniéres équations on tire :

A’x By
=1 YVi= =
S 2ty
ct, porlant ces valeurs dans A’y 4 B'x,” = A’B’, équation
de condition pour que le point (x, y,) appartiennc a Vellipsc,
on obtient facilement pour équation du lieu des projections
du centre sur les tangentes :

A2+ By = (2 ). ®)
Or, cn faisant 2’ = £’ dans I'équation du licu que nous dis-
culons ici, isolant le radical ct élevant au carré, on a
I'¢quation _ '
(204 &) 2y = (274 7). 3
Pour la rendre identique avec I'équation (2), il suffit de
faire, comme nous I'avons déja dit, B=rb"2, A=V 201",
valeurs trés-faciles & construire géométriquement. L’ellipse

est donc parfaitement déterminée. Si Von veut exprimer les
axes en fonction dc rayon, on n'a qua remplacer % par

dﬁ
\/R’— T On obtient ainsi :
d’

& N
AN=2R4S, B=2R-

9"
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On en tire A’ B’ = 2R, A>— B =d". D'aprés ces der-
niéres formules, on voit que la distance des centres des deux
cercles est égale a la demi-excentricité de Pellipse, et qu'il
sera trés-facile de décrire les deux cercles quand Pellipse sera
donnée , de méme qu’il I'a été de décrire I'ellipse d’apres les
deux cercles.

Voyons maintenant la forme de ce lien qui jouit d’une
double propriété si remarquable (fig. 21).

Son équation est y* = h'— x’+ V d’x*+ h*. Nous savons
déja qu'elle est limitée et comprise entre deux paralléles a
Yaxe des  menées aux distances ' ===V 2k d*= £A.

Si nous faisons = =0, il vient y ==L}V 2==B.

On retrounve ainsi pour points de rencontre avec les axes
les quatre sommets A , A,, B,, B, (fig. 5) de Vellipse, qui
sont quatre points situés hors de la courbe.

Quand x augmente, on ne voit pas bien d’abord ce que
devient . Pour avoir des renseignements plus précis , cher-
chons I’équation dc la tangente; et, pour cela, prenons
Péquation (3), qui peut se mettre sous la forme

Flz, ) =y + 20— W)y 2t — @4 A2, (&)
De 1a Pon tire le coefficient angulaire de la tangente

Flx) 424 (4y'— ' —2d)x

T T e (R =)y
On voit d’abord que, pour y =0, tang« = w0, c’est-a-
dirc qu'aux poinl(s A, et A, la courbe est tangente aux paral-

leles a I'axe des y, et il est facile de s’'assurer que ccla
marrivera en aucun autre point. ‘

langx =

Cherchons maintenant les points ou la tangente est paral-
léle a I'axe des 2. Pour ces points on a:

2234 2y 2k — djx = 0,
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Cela donne d’abord x=0, ce qui déterminc les points

BetB,; puis r' =&+ - — ¥, ce qui indique deux autres

points correspondant a des abscisses égales de part et d’autre
du centre, ct a des ordonnées qui restent a déterminer. Or,
en portant cette valeur de x* dans I'équation F(x, y) =0 (4),
on trouve a accoupler pour les points ou la tangente est pa-
ralléle a I'axe des x :

,_@Rdy  _(d2l) (k)
Yy = 4d2 ? xr = [‘dz
d’—4R
Or a’— Qh’:a——oﬁ , si 4R*<Cd’ on a la figure 21 et

dans les deux autres cas, la figure 22.

3¢ m*> A, Alors il n’y a évidemment que deux points
de rencontre avec Paxe des , et 1a courbe est tout enticére
romprise entre les paralléles a I'axe des » menées par ces
points. En continvant la discussion, on repasse par les mémes
alternatives ¢t on arrive définilivement a la méme forme de
courbe que pour m’ = A"

4 Ilreste 2 examiner I’équation (1) en prenant y'=—Ah*—
— 'V d’x*+ m®. Pour m supéricur ou égal a A*, ¥ cst
imaginaire, il n’y a pas de lieu géométrique. Pour m*<2*,
on trouvera, comme il est facile de le vérifier, un lieu illi-
milé dont les points les plus rapprochés des cercles en sont
trop cloignés pour convenir a la question géométrique; ou
une ligne ovale passant par les points de rencontre des deux
cercles , comprise tout enticre dans Yintérieur de la figure
qu’ils déterminent, ctne donrant cncore, par cons¢quent ,
aucune solution géométrique.  ( La fin prochainement.)
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THEOREMES DE GEOMETRIE SPHERIQUE.

PAR M. STBEBOR.

Une cllipse sphérique, dont les demi-axes a et b sont liés
par la relation
sin e = tang b,

considérée par rapport aun centre extérieur, situé sur le pro-
longement de son grand axe 2z, jouit des analogies les plus
frappantes avec I'hyperbole équilatére. En appelant la sphé-
ro-conique dont il s’agit I’hyperbole équilatére sphérique,
on aura les théorémes suivants, qui vont mettre en évidence
la justesse de cette dénomination. Le complément («) de @
est évidemment analogue au demi-axe réel de I'’hyperbole.

On sait que dans une hyperbole équilatére le rayon cen-
tral de chaque point de la courbe est moyen proportionnel
entre les deux rayons vecteurs de ce point, tirés des foyers.
Semblablement :

I. Dans Ihyperbole équilatére sphérique, si I'on méne
des arcs de grands cercles des foyers contigus des branches
opposées a un point quelconque pris sur la courbe, le pro-
duit des tangentes trigonométriques des demi-arcs sera égal
au carré de la tangente du demi-arc, tiré du centre a ce
point.

Dans une hyperbole équilatére, la distance du centre a
une tangente quelconque, multipliéc par la distance du
centre au point de contact correspondant, donne un produit
constant, le carré du demi-axe de la courbe. Semblable-
ment :



11. Dans une hyperhole équilatére sphérique, si Von de¢-
signe par o I’arc mené du centre, perpendiculairement au
grand cercle, tangent a ex(rémité d’un arc vecteur quel-
conque p, tiré du centre, on aura

sinw tang p = sin a tanga.

I11. L’hyperbole équilatére sphérique est licu géométri-
que du sommet d’un triangle sphérique dont la base est don-
née ct dont la différence des angles a la base est constante.

On sait qu'un systéme d’ellipses de Cassini, ayant les
mémes foyers, est coupé orthogonalement par un systéme
d’hyperboles équilatéres, ayant le méme centre que les cas-
sinoides ¢t passant par les foyers. Semblablement, en pre-
nant pour définition de cassinoide sphéridue le lieu d’un
point tel que le produit des tangentes trigonométriques des
demi-arcs, qu’on tire de ]a a deux points fixes, soit con-
stant, on a le théoréme.

IV. Un systéme de cassinoides sphériques ayant les mémes
foyers sera coupé orthogonalement par un systéme d’hyper-
boles équilatéres sphériques, ayant méme cenfre que les cas-
sinoides et passant par les foyers.

La courbe, lien des points pris sur des grands cercles,
menés du centre d’une hyperbole équilatére sphérique, per-
pendiculairement a ses tangentes , de maniére que leurs
distances au centre soient divisées en parties ¢gales par les
tangentes, offre les analogies les plus remarquables avec la:
lemniscate de Bernoulli, qu’on tire d’aprés une méthode
pareille d’'une hyperbole équilatére plane. En effet (en appe-
lant la courbe qu’on obtient par cetle construction la sphéro-
lemniscate) ,

V. La sphéro-lemniscate coincide avec le licu géométrique
du sommet d’'un triangle sphérique, dont la base est donnée
et dont le produit des sinus des demi-¢Otés est constant, et
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égal au carré du sinus de la quatriéme partie de la base.

VI. La base du triangle dont on vient de parler, est la
distance entre les foyers contigus des branches opposées de
I'hyperbole équilatére sphérique, de laquelle la sphéro-
lemniscate est dérivée.

VII. L’arc de 1a sphéro-lemniscate s’exprime exactement
par une fonction elliptique de premiére espéce, sans aucune
addition.

THEOREME

sur les rayons vecteurs des coniques.
PAR M. LUCIEN GILLES,
éleve du lycée Monge.

Théoréme. Si par un point d’'une ellipse ou d’une hyper-
bole on méne unc tangente ct une normale, si I’on joint I'un
des foyers a ce point et que par le centre on méne une
paralléle a cette droite, la partie de cette paralléle comprise
entre la normale et la tangente sera égale a l'autre rayon
vecteur de ce point.

Démonstration trés-facile; moyen d’exercice.

DES COURBES

sur lesquelles un point pesant, sans vitesse initiale, emploie
pour descendre jusquwau point le plus bas un temps donné
par une fonction algébrique de la hauteur.

PAR M. LOUIS AOUST,
docteur és-sciences , professeur au lycée de Strasbourg.

(e probléme est susceptible d’anc solution compléte dans
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le cas le plus général, c’est-a-dire lorsque le temps de la
chute du mobile est une fonction quelconque de la hauteur.
L’emploi des fonctions culériennes ou Wen des intégrales a
indices fractionnaires, permet de trou%er I'équation diffé-
rentielle du premier ordre des courbes jouissant de la pro-
priété énoncée, et dans laquelle les variables sont séparées.
Cette équation s'intégre dans le cas ou le temps est une fonc-
tion algébrique de la hauteur.

Mais, dans ce méme cas, la question peut étre traitée
trés-simplement , en s'appuyant seulement sur les principes
les plus ¢lémentaires du calcul différentiel et intégral.

I.

Soit ¢ le temps de la chute du point pesant jusqu’au point
le plus bas de la courbe; quelle que soit la courbe sur
laquelle le point est assujetti & glisser, on aura:

h
PR (1)
\/Qg . Vi—x
L’axe des x est placé verticalement et dans une direction
contraire a la pesanteur ; Vorigine des coordonnces est placée
au point le plus bas; % représente la haateur de la chute,
g la pesanteur, ds I'élément de V'arc.
ds

Si nous transformons I'équation (1) en posant = ¢(x) et

x = hz, nous obtiendrons :

1 " dz
=——\—-— (hz)l/h;
VQgSO‘/ 1 —z?

or ¢ est une fonction algébrique de la hanteur. Nous pose-
rons :
t = Ar* -+ Bh? 4 Chy -+ ... L MhAx

A, B, ... M étant des constantes au nombre de 7: =, 8, 7...
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p étant des exposants quelconques positifs, négatifs , frac-
tionnaires , nous aurons donc :

At BAE .. M = ! S'_fl"__ ohaVh ()
Vo ) V1—z

Pour obtenir I'équation gliﬁérentielle dela courbe cherchée,
il suffit de différentier n fois successives I'équation préceé-
dente, et d’éliminer les n coefficients A, B, C, ... M entre
ces n-+1 équations (ce qui donne une équation unique sans
coefficients constants), et d'égaler a 0.Vexpression qui sc
trouve sous le signe d’intégration. Ce sera I'équation diffé-
rentielle entre s et «; elle sera de Yordre n, a coefficients
fonctions de x et d’une forme qui en ],ermeltra I'intégration.
Mais son intégration dépendra de la résolution d’'une équa-
tion algébrique du degreé n, d’une forme particulicre et dont
on pourra déterminer les racines; le probléme sera donc
résolu. _

On évite les difficultés inhérentes a I'élimination des con-
stantes A, B, ... M ct ala résolution de I'équation du degré » ,
en procédant de la maniére suivante.

Posons dans V'équation (2) ¢(kz). V hz=V; différentions
par rapport a 2, et éliminons une constante A entre 1a pro-
posée et sa dérivée. Si nous posons :

av
VU, - h:iz = Vl L]
nous obtiendrons
1 dz .
B(a—B)h2 +C(a—p) bt + ... + Ma—p)ipp=—auy ——— \ .-
V zl/ 1-—

Différentions cette derniére équation, éliminons la constante B
enfre cette ¢équation et sa dérivée, et posons
. dV, .
Vo—h——=V \
S

X 2
(3
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nous aurons :

Cla — 1) B— )y 4 D(a— 9) (B — )

1 ' dz
vio +M(a— —_—p) = V..
e M) (B—p) V@SOV;W_Z

En continuant toujours dela méme maniére , on tombera sur
une équation débarrassée de toute constante, cetle équation est

—1;81—_—%?_—'_-‘7,.= 0, (3)
V2g Ol/zVi —3z

dans laquelle on a posé

av

n—t

Vﬂ = V”—x'y' — h—JiL_ H

)
or, pour que I'équation (3) soit satisfaite, il faut que V, soit
nul; on a donc I'équation différentielle
'A%

V,  ve—h o =0

Si 'on remarque que I'on a posé x = Az, el que par consé-

t V..., = v, dx = dV"”‘z on aura ’équation diffé
e =" T dx > q

rentielle de la courbe

av, _
= — ¥, =0. (%)

1L

L’équation différentielle (4) que nous venons de trouver cst
de l'ordre n; nous allons nous occuper de Yintégration de
cetle équation.

Cetle équation étant linéaire, on trouvera pour son inté-
grale

V,..=Mux#,

M, ¢tant une constante arbitraire.
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La fonction V,_, étant déterminée, il est facile de déter-
miner V,_, ; en effet, on a la relation

av,_, _
T h—2V,_.=V,_,
ou bien
o3y M
dx

l'intégrale de celte équation est
V,.=Lx)+ Mx+,

L, étant unc constante introduite par I'intégration.

En continuant de l]a méme maniére, on trouverait :

V,.,= Lxt+Lx* 4 M+,
I étant l1a constante arbitraire ; donc finalement on trouvera :
V=Ax*+4 BxB+ ... M2+,

A,, B, ... étant des quantités constantes inlroduiles par
Vintégration des équations différentielles successives.

Si Y'on remplace V par sa valear \/Fz.cp(hz) ou bien par
\V/z¢(x), on trouve
1

d e ot t -
W):ﬁ:A,x B a g Ca’ 4 M T
dela

qui est ’'équation de la courbe en termes finis entre l'arc ct
abscisse.
IIL.

Occupons-nous maintenant de la détermination des con-
stantes arbitraires.
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L'équation (1), dans laquellc on remplace ¢ ¢t ds par leurs
valeurs, devient
Ah® 4 BRE 4 ... + Mhe

h 1 1

1
1 A,x“—‘:‘dx B,xp—;dx ' Mz""2dx

:V§é o \/h—.z'+‘/h—1 E Vi—2z ;

or il est facile de voir que

h

1

-
2

M= K.A‘hu ,

R Vi—1

h p !

Bz dx —KBJB,

o Vhi—x

ct ainsi de suite; K. K, ... étant des quantités connues, on
aura donc identiquement :

Al® - BhB +... 4+ Mhu .-_—L_[KAJL« +KBAP + — 4K M1,

V 2z
¢t par suite

A Vs V2 Vag,

. v — .
=g A vB,__ K B.. M,= % I;

ainsi les constantes arbitraires A,, B, ... M, seront tout a fait
déterminées, ‘
11 sera donc facile de calculer ces constantes dans chaque
cas particulier.
1V.

Si tous les expusants «, 3, 7... p étaient entiers et positifs,
onarriverait encoreplus simplementa I'équation différentiellc
cherchée. Soit p le plus grand exposant, il suffira de diffé-
rentier ¢ fois successives I'équation (2) par rapport a %, et
Von trouvera:
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det A A 2dz d/l [o(x).V =] —o.
dh l/2lr 1—-—z dxt '

or, pour que cette équation soit satisfaite, il suffit que 'on ait

d#._lém =0

dat

-

de la on trouve par l'intégration, les constantes étant con-
venablement déterminées :

d.
?(«'v)=fr=A,y 2+Bx 2+ "

V.

Comme vérification dc la formule (5), cherchons la courbe
tautochrone, c’est-a-dire la courbe sur laquelle un point
pesant glissant emploie, pour arriver au point le plus bas, un
temps indépendant de la hauteur de la chule; alors il suffit.
de supposer dans l'expression du temps tous les coefficients
nuls, excepté le cofficient A, et la puissance « de %, dans ce
ierme, égale & 0. La formule (5), dans laquelle on introdui-
rait ces hypothéses , donnerait :

1
§= QA,.Z‘E ,

ce qui est I'équation de la cycloide.
Si l'on cherchait la courbe telle que le temps de la chute
fat proportielle & la hauteur, on trouverait :

si= fB,.Z“';.
9

Note. Voir un mémoire de M. .Puiseux sur les tauto-
chrones. (Journal de mathématiques, t. IX, p. 409, 1844.)
Tm.
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SOLUTION DE LA QUESTION 178 (p. 75).

PAR M. B. JAUFROID,
mattre d’études au lycée de Dijon , admissible & PEcole normale supérieure.

(Fig. 25.) Je prends pour axes des coordonnées, les axes
principaux de Vellipse : on aura
a’y’+-0*x'=a’l’ pour Vellipse;
) ¥+ a2=a’ pour le cercle décrit sur le grand
. axe;
(2) y=a (x—C¢) pour unc corde quelconque MN
passant par le foyer F.
(3) y=— :: (x —c) pour la corde PQ perpendiculaire
a la premiére.

(Fig. 25.) Soient x', y', x", ¥ les coordonnées des points
d’intersection de MN avec le cercle.

M d’+bza. i uﬂ(aa_i_bzag
(x x) —4(1_;_“3)51 (,}’ e ) —4"———(1_!_“2)2 )
——y @ba
R

. 1
En changeant dans cette expression « en — —, et par con-
«

, 1
séquent «” en — , on trouve :
o

— 2 2 2
PQ’ =4 b +“:‘ , Coun dd’=Md+bY);
14a
donc les cordes MN , PQ sont égales a deux diamétres con-
jugués dans V'cllipse.
Soit y=max V'équation du diamétre ¢gal a 4, et /!, »/,
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a), ! les coordonnées des extrémités de ce diamétre, ona:
diz(rf_xﬂ)ﬁ_*_(yl__yﬂ)ﬂ‘

On trouve :
" ma a:bz . e aabzm: _
('Zl X, ) —ﬂ' a:ma_*_bz’ (.}’x J’x )_4a:mz+b|')

P b(14-m*)

am'+- b’

En changeant m en+.’, on a pour d" :
du— albﬁ(i+"lll)
N am

Les deux équations en m et m' sont donc
alb2(1+m:) _ a:+b2aa ct asb1(1+mlz) . bn+aa«:
am+b6 T 14 am "+ T 14’
en les résolvant et prenant .z et m' de signes contraires,
ona:

ba b
m=== ; m'=3 —
’ + 2«

a ’

et 'on a bien

Soit maintenant y— ax un diamétre paralléle a la corde
y==(x—c), les coordonnées du point d’intersection de ce

o 1
diameétre avec la corde y = — - (x—c) sont :
== C. . . _aC
R WL A pr

la distance de ce point d’intersection au centre est donc

T c4a) e
\/-Z' +‘}' (l+a’)2 ‘/_._.1 +a,’ ’

par conséquent, les segments de ce diamétre sont :

Ann. DE MaTHEM. VII, 10
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e _ al/1¥<—e
Vite ViFe '
c al/ {Fo+c
— = —— )
a+‘/1+az Vi )

Cherchons maintenant les rayons vecteurs menés du foyer

(4)

a

. . , ba
F aux extrémités du diamétre conjugué y = mx ou —

en prenant le signe - pour m. Les coordonnées des points
d’intersection de ce diamétre avec I’ellipse sont :

== 2 ; y==X

Vige Vit

la distance du foyer F a chacun de ces points est

a 2 b’
\/(C - Vﬂ—{-a’) + 1+a’ -
__\/ C(14)—2acV/ THata+a
- 1} -

_\/c’—{-a’(i—{—a’)—QacV 1+a _

- 142 -

_ aV1+d —c¢
Vife

expression égale a (4). Faisant le méme calcul pour le

’

deuxiéme rayon, on trouve :

a\/i—l—a’—e
Vige

expression égale a (5).

1
Sion prend le diamétre y = — - paralléle a la corde

1
y = — = (x—c), on trouve pour les segments de ce dia-
a
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métre, déterminés par la corde y = a(x—c), ct pour les

rayons vecteurs menés du foyer F aux extrémités du dia-

S b .
métre conjugué y = — — x, les expressions communes
aax

a‘/f—l—z'—cx ot a\/i-l—a +Cz
Vifs Vita
La deuxiéme partie du théoréme se trouve ainsi démon-

4rée. Dans Phyperbole, 1a somme des carrés des cordes MN
ot PQ est conslante.

SUR LA GEOMETRIE SPHERIQUE ANALYTIQUE.

PAR M. BORGNET,
professeur de mathématiques aulycée de Tours (*).

Les Nouvelles Annales mentionnent (page 475, 1847)
la présentation que j’ai faite 2 ’Académie des sciences d’un
essai de géométrie sphérique, 4 la datedu 15 novembre 1847,
et annoncant que mon mémoire a été renvoyé a 'examen
d’une commission composée de MM. Cauchy, Poncelet et
Liouville.

Jattendais le rapport des commissaires, lorsque votre
numéro de février, que je viens de recevoir, m’a fait con-
naitre les recherches de M. Vannson sur le méme sujet. Le
systéme de coordonnées employé par M. Vannson est celui
que j’ai moi-méme employé dans mon mémoire. Celle coin-
cidence me détermine a vous adresser quelques détails sur

(1) Je rappelle derechef que I’Allemag éde depuis 1835 un traité ex

professo sur la sphéro-géométrie analytique dans le systéme des coordonnées
sphériques. L’auteur, M.Gudermann , annongait méme une traduction frangaise.
Je ne sache pas qu’elle ait paru. Tm.
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les époques auxqueclles j’ai donné connaissance de mon fra-
vail, et sur les matiéres qui y sont traitées.

Le 12 juin 1847, j’ai dépos¢ ce (ravail dans les archives
de la Société d’agriculture, sciences, ctc , du département
d’Indre-et-Loire, afin d’assurer mes droits a la priorité dans
des recherches qui me paraissaient intéressantes et que je
croyais neuves.

Pendant la session du congrés scientifique qui s’est ouvert
a Tours le 15 septembre 1847, j’ai eu occasion d’exposer les
principes dont je faisais usage dans la résolution des pro-
blémes de géométrie sphérique.

Enfin, mon essai de géométrie analytique de la sphére a
¢éié présenté & I'Académie des sciences dans la séance du
15 novembre 1847.

Voici maintenant 'analyse de cet essai.

§ 1. Préliminaires.

Dans un court résumé, je donne lhistorique de la géo-
métrie de la sphere. Je fais remarquer I'absence d'anifor-
mité dans la marche suivie jusqu’ici pour traiter les ques-
tions relatives a cette partic de la science de I’étendue. Le
systéme des coordonnées de Descartes réunit bien ces carac-
téres d’uniformité, mais il ne permet d’étudier les courbes
sphériques que par leurs projections. Les projections élant
dans le systéme de Descartes, des inlermédiaires obligés
entre la courbe étudiée et esprit qui I'étudie, présentent
souvent des obstacles a I'investigation.

Cet inconvénient disparait quand on rapporte les points de
la sphére a deux grands cercles : I'une des coordonnées est
la longitude du point ; Vautre coordonnée est, non pas sa
latitnde, mais une distance qui, comptéc sur le premier mé-
ridien, se trouve dans les mémes conditions que la longitude
complée sur I'équatenr.
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Ce choix de coordonnées permet de partager les lignes
sphériques en deox classes; les lignes dont les équations ne
renferment que les tangentes (rigonométriques des coor-
données, ce sont les lignes algébriques. Toutes les autres
lignes sont appelées transcendautes.

Les lignes algébriques sont distribuées en lignes de diffé-
rents ordres, suivant le degré de leur équation.

Les lignes transcendantes ne sont soumises a aucune clas-
sification.

Toute équation algébrique du premier degreé représente
un grand cercle, c’est-a-dire I'intersection de la sphére par
un plan conduit par le centre.

Toule équation algébriqne du deuxiéme degré représente
une conique sphérique, c’est-a-dire I'intersection dela sphére
par un cone du second degré dont le sommet est au centre.

En général , toute ligne algébrique de I'ordre » résulte de
Vintersection de la sphére par un cone ayant son sommet au
centre, et dont 'équation, en coordonnées rectilignes , est
du degré ».

Cette premiére partic sc terminc par des formules pour le
changement de coordonnées.

§ 2. Examen particulier des lignes du premier ordre.

Equation du grand cercle assujelti 2 deux conditions,
comme de passer par deux points de la sphére, d’avoir pour
pole un point déterminé de cette surface, de passer par un
point et de couper un autre grand cercle sous un angle
donné, etc., etc.

Angle de deux grands cercles donnés par leurs équations.

§ 3. Du petit cercle.

C’est unc ligne du deuxié¢me ordre; son équation au
moyen de son pole et de son rayoun polaire ; angle de deux
petits cercles donnés par lcors ¢équations; axe radical de
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deux petits cercles ; centre de similitude ; centre radical de
trois petits cercles ; usage des propriéiés des centres radi-
caux et des centres de similitude, pour déterminer un cercle
par trois conditions.

En terminant celte troisiéme partie , j'ai occasion de re-
marquer cette belle propriété de géométrie sphérique : si
d’'un point dela sphére, extérieure a un petit cercle, on
meéne deux arcs sécants a ce petit cercle, les tangentes tri-
gonométriques de la moitié de ces sécantes sont réciproque-
ment proportionnelles aux (angentes de la moitié de leurs
partics extérieures. Propriété analogue pour le cas ou
l¢ point est intérieur au petit cercle. (La fin prochainement.)

SUR LES CONES DU SECOND DEGRE

et sur les ellipses sphériques.

PAR M. LEBESGUE,
professeur & la Faculté de Bordeaux.

(1) Probléme. Trouver le lieu des droites OM telles que
la somme des angles COM , C'OM soit constante, OC et OC'
étant deux droites fixes.

Soit COC' =2¢; prenons la bissectrice Om pour axe des
2, l'axe des = étant perpendiculaire & Om et dans le plan
COC', enfin Vaxe des y perpendiculaireen O au plan de zx.
En supposant COM =A, COM =B, léquation sera
A4 B=2a, 2a é¢tant un angle constant plus grand que 2c.
Comme l'on a -

cos A cosB—sinAsinB = cos 22
(cos A cos B — cos 2a)’= sin’A sin’B = (1 — cos*A) (1 —cos’B).
on en déduira I'équation

€08’ A4-cos’B—2 cos 2a cos Acos B=sin’2a



Mais
cos2a =1—2sin’a; sin2e¢=2sina cosa;
de la
(cosA—cosB)*+4sin’acosAcosB—=4sin’acos’a.
De plus, OM fait avec les trois axes des angles ayant pour
cosinus

x:‘/l.:_i_yu_l_z:, ‘y:‘/x:_*_ym_*_zz’ 2 \/-l',+.7’+za-
De méme, OC fait avec les axes des angles dont les cosinus

sont sinc, 0, cosc; enfin OC' fait avec les axes des angles
ayant pour cosinus — sinc, 0, cosc. On aura donc :

cosA=(z cos ctzsinc):V r+y+3°,

cosB=(zcosc—uxsinc): \/x‘-{-_y’-{-z",
d’'ou

cosA—cosB=2uxsinc:\/ z*+y"+7',
et par suite I’équation

x'sin’c}-sin’a(z’cos’c—x’sin’c)=sin’acos’a(x’-}y"+3'),
ou bien encore
cos’a (sin’a — sin’c) x” - sin’a.cos’ay” -
-} sin*z(cos’az — cos’c)z® = 0.
€0s’a—Cc0s’c = — (sin’a—sin’c) ;

d’ailleurs on a -

cos’a — cosb cosc,

I'angle & étant celui que la droite OM fait avec Oz quand clle
est dans le plan zUy; on aura donc:
cot'a.x’+ cot’by’ —z°=0, 1)

ce qui cst 'équation d’un cone du second degré; on sait,
réciproquement que tout cone du deuxiéme degré peat étre
représenté par une équation telle que (1). Donc tout cone a
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deux lignes focales qui font avec une méme génératrice des
angles dont la somme est constante.

(2) Il est & remarquer qu’on parviendrait a la méme équa-
tion en partant de 'équation A—B=2c. Voici pourquoi. Ima-
ginons une sphére ayant son centre au sommet du cone ; la
courbe d’intersection sera une ellipse sphérique, et si les
lignes focales percent la sphére en G, C' dans lintérieur
d’une méme nappe et en C,, G, dans I':ntérieur de la nappe
opposée; si de plus M est un point quelconque de Vellipse,
on aura CM + CM =, CM4-C/M=n=. Soit de plus
CM+-C'M =2a, il en résultera CM--C'M=2r—2a. Donc
C, et C' sont également des foyers dc Vellipse. On a aussi
CM—CM=r—2a, C/M—CM=r—2a ; donc C, et C/, ou
bien C,' et C, peuvent étre considérés comme foyers d’une
hyperbole sphérique (la différence des arcs étant constante)
qui ne différe en rien de I'ellipse sphérique, si ce n’est parla
position des foyers.

(3) Sil'on prend x4 y*--2z'= r* pour équation de la
sphére, I'élimination de z donnera :

xr \2 2
(562) + (Sl—f;b =r. @)
Telle est 'équation de la projection de I'ellipsc sphérique en
coordonnées rectilignes sur le plan xy.

Parmi les divers moyens pour délerminer un point sur la
surface sphérique , un des plus simples est de prendrc deux
grands cercles perpendiculaires entre eux , mX et mY; du
point M de la surface on méne sur ces cercles les arcs perpen-
diculaires MP, MQ qui rencontrent mX en P; soit mP=r"x,
et MQ, qui rencontre mY en Q; soit mQ=ry,. D’ailleurs on

voit de suite qu'on a tang x,=— —, tangy, =7 , d'ou, au
q 3 2 =7 )

moyen de ( ;2)2—1— (E)Q—k 1= G)?,
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1 ¥ tang y,

z praned -
r \/tang’x,+ tang’y 1> r \/tang’x,-}— tang’y +1*
x tang x,

r = Vingz L tangy 1
I'¢équation (2) devient donc :
tang x, tangy,
( tangg > (tangi = @)
Telle est 'équation en coordonnées sphérique, indiquée a la
page 54 de ce volume.

(k) Cone supplémentaire. Si par le sommet d’un cone de
second degré on méne des perpendiculaires aux plans tan-
gents, on a un nouveau cone da second degré , et si l'équa-
tion du premier est cot’ax’4cot’y’—z’=0, celle du se-
cond est tang’ax’+-lang’by’—z’=0, d’ou I'on concluera
que le premier cone est supplémentaire du second.

Coupons le cone cot’ax’4-cot’bx’—z'=0 par le plan
z=px-}qy, il viendra

(cot’a—p*)x* —2pgxy+(cot'b—q*)y*=0;

le plan sera tangent si I’équation précédente ne représente
qu’ane droite, ou si son premier meinbre est un carré; il faut
pour cela avoir cot’a.cot’b—p*cot’b—g’col’a=0. La per-
pendiculairc au plan a pour équations x+pz=0, y+gz=0,
Pélimination de p ct g donne donc :

z"col’acot’b—x’cot’b—y cot’a=0,
ou x’tang’a—+y’lang’b—z"=0.

Le cone supplémentaire détermine sur la sphére l'ellipse
supplémentaire; on voit donc qu’étant donnée lellipse
sphérique d’équation (3), Vellipse supplémentaire a pour
) . an tang v \? R
t'quallon( gm) + 87V —1. (&) D'aprés la con-

cotd
struction du cone supplémentaire, on voit que V’ellipse sup
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plémentaire est le lieu des poles des arcs de grands cercles
tangents a V'ellipse primitive. (V. 4nnales, p. 56.)

(5) Si l'on fait tourner les axes coordonnés autour de 'axe
des y, de sorte que I'axe des x' vienne s’appliquer sur une
ligne focale, en posant x=ux'sinc'—z'cosc, z=ux'cosc4z'sinc,
I'équationdu cone cot’'ax’+-cot’by’—z'=0 deviendra :
tang*b . sinc )2_ (zsinc—}-xcoscsin"b>2_
tanga sinacosb/ sinacosb !

r+z* :(x.

d’ou ce théoréme : « Les plans perpendiculaires aux lignes
» focales d’'un cone le coupent snivant des ellipses dont un
» foyer est sur la ligne focale. »

De méme, sil’on fait tourner les trois axes autour de I’axe
des x de maniére que I'axe des y vienne s’appliquer sur une
ligne focale du cone supplémentaire, en posant :

y=y'sinc,—z'cosc, z=y'cosc,+z'sinc,

. s

ct COS'C, = =
_ s

I'équation du cdne cot’ax’4-cos’by’—2z’ =0 deviendra :

2t (z,__ tangc,)2= (y’colb)ﬁ.

cos’a cot’a

De 1a ce théoréme : « Uncone est coupé suivant des cercles
» par les plans perpendiculaires aux lignes focales du cone
» supplémentaire. Autrement : Si deux cOnes sont supplé-
» mentaires, les sections circulaires de I’un sont perpendicu-
» laires aux lignes focales de V'autre.

11 est a remarquer que les lignes focales du cone supplé-
menlaire tang®ax’+-lang’ly’—z" =0 sont dans le plan z0y
et font avec axe des z un angle ¢, donné par 'équation

. sin’b
€os’c, = —.

2

in'a
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Dailleurs, si 1'on représente par I l'inclinaison des sectears.
circulaires du cone col’ax? cot’by*—z’=0 sur le planzO.r,

Tn?

2

. sin’h .
on a cos’c,=sin’'l= e sin’B, en représentant par B

I’angle opposé au coté b dans le triangle sphérique rectangle
dont les cOlés sont a, b,c. « Ainsi Vangle des deux sections
» circulaires symétriques par rapport au plan de ses lignes fo-
» cales, est égal al’angle formé par les plans qui passent par
» une ligne focale et les génératrices opposées de la section
» principale minimam. » De la cette construction : Diviscz
en deux parties égales I'angle d’une ligne focale et d’une
droite AA’, les points A, A', étant sur les lignes focales el a
¢égales distances du sommet, ou sur une paralléle a 'axe des .
Le plan mené par la bissectrice perpendiculairement a celui
des lignes focales ira couper en B et B' les deux génératrices
qui forment la section principale minimum et les plans AA'B,
AA'B' seront deux sectlions circulaires symétriques par rap-
port au plan des lignes focales.

C’est dans les mémoires de M. Chasles, et notamment dans
le mémoire de géométrie pure sur les propriétés des cones du
second degré, que 'on trouvera de nombrenses conséquences
des propositions précédentes.

Probléme. Discuter la courbe, intersection d’une sphére ct
d’une ellipsoide de révolution autour de la ligne de ses foyers
supposés sur la sphére. C’est une sorte d’cllipse sphérique
décrite par un fil attaché en deux points de la surface , mais
intérieurs a la sphére. Quand le fil est extérieur, on al'cllipsc
sphérique dont il a é(é question plus haut.
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EXERCICES

sur les équations irrationnelles rendues ratiennelles

1.
2.
3.

d’aprés M. FORSTEMANN, a Dantzig. ( Crelle , X1V, 236, 1835.)

VK-{—\/I_}::O, A—B=0.
VA+VB+VC=0; A*+B+C—2(AB+AC+BC)=0.
Viztz, +Vztz,+ Vrfa,=0;

32" —2Bx, x4 22— Brx,=0;

x désigne des fonctions symétriques.

4.

(92}

ZA*—43A’B+ 6:A°B*+ 4=A°BC— 40ABCD = 0.

Vrta+Vrtfr4 Vetx+Vrtrx,=0;

Mxr—N=0; M=8:x3—3xrx +23xx,7,;
N=tx‘—bsx iz, 4632 2, 4432 x,2,— 402, 2,025
N 71
M- 120°

x=1; ©,=2; ©,=3; x,=4; x=®.

x,=1; r,=2; r,=3; r,;=95%; r=

. Question: A quel degré monte 'équation rendue ra-

tionnelle suivante ?
Va.‘+x,+\/z+x,+\/x+x3+...\/.z—l-.r,,:(),
PA+VEB4 vC=0; sA*}35A’B—21ABC=0.
\r'/..i'+;3/.r—7——|3/3.r+3=0; x=8;
1 —
=——(31x¥V —1539).
x 40(31 V' —1539)

9. lyx—{—.z',—{—ls/.z'-{—.z',—{-ls/x—{—xszo; Mx+N=0.

M=92x'—2x,7,); N=3(x)—27xx.x,



iz SRS

10. VAFPBHVPT=o0;

ZAi—42A%B 4- 63A°B’ — 1243A°BC = 0.

1. l4/.r+.rl-|—|‘/x+x,—|- l‘/.r~|—x3=0;
Mzi4-No34-Pr’4+-Qr+R=0; M=375; N=500%x, ;
P=1302x,+6205x,x, ; QuiZSx 3+1242x, x,+498x x x ;
R=—2x 4 §32xix, — 62x 2+ 12422" x,x,;
x,=80; xr.=15; x,=0;
3x*+380x3+128422°+129580r—142805=0; r—1 ;
x=— 80,000524 ; x=— 23,8307+ 5,19631V 1.

1 PR—VABLPE

1

> PVA+VB A+B

QUESTIONS.

180. Etant donnée la base d’un triangle curviligne formé
par trois arcs de paraboles ayant le méme foyer, le lieu du
sommet, lorsque 1'angle fait par les deux cOtés est constant ,
sera un ovale de Descartes. (Strebor.)

181. Démontrer la formule suivante :

1 1
L]

2log(l — sin’asin’y) dy

1 —sin‘asin’y

(W. Roberts.)
182. Soit E la longueur du quadrant d’une ellipse dont on

désigne Vexcentricité par e; le demi-grand axe étant égal

a l'unité, il faut prouver que

2
—————————dp=log (cosa)f —
o}/ 1 —sin‘asin’e o V

J'“ Eede " T
A—eWe—e 21—
. (W. Roberts.)
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183. 7, travailleurs, dont la force individuelle est repré~
senlée par f, , exécutent m, métres d’ouvrages en i, jours
‘dans un terrain dont la dureté est représentée par 4, ; I'in-
dice n prend les n valeurs 1, 2, 3... n; combien de jours
mettront tous ces travailleurs, au nombre de ¢+2,+4...7,,

travaillant ensemble , a exécuter M métres d’ouvrages dans
un terrain de dureté D ?

DE LELIMINATION DE LA VARIABLE

entre deux équations algébriques.

Par C. G. J.JACOB], professeur & Kenigsberg. ( Crelle, XV, 101, 1835, latin.)

Entre les diverses méthodes d’élimination qui ont été pro-
posées , il en est une que je me rappelle avoir lue jadis dans
les ouvrages élémentaires composés par le célébre Bezout , et
qui se dislingue avantageusement des autres a divers titres.
Mon but est dexposer briévement cette méthode et dy
ajouler diverses observations (7).

Nous pouvons supposer que les deux équations sont de
méme ordre; car si 'une des équations est d’uan ordre in-
férieur a l'autre, il suffira d’égaler a 0 les coefficients des
puissances manquantes. Soient donc ces équations :

.f(x) = (ln.l‘"-l"' an—-l‘rn—l + an—ﬂ‘l‘”_n' . + a,= 0 ’
ox) =bx"+b,_a" 4+ b, x"...+ b, =0.

(*) Les auteurs du programme d’admission a FEcole polytechnique n’ont pas
eu la main heureuse en choisissant parmi les méthodes d’elimination celle du
p. §. ¢. d ; 1a plus mauvaise, et tellement longue , quon a été obligé de pros-
erire la partie essentielle, la discussion des facleurs étrangers. Ce programme
aurait besoin d’étre totalement remanié, caril domine et entravel’enseignement.
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Retranchant 1a seconde égnation multipliée par a, de la pre-
miére multipliée par &, il vient une équation de'ordre n—1 ;
retranchant la seconde équation multipliée par ¢, x 4- a,_, de
la premiére multipliée par b,x -}- 4, _,, on obtient encore une
seconde équation d’ordre n—1; la seconde équation étant
multipliée par ¢x*+ @,_x + a, , et la premiére par
bx*+ b, x4+ 0b,_,,on aencore aprés la soustraction une
équation d’ordre »— 1. En continuant ainsi, on tire des
deux équations n autres équations d’ordre n — 1, dont la
derniére s'obtient en multipliant la seconde équation par

2, x4+ a, x"?...4-a,,

et la premiére par

b+ b_x™ " b,

et faisant la soustraction. Euler a employé, dans son Infro-
ductie , la premiére et la derniére de ces équations, et a pu
déduire des deux équations données deux autres d’un ordre
immédiatement inférieur ; et par la méme méthode , ayant
déduit de ces deux-1a deux autres d’on ordre inféricur, ct
continuant de méme, il enseigne le moyen de parvenir a
decux équations linéaires, d'oi I'on peut tirer la valeur de la
racine commune et aussi 'équation de condition , qui ne ren-
ferme plus la variable. Mais dés qu’on peut obtenir par le
moyen indiqué n équations entre les n —1 quantités linéai-
res, x, x', x3, ... x"™, on peut les éliminer; on parvient
ainsi de suite a 'équation finale. Telle est la méthode de
Bezout, et comme il parait la plus expéditive de toutes, et
par laquelle nous verrons que le probléme de I'élimination
de la variable entre deux équations du néme degré est ra-
mence a I'élimination de n—1 variables, de r équations
linéaires, élimination qu’on effectue par la formule générale
connue. Suivons cette méthode de plus pres.
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11.
Posons :
m,=[a,x""+a, x""+...a )
— (0, x"" 4 b,_ 2" .. .0 f(x)
m=[a,x""4a, x" 34 ...a]e(x) (1)
D [b 2 b, 2" 0,) f(x)
;nﬂ_, =a,(¢(x)—0b, [ ().

ct soit encore , le terme constant étant multiplié par x°

— 0 x 2 n—,
nla_ Uo,or + a‘)o‘r + “?,o‘r + b an—l,o“l'

0 P n -
m, =1 X"+ ay (L'} 09, * +. cop—i X"

(2)
”lﬂ_,zao,n—1x°+an =1L a2 n—1 .. -an—-x,n—l-l‘"-'
L’équation finale cherchée sera le résultat de I'élimination

des n—1 quantités x*, x*, 23, ...x" entre les n équations
des n —1¢me ordre.

m,=0; m=0; m,=0; ...m _,=0.

Examinons de plus prés ces n équations.
D’abord les séries horizontales des coefficients sont les mémes
que les séries verticales , ou bienon a :

Qs = dg,r. (3)
En effet, I'on a:

ms = [a,2" "+ a, 2" 4 .asr]y(x)
—[b x4 b, _x" T L bst] S () (%) .

=ao".l‘° + a‘,‘x‘ + d?“-r’ + . .dn_hpl‘n—q.
Remplacant ¢(x) et f(x) par leurs valeurs, on obtient :

ors = d:ﬂbr + aliﬂbr—l + astsbr—2+.. ryspad, N
- U’t+1ar +bc+2llr—x + ---br+s+1a°]- } (a)

Si r-s-4-1>n, alors la partie posilive s’arréte au terme
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a,byys+1-n ct 1 partie négative a b,ars+1—~n, On a de méme

23,02 Aygi g Ariobs 1+ o - Gsyriab,
— [brias+briaas—i+ ... + brisna,).
Sis>r,ona:
Qg ¢ — s = Ay bt ar ol ...+ aibry,
— [bry1as +brio@s—+ ... 4 byar] ;
or, l¢ second membre s’annule de lui-méme, donc
ag Sy c. q f.d.
11 suit des formules (1) et (2), et de I'équation (3)
m A4-mx-tmxi4-mad. Am, X" =2 s 2" =

=[na,x""+n—1.a,_x""+.. .4a]oxr—
—[nb,x" " 4n—1.b,_x" 4. b f(x);

dans la somme £, on donne a r et s toutes les valeurs 0, 1,

2, 3, ... n—1. On peut aussi mettre cette formule sous
cette forme :

m,4+mx+mx'+...4mn,_x" = Sapx"x’

d, d
L s
111.

x° x', x° ... 2" élant considérées comme 2 incon-
nues , posons qu'on ait obtenu par la résolution des équa-
tions (2) :

Lx"=Ao,0m+ Ao, imAAgam+... Ao, n—iMin—; ]
Lr'= Ay om + Ay, imA4A om0 Ay pe iy
LI’:AQ’,,”IO-{-AQ,]IH‘-}-Az,gm,;l-. . .AQ, n—1Mp— (6)
Lx" ' =An—1,0m°+An_1, 1 +An—g0m, . . Ap_y p—iMp—;
L=x+ 20,0%1,1%2,2+ + » IN—1, A—1

ANN. DE MaTREM. Vil 11
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ou X désigne comme & Yordinaire le déterminant (*) formé
d’aprés la régle connue. On sait que la propriété des
coefficients des équations (2) appartient aussi aux coefficients
de leurs équations inverses (6), et que I'on a

Ar,c == As,r» (7)

L’équation finale, résultat de I'élimination de x*, =*, 23, ...
x™ des n équations n2,. =0 ; m,=0; m,=0, ... m,_ =0, est

L: z :’__\’10,021'1 ces Up—t, M) = 0 (“)‘ (8)

Tirons-en diverses expressions de la racine commune x
et de ses puissances; or, en omettant une des n équations
m=0,m=0, ...m, —0, on déduit des » — 1 équations
restantes, des rapports entre les inconnues; et selon que
I'équation donnée est la premiére , la seconde ou la néme, on
aura n modes différents de déterminer ces rapports.

Si on n'admet pas ’équation nz; = 0, alors on déduit
de (6):

2. . ! =Ao'r . Al’r : Ag’r... . A“_l,r. (9)
dou x": 2" =Ay ... : Ayy. On trouve de la méme manieére,
en ne faisant point usage de 'équation my==0 .

LTI = Arg L Aggr;
et comme Ay y = Ay, ON a:
2t 12t 1 Asy DA =Aps Ay, (10)
Donc m et m' désignant deux quelconques des nombres 0,
1, 2, 3,... n—1, le produit ™2™ est proportionnel a
Amm; il Sensuit que lorsque r+ s—=/,'+4s', on a:

Ar,s= Ar’,:’-

(") Fonction cramérienne. Tm.
(**5 Donc P’équation finale est une fonction cramérienne. Tm,
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IV.

L’équation finale L—=0 n’est pas affectée d’'un factcur
superflu ; car, comme les quantlités ars sont linéaires rela-
tivement & ay el a by, il est clair que I'expression L monte
a la dimension » relativement a chacune de ces deux con-
stantes, et on peut établir & priori qu'une équation finale
ainsi composée est débarrassée de tout facteur étranger.

En effet, Euler a jadis fait observer (anc. Mém. de I’Acad.
de Berlin, 1V, 1748) qu'on obtient I'équation finale vraie et
pure, résultant de I'élimination de = entre les deux équa-
tions f(xr) = 0, ¢(x) = 0, si I'on substitue toutes les racines
de la scconde équation ¢(x}=0 dauns f(x), et quon égale
4 0 le produit de toutes ces valeurs. Il est évident que les
constanles de fr montent dans ce produit &4 une dimension
marquée par le nombre des racines ou par le degré de
Y'équation ¢(xr) =0; ainsi, comme ce qu’on dit d’une fonction
doit se dire de Yautre, I'expression L renfermecra aussi les
constantes de ¢(x) & une dimension désignée par le degré de
S (x)=0; donc, dansle cas actuel, ou les deux fonctions f (x),
9(x) sont chacune de degré n, I’expression L relativement
aux constantes de Yune et de Pautre fonction, monte an
degré n par la nature de la question, et ne peut descendre a
un degré moindre.

Toutes les fois donc que dans la suite de ces calculs nous
tomberons sur une équation M =0, M désignant une fonc~
tion rationnelle entiére des constantes ar, by, telle que rela-
livement & I'une ou a Pautre de ces constantes le degré est
moindre que n, nous en conclurons que cetle équation ne
saurait étrel’équation finale, ni divisible par I’équation finale.
mais que M est identiquement nul.
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V.

Les expressions Ay, sont de la dimension n — 1 par rap-
port & am et & bm, donc léquation trouvée ci-dessus
Ars= Ay g (lorsque r+s=r'4-s') est une identité, ou bien
toutes les quantités Ay s ot la somme des indices est la méme
sont identiques. Comme les expressions A, dépendent seule-
ment de ]a somme des indices,, nous écrirons par la suite

Ar,: = Ar+s- (11)

Celte mutation admise, nous voyons que telle est la nature
des coefficients ars qui affectent les équations linéaires, des-
quelles on tire Uéquation finale cherchée par U'élimination des
tnconnues , que si ’'on pose :

@9,0%, + 20,1 X, + 20,2X,t ... + o n—1Xn—1 — M,

oy 0L a1 X+ 2120, + ... + @y n—1Xn—1 = M,

12
0.2,01‘0 + a9, + a0, + oo F o p—1Tn—1 =M, ( )

on—1,0+ T Fop—1,1 2, Fan—1,20,F. .. Fan—1,0— 1 Tn—1=—=Mp-—1 ;
les équations tnverses, pour lesquelles les quantilés xr sont
exhibées en my, prennent la forme :

Lr,=Am,+ Am +Am,+...+ A, _m,, '

Lr,=Am -+ Am +Am, + ...+ Am,_, (
brx,=Am, 4 Am 4 Am, 4 ...+ A, .m, (13
L:rn__, =A,_m,+AmAA A4 A, s,

Si Ton substitue ces équations (13) dans unc des équa-
tions (12),
orod’,+ ot X+ ar o, oo Op e (Xt = My,
il vient :
aroAr +ar AryitorgpArat o Fora—aArn—r=L; (14)
et si 7 et s sont difféerents, on a Yidentité

arodst orAsti+orgAsta+ o+ vra—1Asta—1 = 0. (15)
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Dans ces formules, r, s peavent prendre les valeurs 0, 1 ,

2,3... n—1.

VI.

11 suit des formules (10) et (11) :
.Z‘"+' . I"+'=A,-l+3 . A:‘+r,

ouar, r', s, s sont des nombres quelconques de la suite 0, 1,
2, ... n—1; ainsi toutes les fois qu’une valeur de x satisfait
aux deux équations f(x) = 0, ¢(x)=0, el qu’on a par con-
séquent L= 0, les puissances x™ de x sont proportionnelies
aux quantités Ay, m désignant un quelconque des nombres
0,1,2,..n—1,oubien qu'ona:

9 <

tix:2 28 12" P=A, 1A 1A Al A, .. (16)

De la on peut déduire diverses relations entre les quantités
A, A,... A, _, lorsquen méme temps il existe entre les
constantes ar, br léquation conditionnelle L=0; ainsi
de (16) on déduit :

AnAm = Amgm ; A" TAm=A", (17)

ou bien les expressions ApAm—1—Amym'; A" Am—A," sont

divisibles par L.
Si 'on multiplie les équations proposées

0=f(x)=a,x"+a, x""+..a,
0= 9(x) = bx"+ !)n_,.l"{" +...0,
successivement par 1, x, z’... ">, et qu’on remplace dans

les produits les puissances x™ de x par les quantités propor-
tionnelles A , il vient :

0=aA+aA+aA+t..+aA, )
0=ceA+alA+aA+...4aA,,l » \ (18)

) = aA, . +ahd,  +..+aA,_,
Equations analogues en b. (19)
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Mais les expressions a droite dans (18) monient seulement au
degré n—1 relativement anx cobstantes bp, et dans les
équations (19) seulement au degré » —1 relativement aux
constantes a_; donc, d’aprés les observalions du § 1V, les
équations (18) et (19) sont identiques.

Nous avons vu qu'on peut former. avec les constantes qui
affectent les équations proposées du néme degré , 2n — 1 ex-
pressions (A,, A, .... A, ), expressions entiéres ou les con-
stantes de l'unc et I'autre équation montent au degré n—1,
et qui sont , toutes les fois que les équations ont une racine
commune, proportionnelles aux puissances 0,1, 2.... 2n—2
de la racine commune ; et il résulte facilement ce qui pré-
cede, qu'tl n’existe pas une telle expression qui soit propor-
tionnelle @ la puissance 2n—1 de la racine commune.

Car, soit A,,_, une expression telle que V'on ait .

XXt T T =AG A LALLLLL A, Lt A

. mn—2 * m—19
multipliant les deux équations proposées par "~ ¢t rempla-

cant les puissances de x par les quantités proportionnelles en
Ap, il vient :

aA,_+ahA +4aA  +...+aA, =0,
boA, .+ b0A,+bA  +....+0A, _,=0.

Ces deux équations montant au méme degré » —1 par
rapport aux constantes sont identiques. La premiére de ces
équations réunie aux équations (18) donne un systéme qui
fournit les rapports entre 4., a,, a,, .... a,; la deuxiéme de
ces équations, jointe aux équations (19), donne un systéme
d’ou I'on déduit les rapports entre b, b,, .... b, ; comme ces
rapports proviennent de la méme maniére de deux systémes
identiques, on aura donc :

i@y ... ta,=bo b b ... b, ;

n

ce qui est absurde.
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VII.

Soient M et N deux fonctions de x rationnelles, entiéres
et de degré n — 1 ; on peut tonjours délerminer les 2n coef-
ficients de ces fonctions de maniére que I'expression

M (2) 4 Ne (z) = P
devienne égale 2 une expression donnée en x, rationnelle et
entiére et de degré 2n — 1. Cette détermination des coeffi-
cients de M et N exige la résolution de 2n équations linéaires
entre deux inconnues. Appelons L le dénominateur commun

aux valeurs algébriques de ces coefficients, obtenus par la
résolution des équations; et posons :

M (z) 4 No (z) =P = LQ

dont les coeflicients de M et N sont des fonctions entiéres des
constantes qui affectent f(x), ¢(x) et Q.

Toutes les fois qu’on aura simultanément f(x)=0, ¢(x)=0,
on aura aussi L = 0; car il est permis de faire Q = 1. Cette
équation , ne renfermant pas de x, n’est autre que I’équation
finale cherchée et la méme que nous avons trouvée ci-dessus.
Euler est le premier qui ait indiqué cette méthode d’élimina-
tion (Acad. de Berlin, XX, an. 1764) (*). Montrons comment
Q étant 1, ou égal a x,z*, x3.... 2"
quelconque entiére et d’ordre 2n—1, les fonctions multiplica-

, ou a une fonction

trices M et N peuvent généralement étre déterminées en

AL, A LA LLLA

an—2*

Substituant dans (13) x" au lieu de xr, ou r est un des
nombres 0, 1, 2....n —1, il vient :

Lx" = Apmy -4 Arvam, 4 Agtym, 4 ... + An-itr miny.

(*) Bezout a étendu cette méthode 4 un nombre quelconque d’éqaations. C’est
Je but de son célébre traite des équations. Tm.
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Dans cette valeur, si nous remplagons m,, m,,m, ....m
par leurs valeurs tirées de (2), § II, et ayant posé :

~My=Ay [ 2"+ b, 2"+ ... +0)]
+ Ap [0 " b, _ 2" - 0,]
+ Arta[b, 2"+ b, 2" ... b))

+ Ar+n—1bn H (20)
Nr=Ar [a """+ a, 2"+ ...+ a]
+ Ari [@,2" 0, 2" a)]
+ Arpo[a,x"H-a, x4 ... .4 a;]

+ Ar+n—1an 3

My f(x) 4 Ny¢ (xr) = La". (21)
Le nombre r peut prendre sculement les valeurs
0, 1, 2.... n—1; mais nous allons faire voir comment les
fonctions multiplicatrices se déduisent de nos formules pour
les valeurs n,n 41, ....2n— 1 de r,

a—t

il vient :

VIII.
Supposons que dans toutes les formules de ci-dessus, on
1
remplace x par = et ar, by par an-r, bn—r; alors les fonc-

tions f(x) et 9(x) deviennent x7"f(x); x "¢ (x). Par le méme
changement dans les formules (1) du paragraphe 2, on a -

Dlr = [ao+ a,x -+ (l,x2+ [ + An-r-1 x""'"]_?ﬁ)_

x:m—'r—;

- [be b, 2 4 br e by 2] xf(_rf ,
= —[anr+ an-rtt T+ p-rt2 2’ +.... +a,x” %ff)
+ [bner 4 bnrts 2+ bporia®+ ..o + b”x"]jz,i )

mp-(-r

Xn-1
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Les formules (2) du § I1I donnent :

— M-y 1 1
—.'1.—,._7- = an-1,n-1-r +¢n—2, n—hr; + on-3, n-1-r 1—‘,+ ceee

+ 1
R R =t

Ainsi, au moyen de ce changement, o, se change en
— ap-1-s,n-1-r. Je fais observer que, étant posées générale-
ment les équalions linéaires quelconques (2) , si on remplace
ss,r PAT op-1-5, n-1-r , alors dans les questions inverses (6) L
restera invariable, A, s se changera en Ay - ,n-1-s3 Si €n
méme temps les coefficients «;, » changent de signe, alors L
et A, s se changent en (—1)"L, (—1)""'Ar;s; de 13, dans le
cas actuel, pour le changement indiqué, L et A, devicnnent

1
(—1)"L et (—1)""Agn—o—r. Ainsi, ayant remplacé x par o

et Qr, [}fr pal‘ aApn—r, bn—-r, alOrS f(l‘), (P(.Z'), My, Arg, L, Ar

se changent en‘/ (x) , #(2) Mn—i—r In—t—r, n—1—¢y(—1)"L,

JL‘” xn 7 x”—l
(—1)""Aon—2—r.
Faisant ces changements dans (20) et (21) , et aprés avoir
multipli¢ par (—1) 2™, il vient .

Map-1-rf(x) 4+ Non-1-r 9(x) = Lxap-1-r, (22)

ou
Mon-i-r = Aop-ar (O 0. x 4+ 0, 2"+ ... Up-1 2™
+ Aon-sr [0 0,2 + 0,0+ ... bpgx™ ]
+ Agpsr [ b2 b2 ... bp-32" )

....................
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Dans ces formules r peut prendre derechef les valeurs
0,1,2,....n—1. Donc 2r —1 — r peut prendre les valeurs
n,n+4+1,n4+2....2n —1. Ainsi toutes les fonctions multi-
plicatrices sont déterminées. De 1a on peut déduire facile-
ment les expressions des mémes fonctions lorsque

Q=+l x+lx+..1, 2"
car on aura :

M=ILM +LM+..0_M
N =1N,+4{N,+ ... L, N

n—1 9

1X.

Si r<n, nous déduisons des équations (20) les fonctions
mulliplicalrices par les formules

x*

No=|2r 2oy Beey b ] @,

_ T x’
avec la condition de rejeter les puissances négatives de x.

AT 1 A7‘ 1' ﬂ—l—
—-My= —x —{— * -+ “—f— .+ * Jcp(x),
(24)

Si rin, nous tirons de (23), en mettant r au lieu de
2n—1—r,

Me=[ArF-Arox+-Arsx’t... . +Arp 2" "o(x)
—Nr=[AriHArsxFArsx'+....Ar 2" 7] f2)
en rejetant les puissances de x supérieures a n — 1.

Au cas ou les fonctions f(x) et ¢ (x) ont le facteur linéaire

(25)

A,
X — £ en commun , nous avons vu que 'on a & = 1 d’ou

°

I’on conclut facilement que dans ce cas on a :

Fpx) — "9 () _ AL ¢ (x)
xr—E xr—E

N,:Aoéﬂﬂlﬂ___,\ g f(.r)

xr —k xr—i

- Mr = Ao
(26)
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Euler a indiqt:¢, dans le mémoire ci-dessus cité, la nature

de ces fonctions multiplicatrices. — A.,&"fjx et — A,‘j{x
x

sont les valeurs que prennent M, et N, lorsqu'on suppose

xz=E ( La suite prochainement. )

SOLUTION DE LA QUESTION 177,
(Fin.) ( V. p.126.)

PAR M. LEGAIAAIS,
Eléve du Collége militaire de La Fléche.
.

Quatriéme cas (fig. 23).

L’équation du lien devient y* = — 2"+ V4R 2+ m*, le
signe — du radical devant évidemment étre écarté ; I'origine
est alors le point de contact des deux cercles.

Pour que y svit réel, il faut que 4R*x” 4-m* soit > x4,
ou qu'on ait x4—4R'x’— m* <0, c'est-a-dire que x* soit
compris entre les racines de ’équation x — 4R’ x*—mi =0,
qui sont x’=2R VAR m*, x,'=2R — ViRif mb.
La limite x,’ étant négative, doit étre rejetée ct remplacée
par 0, cest-a-dire que x doit étre compris entre

+VoR ;- VIR Fmt et —V oR ViR T a3,
valeurs plus grandes que 2Rk en valeur absolue. Prenant
donc A, et A, pour ceux qui correspondent a ces valeurs,
la courbe est comprise entre les paralléles a I'axe des y
menés par ces points.

Pour x--;-o, on a y==tm; on devait s’y attendre. En
effet, pour ce point, les deux tangentes sont égales, et par
conséquent chacune d’clles est égale 4 m; or les triangles
omR , oCm sont égaux , donc Cre=1m.
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Passons maintenant a la discussion de la tangente pour
délerminer, comme dans les cas précédents, la forme pré-
cise de la courbe. L’équation peat se mettre sous la forme

i+ (2" —4R)2 4y = mi=0, ®)
'5 4 2 —_— R)
don tang«:-—i'—x—j;s—‘?’ d ; 8 l‘
by’ t+4x'y
Pour y =0, tangz=o0, c¢til 0’y a pas d’autre point ou

il en soit ainsi.

Pour que tanga—=0, il faut 4234 4y’x —8R’x=0, cc
qui donne encore, comme dans les autres cas, x=0; puis
il reste x*4-p’=2R’, ¢f, en combinant celte équation avec
I'équation (5), on trouve & aceoupler pour les points ou la
tangente est paralicle a Paxe des x -
4R — mi . AR

w0 YT TR

2

X ==

1l y a donc a examiner trois cas: 4R*>m*, 4R* =mi,
ARY <t
1° x* est positif, et par conséquent x a des valeurs
réelles bien déterminées; et si on compare y” a m’, on voit
que 4R* étant >, el par conséquent 2R* >’ on pourra
omt | 2m’* - ¢
2(m’ - 3%)

, et qu’ainsi y* est > n2’. On voil

poser 2R* =m* 3 douy’ = , tandis que

AR'm’ . 2mt - 2m’d*
AR T 2 8
donc qu’ayant pris (fig. 21) CB'=CB"=um, il y aura quatre

724

m'=—

points ', m”, m" , m"", symétriquement placés par rapport a
Vorigine, tels que leurs ordonnées soient plus grandes que CB'
et CB”, et qu’en ces points la tangente est paralléle a axe
des x; rapprochant ce résultat de ceux que nong avons déja
obtenus, nous trouvons a la courbe la forme représentée

dans la figure 21.
4

. 2m . e ,
X at=0, ) = gr=m cela u indique récllement pas
n
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de nouveaux points, puisque ce résultal nous raméne aux
points B’ et B". La courbe est celle de la figure 22.
3° 2°<C0, x est imaginaire; il n’y a pas d’autres points
que B’ et B". C’est encore la courbe de la figure 22.

Cinquiéme cas (fig. 24).

d > 2R. Alors R’—%d’ est <C0; nous poserons celte

quantité égale a —4A’, & n’ayant plus ici une interprétation
remarquable comme dans le troisiéme cas, mais étant facile
a construire.

L’équation devient donc 5" = — k' —z* + V&2 +-m?,
le signe — devant étre évidemment écarté.

Pour que y soitréel, il faut que x*+ A* soit < V& mi,
on xt+ (2 —d" x4 ht—m* <0, ce qui donue pour x’

leslimites  x'= ——-h +\/_—d h*+mé,
.Z’“’:. 5 — - \/-Z- — d’h - m*.

Il y a donc encore ici a examiner successivement 7’ <h‘
m=h, m*>n.

1° m*<k’, méme courbe quw’au troisicme cas, pour la
méme hypothése.

2° m’=F; ici les deux ovales viennent réellement se
réunir en passant par le centre, car le lieu actuel coincide
avec celui des projections du centre d’une hyperbole sur des
tangentes, et celtc généralion, par suite de la propriété qu’ont
les asymptotes de I'hyperbole d’étre les limites des tangentes,
nous indique déja la forme de la courbe, semblable a une
lemniscate ou a V'ovale de Cassini pour le cas de d> m. Ce
que le calcul nous donnera ne va donc étre en quelque sorte
qu'une verification. D’abord il est facile de vérifier 1a géné-
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ration que nous venons d’indiquer; en effet, le changement
de B’ en —B’ ct de 4’ en — %’ dans les calculs faits au troi-
siéme cas, nous donne ici pour les deux équations corres-
pondantes :
Nz~ By'= ("4

(d'— 2k —2hy =(x*+5")’,
etl'on voit qu'il est facile de passer des deux cercles a I'hy-
perbole, et réciproquement. Cherchons maintenant la forme
de la courbe. x,* devient nul; il n’y a que deux points de
rencontre Q' et Q" avec I'axe des . Pour y = 0, on ne peut
trouver d’autre valeur que x =0. En discutant la tangente,
on voit qu’elle coincide en C avec I'axe des x (fig. 24), et
qu’elle est paralléle a cet axe en quatre autres points »?',
m", m", m"". L'ensemble de ces renseignements lui assigne
la forme que montre la figure.

3° m* > A", méme courbe qu’an troisiéme cas, pour la
méme hypothése.

Note. Régle générale. Toutes les fois que les termes du
Aéme degré d’une ligne plane du quatriéme ordre forment un
carré parfait, la ligne est le lieu des projections d’'un point
fixe pris dans le plan d’'une conique sur les tangentes a cette
conique. (Voir t. 111, p. 426.) Tm.

SUR LA GEOMETRIE SPHERIQUE ANALYTIQUE.
(V.p.141.)

PAR M. BORGNET,
professeur de mathématiques au lycée de Tours (*).

S IV. Des coniques spheriques.

Réduction de Véquation générale des lignes du deuxiéme
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tang’y = tang’x
tang *b + tang *a
pour que 'équation générale des lignes du deuxiéme ordre re-
présente un cercle. Quand on cherche le lieu du sommetd'un
triangle sphérique dont la base et la surface sont constantes,
on trouve une équation du deuxiéme degré ; donc le lieu est
une conique sphérique ; de plus, les conditions précédentes
sont remplies ; donc cette conique est un petit cercle. C’est le
beau théoréme de Lexell, On trouve une ligne du deuxi¢me
ordre quand on cherche Ie lieu des points dont la somme ou
la différence des distances a deux points fixes est constante ;
le lien est donc une conique sphérique : c’est le théoréme de
Fuss. On vérifie avec la méme facilite le théoréme de
Magnus sur I'égalité des angles que forment , avec ’arc tan-
gent a la conique, les deux arcs vecteurs menés des deux
foyers au point de tangence, et tant d’autres propositions qui
sont dues soit a M. Steiner, soit a M. Chasles. ce
J’étends aux coniques sphériques quelques belles pro-
priétés des coniques planes, savoir : la propriété des poles et
ses polaires de La Hire; la propriété de I'involution de
Desargues; la description d’'une conique a la maniére de
Maclaurin et de Braikenridge; I’hexagramme de Pascal et le
théoréme correspondant de Brianchon. Je généralise ainsi
ces deux derniéres propriétés :

ordre a la forme unique

= 1. Conditions

A. Si une conique sphérique est traversée par un triangle
sphérique, on obtient, en menant sur la surface de la sphére
les cordes des arcs interceptés entre les cotés, un second
tl;iangle sphérique dont les cotés et les sommets correspon-
dent aux cotés et aux sommels du premier. I arrive toujours
que 1° les intersections des cOtés correspondants sont placés
sur une méme circonférence de grand cercle; 2° les arcs qui
unissent les sommets correspondants concourent an méme
point.



— 176 —

B. Si une conique sphérique est traversée par un triangle
sphérique, on obtient,, en menant une tangente a la conique
par les deux extrémités de chaque coté, un second triangle
dont les sommets (intersections de ces tangentes) correspon-
dent aux sommets du premier triangle et dont les cotés ont
aussi leurs correspondants parmi ceux du premier. Il arrive
toujours que 1° les arcs de grand cercle qui unissent les som-
mets correspondants concourent au méme point; 2° les in-
tersections des cOtés cerrespondants sont placées sur une
méme circonférence de grand cercle.

§ V. Des lignes sphériques en général.

I:tant donnée Véquation d’une ligne sphérique quelcon-
que, soit algébrique, soit transcendante, je forme I’équation
de sa tangentc cn un point, celle de sa normale , I’équation
générale de sa polaire; je détermine V'angle sous lequel se
coupent deux lignes sphériques données par leurs ¢quations.

Je forme quelques lieux géomélriques, par exemple, le
lieu du centre d'un cercle variable tangent a deux petits
cercles fixes ; ¢’est une conique sphérique : lelieu do sommet
d’un angle constant circonscrit & une conique; c’est unc
ligne du quatriéme ordre qui se réduit a une conigue si
Pangle est droit, d’ou résultc que Venveloppe des cordes
de 90° inscrites a une conique cst elie-méme une conique, la-
quelle se réduit a un point si la conique proposée a un axe
de 90°, etc., etc.

§ V1. Emploi d’un autre systéme de coordonnées.

Dans cette derniére partie, les lignes sphériques sont ex-
prim¢es par des équations entre Ja longitude et la latitude de
leurs points. Ces nouvelles coordonnées ont quelques avan-
tages sur les coordonnées employées plus haut, comme d¢
représenter d’une maniére plus simple certaines lignes dont
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I'usage est le plus fréquent, le cercle, par exemple, et de
donner des formules aussi plus simples pour la quadrature ,
la rectification et 'angle formé par deux courbes en se cou-
pant; mais, sous un point essentiel, le nouveaun systéme le
céde a Fautre, c’est qu’il n’offre pas de caractéres pour la
classification des courbes, de sortc qu’une méme ligne n’est
plus reconnaissable 4 son équation lorsqu’elie présente des
différences de position par rapport aux axes.

Jétablis les formules qui permettent de passer de I'un a
Pautre systéme; j’applique le nouveau systéme a la détermi-
nation des espaces quarrables de Viviani, a la rectification
de la loxodremie sphérique, & la formation de I’équation des
projections stéréographiques, a la considération de la spirale
de Pappus et d’une Clélie de Guido Grandi, ete.

SECONDE SOLUTION DE LA QUESTION 179
(V. p. 75 et 106) (*).

PAR M. JULES LESEURRE,
éléve de Pinstitution Barbet.

Un point est situé a extérieur, sur le contour ou a l'inté-
rieur d’une parabole, suivant que les coordonnées satisfont
aux relations

Ay +Bzy +Cx'+Dy +Exr+F>0; A>0
=0
< 0.

(Fig. 27.) Cela posé, prenons pour axes deux cOtés opposés

AB, CD du quadrilatére en question, soit OA—«; OB=<';

(") Voir le lemme, p. 106. Tm.

ANN. DE MaTnEN. VII, 12
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OC=¢; OD=¢'; 4 Bxy+Cx'+Dy+Ex +F=0, I'é-
quation de la parabole passant par ABCD, on a :

/ ol
D=-~ (at2'); F=2ad'; E:&‘?'; C:f;; E:—%(G-{-G);
C €6 oa
-
B==+ =,
2 66’

Pour la conique passant par le cinquiéme point E(y,3),0on a :
. (a*+ Cy'+ D3 Ey + F) ,
- 79 !
donc les inégalités se réduisent a

&+Cy*+ DS+ Ey+F\2
(_"'__.L%__Y__.) —B’>> 0. On a une hyperbole.

=0. parabolé.
<0. . ellipse.

ou bien

(*— By3+Cy*+D3+Ey+F) ("+Byd+Cy'+D3+Ey+F)>0.
=0.
<o.

Or les deux facteurs du premier membre ne sont autre
chose que les polyndmes obtenus en substituant a la place de
x et y dans les équations des deux paraboles passant par
A BCD les coordonnées du point E.

Or, suivant que ces deux facteurs seront , 1° tous deux
positifs ou négatifs, 2° I'un nul et l'autre quelconque, 3° Y'un
positif et 'autre négatif , on anra pour la conique une hyper-
bole, une parabole ou une ellipse. D’aprés le principe rap-
pelé ci-dessus, le cinquiéme point est dans le premier cas a
I'intérieur ou a l'extérieur des deux paraboles; dans le
deuxiéme, sur I'une des deux paraboles; dans le troisieme,
a 'extérieur de l'une et a Vintérieur de Vautre : ce qui dé-
montre le théoréme énoncé.
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SUR LE CENTRE DE FORCES NON PARALLELES
de Minding , ®’aprés Mebius (Crelle, XVI, 1-1836 )

1. Dans tout ce qui suit, on suppose un systéme de forces
appliquées a un corps ou a un systéme de points liés entre
eux d’'une maniére invariable. Le systéme de points éprouve
un déplacement ; mais , dans ce déplacement, chaque point
d’application conserve sa force la méme en intensité , direc-
tion et sens. C'est ce qu’il ne faut jamais perdre de vuc.

A. Systéme de forces paralléles.

a) Résultante. Quelque déplacement que subit le systéme,
la résuliante passe toujours par un méme point lié inva-
riablement aux points du systeme et -qui est le centre des
forces paralléles.

b) Equilibre. Soit A le centre et R la résultante des forces
paralléles agissant dans un sens et B le centre, et —R la ré-
sultante des forces paralléles agissant dans le sens opposé;
AB est dans la direction des forces. Dans un déplacement
R et —R forment un couple et I'équilibre est détruit, trois
cas exceptés:

1° Lorsque A et B se confondent; 2° lorsque le systéme
se déplace parallélement a lni-méme ; 3° lorsque le systéme
tourne autour d’'un axe paralléle a la direction des forces.
Du reste, on peut appliquer a deux points A’ et B' deux nou-
velles forces égales agissant dans la direction des forces et
en sens opposés,, A'B’ étant aussi dans la direction des forces ;
I'équilibre subsiste encore, et alors I'équilibre aura lieu dans
tout déplacement , puisque les forces introduites formeraient
un couple tenant en équilibre I'auntre couple.

¢) Couple. Rentre dans le cas précédent.



— 180 —

B. Systémes de forces dans un méme plan.

Le corps se meut parallélement d lui-méme , ou tourne au-
tour d'un axe perpendiculaire au plan.

a) Résultante de deux forces. Soit A le point de rencontre
des deux forces, et B, G leurs points d’application ; la résul-
tante passera toujours par le point A, seconde intersection
de la résultante avec le cercle passant par les points A, B, G;
le point A’ li¢ invariablement anx points B et C est donc le
centre des deux forces. C'est une conséquence immédiate de
I’égalité des angles inscrils dans un segment de cercle.

Résultante d’un nombre quelconque de forces. On prend
deux forces quelconqucs et on les rempiace par une force
unique appliquée au centre de ces deux forces; par la le nou-
veau systéme a une force de moins, ¢t continuant de méme,
on parvient a deux forces dont le centre est celui du systeme
primitif.

Comme le systéme n’a qu'un centre , il est indifferent dans
quelque ordre on fasse la composition des forces, ce qui
donne lieu a d’élégantes propositions géoméiriques.

b) Equilibre. Soit n forces ; considérons une furce P ap-
pliquée en A ; les n — 1 forces reslantes auront une résul-
tante — P, qu'on peut considérer comme appliquée a leur
centre B. Prenons dans le corps deux poinis quelconques
A', B, tels que A'B’ soit paralléle 4 AB, et appliquons en
A’ une force + S, en B une force —S ayant la direction
A'B, et telles que S.A'B'=P.AB; I'équilibre subsistera alors
toujours lorsque le plan tournera dans son plan.

¢) Couple, Se réduit au cas précédent.

C. Systéme de forces dans Uespace en général.

a, 1) Equilibre. Un corps passant d’une position dans une
autre , on peut toujours trouver une direction telle que le
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corps, dans sa premiére position , tournant autour d’un axe
ayant cette direction , prenne une position paralléle a la se-
conde ; et si le corps, tenu en équilibre dans sa position pre-
miére , reste encore en équilibre aprés un mouvement de
rotation autour de I'axe ci-désigné , il restera encore en équi-
libre dans une rotation quelconque autour de cet axe et par
une translation paralléle.

Nous nommerons axe d’équilibre une droite tellequel’équi-
libre n’est pas troublé | le corps tournant autour de cet axe.
Ainsi, dans un systéme de forces paralléles en équilibre , toute
droite paralléle & la direction des forces est un axe d’équilibre.

a, 2) Pour yu’'une droite svit un axe d’équilibre , il est né-
cessaire el suffisant que celte droite soit un axe d’équilibre
pour les forces projetécs avee leurs points d’application sur
un plan perpendiculaire a cette droite , et ensuite qu’en pro-
jetant chaque force sur une droile menée par son point d’ap-
plication , parallélement & I'axe d’équilibre , le systéme pro-
jeté soit en équilibre.

a, 3) Lorsqu’un systéme a deux axes d’équilibre non
paralléles, {oule droite paralléle au plan déterminée par les
deux axes d’équilibre sera aussi un axe d’équilibre.

De Ia on conclut facilement que si le systéme a trois axes
d’équilibre tels que I'un n’est pas paralléle au plan déter-
miné par les deux autres, alors une quatriéme droite quel-
conque sera axe d’équilibre; ou, en d’autres termes, si un
corps en équilibre est maintcnu dans cet élat, dans trois
déplacements, il scra encore en équilibre en un quatriéme
déplacement; ou autrement, tout corps en équilibre en
quatre positions diverses restc en équilibre dans une cin-
quiéme position.

a, 4) Un systeme en équilibre n’a pas, en général , un axe
d’équilibre. Toulefois il est toujours possible d’ajouter au
systeme cn équilibre deux uouvelles forces égales et direcle~
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ment opposées, agissant sur deux points déterminés du corps
et conservant méme intensité, direction et sens ; et par la le
eorps acquiert un axe d’équilibre, ce qu’on peut énoncer
aussi de cette maniére : L’équilibre d’un corps tournant au-
tour d’un axe est détruit et se change en un couple dont les.
forces R et —R peuvent agir sur des points A, B du corps,
conservant toujours méme intensité, sens et direction.

Les points A et B sont pris arbitrairement ; mais la direc-
tion AB est déterminée ainsi qae le produit R.AB.

b,1) Non en équilibre. On peut produire I'équilibre par
Pintroduction de deux nouvelles forces, et on peut déter-
miner ces forces d’une infinité de maniéres, de telle sorte que
le systéme tournant autour d'un axe donné reste en équi-
libre; car il existe un hyperboloide & une nappe, déterminé
par la nature du systéme et par la position de I'axe de rota-
lion, et tel qu’on peut prendre arbitrairement les deux points
d'application des deux nouvelles forces sur une des droites
génératrices de la surface.

b,2) Les deux nouvelles forces peuvent se déterminer,
ainsi que leurs points d’application, de dewx maniéres ou
d’aucune maniére, de telle sorte 1° que la droite qui réunit les
deux points d’application devienne axe d’équilibre ; et de la,
en rendant fixe cet axe, le corps, en tournant autour, con-
servera son équilibre sans que V'on ait besoin d’ajoater deux
forces, et 2° que les pressions sur 'axe restent les mémes en
direction et intensité pendant la rotation. Nous nommerons
un tel axe axe principal d’équilibre.

Ainsi, par exemple, dans un systéme de deux forces qui
ne sont pas dans un méme plan, I'un des azes principaux
est 1a dreite qui joint les deux points d’application, et 'autre
est la droite perpendiculaire a un plan déterminé par les
deux droites, et rencontrant ce plan au centre des deux
forces projetées sur ce plan.
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Ceci a lien aussi pour deux forces non paralléles situées
dans un méme plan, et lorsque I'on a égard, non 4 la rota-
tion dans le plan, comme en B, mais a une rotation quel-
conque. ‘

Systéme de forces paralléles @ un méme plan, ou dans un
méme plan. On méne dans le plan deux droites a, b , et Yon
décompose chaque force P du systéme au point d’application
en deux autres X et Y, paralléles & ces droites, et I'on déter-
mine la résultante X, des forces X et le centre A de ce sys-
téme; et de méme la résultante Y, du systéme Y et le centre B;
alors dans tout déplacement du corps le systéme est équi-
valent aux forces X,, Y,, agissant en A et B, et a, par consé-
quent, deux axes principaux dont I'un est la droite AB et
Pautre une droite coupant perpendiculairement le plan au
centre des forces projetées sur ce plan. De la on déduit ce
théoréme remarquable :

a) Silon a un systéme de forces paralléles a2 un plan et
ayant une résultante, si 'on décompose chaque force a son
point d’application en deux autres paralléles a deux droites
a, b quelconques menées dans le plan, la droite qui joint les
deux centres de forces paralléles a une position indépen-
dante des droites a et b, nous nommerons cette droite ligne
centrale du systéme.

Ce théoréme se généralise ainsi :

g) Etant donné un systéme de forces non en équilibre et ne
se réduisant pas en un couple, si U'on décompose chaque
force en son point d’application en trois autres, X, Y, Z, pa-
ralléles a trois droites arbitraires, z, b, ¢, non paralléles au
méme plan, les trois centres des systémes X, Y, Z sont dans
un plan indépendant des droites @, &, ¢; nous nommons ce
plan plan central du systéme.

Si les droites a, b sont paralléles au plan central et ¢ per-
pendiculaires a a et b, alors, selon o), les centres des sys -
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témes X et Y sont dans une méme droite, située, selon £),
dans le plan central ; nous la désignons sous le nom de ligne
centrale d’un systéme de forces quelconques, agissant ‘dans
Vespace. Si de plus la droite 2 est paralléle a la ligne centrale,
et que b soit perpendiculaire sur « , alors nous nommons le
centre des forces X, paralléles a a, le point central du sys-
téme.

Les deux axes principaux ont, relativement a ce plan, ligne
et point centraux, la position remarquable suivaate :

0 3) Les deux axes principaux, lorsqu’ils existent, et la
ligne centrale, sont paralléles an méme plan ; les deux points
d’intersection des axes principaux avec le plan central, et le
point central sont sur une méme droite perpendiculaire a la
direction de la résultante des forces transportées 3 un méme
point.

¢, 1) Systéme de forces dans Uespace ayant une résultante.
Lorsqu’un tel systéme tourne autour d’'un axe, il se réduit
a deux forces qu’on peut transporter, sans changer la direc-
tion ni l'intensité, a deux points déterminés du corps, et qui
ne peuvent se réduire a une seule force que dans la position
initiale du corps, et ensuite aprés une demi-rotation.

¢) Dans un tel systéme, les deux axes principaux existent
toujours, c’est-a-dire on peut toujours déterminer deux
droites,, coupant la résnltante en deux points, et telles qu’en
tournant le corps autour d’une de ces droites, le systéme ne
cesse pas de se réduire en une résultante de méme direction
el intensité que la résultante initiale; que par conséquent,
lorsque un de ces points d’intersection est rendu fixe, alors
I'équilibre subsistera en tournant autour de Paxe passant par
ce point. Ainsi les deux points peavent étre considérés comme
de vrais centres du sysi¢me, quoique par rapport a chacun
V¢quilibre ne subsiste que relativement & un axe déterming.

Ges deux axes ont unc telle position : t° leurs projections
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sur un plan perpendiculaire a la résultante se coupenl a
angle droit; 2° de méme leurs projections sur le plan cen-
tral ; 3° la ligne centrale est paralléle au plan déterminé par
les deux axes; 4° les deux points d'intersection du plan cen-
tral, et les deux axes et le point central seul, sont une méme
droite qui est a angle droit sur la résultante.

d) Systéme de forces dans Uespace, réductible & un couple.
Un tel systéme n’a pas en général d’axes principaux; s'ils
existent, ils sont en nombre infini; chaque paralléle a un
axe principal devient un axc principal. Nous terminerons
par cette observation. Si un corps soumis aux actions d’un
systéme de forces a un axe fixe, et s’il doit conserver I'équi-
libre en le faisant tourner autour de cet axe, et si on n’exige
pas que cet axe, ainsi que cela dott étre pour un axe princi-
pal, supporte pendant la rotation une pression constante en
direction et intensilé, alors si le systéme se réduit a une force
unique ou a deux forces, cet axe peut avoir une direction
quelconque. 11 suffit de projeter toutes les forces sur un plan
perpendiculaire a la direction donnée ; la droite passant par
le centre de ces forces (B, b) parallélement a la direction
donnée sera Paxe cherché. Excepté le cas ou le systéme se
reduisant a une résultante, on voudrait que I'axe fat paral-
lele a cette résultante, et si les forces avec leurs points d’ap-
plication élant projetées sur un pian perpeundiculaire a la
résultante, chaque point projeté n’est pas le centre des autres
forces ; lorsque cette derniére condition existe, on peut
prendre pour axe toule paralléie a la résultante.

Vote. Ges belles propriétés ont été trouvées par M. Min-
ding, et sont consignées dans trois mémoires allemands in-
sérés au journal de M. Crelle, savoir : XIV, 289, 1835; XV,
27 et 313, 1836 ; ces mémoires, qu'on étudie avec un inté-
rét soulenu, contenant 172 équations , auraient besoin d’étre
considérablement abrégés pour entrer dans notre recueil.
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Voici une idée de ce travail : soit un systéme de forces dans
V'espace appliquée 4 un systéme de points liés entre eux d’une
maniére invariable ; concevons les forces transportées paral-
lélement a un seul point fixe ou elles formeront un faisceau;
faisons tourner ce faisceau autour d’un axe quelconqae pas-
sant par le point fixe, ensuite menons par chaque point d’ap-
plication une paralléle a la force correspondante des fais-
ceaux dans sa nouvelle position, conservant méme intensité
¢t méme sens. On voit que le mouvement du corps que pres-
crit M. Mcebius ne différe pas de celui des forces que prescrit
M. Minding. Voici maintenant quelques propriétés décou-
vertes par M. Minding et non mentionnées par M. Mabius.

1° Prenons dans le plan central trois centres conjugués de
forces paralléles et trois-résultantes qui agissent en ces points;
transportons ces trois résultantes en grandeur et en direc-
lion en un point, on aura les trois arétes d’un tétraédre ; le
volume de ce tétraédre , multiplié par I'aire du triangle qui
a pour sommet les trois centres, est un produit constant.

2° Si les trois centres sont sur une méme droite, alors dans
le mouvement de rotation les trois centres restent fixes et les
résultantes tournent autour.

3° Si les trois centres se confondent, le systéme se réduit
a une résultante qui passc par ce point dans tous les mouve-
ments de rotation.

4* Soit un systéme de forces dans I’espace, ni en équi-
libre ni réductible 4 un couple; il existe une infinité de
mouvements de rotation qui aménent le systéme a avoir une
résultante; toutes ces résultantes passent par une ellipse et
une hyperbole ayant le point central pour centre commur ,
et dont les plans sont perpendiculaires entre eux et sur le
plan central; lcs foyers d’une de ces coniques sont les som-
mets de Pautre.
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NOTE

sur une propriété des centres des courbes algébriques
(V.t.II, p. 210, et t. V, p. 228),

PAR M. BRETON ( DE CHAMP ),
Ingénieur des ponts et chaussées.

On démontre facilement que si deux cordes d’une section
conique se coupent mutuellement en deux parties égales,
leur point d’intersection est le centre de la courbe. Cette pro-
priété est susceptible de généralisation , comme il suit.

TatoriME. St m droites se coupent en un point dans le plan
d’une courbe algébrique de degré m, et que leurs rencontres
réelles ou tmaginaires avec la courbe soient distribudes deux
d deux a éqgale distance de ce point, celui-ct est un centre.

En effet, I'équation de la courbe que je suppose , pour plus
de facilité,, rapportée a des axes passant par le point d’inter-
section commun des m droites , peut étre mise sous la forme
rationnelle et entiére :

Um 4 m—y + tm—2+ ... v, u,+u,=0,
u; représentant I'ensemble des termes de degré i en x et y.
D’aprés I’hypothése de I'énoncé, si 'on pose y =ax, on
pourra trouver m valeurs o', «’, a"... de «, qui donneront
des valeurs de x égales deux a deux et de signes contraires.
Or la substitution de ox & la place de » transforme Féqua-
tion ci-dessus en celle-ci :
Amxm’i_Am—lxm_._‘_Am-Q‘rm”’_l_*"+Aa‘r,+Ax‘r+uo=0 :

ou le cocfficient A; de ' est une fonction entiére de «, de
L]
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degre i. Pour que les valeurs de o qui satisfont a cetle équa-
tion soient égales deux 4 deux et de signes contraires, il faut
etil suffit que on ait Ap—; = 0, Am—3=0, Am—s =0, elc.,
¢’est-a-dire que les coefficients des termes de rang pair soient
nuls; mais on admet que cela arrive pour m valeurs o, «”,
+" ..; donc les équations Am—y =0, Ap—3=0... qui sont
toutes de degrés inféricurs a m, auraient chacune m racines,
ce qui ne peul avoir licu sans que tous leurs coefficients
soient nuls; donc les fonctions um—; , um—3, Um—s... derang
pair sont identiquement nulles dans I'équation de la courbe,
ce qui est la condition pour que Porigine en soit le centre.

Remarques. 1. On peat demander quels sont, dans le plan
d’une courbe algebrique de degré e, les points par lesquels
il est possible de mener m— n droites jouissant de la pro-
priéte dont on vient de parler, ¢’est-a-dire rencontrant la
courbe symétriquement a des distances égales de ce point.

Le raisonnement ci-dessus fait voir que les fonctions de «
de rang pair Am—, Am—s... doivent disparaitre lorsque leur
indice est moindre que m—n; celles qui sont d’un degré
plus ¢levé ne disparaissent point, mais s’annulent pour un
nombre m— n de valeurs de «, inférieur a leur degré. On
peut done les mettre sous la forme

Am—y = ap—1(t— ') (a — &")(a— <M. ..

Am—y = am—g(@— oY a— ") (2—")...
. . o J Um—1
a; élant une fonction entiére de «. Or a="=; done e
x
Um—3 Lo y
——... sont divisibles par (:Z—a'> <‘Z’-—— c/.”) <Z — a"’)... ;
™ X x x

donc aussi upm—y, upm—s... sont divisibles par une méme fonc-
tion enticre et homogéne des variables x, .

Par conséquent, la condition cherchéc est que les poly-
nomes Um—1 , Um-3... (Ui ne disparaissent poinl,.admetlent
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un commun diviseur du degré m—n. Ce commun diviseur,
égalé a 0, donne les m — n droites, qui se comportent comme
si 'origine était un centre.

11 résulte de cette théorie que de chaque point d’une ligne
du troisiéme ordre on peut mener deux droites qui rencon-
trent cetle ligne a égale distance de ce point.

I1. Le théoréme ci-dessus s’étend aux surfaces, car on voit
d’abord que si d'un point on peut mener .z plans qui coupent
une surface de degré m suivant des courbes douées de centre,
cc point est lui-méme le centre de cette surface.

En effet, un plan quelconque mené par le point dont il
s’agit coupera la surface suivant une courbe de degré m, ct
ses intersections avec les /. plans donnés se trouveront dans
les conditions qui forment ’objet de cet article; en d’autres
lermes , toute seclion plane de la surface sera douée d'un
centre, elc. ’ c.q. fd

Mais il y a plus : on peul se demander combien de droites
menées d'une maniére queclconque par un point, dans ces
mémes conditions, sonl nécessaires pour que la surface ait
un centre.

Considérons I'équation aux trois variables x , y, =.

umtupm—+ ... 4+ u,+ 0w+, =0,

ou u; est un polyndme homogéne ct entier de degré i en 2,
Y, z. Posons y =6x, z=-+x, nous aurons:

Amxm—{” Am._tx'"_'—!—..‘—{—A,.Z"—{—A_x—}-uo:() N

A; étant une fonction de 6 et de . 1l est nécessaire et il suffit
que les systémes donnés de valeurs de 6 et de y soicnt tels
que les coefficients de celles de ces fonctions qui sont de rang
pair ve puissent différer de 0.

Or An—q, qui est du degré le plus élevé, renferme au plus
m(m 1) (m 1)
¢ 9

. m
~———-= coefficients ; si donc on a

3 droites qui ren-
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contrent la sarface comme si I'origine était au centre, c'est-

a-dire ﬁ(—"-‘-;-—” systémes de valeurs de 6 et de y qui annulent

Am—1, Am—3, Am—s, etc., on aura, pour déterminer chacun

1 . ya .
des '—'i(-%i—)- coefficients de Am—, autant d’équations du
premier degré, lesquelles seront satisfaites en général en
cgalant 4 0 tous les coefficients, et ne pourront l'étre d’an-
cune autre maniére. A plus forte raison en sera-t-il de méme
des coeflicients moins nombreux , de Ap—3, Anm—s, etc.

1

Donc m————(m;_ ) est le nombre cherché.

On suppose ici tacitement que les équations Ap—y =0,
Am—3=0, elc., ne rentrent pas les unes dans les autres, et
que les systémes de valeurs de ¢ et y sont en dehors des condi-
tions toutes particuliéres qui pourraient faire tomber en dé-
faut le raisonnement employé.

Pour fixer les idées , regardons 6 et y comme les coordon-

. . . 1 .
nées d'un point. Déterminer les -’-n-(m—;_——)- coefficients des
Am—1, Cest faire passer une courbe du degré m—1 par

1) . . 1
'—'—l(—”it—z points donnés. Or nous savons que T—(—”i?i—)- —1

points suffisent; doac, si le point qui est assigné au dela de

ce nombre ne se trouve pas sur la courbe qui passe par les

m(m—4-1)

2
Aux polynémes A,—3, Am—s correspondraient des groupes
m(m--1)

de — points , comme pour Ap—g; & plus forte raison

les coefficients seront-ils nuls pour ces polyndmes.

— 1 premiers, tous les coefficients seront nuls.
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QUESTION PROPOSEE

au concours d’admission @ U'Ecole normale en 1847
(Voir VI, 406).

PAR M. JUBY (EUGENE),
Professeur au lycée de Saint-Omer.

On donne sur un plan un nombre quelconque de points
A, B, C...; par une origine fixe O choisie & volonté sur ce
plan, on méne un nombre infini de droites, et sur chacune
d’elles on porte une longueur OM réciproquement propor-
tionnelle & la racine carrée de 1a somme des carrés des per-
pendiculaires abaissées sur cette droite des différents points
A, B, C.....

On demande :

1° Le lieu des points M obtenus de cette maniére ;

2° §’i] est toujours possible, les points A, B, C... restant
fixes, de choisir I'origine O de telle sorte que ce lien devienne
une circonférence;

3° Examiner si la courbe cherchee est toujours fermée
pour toutes les positions du point O;

4° Lorsque cela a lieu , trouver ou le point O doit étre placé
pour que les points A, B, C... restant fixes, l'aire totale soit
la plus grande possible.

1° Prenons pour axes deux droites perpendiculaires passant
par le point O, et nommons (', »”), (=", ¥"), (x'", ")... les
coordonnées des points donnés A, B, C .... L’équation d’une
droite OM sera y —oux, et la longuear de la pcrpendiculaire

abaissée du point A sur cette droite sera == r= . Celles

\/1+a
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desautres perpendiculaires auront des expressions analogues,
Vi4e

de sorte que OM = .
\/( y'—ax' (" —a2x') ..

Mais OM = |/ 245" et a= ‘:7;, ce qui donne pour équa-

tion du lica cherché -
(Y'e—yx'P+(y"e—y2") +.....=1,
ou hien
4y ) @ ) —
— 2xy(xy'+x"y"...) =1.

équation d’une cllipse.

2° Si, aun lieu de mener les droites OM du point O, on les
menait d’un autre point O" ayant pour coordonnées a et b par
rapport au systéme d’axes précédents, on trouverait la méme
¢quation dans laquelle »', »"... et 2', x"..., scraient rems
placés par y'—b, y"—b... et *'—a, x"—a..., de sorte que
’équation du lieu serait alors

2y =0y 4-(o =) ]+ (' —a)y+ (" +a)'...] —
—2xy[(x'—a)(y'—b)...] =1.
Ce licu pourra donc étre une circonférence , si 'on peut
dispuser de a et b de fnaniére a avoir
(=P (r"—b)"... = (@ —a)F(n'—a)'. .,
et (' —b) (' —a)+(y'—b)x"—a)... = 0;
ou bien en nommant X et Y les coordonnées du centre de
gravité des points donnés considérés comme d’égal poids , et
faisant pour abréger y"-Ly"..=3y"”, x'42"...=32"
et xly'4-2"y"...=3x'y', et désignant par r le nombre des
points A, B, C...,

n(b>—a*)—2nYb-4-2nXa+}-3y*—sx"=0,
et - nab—2nXb—2nYa-4-3x'y' =0.

Or, si dans chacune de ces équations on considére a et b
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comme coordonnées courantes, chaque équation ci-dessus
appartient & une hyperbole équilatére ayant pour centre le
point (X, Y), et ces deux courbes se Tencontrent en deux
points , puisque les axes de 'une sont paralléles aux asymp-
totes de 'autre. Donc, en prenant pour a et b les valears
des coordonnées de I'un ou de V'autre de ces points, cty
mettant l'origine des droites OM, le lieu cherché sera vne
circonfércnce.

3° Si les points A, B, C... étaient en ligne droite et que 'o-
rigine des droites OM fit prise sur cette droite , en prenant
Paxe des y paralléles a cette ligne, on aurait ¥'—a =0,
x"—a=0..., dou '

2 [(y'—=by+(y"—0b)...] =1
pour équation du liecu cherché, qui dans ce cas se réduirait
a deux droites paralleles a celle des points A, B, C...
4 Ay*+Bxy-Cx’=1 élant 'équation d’une ellipse rap-
portée a des axes rectangulaires, sion la rapporte a ses axes

! bl : Ilb'n__ 4 .
a', V' onaura, comme on sait, a = A et pour

que Yaire de l'ellipsc ou wa'd’ soit maximum, il faut que
4AC—PB’ soit un minimum.

Or, en supposant que l'origine des coordonnées est aussi
celle des droites OM, nous avons obtenu pour le lieu cherché
Pellipse ayant pour équation

2"y ) Fy (& 2 )2y (XY 2y L) =1,

Prenons pour cetle origine le centre de gravité des points
A, B,C...; alors y'y"...=0, x'+z"...=0. Si I'origine des
droites OM avait été un autre point ayant pour coordonnées
a et b par rapport au systéme précédent d’axes coordonnés ,
on aurait trouvé

(' —by + (y'—by...] + (2’ —a)H(x"—a)"...] —
2zy((x'—a)(y'—0b)..]=1,
ANN. DE MaTHENM, VII, 13
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ou bien
22y +nb) 4y (Ex"+ na’)—2xy (Ex'y' 4 nab)=1.

L’expression 4AC—B’ se trouve étre alors
22"y (b’ —ay'y— (Ex'y')".

En désignant par £((bn'—ay')'] la somme

(bx' —ay'y’+(bx"—ay"y.....,

celte expression est minimum pour x'. »', 2", y"..... con-
stants lorsque a et b sont nuls. Donc la courbe correspondant
a Faire maximum sera celle qu’on obtiendra en prenant pour
origine des lignes OM le centre de gravité des points donnés.
Note. Cette question a aussi élé traitée par M. P. Serret.

SOLUTION DE LA QUESTION 175 (t. VII p. 45).

PAR M. N. EMERY,
-éleve du lycée de Versailles.

La courbe, licu géométrique des sommets de toutes les
paraboles tangentes a un cercle donné et ayant pour foyer
commun un point fixe sur la circonférence du méme cercle,

a pour équation entre les coordonnées polaires -
t 1

3 =d3cos=.
f 3 (Strebor.)

Fig. 28. Soient O le centre du cercle donné, et F le point
fixe, foyer de toutes les paraboles, prenons pour pole le
point F et pour axe polaire la droite FO; cousidérant une
de ces paraboles, soit A le point ou elle est tingente au
eercle; on connait donc ce foyer, une tangenté et son point
de contact; il est par saile facile de délerminer le sommet
de la parabole.
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Joignons en effet FA, menons AC, faisant avec Ax un
angle égal & I'angle OAC, par le point F menant DF, paral-
léle 4 AG, on aura l’axe; abaissant KF perpendiculaire sur
Dx, et menant KB perpendiculaire sur DF, B serale sommet.

Désignons la distance BF par ; et I'angle BFz par «; en
exprimaut que AF =DF, on arrive facilement a 1'équation
du lieu. Du point O, abaissons OG perpendiculaire sur AF,
le triangle rectangle FGO donne -

FG=FOc0s§,
car OFG=GFK=KFD = 5

par suite FA =dcos§ ,
d désignant le diamétre du cercle. D’un autre coté le trian-
gle rectangle DKF donne :

p X DF = KF’,

2

mais KFt=-F o~
cos” 2
donc DF = ’P'T,, )
cos’-
3
Ainsi 'équation du licu est :
deoss = —F
cos s -
3
ou bien p:dcosag.

Je profite de cette occasion, pour faire remarquer deux
fantes qui existent dans le premier volume.

Page 492, ligne 11 en remontant , on lit :
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« L’équation générale étant rapportée au centre, on a, par

!

k
la résolution de I’équation, 2Cx 4 By=0; » = systéme

de diamétres conjugués dont le second est paralléle a I'axe
des x.»
Le systéme de diameétres conjugués est représenté par les
équations : '
2Cxr+By=0ety=0.
Enfin page 494, I'équation
m3sin’yu’ — 4LN[3msin’y—4N"]u —4L’sin*y =0
n’est pas exacte, il faut
m3sin’yu’ + 4LN [4N” 4- 3m sin *y] u — 4L’sin* =0.
Note. MM. Mention et Paul Serret ont donné la méme
solution du probléme 175.

NOTE

sur un théoréme de la théorie des propriétés projectives
de M. Poncelet

PAR M. PAUL SERRET.

1. Le théoréme dont il s’agit est le suivant :

‘Théoréme. Si deux des cotés AB, AC d’un (riangle ABC
inscrit a une conique , pivotent constamment autour des
points fixes P, P', le troisiéme coté BC enveloppera une co-
nique doublement tangente a la proposée, suivant la droite
PP des pivots.

Remarquons d’abord que ce théoréme est fondamental
dans Youvrage de M. Poncelet , en ce sens qu’il sert de base



— 197 —

aux belles propositions de I'auteur sur I'enveloppe du coté
libre d’un polygone inscrit, dont les autres colés pivotent
aulour de points donnés, efc., et a son théoréme si remar-
quable sur les polygones a la fois inscrits & une conique et
circonscrits & une autre.

Cette observation montre donc qu’il n’est pas inutile de
démontrer ce théoréme pour tous les cas. Or, la démonstra-
tion de ce principe qui.se trouve dans I'ouvrage ci-dessus ne
s'applique qu’au cas ou la droite PP’ des pivots ne couperait
pas la conique (C); car, si la droite PP’ coupait la conique (C),
on ne pourrait plus projetter la figure de maniére que dans
la projection la droite PP' fit emportée a Vinfini, et la co-
nique (C) remplacée par un cercle, car la conique de projec-
tion serait toujours une hyperbole ; mais on pourra toujours,
dans ce cas, faire que la droite PP’ étant emportée a l'in-
fini dans la projection, la conique (C) soit projetée suivant
une hyperbole équilatére, et 'on aura alors dans la projec-
tion un triangle abc, inscrit dans une hyperbole équilatére
ct dont les cOtés ab, ac sont respectivement paralléles a des
directions données. Si donc nous prouvons que I'enveloppe
du troisiéme coté c dans la projection est une hyperbole ayant
les mémes asymptotes que la premiére, comme deux hyper-
boles ayant mémes asymplotes (et d’ailleurs conjuguées ou
non conjuguées) se projettent toujours suivant deux coni-
ques ayant un double contact réel saivant la droite. projec-
tion de celle a I'infini du premier plan, le théoréme actuel sur
Penveloppe du coté BC dans la figure primitive sera dé-
montré.

Démontrons donc la proposition auxiliaire dont il s’agit :

(Fig. 29.) I1. Théoréme. Un triangle ABC est inscrit dans
une hyperbole quelconque ; les deux cotés AB, AC sont con-
stamment paralléeles a des directions données ; le troisiéme
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c6té BC enveloppera une seconde hyperbole ayant mémes
asymptOtes que la premiére.

Démonstration. Soient xy =~k 1’équation de la courbe;
A(«,8) un de ses points, dont I'égalité (1) x6=4"; m, n les
coefficients angulaires respectifs des colés AB, AC; x,, v,,
x,, 5, les coordonnées des deux points B, C, on a:

pour V’équation de AB, y =mx 46 —mz;

d’ou mx’ 4 (8 —me)x —k =0,
d’ou
e ma—g=)/ (ma—§)’ +4ma€ _ ma— 6 (ma+-6)
- 2m - 2m ’
. 6 ”
d’ou B[.r,:-———;; y,:—-maJ;
8
de méme C [.r,:-—'-l P Y= — nu] .

Soient X, Y les coordonnées du point O milieu de la corde
BC, on aura:

O[X:—-m_*-né; Y-:__m n{l’
2mn 2

d’ou Von tire :
XY= (m 1) af = tm+n) k.

Amn Amn

@)

Ce qui montre que le lieu des milieux des cotés BC du trian-
gle ABC est une hyperbole , ayant mémes asymptotes que la
proposée ; ou, ce qui revient au méme, que le coté BC est
constamment tangent a cette méme hyperbole qui contient
son milieu ; d’ailleurs, sur la figure comme sur I’équation (2),
on peut voir que ’hyperbole enveloppe du coté BC peut étre
conjuguée ou non conjuguée a I'hyperbole circonscrite an
triangle ABC.

Observation 1. Le point ou le coté BC touche son enveloppe
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est constamment en son milicu O ; or ce point O s’obtient cn
construisant un parallélogramme sur les cotés AB, AC, et
menant la diagonale du point A , diagonale qui coupe BC au
point cherché. Cette remarque permettra, dans la figure pri-
mitive , de délerminer a chaque instant le point ou le coté
libre du triangle touche son enveloppe. ¢t la construetion
sera exactement la méme que celle qui est employée dans le
cas ou les hyperboles co-asymptotiques sont remplacécs par
des cercles concentriques.

Observation I1. Ce dernier théoréme ct I'observation preé-
cédente indiquent, comme on le voit, deux nouvelles ana-
logies assez remarquables entre le cercle et I’hyperbole équi-
latére.

DEMONSTRATION ANALYTIQUE

de Uidentité de W aring (Voir t. IV, p. 183).

PAR M. PAUL SERRET.

Identité. Soient n quantités quelconques - a,, a,, a,...an,
on a l'identité :

aaa+a)+(a+a)aa+a,+a)t..... -+
+(ata+..... +an—1)an(@tat. .. 4an)=anan—i(antan—1)+
—}—(an—{-a,,_.)an_q(a”-{—an._.—}-a,._g)+ ..... +

+(ant-an—14.....4a)aantan—1+.....4a+a). (1)

Démonstration. L'identité est évidente pour le cas de n=2;
car on a aa,(a+a,) =a,a,(a,+a,). Donc il suffira de prouver
que si l'identité (1) est vraie pour »n quantités, elle sera vraie
aussi pour n-1 quantités ; ou, en d’autres termes, il suffira
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de prouver que si Pégalité (1) existe, Pégalité suivante
existe aussi:

aafata)tatalaatata)t. ..+
+(aHta+....Fans)an@a+-.....4an)+
+(a+.. .Fanlantila+....4an1) = antian(@ntit-an)+
-+ (au+t+an) an~1(¢n+1+an+an—-1)+- oo +
+anyF-an+...+a)aany+ant...Fa,+a) (2)
Désignons respectivement par P et Q le premier et le
deuxiéme membre de I’égalité a démontrer (2).
Or, en ayant égard a T'égalité (1), on peut écrire P ainsi
qu’il suit :

P=ant’@+a+...Fan)+ann(ata+.. 4an)i+
+anan—i(Gnt+an—i1)+(@ntan—i)an—2(antan—+an—2)4....4

+(antan—1+...+a)a(ant-an—s+.. . +a+a).

Maintenant, si nous développons de méme Q par rapport
aux puissances décroissantes de an+;, nous trouverons :

Q-:m’ (antan—1+...4-a,+a)+anyy [‘.z_n"‘ +an—(antan—)+
+@n-2(@ntan—1+an—o)+ ... +a,(@ntAn—1+an—ot...+a,+a’) |+
+ @nt1[an@n-1+an—a(@ntan— )+ an—3(@ntan—1+an_9)+
+...4a@antan-1+...4a)]+tanan—s(antan—1)+
“+(an+an—1)an —2(au+an—1+ﬂn—-2)+u —+
+an+an+1+..-+a,)a(@ant-an—1+...4-a,4a).

Dans P et Q ainsi développées, les parties indépendantes
de anyy sont identiquement égales, ainsi que les parties con-
tenant le carré de an+, en facteur. Quant aux termes de Q
contenant ae;; en facteur commun, il est facile de voir qu'on
peut écrire leur ensemble sous cette forme

dn+1[2fln’+2-‘zanan—1] H
San représentant la somme des carrés des  quantités a......,
an, et =.2anan—, représentant la somme des doubles pro-
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duits de ces » quantités prises deux a deux. Mais d’apreés la
composition du carré d’un polygone, on a :
(ant-an—1+...Fa) =2as’+}2.2anan—.

Donc I'ensemble des termes de Q contenant an( en facteur
commun est identique a Vensemble des termes de P conte-
nant le méme facteur ; ct d’ailleurs les autres parties de P
et Q étant les mémes, on a l'identité P=Q, ou I'égalité (2).
C.Q.F.D.

Note. Waring parvient a cette identité a ’aide d’une double
expression qui donne 'aire d’un polygone inscrit dans une

parabole. Tm.
NOTE
sur Uintégrale définie Sw 2 dz stant > 0 et <2
=y %6 n,
¢ 1rofe

PAR M. DIENGER,
docteur és sciences & Sinsheim ( Bade ).

Sila fonction%: ¢(x) jouit des propriétés suivantes :
1° g(x+iy), i étant =1, est 0 pour x===w, quelle
que soit la valeur de y, et cette méme quantité est 0 pour
y =, quelle que soit la valeur de . '
. , . 1
20 Les racines de I'équation —(;-)zo sont absolument les
9

mémes que celles de I'équation F(x)=0; on sait qu’on a alors,

® P WCARMACN, S(xm)
S,, @r=on{ T4 L4 4 fom

x,, x,, ... xm 6tant les racines (imaginaires) de I'équation
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F(x) =0, pour lesquelles le coefficient de i(=1/1) est po-
sitif. Si cette équation avait en méme temps les racines réelles
a,, a,, ... il faudrait ajouter a I'expression précédente :
[Sfla) | [fla) ]
L Fla) + "a) + .o s
F'(x) désignant, comme a Vordinairc, la fonction dérivée
de F(x). (V. les Lecons de calcul intégral, par M. Moigne,
lec. 9 et 21.)
Appliquons maintenant ce théoréme a l'intégrale :
Sw (——xi),“—'dx ® ‘l‘}l—ldx )

o |+t o 14+ x4 at’
supposant = > 0et <_4, toules les conditions énoncées ci-dessus
seront remplies. Les racines de I'équation 1 4 2’4-x*=0
sont :

= [(—i)e—t4- fu—1] S

T
3
donc on a dans ce cas :

., T b .. An
cos; =i sin—, cos— =i sin—;
3’ 3 3’
™, .., T ™, ., T
x, =08 =}isin=, x,—= —cos—-}isin=;
3+ 3’ . 3+ 3’
d’ou il suit, cn appliquant le théoréme général :

= (—zipidr
L 1Fx' 4t

.oom L m\e—t Loom Rt B
: —1C08~ n- 1 COS=--Sin= j
21:1{7 ( 3 T 3> L ( 3 + 3 ) |

2 T .. T 11:‘,713' T .. T m .. T
COS—+1¢ Sin—+2 cos-§+tsm§> —cos—+Lsm-3~—2 cosg—zsmg)

3 3 3
ol =1 'a M—1-
| COS= —i sin - €OS—. i sine
, 6 6 6 6
=ni %z + % =
i 1 V3 1 V3
e R R

s .. T T ., ™
cos(z— 1)= — isin(p—1)-  cos(u—1)-+isin(p—1);
. 6 64 6 6
=2m =

—34+iV3 3+iV'3 B




— 203 —

i |

== 12[V§- 005(#—1)% —3S|n(y.—1)%J=
= -\_/% [COS(H—T}% —V/3.sin(p—1 )’é].

ki3
COSE
Orona: , \/3=—1-T-, donc

sin é

S (—zi)=tdx

I cos(p—1)= sin—-—s'n( —1)— (70&—-1 =
= * . SID{ S

x*-xh - T 6 6 6 6
» l+ + I/ i -

sm(ﬂ ( 1)1: 2n s:n T«
== p—1) ) = — T_ ¢
V3 6/ V3 \3 6
. e ® xr—ldr

= [(—dr— - ‘]Som—

[ T .. TE>/“" )f" S‘.p xr=tdxy
=| cosg —zsing +<c0s—+zsm§ o Irzdzh

—_ ( 1“ L] 11.: 17r . e 1\1': “‘Z'!“—'dx_-
=| cos{u— )§-—lS|n({l— )=+cos(v— )§+Lsm(;4-— é S m——-

pwrS xt—tdx
= 2sin—

1+ 24x*’
d’ou enfin -
. [T pr
S” zi—idy = s'"(’i_?) >0 "
[Emr iy e
ol zta V3 sin'u‘q—"r <

Supposons dans cette formule p—2a, a’=2z, on aura .

dz
xr—tdx = x20—2xd xr =201 - donc

s ('n: ar’
S“’ 2*7dz 2= a 3 3 a>0
ot1+z4+2" L3 sipar 00 <2

Pour a =1, le second membre de celte équation se présente
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0
sous la formea; sa valeur se trouve, au moyen des for-

mules connues —— , c’est-a-dire :
31”3

f ©  dz __ 2n
- 4
o1+z4+22 313
ce qu’on peut aisément vérifier par I'intégration directe.

Mettons dans la formule (1) a——( =0 ), z=x", on
<2n

aura z%—'dz — nx«—1dx , donc

.
S“" xe—=tdx 2n sm( ) >0
142"+ 2™ nl/3 . am < 2n.

Sin—
n

(2

Celle formule a lieu pour ~ cntier et >0, et méme pour n
" fractionnaire et > 0, pourvu que, dans ce dernier cas, on
n’admette pour x", ", qui sont alors des puissances frac-
tionnaires, que lears valeurs positives et réelles.

. 0
Pour « =n, le second membre de I’équation (2) est o s

valeur est alors

-, Cest-a-dire :
33
g " dx 2n

12"+ 3n)/3

: ‘ ’
Posons dans la formule (2) — au lieu de x, l'intégrale

c® gu—iday xm—e—id
S 1+x + ——— se transformera eng R T doncouna:
xMm—=*—1td ®  x*idx >0
So 142" - Sa 14" ™’ x<2n; @)

équation qui résulte immédiatement de ce quon a identi-
quement :
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sin (_ _ _) (3:_ (2n3: a)‘u )

(2n— o)w

sin sin
n n

Différentions I’équation (2) par rapport a «, nous aurons :

(* xo—tlog(x)dx _
So 12"
T ar\ , om [ am’ T
o [cos <§— n ) sin -;l-+3sm (5—- i )cos ;]
= i ‘ — . (4)
3nV'3 sin’—

Cette équation aura lieu tant que ’intégrale So %
aura tous ses ¢léments finis, c’est-a-dire tant que la quan-
(x-e)*—tlog(x—+-e).e
T (@t + (o™

varier de x =0 jusqu’a x = .

tité

s’évanouira pour ¢ =0 ; . pouvant

a—1
Or il est évident que la quantité —JL———IOE—(—I; est finie pour
1+z"+=
o1
x >0 ; donc (e log(xte).e = S’évanouit pour ¢=0,

<w 1 (@ e+ (x+)
x élant zi . Supposons donc x =0, on aura a discuter la

quantité :
ea—1log(e).e _ <*log(e)

P = et pour e=0;

qui est évidemment 0 tant que x>>0; pour «=ow, on

1
pourra supposer x +¢ =-, el on aura :

ERC -

RO

pour ¢=0,
€

qui sera 0 pourvu qu'on ait « < 2n. 11 résulte de ces consi-
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dérations que la formule (4) a lieu pour azgn' c’est-a-dire
sous les mémes conditions que I'équation (2) d’ou elle dé-
rive.

La formule (3) donne, en différentiant par rapport a a=

S‘”.z‘?"—“"‘ log(x)dx S“’.r*—l log(x)der >0 s
o AFzF+z ) Atz ' <on. )
Pour n=«, on tire de I'équation (1) :

*x" log(x)dx ]

So Tragre = % (6)

*xe—tlog(x)dx
o 1+xn+ xan

change de signe pour = ==; clle est négalive pour «

donc la formule (5) démontre que l’intégréle S

<n,

positive pour « z ;ln; pour x=n, elle passe de l'infini né-

gatif a infini positif (*).

EXTENSION DU THEOREME 161 (Voir p. 114)
de M. Joachimstal d la parabole.

PAR M. MENTION.

De méme que par les deux autres théorémes de M. Joa-
chimstal, I'énoncé donné n° 161 s’applique a I’hyperbole ;
mais dans la parabolé il n’a plus de sens, tandis que celui
quon lit a Ja page 117 du tome VII de ces Annales s’applique
parfaitement a cette courbe. Ainsi, le théoréme que nous
allons démontrer est le suivant :

(") On obtiendrait une économie de temps, en publiant un recaeil de toutes
les intégrales définies connues, de leurs relations et transformations, ainsi que
des transcendantes périodiques; le tout rangé suivant un certain ordre. Lequel
suivre? - Tm.
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« La somme des lignes obtenues en projetant les longueurs
de deux normales comprises entre leur point de concours et
les points ou elles rencontrent rectangulairement la parabole
sur les rayons vecteurs de ces points, est égale d la corde fo-
cale paralléle a la droite qui les joint.»

1. Soient (', ') (x", »") les coordonnées des extrémités
d’une corde; la longueur de la corde focale, paralléle a cette

a0l

premiére, est '+ x"+2p+‘% (p est le demi-parametre).

C’est le résultat d’un calcul simple.

La distance du sommet de la parabole a une tangente est
x'cos £, x' élant abscisse du point de contact, i Iangle de
la normale avec le rayon vecteur.

Les coordonnées du point de concours des deux normales
aux points (xly') (x"»"), sont :
s yr'r'+s")
— Y L —_— = — ——
l’o(——p—i'.l'—}.l‘—*— 21);?’ 2[}..
2. Ce qu’il s’agit de prouver, c’est que :

1o

neosi—+n' cosi'=x'+4 2"+ 2 +1’pi

Pour cela, prenons encore les puissances des points A et
A’ par rapport au cercle décrit sur la distance du sommet de
la parabole au point N de concours des deux normales,
comme diameétre. °

L’équation de ce cercle est x’—ax + y"—F£y =0; donc
les puissances sont

i
.

x— o+ y"—py', X— 22"+ y"—fy

Or, il est aisé de voir que chacune de ces puissances repre-
sente np,, n'p', n,n’ étant les longueurs AN, A'N, p, et p' les
distances du sommet aux deux tangentes.
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Ainsi
nplth_axl_‘_xu__ .BJ", np — .l‘"'—-a.l‘"-{-y"’— ﬁ}’"-

Remplacant p, et p' par leurs valeurs z' cos i, x"" cos ¢/,
on aura :

12

2
n cos i=x'— +y ﬁl-—x'~«+2p—3- 71',,

n' cos i'=x"—a+2p-—ﬁ.—,—,,

en sorte que
'+

III N
Yy

ncosi-n' cosz—z+x”—2a+4p—-—6 2p——i

Mettant par a,p les valeurs qui sont écrites plus haat, cette
expression devient :

" I nyz
22— 2p— 22— 2" _{y_+ p+ =+ _
P 2
1.
=9p+ 2+ x"+Z‘-;—, C.Q.F.D.

3. Sila corde devient tangente a la parabole, n=n'=le
rayon de courbure.

. f
Etalors 2z cosi—=f, n= 5oosT (S est 1a longueur de la
corde focale parallele a la tangente) ou bien comme

=, B = -L3, expression connue de la valeur du
2 cos’t €os

rayon de courbure. .

Si Uon prend trois points tels que les normales en ces points
concoureat, la proposition énoncée au haut de la page 118
n’est pas vraie.

On peut dailleurs, comme pour Vellipse, calculer la
somme des projections des longueurs normales sur les rayons
vecteurs correspondants.
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|

NOTE SUR LES ROSETTES,

PAR M. BRASSINE,
Professeur 4 I’école d’artillerie 4 Toulouse.

J’ai donné, dans un mémoire lu a I’Académie de Toulouse,

diverses propositions parmi lesquelles j’ai énoncé un théo-
réme qui n'est quwune extension facile du théoréme de
M. Babinet. Je viens de lire dans les comples rendus de I'In-
stitut que M. Breton [de Champ] (8 mai, p. 494) avait fait
des recherches analogues. Je vous prie d’insérer la note sui-
vante, que je vous avais déja envoyée en décembre 1847,

1° M. Babinet, dans un des derniers numéros des comptes

rendus de I'Institut, a énoncé le théoréme suivant (27 septem-
bre 1847, p. 441) .

« 8i par un point d’une surface courbe quelconque on
méne une normale, et par cette normale m plans de section,
faisant des angles diédres successifs égaux (112 f—; , la
somme des courbures des sections normales au point
que l'on considére, élcvées chacune a la puissance — 1,
sera égale & une constante multipliée par le nombre »: des
sections. »

On peut donner a ce théoréme 1'extension suivante : « La
somme des puissances —p des rayons de courbure des m
sections, sera encore une constante multipliée par m, si
Zp<m; p est entier. »

2° « §i & partir du pied de la normale a la surface, on
prend sur chaque courhe des sections normales un arce in-

ANN. DE Matugy. Vil 14
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» finiment pelit ds, et si par le point extréme de chacun de
» ces arcs égaux, on méne une normale & la surface, chaque
» normale fera avec la section qui passe par son pied sur la
» surface un angle infiniment petit de I'ordre ds; cela posé,
» la somme des puissances p de tous ces angles, ou de leurs
» sinus, sera une constante multipliée par le nombre des
» sections. » (Cc qu'on déduit d’'un théoréme de M. Ber-
trand, journal de M. Liouville, t. IX, p. 133, 1844.)

Des théorémes semblables en grand nombre se rencon-
trent dans la théorie des sections coniques. Ainsi, par exem-
ple, si par le centre d’une cllipse on méne des rayons quel-
conques lerminés a cette courbe, faisant deux a deux des

. . 2m .
angles égaux a —, on trouvera que la somme des puissances
m

— 2p de ces rayons vaudra une constante multipliée par leur

nombre si 2p < m.
Si, au lieu des rayons de I’ellipse, on considére la longueur
des perpendiculaires, abaissées du centre sur les tangentes et

. . s
faisant entre elles successivement des angles — la somme

des puissances 2p de ces perpendiculaires vaudra une con-
stante multipliée par m. .

De la méme maniére on verrait que la somme des puis-
sances —p des cordes de Pellipse menées par un foyer et

. . 2m .
faisant deux a deux des angles — est une constante multi-

pliée par m; 2p<m.
Un théoréme analogue aurait licu pour une courbe du
degré 2m , dont Y'équation devient

(@4 )"+ A" B 4 S U =0,
2%
en menant sous des angles —’;—: des rayons du centre a la

courhe.

\
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Nete. Nous direns derechef (voir t. IV, p. 183) qu'il y a
quatre-vingt-six ans que Waring a donnéla théorie compléte des
rosettes. Voici letitre in extenso deson ouvrage : Proprietates al-
gebraicarum curvarum ab Edwardo Waring. M. D. matheseos
professore Lucasiano, cantab. reging societatis et bononiensis
scientiarum academia socio, Cautabrigie, MDCCLXXII,
in-4°, XI, 123, 7 planches. Mais la premiére édition est
de 1762, Ce petit volume renferme les grandes théories , les
propriétés générales des courbes algébriques exposées sui-
vant la véritable méthode cartésienne, qui ne consiste que
dans P'application des théories équationnelles aux lignes géo-
métriques et ce qui contraste si forlement avec tant de pro-
ductions modernes, volumineuses minuties dont la grosseur
rappelle 'embonpoint fallacieux des hydropiques. Or, aprés
~avoir donné la théorie segmentaire des sécantes , celle des
diamétres de divers genres avec leurs enveloppes, des eentres
avec leurs lieux géométriques, la théorie des sous-tangentes,
les asymptotes, les moyens si féconds de transformation, etc.,
Waring pose ce probléme ; il est le 15¢me_ Etant donnée I'équa-
tion de degré n d’une courbe, si de 'origine on méne des rayons
veeteurs divisant une circonférence décrite de cette origine
eomme centre en p parties égales, trouver une équation qui
ait pour racines les p rayons vecteurs. La solution de ce pro-
bléme qu’il donne, renferme implicitement toute la théorie
desrosettes. En effet, toute courbe algébrique a pour équation
polaire une expression ordonnée snivant les puissances da
rayon vecteur ayant pour coefficients des lignes trigonométri-
quesdel’argument ; pour une valear donnée del’argument o,
en trouve la valeur correspondante des fonctions symétrigaes
de p en fonction des mémes lignes trigonométrigues, et
Pargument croissant en progression arithmétique , comme il
arrive dans les rosettes, on sait évaluer la somme de ces
progressions. Toutes ces évaluations, traduites en géométrie,
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fournissent avec une extréme facilité des théorémes en
nombre infini comme les fonctions symétriques; cCest un
océan sans bords (*). Voici les propres paroles de Waring.
On sait qu’il a fondé la théorie des fonctions symétriques
dans son ouvrage intitulé . Meditationes algebraice, ayant
indiqué diverses applications du probléme XV, il ajoute :
facile deduci possint proprietates curvarum que corres-
pondent singulis propositiontbus in nostr. inedit. algeb.
conlentis. analytica cum problema facile in geometrica trans-
formari possint et vice versa (p. 57). Naguére M. Babinet
aannoncé & I’Académic an théoréme de rosetfes sur les
rayons de courbure des sections normales a une surface, et
séance tenante M. Duhamel cu a donné la démonstration.
En effct, les théorémes découverts par Euler sur ces rayons
de courbure, sont graphiquement représentés dans les indi-
catrices de M. Dupin; dés lors on n'a plus affaire qu’a des
rosettes formées par des demi-diameétres dans une conique.

Le reste de Pouvrage de Waring est consacré aux pro-
priétés des épicycloides, a la maniére de trouver des rectifi-
cations, des rayons de courbure, etc.; des propriétés des
surfaces, des courbes a double courbure, des polygones
inscrits et circonscrits jouissant de quelque propriété maxi-
mum et minimum. Le théoréme XX (p. 105), si je I’ai bien
compris, est faux; il vient a dire que deux polygones régu-
liers d’'un méme nombre de cOtés inscrits dans une ellipse,
ont le méme périmétre. Cetle égalité ne subsiste que pour les
aires.

On trouve, p. 118, ’énoncé d’un curieux théoréme sur
Laire d’un polygone inscrit dans une parabole conique, et
qui montre que lillustre analyste possédait la formule qui

(") M. Chasles vient d’insérer dans les Comptes rendus ( 22 mai, p, 531 ) une
foule de propriétés de rosettes.
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exprime l'aire d’'un polygone en fonction des coordonnées,
des sommets. Voici le théoréme, et pour fixer les idées,
nous prendrons le pentagone ABCDE inscrit dans une para-
bole d’Apollonius; projetons les sommets orthogonalement
sur une droite perpendiculaire a 'axe, en a, b, ¢, d, ¢ ; alors
Paire du polygone , multipliée par le double du paramétre
principal, est égalea
ab.bc.ac + ac.cd.ad + ad.de.ae,

ou bien aussi en commencant par Fautre bout:

ed.dc.ec+- ec.ch.eb-eb.ba.ea;

c’est lidentité que M. P. Serret a- démontrée analytiquement
(p. 199).

Revenons aux rosettes. M. E.-F. Auguste, directeur d’un
gymnase a Berlin, cst auteur de ce théoréme : Dans le plan
d’un cercle, on forme une rosette de kin -2 rayons terminés a
la circonférence, la somme des rayons de rang pair est égale
a la somme des rayons de rang impair, quel que soit le rayon

4qu’o-n prenne pour le premier. (Crelle, p. 387, 1837.)

En établissant une autre loi d’accroissement pour I'argu-
ment que la progression arithmétique, on obtient d'autres
théorémes. Le plus célébre théoréme de ce genre, aussi le
premier en date et toujours le plus utile, est celui de Goles,
généralisé par Moivre.

Ayant communiqué derniérement le théoré¢me de M. Au-
guste 8 M. Breton (de Champ), I'excellent géométre I'a ainsi
généralisé :

« 8t dans le plan d'un cercle on construit une rosette de
» 4n--2 rayons terminés @ la circonférence, la somme des
» rayons impairs élevés a la puissance entiére quelcongue p, est
» égale a la somme des rayons pairs élevés d la méme puissance,
» tant que l'on a p<4n-1-2, p étant impair.

» Et plus généralement, pour une rosette dc 2z rayons : la



— 214 —

» somme des pusssances p de ces rayons esi constante lorsque cetle
» roselle tourne autour de son centre , tant que U'on ¢ p<<2n;
» celte somme est nulle quand p est impair. (Le mot somme est
» pris ici dans le sens algébrique.)

» Cela tient a ce que I'équation du cercle exprime x*+»?
» en fonction d’un trindme de premier degré en x, y; il est
» bien entendu que I théoréme de Moivre est instrument de
» démonstration.

» Si 'on prend unc courbe dont V'équation soit de cette
» forme : :

&+ V" vam—t 4 vam—y f oo ug - 0y - upo =0;

» u; élantun polynoéme quelconque entier, rationnel et homo-
» génededegré i en x, y, on ales mémes propriétés que pour
» le cercle, a cette seule différence prés que le degré des fonc-
» tions qui demeurent constantes comporte d’autres limites.
» La lemniscate, dans laquelle le produit des distances de son
» point & deux points fixes est constant, a précisément une
» équation de cetle forme ¢l s¢ préte & des énoncés ou la limite
» de p n’est que la moitié de celle du cercle. »

THEOREMES NOUVEAUX.
Sur le quadrilatére et le pentagone inscrits d une contque.

PAR M. PAUL SERRET.

Théoréme 1. Soit ABCD un quadrilatére inscrit & une
conique. Avec scs quatre sommets pris (rois a trois, on peut
former quatre triangles. Soit ABC I'un de ces triangles; du
sommet restant D menons trois droiles conjuguées aux trois
cdtés du triangle; elles les rencontrent en (rois points M,
N, P situés sur une méme droite 1.. Faisant 1a méme con-
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struction pour chacun des trois autres systémes formés d'un
triangle et d’'un point, nous aurons en tout guatre droiles
telles que L, or ces quatre droites se coupent au méme
point P.

Théoréme I1. Soit ABCDE un pentagone inscrit 2 une
conique; avec les cing sommets pris qualre a quatre, on
peut former cinq quadrilatéres inscrits; dans chacun d’eux
on construit le point P du théoréme précédent , ce q8ti donne
cinq points P ; ces cinq points P sont situés sur une méme
conique semblable a la premiére et semblablement placée,
le rapport de similitude de la 17 a la 2° étant celui de 2 a 1.

Démonstration du Théoréme 1.

I. Lemme I. — Théoréme. Pour abréger le discours, nous
appellerons point de rencontre , dans un triangle inscrit a une
conique, le point commun d’intersection des trois droites
qui, partant des sommets, sont conjuguées respectivement
aux cOtés opposés. — Soit ABC un triangle inscrit a une co-
nique, O un point quelconque de la conique, et H le point
de rencontre (par rapport a la conique ) ; par O menons aux
trois cotés du triangle, des droites conjugucdes les rencon-
trant en frois points situés sur une droitc L ; joignons OH;
la droite L passera toujours par le milien de OH.

Démonstration. La marche que je vais suivre permettra de
démontrer a la fois, par un méme calcul, et le lemme actuel,
et le théoréme déja démontré (V. Annales, 11, 268) que
les trois points de rencontre des droites conjuguécs passant
par O avec les cotés du triangle inscrit, sont trois points si-
tués en ligne droite. 4

Probléme (fig. 43). Par deux des sommels B, A d’un trian-
gle ABC, on méne aux cotés opposés AC, BC, sous des direc-
tions données 2, n, deux droites qui se coupent en H ; trouver
sur le plan du triangle le licu des points O tel qu’en menant
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par ce point, sous les mémes directions m, n, des droites
OA', OB', aux cotés AC, BC, et joignant A'B, cette derniére
droite passe par le milieu de OH.

Solution. Soit O (e, ¢) un des points du lien cherché;
CA=a, CB=b); CA, CB étant pris pour axes des r et des
y. Soient x,, .5 x,, y,; les coordonnées des deux points
H et M milieu de OH; on aura :

®
H [x, - an--b - n(am--b)

n—m’ 7' n—m '

M {.r :ﬁ"_““_’”_)""f'_“"_ﬂ = (n—m)64-n(am--b) .
: 2(n—m) v S 2 (n—m)

On trouve dailleurs pour I'équation de A'R' :

VAB'Y (1) (ma—8) y+m(6—naz) . x = (mu—=8) (5—na).
Exprimant que les coordonnées du point M satisfont & I'é-
quation (1), nous arriverons, en simplifiant et en divisant
tout par le facteur 2 — m, a cette équation du licu cherché :

(2) y'—n.xytmn.2*—by —ar=0;
donc le licu cherché est une conique circonscrite au triangle
ABC.

Or, je dis de plus que les droites OA’, OB, dont les direc-
tions respectives sont 7 et n, sont respectivement conju-
guées aux cotés AG, BC par rapport a la conique («), lieu
des points O.

On a cn effet, entre les directions de deux droites conju-
guées par rapport a une conique Ay’ .... +F =0, la re-
lation (t. I, p. 495) :

2Apg+B(p4-9) +20=0;
dou q}2Ap 4R} =—1{2CJ-Bp} ;

. __ Bp+42C
d’ou q—-—m.
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Faisant dans cette formule p =0 pour avoir la direction de
la droite conjuguée a I'axe des x, ou a CA, nous trouvons :

2C 2mn
g=— B ————————m.
Faisant p =  pour avoir la direction de la droite con-
juguée a CB axe des y, nous trouvons :

_ B _2n__ "
1==; =2 ™
Nous avons donc ce théoréme :

Théoréme. Si, par un point O quelconque d’une conique
circonscrite 4 un triangle ABC, on méne deux droites OA’,
OB’ conjuguées a deux des cotés AC, BC de ce triangle,
qu’on joigne A'B'; cette droite passera constamment par le
milieu de OH , H étant le point de rencontre.

Corollaire. Abaissons aussi OC' conjuguée au troisiéme
c6té AB. On verrait de méme que la droite A’C' doit passer
par le miliea M de OH }car CH sera conjuguée a AB}. Donc
le point C' se trouve sur la droite A'M, comme le point B'.
Donc les trois points A’, B, C' sont en ligne droite.

C’est le théoréme t. I, p. 268; et lclemme I se trouve deé-
montré.

Observation. Le théoréme qui fait I'objet du lemme 1 est
compris implicitement , et pour le cas particulier du cercle
seulement, dans I’énoncé d’un théoréme de M. Steiner sur le
quadrilatére (Gergonne, XIX, 38, 1828).

2. Lemne II. Soit. ABCD un quadrilatére inscrit a une co-
nique ; les quatre sommets pris trois a trois donnent quatre
triangles ABGC, ABD, ACD, BCD. Soient D', C', B, A’ ces
quatre potnts de rencontre. Les deux quadrilatéres ABCD,
A'B'C'D' sont égaux et ont leurs cotés homologues paralléles.

Démonstration. Celle de M. Mention, t.1V, p. 654, pour le
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cas particulier du cercle, s’applique sans aucune modification
au cas général.
3. Venons maintenant a la démonstration du théoréme I.
Soient Ld, Le, 1.0, La les droites L relatives aux systémes
suivants formeés d’un triangle et d’un point : ABC,D; ABD, C;
ACD, B; BCD, A.

D’aprés le lemme I, la dsoite L passe par le milieu de DD’.

Id. Le td. CC.
Id. Lb id. BB'.
1d. La vd. AA'.

Mais, d’aprés le lemme 11, les deux quadrilatéres ABCD,
A'BC'D’ ont leurs cotés homologues AB, A'B’, BC, B'C'....
égaux et paralléles, et d'ailleurs de sens contraire; donc, a
cause des propriétés connues du parallélogramme, les quatre
droites DD’, CC’, BB', AA’ se coupent deux a deux en leur
milieu en un méme point P ; donc les quatre droites La, L,
Le, Ld passent par le méme point. C. q. f. d.

Observation I. Ce point P est le centre de similitude in-
verse des deux quadrilatéres ABCD, A'B'C'D'.

Observation 11. 11 est toutefois important de remarquer
que les deux quadrilatéeres ABCD, A'B'C'D’ seront inverse-
ment situés ; el pour cela il suffira de s’assurer que leurs
cotés homologues AB, A'B', par exemple, sont de sens con-
traire; ce que 'on pourra faire par des considérations géo-
métriques trés-simples.

Démonstration du Théoréme I1.

4. Considérons les deux quadrilatéres dont les sommets
sont :
A,B,C; D; et A,B,C; E.
Solent, pour chacun de ces quadrilatéres, ¢ et ¢ les points
P du théoréme précédent ; ct soit H le point de rencontre des
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trois droites conjuguées aux trois cOtés du triangle ABC ;
d’apreés le théoréme I déja démontré, le point ¢ sera au mi-
lieu de DH ; le point ¢ au milien de DH; donc, enfin, la

droite ¢ est paralléle a DE et égale a %DE.

Soient de méme 7, 8, « les trois autres points P relatifs
aux autres quadrilatéres formés avec les sommets du penta-
gone inscrit; on verra de méme que :

1
dy est paralléle a DC et égal a §DC ;

1

% . acB id  ;CB;

¢« id. aBA id. f-)BA;
. . . 1

aE ud. a AC . 3 AC.

Donc, enfin , le pentagone «8yd: formé avec les cing points P
des cinq quadrilatéres sera semblable au polygone ABCDE ;
ces deux polygones ayant de plus lears c6lés homologues
paraliéles, ct le rapport linéaire de similitude de «6yd: a
ABCDE étant celui de 1 a 2. Donc ce pentagone «5yJs pourra
étre inscrit dans une conique semblable a la conique circon-
scrite & ABCDE et semblablement placée ; le rapport de si-
militude de cette derniére a la premiére étant celuide 2a 1.
C.qfd

5. Théoréme I11. Soit ABCD un quadrilatére inscrit a une
conique. Construisons le quadrilatére A’'B'C’'D' du lemme 11 ; -
il sera inscriptible, comme le premier, dans une conique ho-
mothétique. Des points A et A’ abaissons respectivement des
droites conjuguées aux cotés des deux triangles correspon-
dants BCD et B'C'D'. Les six points d’intersection de chaque
cOté avec la droite conjuguée correspondante sont six points
en ligne droite.
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QUESTION IV (bis).

Quel est le plus grand angle que Uon puisse inscrire dans un
segment donné d'une courbe du second degré? (T. 1, p. 123.)

PAR M. BRETON ( DE CHAMP ),
Ingénieur des ponts et chaussées.

Solution. Sur la corde AB (*) du segment décrivons une
circonférence qui touche la courbe en M, il est visible que
I’angle AMB est I'angle cherché. Car tous les angles inscrits
dans chacun des segments de cercle séparés par cette corde
sont égaux enfre cux , et tout angle ayant son sommet inté-
rieurement ou extérieurement est plus grand ou moindre.
Drailleurs tous les points du segment de courbe donné sont a
la fois intérieurs ou extérieurs au segment correspondant de
la circonférence’tangente, attenda que le nombre des points
communs aux deux courbes ne peut excéder quatre, y com-
pris A et B. Or quand un arc de cercle tangent & une coni-
que passe de l'intérieur a Iextérieur de celle-ci, il y a oscu-
lation, ce qui équivaut a trois points communs; donc I'oscu-
lation ne peut exister qu'en A ou en B; donc, ce cas
exceplé, l'angle AMB est maximum ou minimum.

Construction. Pour déterminer le point M, je rappellerai
que les diverses cordes d’infersection d’une conique avec les
circonférences qui la touchent en un méme point sont paralléles
entre elles (**); de plus, on apercoit sans peinc que la direc-
tion de la tangente commune et celle des cordes d’intersection

(*) Le lecteur est prié de vouloir bien faire la figure.
(**) Voir la démonstration de cette propriété, t.11, p. 75 et suiv.



— 221 —
sont symitriques 'une de Yautre relativement aux axes
principaux. Donc, st des points de la courbe donnée ou la
tangente est paralléle ¢ AB, on abaisse des perpendiculaires
sur ces axes et qu'on les prolonge d'une longueur égale d
elles-mémes , les points ainst obtenus seront les sommets des
angles maximum ou minimum.

Discussion. Les sommelts ainsi déterminés seront donc les
mémes pour tous les segments formés par des cordes paral-
léles entre elles, il n’y a plus qu’a distinguer les cas de
maximum ct de minimum.

Parabole. 11 n’y a évidemment qu’un seul sommet d’angle
maximum ou minimum. Quand ce sommet tombe dans le seg-
ment donné, I'arc de courbe est renfermé tout entier dans
le segment correspondant du cercle tangent ; 'angle obtenu
est donc un menimum. Il est au contraire un mazximum
quand ce sommet tombe hors du segment donné, car les
branches de la parabole sont nécessairement ex{érieurs au
cercle tangent.

Hyperbole. Les sommets obtenus sont toujours sur des
branches différentes.

Pour la branche a laquelle apparlient le segment , méme
conclusion que pour la parabole. Pour l'autre branche ,
I'angle obtenu est toujours un mazximum.

A peine est-il besoin de faire observer que la construction
ci-dessusestimpossible, si lesex(rémités de la corde quiferme
le segment ne sont pas toutes deux sur la méme branche.

Ellipse. Considérons d’abord le cas ou le segment donné
est une demi-ellipse terminée a un diamétre quelconque. Si
le sommet que 1'on considére tombe dans celui des angles
formés par des diamétres conjugués égaux qui renferme le
petit axe, l'angle est un maximum; c'est ce qu'on vérifie
sans difficulté.

Si le sommet (ombe dans V'angle des diamétres conjugués
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égaux qui renferme le grand axe, 'angle est un minimum.
Considérons présentement les cordes paralléles au dia-
meétre choisi; les conclusions ci-dessus subsisteront encore
peur toutes les cordes comprises entre les deux sommets. Et
st Pon suppose qu'une corde se meuve parallélement i elle~
méme et que I'un des sommets passe d’un coté a Pautre de
cette corde, l'angle correspondant de mazimum deviendra
minimum , et réciproquement.

Remarque. 11 suit de la que dans le cas ou un segment
d’ellipse renferme a la fois deux sommets, I'un donne un
angle maximum et le second un angle minimum, ce qui
s’accorde avec ce principe général que dans toute fonction
continue le maximum et le minimum se succédent alternati-
vement.

'THEOREME DE STATIQUE DE MINDING

sur le plan central et Paxe central. (V. p. 183.)

PAR M. DELADEREBEERE,
Professeur.

Lemme. Etant donné un systéme de forees paralléles P, P'
appliquées en différents points invariablement liés entre eux,
on les décompose chacune en trois autres X, X,... Y, Y, ...
£, Z',... paralléles a trois directions fixes, en conservant les
mémes points d’application A, A',... et on obtient ainsi
trais nouveaux systémes de forces paralléles, ayant chacon
méme centre de forces paralléles que le systéme proposé ;
car si P'on considére, par exemple, le systéme des forces
X, X',... on voit que les forces X, X'... qui le composent
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sont proportionnelles aux forces P, P,... puisque d’apreés la
construction employée pour effectuer la décomposition, les
triangles PAX, P'A'X’ sont semblables; et I'on sait que
lorsque des forces paralléles tournent autour de leur point
d’application en restant paralléles et conservent des valeurs
proportionnelles a leurs valeurs primitives, le centre du
systéme ne change pas.

Théoréme I. Un systéme de forces P, P'... quelconques
appliquées en différents points A, A’, ... liés entre eux d’une
maniére invariable, étant donné, on décompose chaque
force en son point d’application en trois autres forces respec-
tivement paralléles a trois directions fixes, ce qui donne
trois systémes X, X'.... Y, Y',... Z, Z'... de forces paralléles,
ayant chacun un centre de forces paralléles ; quelles quesoient
les directions , les trois centres G, G', G" sont dauns un plan
invariable, auquel on donne le nom de plan central.

Démonstration. Effectuons une premicre décomposition du
systéme, ct menons le plan des trois centres G, G', G".

Remarquons ensuite que pour_ effectuer, suivant d’autres
axes, une deuxiéme décomposition des forces, il suffit pour
chaque force P de décomposer ses trois composantes X,
Y, Z, chacune selon les trois nouvelles directions, ce qui
donnera neuf systémes de forces paralléles. Soient A, A,,
A, les composantes de X; B,, B,, B, celles de Y; G,
C,, C, celles de Z; A',, A',, A; celles de X/, et ainsi
de suite ; les systémes A,, B,, C, auront méme centre G
que le systéme X d’aprés le lemme; de méme les systémes
A,, B, C, auront méme centre G' que le systéme Y, et enfin
les systémes A,, B,, G, auront méme centre G" que le sys-
téme Z ; donc les centres de tous les sysiémes seront dans le
plan G G’ G". Mais puisque les centres des trois systémes A,
B, C,, qui sont paralléles, sont dans le plan GG'G", il en
sera de méme du cenfre G, du systéme composé de ces (rois
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systémes, lequel est le centre du systéme X,. D’aprés les
principes connus sur la composition et décomposition des
forces, on prouverait de la méme maniére que les centres
G',, G", des systémes Y, et Z, sont dans le plan GG'G";
donc, etc.

Théoréme II. On fait la décomposition indiquée (théo-
réme I) de facon que I'une des forces soit perpendiculaire au
plan central, et que les deux autres X et Y lui soient paral-
léles; de quelque maniére que sc fasse la décomposition, les
centres G, G' des systémes X, Y sont toujours sur une méme

ligne droite, située dans le plan central et appelée ligne
centrale.

Démonstration. Remarquons d’abord qu’on pourra effec-
tuer la décomposition des forces P en X, Y, Z, en les décom-
posant d’abord chacune en deux forces, dont I'une, qui sera
invariable dans tous les systémes de décomposition, sera Z ,
et I'antre Q seradirigée s¢lon l'intersection du plan ZAQ avec
un plan mené par le point A, parallélement au plan central ,
puis en décomposant chaque force Q en deux autres X, Y,
paralléles au plan central.

Maintenant les systémes X et Y auront leurs centres G et
G' dans le plan central ; menons la droite G G'; pour effec-
tuer une nouvelle décomposition des forces Q... sclon deux
nouvelles directions, il suffit de décomposer leurs compo-
santes X et Y selon les deux nouvelles directions, on aura
ainsi quatre systemes de forces paralléles qui seront paral-
léles deux a deux, el par un raisonnement en tout semblable
a celui dont on a fait usage ci-dessus, on prouvera que les
centres des deux nouveaux systémes sont sur la droite G G'.

Remarque. Ce théoréme est vrai quand méme la compo-
sante non paralléle au plan ceatral ne lui est pas perpendi-
calaire; il sulfit qu’elle soit paralléle a une direction fixe,
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sealement on n’a plus la ligne centrale pour la ligne eonte-
nant les centres.

Observations. Si les trois centres conjugués G, G', G" sont
sur une méme droite, ils restent toujours sur cetle droite
quels que soient les axes , et la position du plan central est
indéterminée.

Si les trois centres se confondent en un point, la cvinci-
dence en ce point aura lieu pour tous les axes.

Dans tout ce qui précéde, on suppose que le systéme n’est
pas en équilibre (it ne se réduit pas & un couple.

REMARQUE SUR LA QUESTION 161.
( Théoréme Joachimsthal , p. 114.)

PAR M., LEBESGUE,
Professeur & la Faculté de Bordeaux.

Dans les équations np ++n'p'=2d" et np4-n'p'+ n'p"+
+ n"p" =const. = 2 (a’+ &) relatives & lellipse oy’
+ b’x* = a’b?, on reconnait de suite que les facteurs n, n'
pouvant devenir aussi grands qu’on voudra, du moins pour
la premiére équation, les produits np, np', n"p", n"p" ne
sont pas essentiellement positifs. Cela tient & ce que p, qui
n’est autre chose que la projection du rayon central AO sur
la normale AN, peut tomber sur AN ou sur son prolonge-
ment ; de 1A une discussion nécessaire pour déterminer les
signes.

Pour plus de généralité, prenons la surface & centre

x +%+z_; =1. Le plan tangent en A (, y, z) ayant pour
ad

ANN. DE MATHEM. VIl 15
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équation, en representant par X, Y, Z les coordonnées eou-
Xr Y Z . .
rantes — - L4 + = =1, il en résultera :
a b c
1

P= P Py W
V G5+

De méme, la normale en A , ayant pour équation

X—2 Y—y Z—z
x oy oz

a b c

[ ]

-
Si l'on représente par «, g, v les coordonnées d’'un point
N de 1a normale en A, en posant de plus AN==», on aura:

(X = o)+ (¥ — b+ (z—9)=n";
et par conséquent,

T—a y—fF z—7 =+n

de 1a encore :

T__« y_ b z__u
a a—u’ b b—x' ¢ c—u’
ce qui change Y'équation
2 ‘7'1 z .
Tt
en
aa’ b ey’
(a—u)";_i-(b—u)'_{_(t:——u)’“1 ’ ()
ou bien encore -
W 2(@t b Q)i o @i |1 E T ! =0.
a b c
Donc

1° La somme des « ou == up est constante.
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2¢ Le produit des u reste le mémo tant que le point N se
trouve sur une surface a—;—+% —I—ZC- =K concentrique et
semblable a la surface donnée.

On demande une discussion compléte de I’équation (a).

En rapportant la conique a centre a deux axes obliques
tangents a la courbe aux points A et A’, on trouve trés-sim-
plement np==np'=2b". Le signe est mis en évidence. Comme
b* est < ou = a’, puisque np peut surpasser 24, il faut bien
que le terme n'p’ puisse devenir négatif. Le signe — se pré-
sente quand N est hors de Pellipse. Méme démonstration
pour I'hyperbole.

LIEU GEOMETRIQUE.

Question proposée comme sujet de composition pour IEcole
polytechnique en 1847 (V. t. VI, p. 327),

PAR M. LE GALLAIS,
éléve du collége de LaFléche.

1° (fig. 34) Du sommet A de I'angle droit BAC on méne
une droite quelconque ; des points B et C on abaisse les per-
pendiculaires BP, CQ, trouver le lieu des points M de ces
droites pour lesquels :

AN’ = AP x AQ.
En employant les coordonnées polaires, la solution de ce
probléme est d’'une extréme simplicité. Prenous AC pour axe
polaire; la droite, menée a volonté par le point A, est déter-

minée par I'angle 6 qu’elle fait avec AC, et les points B et C
par leurs distances 2 et b au point A dans des directions
[ ]
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fixes; le point M aura pour coordonnées I’angle 6 et la lon-
gueur variable p correspondante. Cela posé, on veut avoir -

AN = AP.AQ;
or AP=asin6, AQ="b cos0,
1’équation du lieu demandé est donc

o' = ab sinb cos 6.

La discussion de cette équation est facile. D’abord on voit
que sin¢ cos & doit étre positif ; donc la courbe n’existe que
dans les intervalles ou le sinus et le cosinus de 6 sont de
méme signe , c¢'est-a-dire dans 'angle droit BAC et dans son

N
opposé par le sommet , et nullement dans les angles BAC' et

TN .

CAB'; outre que cela est d’accord avec I'énoncé méme , la
scule iuspection de la figure rend cette conclusion évidente.
En second lieu, la forme méme de I'équation montre que
toute valeur positive de » correspond 4 une valeur négative
parfaitement égale et situce sur le prolongement, d’ou il
suit que le point A est un centre de figure et de symétrie,
de sorte que la connaissance de la branche comprise dans
V'angle BAC suffira pour que la courbe soit complétement
explorée; cette branche elle-méme étant syméirique par
rapport & la bissectrice, puisqu’a chaque couple (sin6, cos6)

. . ' . ko
correspond le couple équivalent (cos ', cos¢'), 6 étant <Z’

et =0 -}-i Faisons donc croitre 6 de 0 a ;, alors 29 croit

d . in 25
deOa 1§-’ et par conséquent sin6 cos6 = 5'%3 , croit de 0

1
a 3’ et croit par degrés continus. La courbe passe donc par

le point A, est continue et s’éloigne de plus en plus du
point A jusqu'a ce qu’elle rencontre la bissectrice en D.

.
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D’apres ce qui précéde, sa forme est donc maintenant com-
plétement déterminée ; pour achever de dissiper toute incer-
titude, il suffit de chercher la direction de la tangente en
quelques points. En appelant - 'angle qu’elle fait avec le
rayon vecteur, on sait qu’elle est déterminée par la for-

mule tang x = -{;, p' étant la dérivée de ¢; or la dérivée de
p

. ,_ .o, ab .

sin 26 est 2cos 20, donc on a a la fois p = - sin 28,

,oul

= lang )9, ainsi langa tang 26. On

trouve ainsi le tableau suivaat :

In T
6 =0 ) = i 625 ,
a=0 a=7 a=0.
La courbe est donc tangente en deux cotés de I'an-

gle BAC, et en D a une perpendiculaire a la bissectrice.
Note. C’est une lemniscate de Bernoulli; I'équation de
Yhyperbole étant 22y —ab=0. (V. t. IV, p. 427.) Tm.

[N

AIRE

du quadrilatére circonscriptible.

PAR M. J.-G. DOSTOR ,
Docteur és sciences mathématiques.

Dans tout quadrilatére circonscriptible, les cotés forment
la relation

ate=btd,

de laquelle on déduit
@' — b+ — d*= 2bd — 2ac.
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Substituant cette valeur dans la formule de Vaire d'un

quadrilatére quelconque (*), et faisant sortir le facteur 4 de
dessous lc radical, on obtient -

= é\/(mn + ac — bd) (mn — ac + bd),

pour 'expression de I'aire d’'un quadrilatére circonscriptible.
Soient a', a'; V', 0"; ¢, "y d', d" les segments des cOtés
respectifs formés par les points de contact, de sorte que
a'=0, b'=c, "=d,d'=ad,
et
ac—bd = {a'+ a") (c+ "y — (0’4 ") (¢'+ ).
Développant lc second mémbre , ct observant que les égali-
tés précédentes donnent . ’
a'd'=bd, V'd"'=ac,
et
a'c = V', a'c'=dd", Vd"=da", db"=c'c",

on trouve, en substituant ct en réduisant :

Q:%l/(mn-}-a’a"—b'1)”+c’c”-—d’a")(mn—a'a"+b'b"-c'c"+d'd").

Lorsque le quadrilatére circonscriptible est en méme temps

inscriptible , on a le produit des diagonales mn = ac - bd ,
et, par suite,

Q=V abed,
pour V'aire d’'un quadrilatére a la fois inscriptible et ¢circon-
scriptible, dent @, b, ¢, d sont les quatre ¢otés.

{*: Yoir Nouv. Annales des Mathém., t. V1, p. 69.
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SOLUTION GEOMETRIQUE

du probléme sur Uaxe radical (Q. 67, t. 11, p. 327).

PAR M. A. MANNHEIM ,
¢léve du lycée Charlemagne ( classe de M. Catalan ).

Etant données deux circonférences dans le méme plan,
A un point sur la premiére circonférence, et B un point
sur la seconde ; trouver sur I’axe radical des deux circén-
férences un point C, tel qu’'en menant les s:'ecantes CA, CB,
elles coupent les circonférences en deux points D, E | de ma-
niére que la droite DE soit a angle droit sur 'axe radical
(fig- 30).

Supposons le probléme résolu. Soit G le point cherché. G
étant le point dc rencontre de la droite DE avec I'axe radical ,
élevons au point A la perpcndi'culaire AC a la sécante CD.
Les deux triangles CAC' ¢t DCG sont semblables, et 'on a
CA % CD = CG x CC' ; mais puisque le point C est un point
. delaxe radical, I'on a CA XCD=CB X CE; ¢t CG x CC'=
=CBx CE; donc les triangles GBC' et CGE sont semblables ,
et la droite BC' est perpendiculaire & CE. On voit donc que
les perpendiculaires AC' et BC' aux sécantes CD et CE se
coupent sur 'axe radical. Actuellement les points C. A.B.C’
sont sur une méme circonférence; car CAC'=1"; CBC=1"".
Mais cetle circonférence passant par les deux points A et B,
son centre est situé sur I'axe radical. Elle est donc déter-
minée, et les points ou elle coupe P'axe radical sont les points
cherchés. La circonférence ayant son centre sur V'axe radi-
cal, le probléme admet deux solutions. Si jes poipts dopnes
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A el B sont sur une perpendiculaire a I'axe radical , l'un
des points est a linfini, et autre est le point ou AB ren-
contre Yaxe radical. C’est ce qu’indique la construction.

THEOREME

sur les azes de Uellipse et de I’ hyperbole.

PAR M. A. MANNHEIM,
éléve du lycée Charlemagne ( classe de M. Catalan ).

La circonférence décrite sur la portion du petit axe com-
prise entre la normale et la tangentc menées en un point

d’une ellipse passe par les foyers. Le théoréme subsiste pour
I'hyperbole.
Démonstration facile.

FORMULES DE DELAMBRE

et analogies de Néper, déduites tmmédiatement des formules
fondamentales de la trigonométrie sphérique, d'aprés
M. Crelle. (Crelle, XI1, 348, 1834, en francais.)

1. cosBcosG = cosasinBsinC—cosA (1)
cosbcosc = cosa—cosAsinbsinc (2) { Equations fonda-
sinA __sinB _ i!l‘(_: 3) mentales.
sing~ sind = sinc 3
L’équation (3) donne :

sinBsinC(1+-cosa)(1—cosa)=sinbsinc(1+cosA) (1 —cosA)... (§)
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de 13, on déduit :
‘ [1—cosA+-sinBsinC(1+cosa)](1—tosa) =
= [1—cosa -} sinbsinc(1+cosA)] (1—cosA),
ou bien, en vertu de ’équation (1), )
[1+4-cos(B—C)](1—cosa) = [1—cos(b-4-c)] (1 —cosa)

. 1 in? 1 — 1 ’3 in? -1-
kcos 5 (B—C)sin 5= 4sin 2(b-}-c)sm 2A
+ os1 B C)sinla—sini(b i lA 5
+eos, (B— 5@ =sin 5 +c)sm§ . ®

C’est 1a premiére équation de Delambre.
L’équation (4) donne encore

[1+-cosA-}-sinBsinC(1—cosa)] (1+cosa) =
= [1+cosa-+sinbsinc(1—cosA)} (1+cosA);

on en déduit,, combinée avec I'équation (1),

1 1 1 1
=+ sin ~ j = a=c0s - (b— - '
*sing (B+C)cos 5 a=Ccos3 (& c)gos 5 A, (6)

seconde équation de Delambre , et les deux autres sont

1 1 1 {
=+ sin - (B—C)sin — ¢ = sin - (b— -
= sin 5 ( C)sin 54 =sing (b—c)cos 2A (7)
== cos 1 (B4-C)cos ! a = ¢os ! (b+c)sin ! A. (8)
2 2 2 2

(7) et (8) se déduisent de
[1+cosA—sinBsinC(1+cosa)] (1—cosa) =
= [1—cosa—sinbsinc(1—cosA)](1+cosA)
[1—cosA —sinBsinC{1 —cosa)}(1+cosa) =
= [14-cosa—sinbsinc(1+cosA)] (1 —cosA).
En divisant (7) par (3), (5) par {8), (7) par (8) et (6) par
(8), on obtient les analogies de Néper.
Observation. Les formules 5, 6, 7, 8 portent le nom de

Gauss en Allemague, mais elles ont été données par Delam-
bre, dans la Connaissunce des temps, 1809, publiéc en 1807.
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QUESTION DEXAMEN (Tome VI, page 328),

PAR M. LEGALLAIS,
éléve du collége militaire de La Flcche.

Trouver le lieu des projections d’un sommet d’'une section
conique sur toutes ses tangentes.

L’équation y*=2px 4 nx* représente 'une quelconque
des trois sections coniques rapportée i I'axe focal et a 'un
des sommets situés sur cet axe.

Soit (z', »') un point quelconque de la courbe; posons
I’équation de la tangente en ce point , celle de la perpendi-
culaire menée a cette tangente par I'origine, et la condition
qui exprime que le point (', ') est sur la courbe, jaurai
trois relations :

' =2px'+ nx"” 1)

yy'=plxe+ 2+ nxx' 2)
‘yl

=T e @

entre lesquelles il suffit évidemment d’éliminer ' el ' pour
avoir I'équation du licu demandé. Des deux derniéres , on
tire :
1"=~P—ﬁ—{j——L , y=—pe—
n(x'4y')+px n(&’+y’)+px

portant ces valeurs dans la relation (1) et opérant toutes les
réductions, on trouve définitivement pour équation générale
du lieu géométrique cherché :

n(@*+57) - 2par(a’ -+ ¥) P =00). ()

") Voir t. 1V, p. 426.
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11 faut maintenant discuter cettc équation en donnant suc-
cessivement & n et & p les valeurs qui conviennent pour les
trois courbes.

Pour =0, la discussion est assez simple; mais, dans
les autres cas , elle devient plus embarrassante par suite de la
complication des termes et des radicaux; cest pourquoi
nous préférons passer a I’équation polairc. En cmployant
les formules de transformation x = p cosw, 5 =p sin w, on
obtient :

np* -4 2pp €0s w - p* sin’w = 0. B
Passons a la discussion dans les trois cas :

3
1° Parabole. n=0. L’équation (=) donne alors y’:——i— ,
x+’—’

2

) . sin’ ,

et Véquation (5) p:l; cos:' Sous l'une quelconque de ces

deux formes, on reconnait facilement la cissoide ayant pour
sommet et pour axe transverse le sommet et Paxe transverse
de la parabole, et pour asymptote la directrice de celte
courbe ; il est inutile de nous y arréter. (V. t. IV, p. 431.)

2° Ellipse. Supposons d’abord qu’il s’agisse du sommet dc

B
gauche A’ (fig. 31), alors n—...—-—-%,, P=— etPéquation ()

devient :
p'=2Apcosw — B’ sin‘w =0,

ou, résolvant :
p=Acosw = VB ccos'o; ¢=A"—§.

A chaque valeur de » correspondent deux valeurs de p, parmi
lesquelles il y cn a toujours une positive et unc négative ,
attendu que A cosw est moindre que le radical

w=0, o =AEA=2A,0,

. ST - y
» eroissant de 0 a 3’ le signe -} du radical donne les va-
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leurs positives de ¢, et ces valeurs vont en décroissant, car
cos» décroit; mais tous les points déterminés ainsi sont
situés hors dc Vellipse, car & ane méme valeur de » corres-
pondent ces deux rayons vecteurs : savoir, pour la courbe

actuelle, p'=A cosw + /B¢ cos'w, et, pour l’éllipse s

2

” B
p"=3A COSwE T et il est facile de voir que o' — o’
' B'+4¢ w

est > 0. Le signe — du radical donne les valeurs négatives
dep, qui vonten croissant quand « croit dc 0 a 7—; Pour wzg.,

p=ctB, ce qui donne les deux sommets H et I du rectangle
construit sur les axes de I’ellipse.

Il est inutile de pousser plus loin cette premiére discussion.
L’évidente symétrie antour du grand axe de lellipse, el
I’obligation de passer par les points A et A’, indiquent déja
sensiblement la forme représentée dans la figure 31 ; pour
plus de détails , passons a la discussion de la tangente. L’an-
gle « qu’elle a fait avec le rayon vectear, est donnée par la

dw .
formule tange =p— , et, dans une équation quelconque ,

do _ Ffp)
Flo,p)=0, =T . On a donc ici :
tang Apcosw—p’

l\psmm — B*sinw coso’

Pour w=0, avec p=2A, c'est-a-dire pour le point A,
lang = = o ; donc & ce point la tangente est la méme que la
langente a V’ellipse. Pour =0, avec p==0, on a d’abord

anga:%. Afin d’interpréter ce résultat , mettons tang =

—\/A’COS w A’

B’ sin’w

A%cos’w + AV B¢ cos o

jous la forme :

tang » —



— 237 —
on voit que la tangente en A est également la méme que la
tangente a l'ellipse. Ceci achéve de déterminer la forme
exacte.
11 est évidemment inutile de recommencer pour un autre
sommet de Pellipse 'examen qui vient d’étre fait ; la syme-

trie montre que pour le point B, par exemple , le lieu aurait
la forme de la fig. 32.

3° Hyperbole (fig. 33). Supposons qu'il s’agisse du sommet

2 3

B .
de droite Ao, alors n=s5 p= = et I'équation (8) devient

¢+ 2Apcosw 4 B'sin’e =0,
ou

o=— A cosw =}/ — B+ ¢’ cos’w.
Nous remarquons d’abord une particularité que n’avaient

point offert les cas précédents, c’est que « a des limites; en
effet, pour que le radical soit réel, il faut que ¢’ cos’w

. B , .
soit > B, ou que cosw soit > re Ayant mené par le point A

les perpendiculaires AH et AH' sur les asymptotes, et les
ayant prolongées indéfiniment en IHF et I'H'F, les rayons
vecteurs doivent étre menés dans I'angle FAF' ou dans I'an-
gle IAT', pour donner des points de la courbe. Dailleurs,

pour w < 3-;, il est évident que les deux valeursde p sont né-
gatives.

Nous voyons donc que la courbe est tout entiére comprise
dans l'intérieur du triangle IAI', ce & quoi on devait s'at-
tendre, d’aprés les propriétés des asymptotes. )

Continuons donc la discussion, en faisant croitre w de
HAx a=.

La courbe doit passer par les points A, H, H', et é(re dans
Vintérieur de Vangle HAH'; cela nous porte déja a croire
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que dans cet intervalle elle tourne sa convexité vers AA’
A chaque valeur de » correspondent deux valeurs de p, qui
sont de méme signe, et qui vont, I'ane en croissant , I'autre
en décroissant , a mesure que » approche de =.

w=r, p=2A, 0, on retrouve les _deux sommets A, A'.
B

AB . )
COSw = — P= on retrouve les deux points H et H'.
Cherchons la tangente ; en répétant les calculs faits ci-des-
sus , on trouve :
p’+ Apcosw

tang » — - —
8 B’sinw c0s » — Apsine

Par hypothése, » est compris entrej—zt etr, et pest >>0; donc

le dénominateur est négatif ; le signe de tang = dépend donc du
signe du numérateur. On voit donc que tang « est >> 0 quand
p est < Acosw, ct <0 quand p est > Acosw, En interpreé-
tant ce résultat,, on trouve que, dans la partie de la courbe
voisine du point A, la convexité est tournée vers AA’ ,et
qu’au contraire, dans la partie voisine du point A', c’est la
concavité qui est tournée vers cette ligne ; et évidemment le
changement du sens de courbure a lieu au point H', car c’est
12 le point de séparation entre les rayons vecteurs par les-
quels p est <TAcosw et ceux pour lesquels p est > A cosw.

Aupoint H', il est facile de vérifier que la tangente est AH';
au point A et au point A, la tangente est l]a méme que la
tangente & I'’hyperbole.

L’ensemble de ces renseignements et la symétrie nécessaire
autour de AA’ assignent au lieu la forme représentée fig. 33.

Note. Pour &ire compléte , cette discussion devrait porter
sur les points ou les tangentes sont paralléles aux axes princi-

paux, ce qu'on obtient en faisant « égal & » et & g—m ; mais

la détermination est plus commode en se servant des coor-
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données rectangulaires ; dans I'hyperbole, il faut, en outre,
fixer les points ou la tangente est paralléle aux asymplotes.

Les lignes qu’on obtient en projetant un point fixe sur les
tangentes a une conique, sont trés-importantes en analyse et
en physique, dans la théorie des ondes. Les Allemands dési-
gnent ce genre de lignes par un seul mot, qui signifie courbe
des pieds des perpendiculaires. Ne pourrions-nous pas, pour
le méme usage, employer I'expression ligne podaire , et
surface podaire, quand il s’agit de la projection d'un point
fixe sur les plans tangents d’une surface ? Ainsi on dirait que
Yonde lumineuse de Fresnel est la surface polaire réciproque
(par rapport a un ellipsoide) de la surface podaire du centre
decet ellipsoide ; la podaire du sommet d’une parabole est une
cissoide. La podaire du centre d’une hyperbole équilatére est
une cassinoide. La podaire d’un foyer est un cercle dans les
coniques a centre et une droite dans la parabole, et en
général la ligne ou les surfaces podaires d'un point quel-
conque , est une ligne ou une surface de quatriéme degré ou
les termes du quatriéme degré forment un carré parfait.

QUESTIONS.

184. p nombre premier impair ; @, & deux nombres pre-
a4 b*
a-tb
factear commun que p; si a®- 0 est divisible par p? alors
a-b est divisible par p*™; mémes propriétés lorsqu'un des

nombres  , b devient négatif. (Kummer.)

miers entre euz ; a-4-b et

ne peuvent avoir d’autre

185. P élant la limite de la fraction continue :

a:atb:btc:c+d:d+etc,
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et Q la limite de la fraction continue :

a:b4b:ctc:dete.,

on a Pla+4Q-+1)=a+Q.
Al Af A . )
186. x_a.-}-x_a’ + ...x__an—l.s_o, AL A, . A

a,, a,, ...a, et B sont des quantités réelles. Celte équation a
toujours r racines réelles.

187. Deux cOtés d'un angle droil touchent deux coniques
confocales , situées dans le méme plan ; le lien du sommet est
un cercle ; la droite qui réunit les deux points de contact a
pour enveloppe une conique. ( Chasles.)

188. (ax+by-tez)+ia'x+by+c's)+(@' x4+b y+c"z) =d',

(ax+aly+a"z) 4+ (x4 y+40"2)+(cx+cly+c"2)' =d".
Les axes étant rectangulaires , ces deux équations sont celles
ile deux ellipsoides égaux. (Jacobi.)

189. Soient
t=f(z,5); u=F@,y); dot z=9W,t);y="4u,1;
on a

(f'aF'y =Sy Fa) f1¥u—dub) =1.
['x est la dérivée dc f(x) par rapport a x, et ainsi des
autres. (Mobius. )

190. Si V'on substitue dans V’équation polaire d’une droite,
r* au lieu du rayon vecteur r, et 2= au lien de l'angle po-~
laire v, on obtiendra I'équation d’une hyperbole équilatére.

— 1 \2
D’une maniére analogue, en substituant |/'— 1 (tang ar)

pour tang%r, et 2w pour », dans I'équation polaire sphé-

- rique d'un grand cercle, el en changeant les constantes de
maniére que les imaginaircs disparaissent, on tombera sur
I'équation d’'une hyperbole équilatére sphérique. (Strebor.) .
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CUBATURE DE QUELQUES CORPS,

PAR M. FINCK,
Professeur & la Faculté des sciences de Steasbourg.

J’ai donné dans ma Géométrie, 3° édit., p. 458, la mesure
de Vobélisque, polyédre qui a pour bases deux polygones
ayant les cotés respectivement paralléles et pour faces laté-
ralesdes trapézes. Larégle établie pour cette mesure convient
a une certaine classe de corps; c’est ce que je vais montrer,
tout en donnant pour le cas fondamental une démonstration
plus simple que celle qui est insérée dans I'ouvrage cité.

1. Théoréme. «Si un corps a deux bases planes paralléles
» et qu’il se trouve terminé latéralement par une surface
» réglée , dont deux directrices sont les contours de ces bases,
» ou par une surface du second degré, ce corps a pour
» mesure le sixiéme de sa hauteur, multipliée par la somme
» des aires des bases et du quadruple de la section faite a ‘
» égales distances des bases. »

Le cas le plus simple est celui de la pyramide , qui rentre
dans cette régle, si 'on regarde le sommet comme une base
nulle- car % étant la hauteur, b 1a base, la section moyenne

est b or le volume est bh_ —h [b-l—lb b] ce qui est I'é-
nonceé.

Pour second cas je prendrai le tétraédre, en considérant
deux arétes opposées comme des bases a aires nulles. Soit
ABCD (fig. 35) un tétraédre, AB, CD deux arétes opposées,
EFGH une section paralléle a ces arétes et également di-

ANN. DE MATHEM. VIL . 16
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1 I |
stante de chacune; EF scra =§CD, et Gl«,=§AB, de sorte
- . 1 ]
que si on construit le prisme ABCDKI , I'aire GF = ZID ; or

le prisme a pour mesure ID X la moitié de la distance de
AB au plan ID, distance que je nomme 4; le tétraédre,

1
qui est le tiers du prisme, a donc pour mesure ID X {;h ou

4GF x %h, ce qu’il fallait prouver.

Cela posé , tout polyédre qui remplit les conditions exigées
par I'énoncé se décomposera en tétraédres rentrant dans les
deux cas précédents. Soit, par exemple (fig. 36 et 36 bis),le po-
Iyédre AFD, dont I'une des bases est un pentagone, 'autre un
triangle ; FG étant supposé paralléle a2 AB, la face AG estun
trapéze, les autres sont des triangles ; ce polyédre se décom-
pose en plusieurs parties, savoir: 1° HEBCD pyramide ;
20 le tétraédre BHGF'; 3° le tétraédre FAEB qui, de méme
que les deux premiéres parties, rentre dans le premier cas;
A¢ le tétraédre FHBE, qui rentre dans le second cas.

I1. (Fig. 37.) Si la surface latérale, au lieu d’étre polyé-
drale, est courbe, mais réglée; soient AE, BF deux généra-
trices infiniment voisines, ABC, DEF des parties des contours
des bases ; tirez BE, et remplacez la portion de surface courbe
ABFE par les deux triangles rectilignes ABE, BEF ; en opé-

.rant de méme sur toute'la surface latérale, on ne changera
qu’infiniment peu le volume du corps, ainsi que les aires des
bases et sections ; or il rentre dans I’énoncé , donc de méme
le corps donné. .

IIL. (Fig. 38.) Soit maintenant 'anneau décrit par un seg-
ment circulaire ABC, tournant autour d’un diamétre exté-
rieur DE; les bases sont nulles ; si G est le milieu de AC, que
I'on méne de A, G, C des perpendiculaires sur DE, la section
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moyenno est aire décrile par BG autour de DE; or Van-

1
neau a pour mesure : EHI X AC’r,

et AC=4AG X GC=4BG X GK=4(BL—GL) (BL4-GL),

donc :
1 — p—
anneau ZEHI x 4n(BL — GL) = :—;HI X 4 aire BG;

que, si a cet anneau on ajoute le tronc de cone décrit par
ACIH autour de HI, lequel, selon ce qui précéde, a pour
mesure :

1
Z_HI X (aire AH - aire CI 4- 4 aire GL),

on aura le segment de sphére mesuré d’aprés I'énonce.

IV. Je passe au segment d’ellipsoide de révolation, et pour
cela il suffit, dans la sphére précédente, de réduire dans un
méme rapport toutes les demi-cordes AH, BL, CI, perpen-
diculaires &4 DE ; les aires décrites par ces cordes seront toutes
altérées, dans un méme rapport, égal au carré du précédent;
il en est donc de méme d’une tranche infiniment mince com-
prise eptre deux plans perpendiculaires a DE, et par suite
il en est de.méme du segment de sphére AHIC, dont le vo-
lume, ainsi qixe les aires des cercles AH, BL, CI, devront
éfre multipliés par un méme nombre Ppour passer a Pellip-
spide, .

De Pellipsoide de révolution on passera d’'une maniére
analogue (métamorphique) a Vellipsoide & axes inégaux;
.ainsi, conservant pour section principale une section méri-
dienne,, on multiplicra par un méme nombre les perpendi-
culaires menées de tous les points de la surface de Pellipsoide
sur ce plan ; les sections perpendiculaires a I'axe de révo-
lution seront multipliées par le méne rapport, ainsi que le
volume du segment.
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(Fig. 39.) Une seconde transformation ou déformation con-
duira au cas ou les bases du segment ne sont pas perpendicua-
laires a un ax& principal. En effet, soit EF une droite quel-
conque menée par le centre de la surface , GH I'axe principal
auquel les bases sont perpendiculaires ; prenez chaque section
comprise entre AB, CD et déterminée par un plan paralléle
a ceux-la, et faites-la glisser dans son plan, sans changer la
direction de ses.axes, jusqu’a ce que son cenfre soit arrivé
sur EF ; le volume du segment n’aura pas changé, etc.

Le paraboloide elliptique pouvant étre considéré comme
un ellipsoide , le théoréme s’applique a tout segment compris
entre deux sections elliptiques paralléles.

(Fig. 40.) Reste I'hyperboloide & deux nappes. Or soient
ABG, DEF deux sections elliptiques paralléles faites dans une
méme nappe ; GHI, KLM les sections correspondantes du
cone asymptote , OQ le diameétre conjugué a ces sections ;
les quatre sections sont’semblables, et par suite proportion-
nelles aux carrés des dimensions homologues PG, PI | QF,
QM; or, a cause des asymptotes, les différences PI'— PC,
QM* — QF’ sont constantes pour toutes les sections paral-
l¢les ; donc le corps compris entre le segment d’hyperboloide
et le tronc de cone GHIMLK donne, parallélement au plan
KLM, des sections de méme aire, et se mesure comme un
cylindre; par suite , il rentre dans le théoréme ; mais le tronc
de cone y rentre aussi ; donc le segment d’hyperboloide éga-
lement. :

11 est évident que le théoréme s’applique & une infinité
d’autres corps, car deux corps compris entre deux plans
paralléles ont méme volume si tout plan paralléle a ceux-la
el compris entre eux, détermine dans les deux corps des sec~
tions de méme aire. Tout cela est renfermé dans un théoréme
de M. Sarrus, dont voici 'énoncé o

Si dans un corps toule seclion paralléle ¢ un plan donné a
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son aire exprimée par A -+ Bz--Cz', ou z est la distance de
la section aw plan; A, B, G sont des constantes; un segment
quelconque renfermé entre deux plans paralléles aw méme plan,
se mesure comme il a été dit plus haut.

Un peu de calcul intégral suffit pour la-démonstration.

Du reste, on fera remarquer que si dans un pareil corps
on transforme chaque section en un cercle équivalent, et
qu’on fasse glisser ces cercles dans leurs plans jusqu’a ce que
les centres se trouvent sur une droite quelconque perpendi-
culaire a ces plans, le lieu des circonférences sera une sur-
face du second degré; car si eette droite est I'axe des z, et
qu’on appelle rle rayon d’un des cercles, on aura :

ar'= A + Bz -} Cz*;

soit =, », z un point pris sur la circonférence du cercle , il
vient :
F=aztyp
donc :
#x' + ) =A + Bz 4Gz,
surface dua second degré de révolution autour de ’axe des z.

Note. M. C. Koppe , de Soest Westphalie), est auteur de
ce théoréme. Un corps ayant pour bases deux polygones
paralléles et pour faces des trapézes, est équivalent a un
prisme ayant pour hauteur la distance des deux polygoneset
pour base Yaire de la section paralléle faite a égales distances
des deux bases et augmentée de la douziéme partie de l'aire
d’un polygone équiangle aux bases et qui a pour cotés les
différences de leurs coOtés homologues. (Crelle, t. XVIII,
p. 275, 1838.) '

11 faudrait démontrer I'identité de cette expression avec
celle de M. Finck.

On trouve dans le Lilavati (chapitre VIII, § 221) cette
évaluation du volume d’une pyramide tronquée a bases
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rectangles; =, b et a,, b, étant les dimensions des deux

1
bases, le volume est égal a Eh [ab+ aV+(a+a') (64-0")],
énoncé entiécrement conforme au théoréme de M. Finck;

[(a+a (b+b)+ b)]

I’énoncé ordinaire est §h[ab+ ab'+ \/aba’b’], et les trois

celui de M. Kopp est

sont identiques.

SUR LES NORMALES AUX CONIQUES,

PAR M. DE PISTORIS,
Capitaine d’artillerie.

I. Si d’un point quedconque N (fig. 41) ayant (z, B) pour
coordonnées , on méne des normales a la parabole y*=2px,
on sait qu’il peut y avoir jusqu’a trois normales, et que les
coordonnées de leurs pieds sont déterminées par I'équation
du troisiéme degré :

Y3+2p(p—a)ly —2p’8 =0. )

L’équation de la circonférence de cercle passant par les
pieds des normales sera (x— A)’ - ( —B)’=R?; combinant
celte équation avec celle de la parabole y*=2px, et élimi-
nant x, on a 'équation du quatriéme degré :

7S +ip(p—A)y —8p' By 4p' A+ B'—R)=0 (9)
qui aura trois racines y,, 7,, », identiques avec celles de
I'équation (1) ; et comme les seconds termes manquent dats
le$ équations (1) et (2), il est facile d’en conclure que la qua~
triéme racine y, de I'’équation (2) est égale a zéro. Donc

La circonférence de cercle passant par les pieds des trois nor-
males d une parabole, issues d’un méme point , passe ausss par
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le sommet de la courbe, et réciproquement si U'on fast passer
une circonférence de cercle par le sommet d’une parabole et
rencontrant la courbe en trois autres poinis, les normales en
ces 1rois poinis iront concourir en un point unique.

(*) De la résulte un moyen trés-simple pour mener les nor-
males & une parabole par un point donné , quelle que soit Ia
position de ce point. Et en effet, si de 'équation (2) on fait
disparaitre la racine y,=0, on ayra I'équation :

»+4ip(p—A)y'—8p'B=0 3
et I’équation (3) étant identique aI'équation (1), puisqu’elles
ont mémes racines y,, ¥,, ¥,, on en déduira :

2p(p— )= 4p(p—A) et 2pB = 8p'B,
‘ot _P+tea _B
d’ou A e et B= P

* Par conséquent le centre de la circonférence de cercle
passant par les pieds des normales issues du point N, se déter-
mine par une construction on ne peut plus simple, et son rayon
R=}/A"+ B est connu, puisque la circonférence passe
par le sommet de la parabole. _

11 est facile de démontrer que la somme des rayons vec-
teurs aboutissant aux pieds des normales est égale au double
de I'abscisse du point N, diminué du quart du paramétre :

FA-+FB-+FC= 2a—§.

Sele point N était situé sur 'axe de la parabble , outre la
méthode générale, il existerait d’aprés cela un moyen encore
bien plus simple pour construire les normales : du foyer F
comme centre, on décrirait un arc de cercle avec FN pour
rayon ; en joignant au point N les points ou cet arc de cercle
rencontre la parabole, on aurait deux normales ; la troisiéme

_est évidemment V'axe lui-méme.

(" Voir t. V, p. 673.
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1L. Dans le cas de Yellipse,, ce ne sont plus trois normales
seulement , mais quatre, qu'on peut mener par un point
donné; Yune de ces normales étant déterminée , les trois
autres sont faciles a construire par une construction ana-
logue a celle que nous venons d'indiquer pour la parabole.

(&4g. 42) Soient donc N le point duquel on se propose de
mener des normales a Pellipse, ND I'une de ces normales,
CA%A) les coordonnées de son,pied D, et (x,, 5., (x,, ¥.),

(x4, r,) les coordonnées des pieds A, B, G des trois autres
normales.

Des équations (A) et (B) (t. VI, p. 367), on déduit évidem-
ment :
ha’.p,
cl

2a’x
1‘,+ .Z‘.+ x3+ = Ti et .2:‘,+ .1‘,+ xs+ X

d'ou, enajoutant: x,= fz—,(a —2p,),

. a c?
et par suite P 5 5%

ci

on aura de méme 9= §-|--23,y4.

Une construction trés-simple permettra donc de détermi-
ner le centre O, de la circonférence de cercle passant par les
pieds A, B, C des normales, et le centre étant connu, la
circonférence de cercle sera facile a décrire , puisqu’elle doit
passer par le point D', diamétralement opposé au point D.

11 existe quatre circonférences de cercle passant par trois
des pieds des quatre normales NA, NB, NC, ND, issues du
méme point N. Si I'on distingue par (p,, q,), (p., 7.), (Ps, 75),

et (p,, q,) les coordonnées des centres, on a les résultats
suivants :

ptptptp=e; 99t 9+ 2.=6
I11. Ce qui vient d’étre dit pour Pellipse s'applique égale-
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ment a Ihyperbole; il n’y a plus qu'a changer &' en — b,
Mais dans le cas de I'byperbole équilatére, les résultats se
simplifient beaucoup ; ainsi 'on a :

P4=§""xn et Q4=g—.74 ;
on a aussi les expressions trés-simples :
zAz+ rot-xy=0; yArtrtri =8
Si, considérant actuellement I'équation '
da’pr}-hb'q} 4 2¢°R,— (@' b*p—ct) =2a’(dp,'— )

(t. VI, p. 368), on y change b’ en —a’ pour passer de I'cl-
lipse au cas de I’hyperbole équilatére, on parviendra, en
faisant attention que R,’=p, 449 ’—a*—r’, a ce résultat
remarquable :

' o+ @

ro= P

Donc dans une hyperbole équilatére les circonférences de cercle
passant par trots des pieds des quatre normales issues d'un
méme point, ont toules quatre méme rayon.

La grandeur de ce rayon est indépendante de la grandeur
de Y'axe de ’hyperbole ; elle ne dépend que de la distance du
point duquel sont menées les mormales au centre de la
courbe. '

Cas particuliers. (Fig. 44.) Si le point N est situé en N’ sur
Paxe transverse, la construction des normales est trés-facile

' . ON'

et plus simple ; on prend OP :g =2 et’on éléve une per-
pendiculaire au point P; si elle rencontre la courbe en A
et Q, les droites N'A, N'Q seront deux normales : construc-
tion identique,, sile point N est situé sur I’axe non transverse.
On peut remarquer ce théoréeme.
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Dans une hyperbole équilatére, les portions d'une méme

normale comprises entre les axes sont égales. Ainsi:
AN'=AN".

Si le point N est situé sur la courbe méme, en A par exem~
ple, on méne le diamétre AOA’; du point R au milieu de oA,
comme centre, et avec OR pour rayon, on décrit une cir-
conférence qui rencontre la courbe en un second point S,
différent du point A'; la droite AS est une normale.

1l existe une relation assez simple entre les distances dn
centre de 'hyperbole équilatére aux centres des quatre cer-
cles et au point N. On a en effet :

00,400, +00,"4-00,"= ON";
on a aussi :

0A”+ OB’ 0C’ 4 0D’ = ON*,
et enfin : .
NA’4-NB’+NC” 4 ND*=20N".
On a ce théoréme toujours dans le cas de I'hyperbole équi-
latére.

Les pieds des quatre normales issues d’un méme point sont
tels que la droite joignant deuzx quelconques d'entre eux est
perperdiculaire @ la droite joignant les deux autres. Ainsi,
par exemple, AD est perpendiculaire a BC; démonstration
facile fondée sur le théoréme 150 de Joachimstal (t. VI,
p. 241).

L'expression np-+n'p'=-n"p"4-n"p"=2(a+ ) (t. VII,
p. 117) a également lieu , mais elle se réduit a zéro, c’est-
d-dire que dans Vhyperbole équilatére on a . .

"ot

np +n'p'+n'p"+a"p"=0
& cause de
V¥ =—a’.

m

Enfin ¢, ¢, ¢", ¢ exprimant les distances du centre de
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Phyperbole équilatére aux normales, il est facile de dé-
montrer la relation : .

nq +n q'+ n!lqll+ n'" "’

Cette relation est dans le cas de I'ellipse :

e R ar s Al

Note. 1° Les pieds des normales menées par un point a une
conique sont sur une hyperbole équilatére; donc lorsque
cette conique est aussi une hyperbole équilatére, les deux
courbes passant par les quatre mémes points, Yan de ces
points est le point de rencontre du triangle formé par les trois
autres (t. II, p. 43).

2° Le cercle circonscrit & un triangle et les trois cercles
qui passent par le point de rencontre et deux des sommets
sont égaux (t. IT, p. 544).

3° Le cercle des neuf points passant par les deux cenlres
des deux hyperboles équilatéres, on a onze points sur la
méme circonférence. (Mention.)

THEOREME SUR I’HYPERBOLE EQUILATERE.

Si une droite touche aux points P, R respectivement, deux
hyperboles équilatéres qui ont le méme centre O et qui se
coupent en Q, les trois distances OP, 0Q, OR formeront une
proportion continue. (Strebor.)

PAR M. MENTION.

Je prends le rayon central OQ commun pour axe des.z, une
perpendiculaire ace rayon mené par le centre pour axedes y.
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Si d est 1a longuenr de ce rayon central, les équatiohs
des dedx hyperboles sont :
r+Bry—2'4d'=0, y+Bry—x+d'=0.
11 faut faire voir que &°=OP.OR.
Soit y-}-rr—+s=0 I'équation de la tangente, et =, 5,
x", ¥ les coordonnées des points Pet R, ona:
(. sB—=2n) sBr{2)
r= 2(r"—Br—1)’ 4 T 9(r—Br—1)
oS [P+ 1] [B1-4]
OF'= A[r*—Br—1]*
La condition de tangence donne :

(B4 ) =4d'(r—Br—1) 0

(t. 1L, p. 108),

d’ou

(t. 11, p. 108,)
. oo A1) Adi(r1)
de la oP -—-;;m et OR —-—S;Em’
or B et B’ sont racines de la méme équation (1).
La théorie des fonctions symétriques donne :
€A
(B4-4) (B"+4)=’%‘.i_<r*+1 )*; OP*.OR*=d"* et OP.OR=d".

Observation. Ce calcul est une vérification utile et provi-
soire.

NOTE
sur Uhyperbole équilatére circonscrite & un triangle et sur la

parabole inscrite @ un triangle ,

PAR M. MENTION.

Théoréme I. Le point de rencontre des hauteurs d’un
triangle inscrit dans une hyperbole équilatére est situé sar
la courbe. Ce théoréme résulte du suivant :
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« Le cercle des neuf points d’'un triangle inscrit dans une
» hyperbole équilatére passe par le centre de l’hyperbb]e
» (voir Nouvelles Annales, t.1I, p. 43) ; et inversement , si
» ce cercle passe par le centré de I'hyperbole, que deux des
» sommets du triangle soient situés sur la courbe, le troisiéme
» Y Sera aussi. » P

Théoréme II. Le point de rencontre des hauteurs d’un
triangle circonscrit & une parabole est situé sur la directrice
de cette courbe. Si I'un des cotés du triangle est la tangente
au sommet, la proposition se démontre aisément; elle sert
de lemme pour la proposition générale.

Les cotés du triangle forment en effet , avec la tangente au
sommet, un quadrilatére auquel on applique le théoréme
suivant :

« Quatre droites sitnées dans un méme plan forment quatre
» triangles, dans chacun de ces triangles existe un point de
» rencontre des hauteurs ; les quatre points de rencontre sont
» sur une méme droite. » »

Il n’y a donc qu’'a démontrer le théoréme lorsque I'un des
cotés du triangle circonscrit est la tangente au sommet (fig. 45).
Evidemment le point de rencontre se trouve sur une
perpendiculaire a la directrice. Soient MAB le triangle
circonscrit, et I le point ou la hauteur perpendiculaire a
la directrice rencontre cette derniére; prouvons que Al est
perpendiculaire a MB ou paralléle a FB; F est le foyer de
la parabole. A’, B’ étant les points ou FA, FB rencontrent la
directrice, MA'=MB'=MF; ainsi I est le milieu de A'B';
dés lors AI, joignant les milieux A et I de deux cotés FA',
A’B' @un triangle, est paralléle au troisieme coté FBB'....

¢ q.f. d.

L]
Note. Démonstrations analytiques :

Théoréme I. Toutes les hyperboles équilatéres circon-
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scrites & un triangle se coupént au point de rencontre des
hauteurs du triangle. '
- Démonstration. Soit ABC le triangle, prenons le sommet
A poar origine, la direction ABpour axe des -, les coor-
données rectangulaires, et faisons AB==E; denx hyperboles
équilatéres passapt gar les points A et B, auront pour équa-
tions :
Y+Bxy —2'+Dy +Ex=0; y*+ Bxy —x'+Dy+Exe=0;
donc les deux autres points d’intersection sont situés sur la
droite x(B—B')+D—D'=0, c'est-a-dire sur une droite
perpendiculaire & AB; mais G est un point d’intersection,
donc le second point est sur la hauteur ‘du triangle passant
par C; de méme sur la hauteur passant par A, etc. c. q. f. d.

Théoréme 11, Lesdirectrices de toutesles paraboles inscrites
A un triangle passent par le point de rencontre des hauteurs
de ce triangle.

Démonstration. Soit ABG le triangle, prenons A pour
origine , AB pour axe des -}, BC pour axe des +y, I'é-
quation de la parabole peut étre mise sous la forme :

Py’ —2pqry + ¢ ¥ —2py—2qr+1=0; (1)
Péquation de la directrice est :
J(g+p cosy)+ x(p+gcosy)+cosy=0.  (2)
(t. II, p. 433.)

Soit dy + ex -+ f =0 V'équation de la droite BG, la con-

dition de tangence donne :

df9+‘?ﬁ’—de=0a (3)
éliminant ¢ enire (2) et (3), on a :

pf Ly (dcosy—e)+x(d—ecosy)]+d[ey+excos y+fcosy] =0;

or, celle droite passe constgmment par le point d’intersection
des deux droites :

y(dcosy—e)+ x(d—ecosy)=0, ey -+ excosy+.fcos y=0.
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La premiére est I'équation de la hauteur da triangle passant
. par Vorigine A, et la seconde est I'équation de la hauteur
passant par B ; donc, etc. : Tm.

SOLUTION DE LA QUESTION 186 (t. VII, p. 240),

PAB M. LUCIEN GILLES,
Eléve du lycée Monge. (%)

En chassant 1és dénominateurs, on trouve :

(x—a) (x—a)... (x—a,)B—A(x—a,) (xr—a)... (x—a,)—
— A (x—a,) (x—ay)...(x—a,)—
— A (x—a)(rx—a))...(x—a,_) =0.
Si 7 est impair, en faisant successivement :
x=a,, a,, a,, a,... a,,+ o,

on trouve » variations ; donc il y a » racines réelles.

Et si » est pair, en faisant successivement :

r=—0,0a,a, a...a,,

nous trouvons aussi z variations ; donc dans tous les cas, ily
a n racines réelles. Les racines sont rangées par ordre de
grandeur.

Note. Le méme éléve et M. Mention ont envoyé chacun
une bonne solution de la question 18%. Nous les donnerons
réunies prochainement.

(*) Pourquoi, dans les noaveaux noms donnés aux colléges de Paris, a-t-on
omis celui de Carnot? Comme géomeétre, il occupe un rang distingué; comme
républicain, il est unique, n’ayant jamais encensé les autels de Baal. Bailly,
Lavoisier, Condorcet n’ont-ils pas autant de valeur morale et scientifique qae
Charlemagne et Napoléon? Si l'on a conservé ceux-ci comme chefls de nation,
pourquoi- avoir 0té Louis-le-Grand, qui a donné son nom au siécle le plus
célébre de France, par ses conquétes liftéraires et par ses conquéles terrila-
riales persistantes , productives , les seules qui sefent sensément glorieuses.
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NOTE

sur Uaction statique de la force dans le parallélogramme
articulé de 77 att (voy. p. 68) (*).

PAR M. BABINET.

D’aprés le principe des vitesses virtuelles, si, dans un

X
R R
B N A /1}
A N > T C
B
/
P Q

(*) M. Babinet ayant eu ’obligeance de nous communiquer la démonstration
de la formule a laquelle il est fait allusion a la page 6§ de ce volume , nous
nous faisons un plaisir d’en faire part a nos lecteurs.
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systéme quelconque en équilibre,, on produit un des mouve-
ments que comporte la liaison de tous les points du systéme,

de maniére que les déplacements des points d’application des
forces soient trés-petits , on aura :

Pp-}-Pp'+P'p'+etc. =0,
P, P, P", etc. étant les forces, et p, p', p", etc. les projec-
tions des petits espaces parcourus par les points d’application
de ces forces sur leurs directions respectives ; p, p', p", etc.
étant pris posilivement quand la projection tombe dans le

sens méme suivant lequel la force agit, et négativement dans
le cas contraire. ’

Par cxemple, dans la position rectangle du parallélogramme
de Watt, soit P la force ascensionnelle du piston, Q une
force dirigée de haut en bas et agissant sur un arc de cercle
ou poulie DE a une distance CD—"r du point C, et mesurant
ainsi I'action P du piston qu'elle équilibre. Le piston agit a
une distance CA = R du point fixe C. Si je donne un mouve-
ment angulaire do infiniment petit au bras de levier AC, le
point A parcourra I'espace Rdw de A vers B’ dans le sens de
la force P ; le point D parcourra un espace rdw dans le sens
contraire a la force Q; et 'on aura :

PRdw — Qrde =0;

d’ou PR=Qr,
. R
ou bien %: —i

c'est équation ordinaire d’équilibre du levier.

Pour le cas ou le point d’application de la force ascension-
nelle P du piston est en B', il faut calculer la hauteur
AB' =" en fonction de P'angle A'CA=o, ct ensuite diffé-
rencier I'expression de % ; c’est ce qui est trés-simple.

ANN. DE MaTHEM. VII. 17
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Eneffet, en supposant rectiligne et verticale la course BAB'
de Particulation sur laquelle agit la force P, ona:

AP =AM —A'N,
A'M=Rsino, AN=VAB"— BN*;
mais BN=AM=AC—MC=R—Rcoso,

et A'B' =AB=S;
donc

AN =V §'—R’(1 —cos m)‘=R\/%,— (1 — cosw)’;

. . S
ainsi h=Rsinw —R\/——, —(1—cosw)".

Soit maintenant Q' la force qui, appliquée au bras de levier r,
ferait équilibre a la force P du piston agissant dans la nou-
velle forme du systéme ; on aura rdw pour le déplacement

du point d’application de la force Q', et dk pour celui de la
force P ; d’ou :

Pdh—Q'rdw=0.
Mais , d’aprés Fexpression de % , on a par la différentiation :

(1 — cosw) sin wdw
. /8

" (1 —cosw)’

dh =R cosudw+ R

H

donc

PR cos wdw-4 PR. (1—cosw)sine dm—Q'rdw:O;

Q2

e —(1=—cCosw)’

. R _ .
dot  =i=—| cosw+ (1 —cos w) sinw
1

ry

T — (1 —coss)’
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Mais dans la position rectangulaire du parallélogramme, on
avait :

3

Q_R
Py

(1 —cos o) sinw ' .
le coefficient cos w4~ 9— exprimera

./ ¢
=— (1 — cosw)*

donc le rapport de l'action statique Q' du piston dans une
position quelconque, a Taction Q qu’il exerce quand le
parallélogramme est rectangle.

Quant aYaction dynamique, elle dépend, non-seulement
de Pintensité de la force modifiée par le systéme ou elle est
engagée, et du chemin que parcourt son point d’application ,
mais encore du temps employé a produire le déplacement de
ce point.

Note. Pour faire une application de la formule qui pré-
céde, il faut commencer par la rendre calculable au moyen
des logarithmes. A cet effet, remplacons 1 — cosw par

-
2 sm’§w » et posons :

cos ¢ =2

sin’l‘
e
S 2’

il en résultera

Q' cospsine  sing cosw --sinw cos¢
= — COS 0 ~~ —— = - )
Q sin¢ sing
Q' sin( -|—m)
ou - .
Q sing

Cela posé, soit N=2,515, §=0,762, w=147°35 30".

_(Nous empruntons ces données a M. de Prony : Rapport sur
les machines @ vapeur du Gros-Caillou; Paris, 1826.)

Ontire dela, d’zbord 9=81°7" 16", d'oi 9f-0=98°42'46",

L Q-
et par suile Q» = 1,0005. (A. J. H. Vincent.)
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SOLUTION GEOMETRIQUE DE LA QUESTION 151
(voir t. VI, p. 388).

PAR M. MANNHEIM ,
Eléve du lycée Charlemagne ( classe de M. Catalan ).

Supposons m', m'', m" sur une ellipse; menons par les
points »i', m" des tangentes a cette courbe que nous suppo-
sons se couper en T ; joignons le point 7" au point m", et
par le point T menons une sécante paralléle a la corde
m''m'". Cela fait, si I'on joint le point 7" au premier point
m', 1a ligne de jonction m"'m’ passe au milien de la corde
interceptée sur la sécante partant du point T et paralléle a
m'm".

Fig. 46. Soient m', m", m'" les trois points sur V'ellipse.
Du point 7' je méne 'C paralléle & m"m'. Je joins m', m";
C.m" ces deux droites vont se couper en un certain point M.
Si de ce point en méne MN paralléle a m"m", cette droite
sera la polaire du point de rencontre I de m'm" avec Cm" ;
la droite TI est la polaire du point M, mais comme la po-
laire du point M doit étre paralléle & m"m", TI est paralléle
am"m". SiTon joint le centre O de la courbe au pole I de
la droite MN, cette droite est le diamétre conjugué des
cordes paralléles a MN ; donc le point I est milieu de AB;
d’ou I'on voit que si V'on a trois points m', m'", m" sur une
ellipse, etc.
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BIBLIOGRAPHIE.

CoURS D’ARITHMETIQUE A L’USAGE DES ELEVES, etc., par
M. Guilmin. (Fin, voir p. 109.)

Le chapitre VI (p. 132-18%) (raite de l'extraction des
racines carrées et cubiques. Le point si épineux des approxi-
mations est développé avec soin et expliqué avec clarté,
d’aprés les principes contenus en divers articles dont I'excel-
lent professeur a bien voulu enrichir les Nouvelles Annales
(t. I, p. 249, 487, et t. IV, p. 205); la régle pour I'extrac-
tion de la racine carrée contient quarante-sept lignes. Les
énoncés fondamentaux devant étre confié¢s a la mémoire, on
ne saurail les rendre trop courts. Descartes, dans une lettre
a Mersenne, se plaint de ne pouvoir retenir la régle pour
Pextraction de la racine cubique ; chaque fois qu’il en a besoin,
il est obligé de I'inventer, et il pric Mersenne de lui épargner
cette fatigue, en ne 'entretenant plus de questions d’arith-
métique. ’

Chapitre VII (p. 185-208). Des rapporis et proportions.
Nous engageons nos lecteurs a consulter I'exposition philo-
sophique qu’a faite M. Gergonne de la théorie de la régle de
trois (4nnales, t. VII, p. 117, 1816); le savant géomeétre
établit parfaitement l'inutilité scientifique de la théorie des
proportions. Toutefois, fournissant bon nombre de pages,
elle est utile aux auteurs.

Chapitre VIII (p. 208-236). Théorie des logarithmes. Gor-
respondance de deux progressions, selon Vidée néperienne;
nouvelle preuve que la méthode d’invention est rarement
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la plus simple. Certes , 'exposition exponentielle d'Euler est
plus facile, plus satisfaisante, et méme plus exacte, car elle
rend raison des valeurs multiples des logarithmes , de I'ima-
ginarilé des logarithmes des nombres négalifs ; ce qu’il serait
trés-pénible de déduire de la méthode des deux progressions
conjuguécs. Mais celle-ci, on doit en convenir, a le méme
avantage que nous avons indiqué ci-dessus pour les propor-
tions.

DevxiME PARTIE. Applications (p. 239-352).

Sous le iitre de problémes et questions d’examen , I'auteur
donne le systéme métrigue et diverses applicatious des quatre
regles, de la régle de trois, de l'intérét simple et composé ,
de la régle de société, d'alliage et de change, ce qui met
les éléves intelligents en état de répondre a toutes les queé-
tions d’arithmélique commercizle qu’'on fait dans les exa-
mens. 11 serait a désirer que les données fussent toujours
pratiques ct puisées dans la statistique du pays. Le Lilavati
donne des régles de trois, de cing, de sept et de neuf. Comme
dans ces sortes de questions il s’agit, au moyen d’un certain
nombre de rapports donnés, de trouver le sccond terme d’un
rapport dont on connaii le premier terme, le nombre de
donnces est donc essenticllezent impair. L’exemple pour la
regle de sept est celui-ci : Si 8 écharpes de soie, mesurant
3 coudées de largeur et 8 de longueur, cottent 100 nishds,

1
combien cotitera 1 écharpe de 3 3 coudées de long sur -ié de
large (sect. VI, § 82).

Chapitre IX. dppendice. Ce nom convient-il au chapitre
d'un ouvrage? Des différents systémes de mnumération. On
trouve ici les théories des fractions périodiques dans une
base quelconque.

Chapitre X. 4ppendice. Preuves par 9 et 11 , oubliées dans
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Youvrage ; divisibilité par 7; limite du plus petit nombre dé
divisions dans la recherche du p. g. c. d. et sur le i)ius petit
multiple commun , application des progressions i divers
problémes. Enfin Youvrage est terminé par les méthodes
abrégées de auteur sur les approximations numeériques et
par la division ordonnée de Fourier.

Cet ouvrage annonce partout un professeur connaissant
tous les détours des examens ; aussi il sera recherché des cai;-
didats aux diverses écoles. Le style, reproduisant les expli-
cations données au tableau, est parfois trop verbeux; c'est
un défaut dont les éléves ne se plaindront pas.

Le succeés que I'arithmétique de M. Guilmin a obtenu dans
un grand nombre de lycées et d'institutions spéciales a été
sanctionné par le suffrage universitaire. Elle a été autorisée,
le 28 avril 1848, par le conseil de Vinstruction publique
pour I’enseignement des lycées.

THEOREMES GENERAUX

concernant les équations d’un degré quelcongue entre un not=
bre quelconquie d’équations , d’aprés M. Plucker, professeur
@ Bonn (Crelle, t. XVI, p. 47, 1837), en frariais.

I. Lemme. Une équation algébrique compléte a deux va-

(n4-1)(n2)
2

riables, de degré n a —1 =N coefficients.

I1. Théoréme I. SiYon donne a deux quantités variables
successivement N —1 couples de valeurs, et si I'on suppose
que ces valeurs salisfont & une équation quelconque de

. , . (n—1)(n—2)
degré n entre les deux variables, il y aura —_—
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nouveaux couples de valeurs qui satisfont a la méme équa-
tion et qui dépendent uniquement des couples précédents.

Démonstration. Soit F, =0 I'équation générale de degré n
entre deux inconnues et a laquelle satisfont N—1 couples
de valeurs ; toutes les équations de degré », auxquelles ces
mémes couples de valeurs satisfont, peuvent étre représentées
par F _4-uf, =0, ou p est un cocflicient arbitraire et f,, une
autre fonction quelconque de degré »; il est évident que les
N—1 couples de valeurs satisferont aussi a I'équation_f,=0;
or les deux équations F,=0, /,=0 admettent »’ couples
de valeurs communes et pas davantage , et

e Ne— 1__i_(n—-—1)2(n—2);

‘o —1)(n—2
donc T’équation F,—0 est satisfaite par %’i———) nou-

veaux couples de valeurs.

I11. Théoréme II. Si V'on connait N—1 couples des ra-
cines de deux équations du n¢me degré entre deux inconnues,

(n—1)(n—2)

on obtiendra les couples de racines restantes

sans avoir recours a ces équations.

Démonstration. Eliminant une des inconnues, on obtient
une équation de degré n' de la seconde inconnue; on
(n—1)(n—2)

1.2
pendent donc d’unc équation de ce degré.

connait N —1 racines; les autres racines dé-

IV. Théoréme I11. Si m des coefficients de I’équation d’un
degré n quelconque entre deux variables sont donnés, ou
bien encore s’il existe 7 équations linéaires entre ces cocffi-
cients, il suffira de connaitre N—1 —m couples de valeurs
de deux variables qui satisfont a I'équation du néme degreé
(i:‘_‘}:()f—_‘z)_}_m nouveaux couples.

~

pour en déduire
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Démonstration. N—1—m-} (—'l-i)én—_g)+m= nt.

V. Théoréme I¥”. Si l'on connait (nq —(9;1)2(7_—3)>
couples de racines de deux équations du néme et du géme degré
entre deux inconnues, n étant plus grand que g et g plus
(g—1)(g—2)

1.2
restantes sans recourir aux équations proposées, en fonction
des racines connues et par la résolution de deux équations

du degré (q_——i__)(q—Q_)

1.2
Démonstration. Parmi les N —1 couples de valeurs qui sa-
tisfont a I’équation F, =0, choisissons a volonté :

grand que 2, on en déduira couples des racines

(P—Dp—2) _
-2

1

couples qui déterminent complétement une équation de
degré p, représentée f, =0; supposons n=p-q, les
couples sont au nombre de

N—q— [(p+1)(p+2) 1]=nq _(q—i);q—%'

——— e

2

b

Supposons que ces couples restants satisfassent & une équation

de degré g ou a ¢4 = 0; or les équations Fp =0, ¢4 =0

ont en commun ng couples de racines; donc, etc. ‘
VI. Lemme. L’équation générale du degré r entre trois

(n_tn(;l;_? (3 _ 1=N constantes.

VII. Théoréme 7. SiYon donne a trois quantités variables
successivement N — 1 groupes de valeurs quelconques, et si
Y'on suppose que ces variables satisfont & une équation géné-
rale du réme degré entre les trois variables, il y aura une in-
finité de tels groupes, dépendant uniquement des groupes
donnés, qui satisferont tous a cette méme équation.

inconnues contient
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Démonstration. Car ces N—1 groupes déterminent tous
les coeflicients en fonction d’un seul, qui reste indéterminé.

VIIL. Théoréme #I. Si Von donne a trois quantités vaTia-
bles successivement N—2 groupes de valeurs, et si I'on
suppose que ces groupes satisfont a une équation quelconque
du néme degré entre les trois variables, il y aura tcujours
n3—N 42 nouveaux groupes de valcurs ct dépendant uni-
quement des groupes donnés, qui satisferonf a cette méme
équation.

IX. Théoréme P II. SiTon connait N—1 groupes de va-
leurs qui satisfont en méme temps a deux équations du néme
degré cntre trois inconnues, I’on obtiendra unec infinité de
tels groupes sans avoir recours aux deux équations proposées.

X. Théoréme P 111. Silon connait (N—2) groupes de ra-
cines de trois éguations données du néme degré enfre trois
inconnues, I'on en déduira les (#*—N-}2) groupes de racines
restantes sans avoir recours aux équations données.

XI. Théoréme 1X. Si parmi les coefficients de I'équation
générale du néme degré entre les trois variables, il y en a m
de donnés, ou bien encora si m équations linéaires de condi-
tion ont lieu entre ces coefficients , il en résultera -

1° Que N—m—1 groupes donnés des treis variables qui
vérifient 'équation générale en comportent un nombre infini;

2’ Que N—m —2 groupes donnés en comportent
n*—N-m--2 groupes nouveaux.

XII. Théoréme X. Sil'on connait

(HD+2)(n43) _ (n—g+)n—g+2)n—g+3)

1.2.3 1.2.3 1

groupes de (rois valeurs qui satisfont en méme temps a deux
é(itl;iii:)ixs entre trois variables, donl Yune s’éléve au degré n
¢t Paulre au degré ¢, I'on en déduira une infinité de pareils
STOUpes $aNs avoir Tucours a ces équations.
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XIII. Théoréme XI. Si I'on connait

(n-1)(n4-2)(n+83)
1.2.3 -
_(n=gH)(n—g+2)(n+q+3) (n—s+i) (n—s+2)(n—s+3) 4
1.2.3 1.2.3

groupes des racines de trois ¢quations entre trois inconnues et
dont les degrés s’élévent respectivement a 7z, ¢ et s, 'on en
déduira tous les aulres groupes sans avoir recours aux trois
équations proposées.

Observations. Les deux derniers théorémes se démontrent
comme on a fait pour le théoréme IV.

X1V. Lemme. Le nombre des coefiicienis d’'une équation
de degré » entre g variables cst:

n.n— go—1  nn—tn—2gg—1.0—2
O ey - S I T B

XYV. Si parmi les cocfficients de I'équation générale du
néme degré entre g variables il y en a 7z de donnés, il en ré-
sultera : )

1° Que si S, —m—(g—k) groupes donnés de g variables,
qui vérifient I'équation générale, i comportenl un nombre
infini de pareils groupes, de sorte que dans tous ces groupes
I'on peut prendre a volonté les valeurs de (2—1) des g va-
riables, ou % est un nombre arbitraire >>1 et <[g;

2° Que S, — m—(g~—1) groupes donnés en comporient
n’ — s+4m--g —1 groupes nouveaux.

XVI. Théoréme général. SiYon connait

Sa— Sa—p) — Stn—g).-. —(— 1)

groupes de racines de g équations enire g inconnues, et
s’'élevant respectivement aux degrés », p, ¢..., Yon en dé-
duit tous les autres sans avoir recours a ces équations qui
restent complétement déterminées.
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THEOREME ARITHMOLOGIQUE DE M. STEINER,
démontré par M. Jacobi (Crelle, t. XIV, p. 64, 1835).

Théoréme. p est un nombre premier; 2, a,....a, sont n
nombres non divisibles par p et laissant  résidus différents ;
la somme des combinaisons avec répétition de la classe
p —r de ces n éléments est divisible par p lorsque »>>1 et
<n—1. ‘

Deémonstration. Soit (a,— a,) (e, —a,)....(a,—a,)=A,,

(6.—a) (@,—ay)....(a—a,) =A,,
(@,—a,) (a,—a)....(a,—a, )=A,.

Ainsi A,, A, ....A_ ne sont pas divisibles par p.
Si I'on pose
! P P P
St o=t o=t

(xr—a) (x—a,)....(r—a,) = x

on sait que P(m) est Ja somme des combinaisons avec répéti-
tion de la classe m des n éléments, a,, a,.... a
On a aussi ’expression connue

"

nef-m—g n4-m—: n-m—x
pm="2 4 % Za
A, A, e A )

n

et lorsque k=0 ou <n—1, ona:
a' at al at
—_—r L viee =0,
A, T A, + A, + A,
Faisons n+m—1=k+£(p—1),, ou m=k+3(p—1)—(n—1),
ou m <B(p—1); alors, d’aprés le théoréme de Fermat,

n+m——,’ an+m—a . a Af-m—1

a, s .o a, )
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divisés par p, laissent les mémes résidus que

k
koakX...ak;

Y 9 Ser "

donc le produit A A, .... A P() laisse le méme résida que
at af an"
AA, ""A"(I_l_'&_:_*— +X:)
Or ce produit est nul ; donc P(™) est divisible par p. Posons
g=1, et faisant k successivement égal 2 0,1,2,3....n—2,
on a le théoréme énoncé ; en prenant pour § un nombre
entier positif quelconque, on a un éroncé plus général.

a

RECUEIL DE FORMULES -

relatives aux fonctions circulaires et logarithmiques. Suite
(voir t. V, p. 413).

Trigonomeétrie spherique.

1 1
83. Sin 540055 bsinC = sin% ccos(P—A); P=%(A+B+C);

fournit cinq autres (*).

1 1, . 1 .
84. Coséa cosébsmc = cos;e cos(P—C)fournitdeuxautres.
85 Siniasinib 'nC—cosicsinP id
+ Diig SligPeIn= 0053 ’
" 86. Sin(a-b)sin-C=sin"ccos : (A—B
- Sy gu=singecos; (A—B).

.1 1 N
87. Smé(a——b)cosé C=sin gesing (A—B).

(‘) Les formules 83, 34, 85 sont dues & M. Schmeisser, professeur & Franc-
fort-sur-I'Oder ( Crelle, t. X, p. 146 ), et les formules 86, 87, 88, 89, 2 Delambre
( Connaissance des temps de 1809, p. 45, publiée en 1807 ).
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88. Cos (a—b)coskG=cos~csin~(A-+B)
. (>s§(a— )cos:) =cos; 2( .

89. Cos -;—(a—|—b)sin %C:cos %ccos% (A+B).
90. 4sina sinbsinc = sin2a -+ sin2b 4 sin2, lorsque
at-b4c=2%
1 1 1 1
91. = j T Cosx—5c08 31‘-{—5005 5x—,§cos 7x - etc. (Le

signe - ou — selon que cos x est positif ou négatif.
92, Cosxr ==

—+ -
T

Y| cos2x coshkx  cos6bxr  cos8x
<E+1_ T35 tsa —T§‘+"’>'

93. Cos’r ==

8/cosx  eos3r cosbx +cos7x
~\1.1.3 ' 1.3.5 357 ' 579 7
94. Coslr—==:t '
. 12(, 1 9cos2x , 2coshx 2c056x+
am— —_— .o
~\3.1.1.3 ' 1.1.3.5 " 1.3.5.7 3.5.7.9

Observation. Ces quatre formuies ont été données par
M. Kummer, dans un mémoire extrémement remarquable
sur la maniére de développer d’'une infinité de maniéres en
série les puissances de sinx et cos z (Crelle , t. XIV, p. 121,
1835); mais Fourier a déja donné les formules 91 et 92
dans la Théorie de la chaleur (p. 175, 1822).

95. Sin (w — x) sin (y — z) -+ sin(w — ) sin (z — x) +

~+ sin (w — z) sin (x —y) =0.

Observation. En Otant partout le mot sinus, on obtient
une identité entre les six différences de quatre quantités,

M. Jacobi a trouvé la magnifique identité snivante pour
les fonctions elliptiques :
sin am (w—x) sin am ( y—3z) + sinam(w—y) sinam (z—xz) -+
~+sinam (v—z)sinam (x -») + Ksin am (w—x)sin am(y—z)
8inam (w—y) sinam (z—x) sinam (v—z) sinam(r—y) = 0;
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on sait que am signifie 'amplitude ou I'angle ¢ dans Pinté-

grale % ou 4 est le module (Crelle, t. XV,
V1—ksin’y

p. 200, 1835).

96. Sinx siny +-sinzsin(z-}x4-y)=sin(z4-x) sin(z+y).
sin am (x)sinam(y) - sinam(z)sinam (z + x 4 y)—
— sinam (z 4~ x) sinam (z +y) =
=k’sinam(x)sinam( x)sinam(z)sinam(z+x) sinam(z+y) sinam(+x+y).
. Tangx tang y -}- tangz tangy (z + x + ) —
— tang (z 4~ x) tang (z +y) =
= lang x tang y tangz tang (z+ x) tang (z-+ ) tang (2+x-+y).

SUR L’EXTRACTION

d’une racine du binéme \V a = \/5, daprés M. J. Plana ,
@ Turin (Crelle, t. XVII, p. 331, 1837), en francais.

I. Soient A>=a, B’=0; A’ et B” sont deux nombres ra-
tionnels entiers, et A* > B*; il s’agit d’extraire la racine de

xty

n
oV/p
regarde p comme un nombre entier, ainsi que les carrés x*
et »°. Ceci admis, on a nécessairement les deux équations:
S CAN Ve Y

2\/p 2V'p

degré n du bindme A==B; j'écris AEB =

et on

d’ou

2y =W/ N—B)p; x'+y'=2[) (A+B)p+V A—Bjp]-
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Soit
A'—B =2%3%.5"".7%" ..,
et prenons :
P p— 2»—-0 3n—al 5n—al/ 7H—MII
= . . . cey
on aura :

—B)p=(2.3.5.7...)"=1r";

par la les nombres entiers p et r sont connus. Posons :

=V {AFBp+ VA—B)p, (1)

on déduit :

Vz {—2r+|/z——-2r
2\/17

il faut donc pour que cette extraction soit possible que z soit
un nombre entier.

x=l/z+2r; y=Vz—2r et V' AZ=B=

Faisons :
= (A"+B)p; % — B= 2pAB;
ou bien :
=2p(A’+B'); B=pA'—B)=r";
alors

i Z—8.

ViV
= 2 %

Cette forme nous apprend que z est racine d’une équation de
Moivre de degré 2, et on aura pour déterminer a I'équation

n(n—3) n—g 71(71—4-)(71.—5)2,,_4 @)
1.2 1.2.3

2. n—a_|

a=z"—nr’z""-

Si 2 est impair, le second membre est divisible par z, et
r doit étre un facteur du nombre entfier «; pour le trouver
rapidement, on calcule avec une table de logarithmes les
deux parties de la valeur de z de I’équation (1), en ayant soin
de faire ce calcul avec plusieurs chiflres décimaux ; ensuite
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on voit si addition de ces deux nombres donne un nombre
entier avec une grande approximation , et 'équation (2) ser-
vira a vérifier ce nombre. Ce procédé sert aussi a indiquer
Pimpossibilité de I'extraction de la racine demandée, en
donnant une fraction fort éloignée de l’umte pour la somme
des deux parties décimales.

Si  est pair, le second membre de I'équation (2) est divi-
sible par z*; en sorte que, en admettant qu’elle eiit des ra-
cines commensurables, on en pourrait tirer une valeur
entiére pour z*; mais alors la racine de ce nombre , s’il n’est
pas un carré parfalt, ne serait pas un nombre entier ; ce
qui empécherait d’avoir pour x* et »* des nombres entiers.

Exemples :

Vsb5+11 +11= 1413 l7/139l/3-|— 911/7 W+V3.
P16 Ves
II. Newton a, le premier, traité cette question et donné
une régle (Arithmétique universelle, t. 11, p. 116-121, de la
traduction de Beaudeux, 1802).
" Euler a élevé des objectious contre cette régle dans son

mémoire intitulé : De extractione radicum ex quantitatibus
irrationalibus (Comm. Petrop., XIII, 1751). Le but du tra-
vail du célébre professeur de Turin est de montrer que les
objections sont fondées et a quoi elles tiennent.

PENSEES DE D’ALEMBERT

sur divers sujets de mathématiques.

1. Sections conigques. La théorie des sections coniques doit
étre précédée d’un traité qui contiendra les principes géné-
raux de l'application de l'algébre aux lignes courbes. Ces

ANN. DE MaTHRM, VI 18
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principes généraux consisteront : 1° a expliquer comment on
représente, par une équation, le rapport des abscisses aux
ordonnées ; 2° comment la résolution de cette équation fait
connaitre le cours de la courbe, ses différentes branches et ses
asymplotes ; 3° a donner la maniére de trouver par le calcul
différentiel les tangentes, les points de maxjmum et de mini-
mum ; 4° a enscigner comment on (rouve l'aire des courbes
par le calcul intégral; par. conséquent ce traité contiendra
les régles du calcul différentiel et intégral , au moins celles
qui peuvent étre utiles pour abréger un fraité des sections
coniques. Quelques géométres se récrieront peut-étre ici sur
I'emploi que nous voulons faire de ces calculs dans une
matiére ou 'on peut s’cn passer, mais nous les renvoyons a
ce que nous avons dii sur ce sujet au mot EvLiese. Nous
y avons fait voir par des exemples combien ces calculs sont
commodes pour abréger les démonstrations et les solutions,
et pour réduire & quelques lignes ce qui autrement occupe-
rait des volumes. Nous avons donné d’ailleurs au mot Dirrs-
RENTIEL la métaphysique trés-simple ct trés-lumineuse des
nouvcaux calculs, ct quand on aura bien expliqué cette
meétaphysique, ainsi que celle de Vinfini géométrique (voy.
Ineini), on pourra se servir d’infiniment petit et d’infint pour
abréger les expressions ct les démonstrations (*).

II. Ellipse.... Pour démontrer que les parallélogrammes
formés autour des deux diamétres conjugués sont égaux,
imaginez.un diamétre infiniment proche d'un des conjugués ,
et ensuite imaginez le conjugué a cc diamétre infiniment
proche; achevez les deux parallélogrammes, ou plutotle quart
de ces parallélogrammes, vous verrez a linstant, et pour
ainsi dire a I'eil, par le parallélisme des tangentes aux dia-
meétres conjugués, que ces deux parallélogrammes infiniment
proches sont ézaux ; leur différence, s’il y en avait, ne pou-

(") GEOMETRIE , Encyclopédie, t. VII, p. 638, 1757.
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vant éire quinfiniment petite da secdnd ordre par rapport a
eux. Donc, efc.

Pour demon(rer maintenant que la sorme des carrés des
diamétres conjygués est constante, conscrvez la méme figure,
appelez a un des demi-diamétres, b son conjugaé, a+da le
demi-diamétre infiniment proche de a, b—db le demi-dia-
meétre copjugué; il faut donc prouver que

@'+ 0'=a" 4 2ada + 0" —2bdb ou ada =bdb;

or, tragant du centre de D'ellipse et des rayons @, & deux
petits arcs de cercle =, z , on verra d’abord évidemment que
les deux quarts d’ellipse renfermés entre les demi-diamétres
copjugués sont égaux, et qu’ainsi axr=20z; or x est a da et
z est 3 db, comme le sinus de I'angle des diamétres est au
cosinus du méme angle. Donc x :da::z: db,: donc, puisque
gx =10z, on aura ada=>0bdb.

On objectera peut-é(re que ces deux démonstrations sont
tirées de la considération des quantités infiniment petites,
c’est-a-dire d’'une géométrie transcendante supérieurc a celle
des scctions coniques. Je réponds que les principes de celte
géométrie sont simples ct clairs, et qu’ils doivent étre pre-
férés dés qu'ils fournissent le moyen de démontrer plus aisé-
ment. En effet, pourquoi ne mettrait-on pas a la téte d'un
traité des sections coniques des principes de calcul différentiel,
lorsque'ces principes simplifieront et abrégeront les démons-
trations? J'ose dire que I'opinion contraire ne serait qu’un
préjugé mal fondé; il y a cent raisons pour la détruire, et pas
une pour la soutenir. Les principes de la géométric infinité-
simale étant applicables & tout, on ne saurait les donner trop
101, et il est bien aisé de les expliquer nettement.

La manic¢re dont nous venons de démontrer I'égalité des
parallélogrammes circonscrits a ellipse, a donné occasion a

- M. Euler de chercher les courbes qui peuvent avoir unc pro-
.
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priété semblable. Méntoire de Berlin, 1745. (Article Evuirse,
Encyclopédie, V, 1755.) .

Note. Parlant d’'un certain probléme d’hydrodynamique ,
Eunler dit : Puisque ce probléme a résisté a d’Alembert, la
solution doit dépasser les bornes de Pesprit humain. Nous
voyons que cet homme hors rang, illustre ami de Voltaire,
et, a linstar de ce puissant génie , défenseur intrépide de la
raison et du bon sens , nous voyons qu’il conseillait il y a prés
d’un siécle l'introduction du calcul infinitésimal dans V’ensei-
gnement élémentaire ; et toutefois, en 1848, ce calcul, non-
seulement n’est pas admis, mais est encore superstiticusement
repoussé, a tel point que beaucoup de professeurs ignorent ce
calcul, que le grand nombre I'oublie, et qu’une classe entiére
de savants, les médecins et chirurgicns, n’en entendent jamais
parler et restent ainsi complétement étrangers aux lois dyna-
miques, qui occupent une place si importante dans le jeu
des fonctions vitales. L'Université, devenue républicaine,
modifiera-t-elle son systéme d’éducation nationale, si dé-
fectucux dans la partie scientifique, si stérile () dans la
partie littéraire? Je I'espére peu. La commission formée
pour réformer les hautes études I'entreprendrait, qu'elle n’y
réussirait pas; en France, il est plus facile de changer dix
formes gouvernementales qu’une seule forme pédagogique.
Des préjugés mensuellement emargés sont inexpugnables.

(") Les langues mortes s’apprennent en lisant continuellement les bons au-
teurs d’un bout & Vautre, et en écrivant peu : c’est le contraire dans nos col-
léges. Les éléves écrivaillent sans cesse, lisent peu, et toujours fragmentaire~
ment. Deux années d’application suffisent pour savoir Pallemand, idiome trés-
difficile, et nous mettons dix années & ne pas apprendre le latin, langue
comparativement trés-facile. C’est que la division en classes de 7¢, 6¢, 5e, etc.,
excellente pour donner de Pemploi & un nombreux personnel, sert aussi i dé-
penser le temps de la maniére la plus stérile du monde. Rendons gréices a la
Providence de ce qu’eile s’est chargée d’apprendre a parler a nos enfants. L’U-
niversité se serait emparée sans conteste de cette besogne, et y aurait infailli-
blement appliqué son systéme de classes. Yai la conviction que nos enfants
seraient parvenus a ’Age de dix ans sans savoir parler

-



— 277 —

. DISCUSSION

d’'une conique donnde par ume équation enveloppe ou aux
ordonndes linéaires de Plicker (v. p. 10), et applications
des problémes sur les enveloppes des cordes de coniques.

1. Théoréme. Soit py +gx=1 (1) I'équation d’une droite,
et ap’+ bpg + cg*+ dp+-eq 4 =0 (2) la relation entre
p et g, cette relation est I'équation enveloppe d’une conique.

Démonstration. Posons l'equation hexanome ordinaire
d’une conique, y étant Iangle des axes; pour que la droite
(1) soit tangente a cette conique, et considérant que p et g
sont les valeurs réciproques des coordonnées a Iorigine, on
doit avoir la relation

lp—2npg—+-lg°—2k'p —2kq +m=0 (3) (t.1I, p. 108).
Or on peut identifier les deux équations (2) et (3), ce qui
donne :

o~
o
~
NS
[\
=~
&
[}
~
Y
[\

n

P —— = -

m f'm f m S om fom
c. q.f. d.

(%) ;

\Ill o~

II. Probléme. Etant donnée l'équation enveloppe d’une
conique, trouver I’espéce.

Solution. Soit (2) I'équation enveloppe donnée de la co-
nique, on a les relations d’identité

_K—ml KP—ml o —2(kK+-mn)
A== C=—g— B= T

Substituant , au lieude &, ¥, I, !', n leurs valeurs déduites
des relations (4), il vient :
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A_m’(e’-—&cf) = m’(d' —haf') B— m’ (de—A4bf)
- qu-zL ’ - 16/‘)-[-‘ ’ - 8.f:L ’
d’ou .
2 — mé 2

©kmtf . Amf
6@/4L’[ae bde+cd+f (0*—4hac)] = 64/4L’L

Cette cxpression permet de déterminer l'espéce de la
conique. '

1° Si /=0, c’cst une parabole.

2° Si L, =0 et b"—4ac pas négatif, alors I'équation (2)
est décomposable en facteurs rationnels, et chacun de ces
factcurs a pour cnveloppe un point (v. t. I, p. 491); si
L =0 ct 0*—4ac <0, l'équation ne représente rien. Si
d =e=f=0"—kac=0, alors 'équation se réduit a un
facleur carré, et P'équation représente un point double.

© 3° Si fL, est positif , 1a conique est une hyperbole, et si

JSL, cst négalif , c’est une ellipse. .

Observation. Nous avons désigné la fonction par L, , parce
que sa formation est analogue a celle de la fonction L dans
I'¢quation hexanome ordinaire.

I11. SiYon désigne par x et y les coordonnées du centre,
) e —d
5;.5 Y= —QJ?;
ainsi dp -} eq -+ 2f=0 est I'équation enveloppe du centre.

1V. Probléme. Un triangle a deux sommets fixes sur une
conique donnée; le troisiéme sommet décrit une seconde

on a: X = -

courbe donnée dans le plan de la conique ; celle-ci'ést coupée
par les cotés mobiles du triangle en deux points. Trouver
I’équation enveloppe de la droite qui joint les deux points.
Solution. Désignons par 2r la longueur du c6té du triangle
inscrit dans la conique ; prenons ce c6té pour axe des x, et
son milieu pour origine, et une droite de direction quel-
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ctique pour axe des y ; soit F (X, Y) =0 Véquation dé la
courbe donnée sur laquelle se meut le sommet mobile. Un
calcul faeile donne pour le systéme des deux cotés mobiles
du triangle, 'équation suivante :

' (X—r)—2XYxy - Y2+ 2rYy —rY’=0, (1)
qui se vérifie d’ailleurs en faisant d’abord x ==X et y = Y‘
et ensuite en faisant ¥y =0, x===r, la conique qui passe
par les sommets fixes a nécessairement une éguation de cette
forme : '

Ay'+-Bay 2’4 Dy —r'=0; ®
A, B, D sont trois constantes.
Retranchant I'équation (1) de I'équation (2) multipliée par
y* et otant du reste le facteur commun, il vient :

Ay —X+r)+Yr(BY+2X)+YDY—2r') =0; (3)

le facteur 0té y correspond a l'équation y =0, équation
du coté fixe , corde commune au triangle et a la conique ; et
Péquation (3) correspond a la seconde corde commune et
variable ; donnons a cette derniére équation la forme py 4
~+ gx =1, on oblicent :
YB+Dg)4-2X —2gr=0, %)

Y'(A 4 Dp) — X>—2pr'Y -} ' =0. (5)
Eliminant X et Y entre ces deux équations et I'équation
F (X, Y)=0, on obticnt unc relation entre p et g ! gui est
Péquation enveloppe cherchée.

V. Probléme. Mémes données qu’an pi'obléme précédent.
Trouver la courbe telle que I'enveloppe de la corde mobile
soit une conique.

Solution. On a :

_AY—=X"+r/  BY'4-2XY
P=Ner—pY) ' 132 DY)
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Pour que I'enveloppe soit celle d’une conique, on doit avoir :
ap’+bpg +cq'+dp+eqf=0;:
mettant a la place de p et de ¢ leurs valeurs respectives, on
parvient 4 une équation du 4° degré en X ct Y, a laquelle il
ne manque que des termes en X3 ¢t en X pour étre compléte.
Or clle ne renferme que cing indéterminées ; elle ne saurait
«donc représenter une courbe quelconque de son espéce.

VI. Théoréme. Mémes données. Si la ligne donnée est une
droite , I'enveloppe de la corde mobile est une conique.

Démonstration. Eliminant Y entre les ¢quations (4) et (5),
il vient, réductions faites :

X' [4(A+Dp)—(B+Dg) 1+
+4Xr'(Bp—2Aq—Dpq)+4qri[Aq—Bpl+r'[B+Dg]’
L’axe des » ayant une direction quelconque, on-peut suppo-
ser que cette direction est paralléle a celle de la droite don-
née ; alors X est une quantité constante,, et I'équation étant
du second degré en p et g est I'équation enveloppe d’une
conique. C. q. f. d.

Observation. Eliminant X entre les deux équations (4) et
(5), il vient cette équationen Y :
q* [2r"— DY]*4- 4pY [2r'— DY]—2BYq [2-"—DY] -}
+ Y’ [B'— 4A] — 27" =0.

La droite donnée devenant paralléle a 'axe des  ; alors Y est

}:0. (6)

constant , et cette équation devient encore une équation enve-
loppe‘'d’une conique, dont ’espéce est indiquée par le signe
du terme tout connu. Or l'on a :
a=b=0 et c=(2r"— DY) (Probl. II);

si 2r'— DY = 0, alors la droite donnée est la polaire de I'ori-
gine, et I'équation (3) indique que la corde mobile passe con-
stamment par l'origine ; ce qui est évident @ prior:.

VI1I. Théoréme. Mémes données. Silaligne donnée est une
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seconde conique ayant avec la premiére la corde fixe gn com-
mun, I'enveloppe de la corde mobile est une troisiéme conique,
ayant avec la seconde conique deux points de contact aux
extrémités de la corde fixe.

Démonstration. Deux coniques ont toujours six cordes en
commun, analytiques ou réelles ; il y en a toujours au moins
deax dont les dircctions sont réelles ; or, ici, les deux coni-
ques ayant une corde fixe réelle en commun, il en existe
encore une seconde ; la premiére étant prise pour axe des ,
donnons a 'axe des » méme direction que la seconde corde;
Iéquation de la premiére conique étant_ comme dessus,

Ay'+ Bxy 4+ '+ Dy — r'+0,
celle de la seconde conique est : .
AYFBXY 4 X4 DY —r* =0. ()
Ainsi la seconde corde a pour équation x(B—B')4-D—D'=0;
les équations (%) et (5) deviennent :
ot Y (B+ Dg) 42X = 247,
DpY —BX =D'-}2pr*;
d’ou
__2(Brg4-2rp+D) __ —DD'q — 2B#p — BD
~ BDg-+2Dp+BB "’ ~ BDg -+ 2Dp 4+ BB
Mettant ces valeurs dans I’équation (7), on obtient une rela-

tion du second degré entre p et ¢ ; donc la corde mobile en-
veloppe une conique. '

Observation. Celte démonstration n’est pas applicable a
deux coniques semblables ayant une corde en commun, parce
que la seconde corde est située d I'infini. Toutelois les projec-
tions centrales de ces courbes semblables ne sont plus sem-
blables. Le théoréme subsiste donc pour les projections ; il
subsiste donc aussi évidemment pour les courbes projetées.

VIII. Théoréme. Soient deux coniques O et O' ayant deux
points de contact en A et A'; si 'on méne a la conique inté-

i
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riettré O un® tangente rencontrant la eonique O’ en detx
points B et B'; le Heu géottiétrique du point d’intersection
des droites AB, A'B est une troisiéme conique passant par
les points A et A'.

D¥monstration. Cest Vinverse du théoréme VII.

IX. Soietit deux coniques O et O’ ayant deux tangerites
cofifmtines ; inenons une tangente quelconque a ta conique O,
reticontrant les deux tahgentes fixes en deux points A et A';
par thaeun de ces points on théne une tangente a Ia conigue 0’3
le lieu géométrigue de V'intersection de ces tangentes est une
conique totchée par, les deux tangentes fixes.

Démonstration. Par la théorie des polaires réciproques.

Tm.

RAPBORT SEGMENTAIRE PROJECTIF SPHERIQUE.
(Poir t. VI, p. 86.)

Théoréme. Soit un faisceau de grands cercles partant da
point A et coupé par les transversales BCDE... et BCD'E'..,;
formons sur Yarc BCDET un rappor.t segmentaire, qui serait
projectif si les segments étaient des droites, et le rapport
analogue sur l'arc B'...F'...; sia chaque segment on substitue
le cosinus de la moitié de ce segment multipli¢ par le sinus
de la moitié de I'aire du triangle dont ce segment est labase,
les deux rapports sont égaux.

Démonstration. Cetle égalité cst fondée sur 'équation

. S a
sin - cos —

Sin A== ————; (p.17)
b c

sin= cos -
2 .2

s st I'aire du triangle sphérique ABC.
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THEOREME SUR LE CENTRE DE GRAVITE,

d’aprés M. F. Heinen (Crelle, t. XVIII, p. 176, 1838).
. .

£

*

1. Lemme. Soient A et B deux points matériels, a et b lears
poids, et C leur centre de gravilé, P un troisiéme point, et
soient menées les droites PA, PG, PB, ona

TR

a.PA® - b.PB* = (a

II. Lemme. Soient A,, A,... A,; n point matériel; «,,
a,... a, leurs poids respectifs; S, le centre de gravité de
A, A,, ets,lepoids; S, le centre de gravité de A,, S,, et s,
le poids , etc., et enfin S, le centre de gravité de S, _, et A,
et s, le poids ; de sorte que s,=a,+a, +... a,. D’un point
quelconque P, menons les droites PA,, PA,.... PA , PS,,
PS.... PS,, on aura:

aPA 4a.PA...a PA = ”_;‘Z'A“,I,“‘+
) m
+ SRS A . "“'S,,_,A *1s,Ps,

ﬁ

Ce lemme est une conséquence du précédent.

1I1. Théoréme. Méme notation que le lemme précédent.

Dans quelque ordre qu’on combine les poids successive-
ment pour parvenir au centre de gravité s, du systéme, le
second membre de la précédente équation , moins le dernier
terme, est une quantité constante.

Démonstration. Supposons que le point P coincide avec le
point S, alors PS, devient nul et le premier membre de
V'équation (1) donne la quantité constante
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aS A +aS A +..aSA,;
donc, etc.

Corollaire. Faisant ¢, = a,—a,... =a, =1, il vient :

SA’+SA°+SA = AA+ SA3+ Al
. ' .
IV. Théoréme. Soit 3, ap.(PApY=E; zap.aq‘m2=Q; !
p etg ont toutes les valeurs prises dans la suite 1,2, 3... n;
ApAg est la droite qui réunit Ap 4 Ag; ona-
[s,-PS,]* =s,E—Q. @
Démeonstration. Placons le point P successivement en A, ,
A,... A,, Véquation donne :
aAAf...a AN =aS A FaS A ...aSA+s,AS,
aAA+...a AL '=aS A+aS AN . .. ... +s5AS}

...............................

aAA'+t.a, AA =aSA’ .. ... ... +s,A

multipliant la premiére équation par «,, la seconde par
a,, etc., il vient, conformément a la notation :

Q=s,[E—sPS.];
d’ou 'on déduit Péquation (2).

Observation. Au moyen de cette formule , on déduit les dis-
tances du centre de gravité a trois points du systéme, en
fonction de données du systéme. Cette formule a’été démon-
tréc analytiquement par Lagrange, Théorie des fonctions,
p. 362, et Mécanique analytique, t. I, sect. u1, § 20 ; et par
Laplace , Mécanique céleste , t. 1T, chap. u1, § 15.
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TABLEAU -

des signes des lignes trigonométriques dans les quatre qua-
" drants de la circonférence , d’aprés Henri (Maurice), in-
génieur géographe.

.

17 QUAD. 11° QUADRANT. 111® QUADRANT. IV® QUADRANT.
+sina  [sin(194-a)=+cosz |sin(29+-a)=—sina sin(3¢4a'=—cosa
+-coséca|coséc(194a)=+séca|coséc(29+4 a)=—coséca|coséc(39 - a)=—séca
+cosa  |cos(19g4-a)=—sina |cos(24+a)=—cosa cos(39+a)=--sina
+séca [séc(ig4-a)= coséca|séc(29+ a)=—séca séc(39+4a)=--coséca
+tanga |tang(19+ a)=—cota |tang(29+a)=-tanga tang (3¢4-a)==—cota
+cota |cot(19+4a)=—tanga|cot(2¢g+}a)=-cota cot (39+a)=-—tanga

MOMENTS D’INERTIE

dun arc de cercle et d'une surface sphérique par ﬁzpport aun
point , d’aprés M. Lobatlo.

1. Léquation d’'un cercle, axes.rectangulaires, est
Y+ 2 p=0, ou p est une fonction linéaire en x, y.
Soient « et 8 les coordonnées du point fixe par rapport
auquel on prend les moments d’inertie, ¢t z étant la distance
dun point x,y de la circonférence au point fixe, on a
* = x’+y’+¢, ou ¢ est une fonction linéaireen x, y, a, 8;
et z* =g —p; posons ¢ —p =0, c'est I'équation d’une
droite. Désignons par ¢ la perpendiculaire abaissée du point
x, y sur celte droite. Or g—p=mt, m est une constante.
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Donc z* = mt, et [z'ds =m [tds; ds est Varc élémentaire.
Désignant la longueur métrique de I’arc par s, et la distance
de son centre de gravilé a la droite par T, on aura :

Jtds=sT; donc [z'ds=msT. C.q.f.t.

2. Le méme genre de raisonnement donne le moment
d’incrtie d'une surface sphérique; la droite est remplacée
par un plan. *

GRAND CONCOURS DE 1848. (Voir t. VI, p. 204.)

QUESTIONS PROPOSEES.

Mathématiques spéciales.

Soit, dans le plan d’une ellipse donnée, une droite quel-
conque TS; par le centre G de Vellipse on méne le dia-
meétre ACB conjugué a la direclion de celte droite, et qui va
la couper au point O; on prolonge ensuite la ligne OC d’une
longueur (M, telle que le rectangle OC % CM =CA®.

On suppose que la droite TS sc meuve de maniére a étre
toujours tangenic a une courbe donnée, et Yon demande
quelle sera la courbe décrite par le point M ?

Mathématiques élémentaires.

Soient données dans Ic plan d’on cercle deux droites paral-
leles I et I'. Par un point M pris sur I'une,, on méne deux
tangentes au cercle qui déterminent sur I'autre un seg-
ment AB; on joint le point M au point I, milieu de ce seg-
ment, et I'on demande de démontrer que toutes les droites,
telles que MI, vont concourir en un méme point. -

Note. Les études ont souffert de fréquentes interruptions,
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c’est probablement ce qui a dicté le choix de si facil‘es»qnes-
tions. Mais pourquoi la question élemtaine est-elle J)}np@-
rativement la plus difficile ? )

MEMOIRE DE M. JACOBI
sur Uélimination. (Suite ) (Foir p. 17.)

X.

Pour les diverses valeurs de r, il existe entre les fonctions
multiplicatrices M, N, diverses relations que nous allons
examiner. :

Considérons d’abord les fonctions multiplicatrices My, Ny
<

dans lesquelles » — n—2; il suit des équations (20), en omet-

tant les termes qui se détruisent :
— (xMp — Mpts) = Ap(b, 2"+ b, 2" s ..o 4 b 2) —
— (Art1d, 4+ Artab, oo + Aptad,).
Mais les équations (19) donnent :
Arbo+ Aptib, + Aryobyt oo + Apinb, = 0.
. Donc
— (&M — Mpt1) = Ar(0, 2"+ bp-1z™ " +.. 0,2+ b,) ;A,q:x ,
on trouve de la méme maniére :
Ny — Npy = Ap f(2).

Soit maintenant rf_n; si , dans les équations (23), a la

place de 2n — r—1, on met successivement r et r-}1, il
vient, toute réduction faite :
— @My — Mpt) = Ap(bo+ b2+ ..c. + b, _2"") —
—_ (Ar-|bﬂ_, + A.r.abH -+ A,..bo),l‘.
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Or les' équations (1‘.:) donnent :

ArabtAr nt (P4 Arntod, + oo + Apeib,  +Arb,=0;
d’ou, comme ci-dessus,

— (xMy — Mpt1) = Apg(x) ;
et de méme,
ZNp — Nyt = Ar.f(2).

Posons enfin »=n—1 dans (20) et r=n dans (23), on
trouve : ‘
—(xM,_—M_))=0bA,_+

+x(bA,_+bA, +0A, +0A +... +0,A,, ),

+x (DA, _+0A, AbA, +0A, DA 4. DA, ),
230 A, et A, FOA, A AL,
x" (0, A, .. +OA+D, A, +b,A,),

+x"b,A, .3

et a I'aide des équations (9),
— (M, —M,) = A, _s(x);

et de la méme maniére,
aN,,—N,=A,_.f(2) ;
d’out il résulte que r désignant un des nombres 0, 1, 2, 3....
2n—3,0n a :
—(xMy—Mpt1)=Arpx; Np—Nrp=Arf(x). (27)
Des équations (27) on déduit :
— (2" My—2™M,,) = Arz™ (),
— ("™ Mpp1—x" " Mpte) = A1 2™ 9(),
Y (2" M M) = Aptax™ 29(x),

......................

- (3-"Mr+m-|—'1“r+m) = A'r+m-1<?(1')-
On tire de (27) des équations analogues en N.
Effectuant I'addition, il vient :
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-—(.Z""L‘I;-*—Mr.‘.m) = (A,-x"'"+A,—+1 x™ +.. .+Ar+-m-])?(x)

m

28
"Ny — Netm = (Arx™ ™ 4+ App 2™ + oo ok Aptmeg :( )
Sait, par exemple, r—=0; m=2rn—1, on aura :
(-Z'm—']ylo—"Man—:) ___(on,n_:+Al~_L,=n—3+A,xm—4+‘ oo '+A=n._z)(‘?(1) } ( )
xan—xNo_N’"_x:(onan—:+Al‘rnﬂ—3+Aaxln-4+." -+A,,..,)f(1‘)
Ensuite, les équations (27) donnent :
—(@My—Mrp) = Arp(x) 3 — (@Mps— M) =Art19(x) 3
et de méme pour N,; Yon en tire :
Ar+1.l‘1“r —_ (Ar+| -+ Ar.’l‘) Mrtr 4 Aer+n =0 ) } (30)
Ar 1 XNy — (Apts + Arx)Npy o+ ArNpja=0.
Enfin, comme M, f'(x)+Nrp(x)=Lx"; M,f(x)+Nop(x) =
=Lz, on a :

MrN: “IsNr— (era x’N,-):L

L —_— - (31
?(x)(x Ms -I"Mr) H (3 )
dou, de (27), (28), (29), l'on déduit :
Mr+1Ns — MTN;+1 == LAr.Z‘r 3 (33)
Me;mNe—MyNyym= LAz ™™ Ar+11'
} (33)
ot A )

M, N—M N,,,_,: L(Aox™ "4 A ™ 4.4+ A,,_). (34)
XI.

Ayant calculé les expressions de la forme arbs—a,br, il est
facile de trouver par des additions successives les expressions
my ou les coeflicients oy s ; les expressions arbs — asbr, s et r
élant des nombres de la suite 0, 1, 2... n, sont au nombre

nnt+1
de M)

En effet , on tire des équations (1) :
mf_l—.l‘m,-:arqa(.r)—b,-f(x); (35)

faisant r—0 et r =, et rejetant les expressions m_, m,,
il vient :
— xmy = aoy(xr) — b f(x) 3 (36)

AXN. DE MaTHEM,. VII 19



— 290 —
Posous pour abréger (arbs) = arbs — asbr, el soit : -

(@,_b)+ (a,b)x +(a, b)x*... +(a, b, )" "=u,,
(2,..0) + (@, b)x +(a,.b)2.. (2, b, )" *=u, ,

(a!bo) + (anbl)‘z = u'
(axbo) == uo;
soit ensuite

pr == to,r F a1,0Z -+ t20Z"... -+ arez’,

et désignons par [xpr] le produit xp,, les deux derniers
termes étant omis, on aura, d’aprés (1) :

Boe == 1, = (2,00 + (2,0)% + (@,0)2°+ .. Ha,b, ) ="
o= [z, 1t u, .
Pos = [Zpto] - oy
p=[zp,] +u
Bo = Uoj
ayant trouvé de cette maniére y,,_,, ,_,, on aura de suite les
expressions mémes m,_,, m,_,....m; les lermes manquants
étant suppléés par la formule «y s == us,p.

En substituant dans la formule (35) les expressions my,
mr—y, f(x) et ¢(x), et comparant les puissances de x, il
vient :

Upmtys — p g = (arbs) ; (37)

dans cette formule, si Von fait r—==r ou »=0, le terme
ar,—1 O ar—1,s dOit élre omis.

Combinant avec la formule (35) les deux autres ou r est
augmenté d’'une unité et ensuite de deux unités, et élimi-
nant f'(x) et ¢(x) entre les trois équations, il vient :

0 = (@r+1br40) My —1—xmy) - (@ry2br)(mMe—xmys,)
+ (arbr+1) (mr+l -~ Ziy2)

} (38)
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dans cette formule, si r=0, r=n—2, les tcrmes multi-
pliés par m_, , m, doivent éire rejetés.

XII.

Outre la relation ar,s = as,r, il doit y avoir encore d’autres
relations entre ces quantités, car ces quantités «rs sont au

n(n+41) . 1
nombre de »* ou au nombre de -—(——;}—-—- si nous considérons

ar,s €t ag» comme les mémes, et toutes dépendent sculement
des 2n -4 2 quantités ar, br. Les nombres de ces quantités
doivent ainsi étre diminués de trois; car les binomes
aybs — asbr , et aussi les quantités «r s qui en dépendent, ne
changent pas cn remplacant ar, 0r par yar+¢by, yar—¢'br;
7, &, 7, ¢ désignant des quantités arbitraires entre lesquelles
existe la relation j<'— 7' =1. On voit que trois des quan-
tités ar, Or peuvent étre prises arbitrairement; aussi les

n’--n

coefficients ar,s = o au nombre de dépendent seule-

ment 2z—1 quantités; ainsi il y a entre les quantités
ar,s =as, des relations an nombre de :

w4 n (n—1)(n—2)
o 2n -4 1= —_—
Un théoréme trouvé ci-dessus tient en quelque sorte lieu de
ces relations, savoir que Ay s==A;;, et les termes en Ay ; sont
formés, d’une certaine manicre, des quantités ar; car toutes
ces quanlités sont en méme nombre quc les quantités oy et
dépendent aussi de 27— 1 quantités; mais on peut établir
des relations encore plus simples entre les quantités ar¢ que
celles qui sont données par ce théoréme.
Ometlant certains théorémes ou connus ou que nous avons
démontrés ailleurs (voir Mémoire sur deux fonctions homo-
génes quelconques, t. XII), désignons par le type
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t T U }
-3
55,5, 0:Sm
agrégation de 1.2.3...m termes, que nous avons désignée
ci-dessus § III, par le type
2 2 oo, 0%, 8,712y 8300+ Bl L
ainsi, d’aprés le §IV, on a:
2 —
L—a 012...n—1 )
012...n—1
8i dans cette expression de L on rejette dans les indices su-
périeurs 0,1, 2...2, ct s dans les indices inférieurs, on
obtient I'expression Ar s (voir équations 6).
Le signe de cette expression est déterminé en ce que
ar,sAr,s doit faire partie de L; on aura réciproquement (voir
les équations 12 et 13) :

L"“‘=A{ 012...n—1 };

012...n—1

dans cette expression, si on rejette r dans les indices supé-
riears, ct s dans les indices inférieurs, il vient :

Ln—aar,s;
mais si on rejette r, r' dans les indices supérieurs, et s,
dans les indices inférieurs, on obtient :

7

_ rr
e { , }

§s

el géncralement si dans 'expression

012...n—1
A % 012...n—1 3

on omet r, ... /™™ dans les indices supérieurs, et s, s'...
s(™™ dans les indices inféricurs, on obtient :

J m—z
iy, § T T .
ss'...s™
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Sofent donc r, 7'... I~ et s, s'... s("™, tous les nombreés 0,
1, 2... n—1, écrits dans un ordre quelconque, on atira :

{,w), f("'+').. ) Py e R

é(dl)-, 3.( 'n—x\ s, ' "s\m—x * (39

g = L' (™) %

les éi'pi'eé's‘i"(')ns‘ de cette forme

. { ryrlo (™ } A ‘ ryrl.or™ ‘

s, s s™M ) 8y 8'e s(™
restent les mémes; les deux systémes d’'indices; supérieur et
inféricur, s’échangent entre eux, car ars=—=a;sr €t Ars=A,q.
Ensuite comme A, s ne change pas, un indice étant asgmenté
et autte ditninué d’ane unité, il s’ensuit que 'expression

™, ™, /™)
(™, sy s

ne changera pas si tous les indices d’'un systéme étant augmen-
tés d’uné anité, ceux de l'autre systéme sont chacun dimiriués
d’une urité; ct pour qut cette propriété puisse subsister, il
faut que I'indice le plus élevé soit au-dessous de n—1, et
Iindice le moins élevé au-dessus de 0 ; d’ofi vice versa, dans

e r(™
A st s 2
dans un des systéines ; doit se trouver I'indice » —1 , et dans

l'autre 0.
Oii conclut donc de (39): si I'oxpression

rr'. /(™)
-3
ss'o.. s
renferme dans I'un des systémes V'indice n—1 et dans V'au-
tre 0, elle ne change pas en augmentant d’une unité tous les

indices d’un systéme, ct diminuant d’une unité les indices
de Vautre systérhe ; dans ce cas, n—1 augmenté devient 0,

Yexpression
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et 0 diminué devient n—1; on peut représenter cette pro-
priété des coefficients «, 5 par cette équation :
+a {H’ et nd) [ 7,7, 0 (40)
s’y s s, 0 s'+1, s"+1, s(™), n—1 )"
Pour déterminer le signe, il faut observer que l'équa-
tion (40) doit devenir identique entre les quantités a,b; au
moyen de la formule (37); ainsi, si les termes de I'expres-
sion (40) sont :
+ Qply 12yl §0 oo Op (1) g(M—1)AN-1,0
+ Op 41, 8/ =101 141, 87=1 o oo Op(M—1)1q g(M—1) 1120, M1
on en conjecture facilement qu'il faut prendre le signe -+ si
m—1 est pair, ct l¢ signe — lorsque 7 —1 est impair.
Si m=2, il suit de la formule générale (40)
An-1,0%r, 8 = Un-1, §47,0 == ROArLL, $=1 — Ko, §-1%rL1,m1 3 (M)
ce qu'on veérifie facilement par la substitution des valeurs :
Ap-1, r=—=0Opr,n-1 == (anbr)
ag,r = ar,0 = — (@obrqs)
Or, s ==Qry1,5-1— (@r+1bs) ;
ces substitutions faites, I'équation (41) devient :
(@nbo) (ar+1bs) +(anb:) (@obr+1) = (aobs) (anbr+i) . (42)
Ces trois produits étant développés , donnent une identité.
(La suite prochainement.)

THEOREME DE STATIQUE.
PAR E. CATALAN.

Turoreme. La fonction des forces, désignée habituellement
par LX MY+ NZ, représente le sextuple de la somme des
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tétraédres ayant pour arétes opposces les droites qui représen-
tent en grandeur et en direction les forces P, P, P", ... ces
drottes étant prises deux d deux.

Nommons x, y, z les coordonnées rectangulaires du point
d’application de la force P, et 2, B, y les angles que fait avec
les trois axes la direction de cette force. Nous aurons

X==2Pcosx, Y=2Pcosf, Z==Pcosy,
L=2P(ycosy—zcosf), M=ZP(zc0sx—2C0S7),
N==P(xcos—y cosa),

et V=LX4MY-|-NZ
= (2P cosa). ZP(y cosy—zcosf)
-+ (ZP cosB) ZP(zcos a—x €05 7)
+ (=Pcosy) EP(xrcosf—y cosa).

D’abord, la partie de V qui se rapporte uniquement a la

force P est
P[(y cosy—zcos B)cos «-}-(z cos a—x cos)cos B
+(xcosp—y cos«)cosy) ;
quantité nulle d’elle-méme. De méme pour les parties de
la fonction V qui proviennent des forces P', P prises 4so-
lément.

En second lieu, la partie de V qui résulte de la combinai-
son de deux forces différentes P et P' a pour valeur :

PP'((' cosy'—z'cos §')cos a-}(z'cose’—x'cos ') cos B
~-(x'cos f'—y " cos a')cos 7] +PP'[(y cosy—zcos f)cos o’
(= cos «—.x cosy)cos f'+ (x cos B—y cos «)cos 1']
=PP'[(x—=x')(cosBcosy'—cosp'cosy)+(y—y')(cosy cosz'—
€08 Y'coS a)-}-(z=—2") (€0s 2 c0s B'— 05 e/'cos £)]

Or, il est facile de reconnaitre que la quantité entre pa-
renthéses représente le produit de la plus courte distance &
des droites P, P' par le sinus de ’angle formé par ces droites ;

donc
V=:PPdsin (P, P').
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Eifin, Yon sait que le tétraédre qui autdit P, P pour
drétes opposées, a pour volume £ PP'd sin (P,P'). L théo-
réme est donc démontré.

CorotLaire. St deux systémes de forces se font équilibré, la
sommie tes tétraddres construits sur les forces du premier systéme,
prises detix d deux comme aréles opposées, est équivalente d la
somme des tétraédyes construits sur les forces du second systéme.

En effet, soient X, Y, Z, L, M, N les compusantés el les
moments relatifs au premier systéme, et soient X', Y', Z') L,
M/, N’ les mémes quantités relativement au second systéme.
Les six équations d’équilibre deviennent ici évidemment

X+X'=0, Y4Y'=0, Z'4-Z'=0,
L+4-L'=0, M+M'=0, N+ N'=0
Conséquemment, LX4+-MY-+NZ=L'X4-M'Y'-N'Z'(1).
Note. Le célébre mémoire de M. Minding (V, p. 185 au
bas) est connu depuis longtemps en France ; il est déja cité dans
les Comptes rendus 1835, 2¢s., p. 282, el en 1837, d’aprés
cette metition , par M. Chasles (Hist. des méthodes, p. 555) ;
mais écril en allemand , le ¢onténu est toujours inconmu. Oh
y trouve le beau théoréme qu'on vient de lire : je crois
niéme que ses 172 équations ¢puisent toutes les interpréta-
tions qu’on peut déduire des équations d’équilibre. Od sait
que M. Mobius a travaillé sur le méme théme; et dans sa
Statique, ouvrage ex-professo, et dans un mémoire sur la
composilion des rolations infiniment petites, inséré dans le
Journal de CGrelle (XVILI, p. 189, 1838). En voici quélques
théorémes :

1° Lorsque qu:are forces sont en équilibre; toute droite
qui rencontre trois des forces rencontre la gquatriéme. Cette

(") M. Chasles est arrivé a ce corollaire, et a un grand nombre de théorémes
trés-¢élégants , dans un mémoire publié dans le Journal de Liouville, tome XII,
page 213.
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proposition &3t tonhue : oh m’a méme dit gu'elle a été pro-=
fessée par M. Richard , dansle cours d’une si haute instruge
tlon quil fait depuis lonigues années au collége Louis<le-
Grand (1).

g° Loraquon donne un nombre de droites plus grand que
sizy il est toujours possible de trouver des forces ; lesquelles
agissant sulvant ces droites se fassent équilibre ; lor®jue le
nombre de droites ést moindre que six, il fant certaities con=
ditions.

4° Lorsqu’un cotps peut ¢ mouvoir autour de six axés
tndépendants , il peut prendre un déplacement quielconque;
c’est-ii-dire tourner alitour d’'un axe quelconque.

4° Oh Petit toujours décomposer une force en six difections
données par les aréles d’un tétraédre.

5° Etant donnés les corps A,, A,, A,..... les corps A,
et A, peuvent tourner autour d’un axe ﬁxe commun ; les

n’

(') Collége Louis-le-Grand, aujourd’hui Lycée Descarles. Lorsqu’une insti-
tution a acquis sous un certain nom une célébrit¢ §éculaire, ce nom devient
un titre de propriélé que doivent respecter ceux qui, n’adhérant pas aux doc-
trines du bagne, respectent la propriété. En général changer sans nécessité les
noms des édifices, des lieux publics, esf un acte barbare anti-historique, dé-
truisant la chaine des traditions du passé, sans apporter aucune garantie pour
P’avenir. Nthil sub sole novum, dit ’Ecclésiaste; ce qui est surtout vrai en fait de
folies. Ce bouleversement de nomenclature était aussi la manie de notre pre-
miére république, ce qui ne I'a pas empéchée d’avoir une existence éphémére et
de modrir per euthanasiam sous les éireinles d’un soldat corse. Pourquoi chan-
ger le mot frangais collége, si connu, si populaire, contre le mot pédantesque
lycée , qui n’a pas méme le mérite de l’exacLilude; car, chez les Grees, la jeu-
nesse était éduquée dans lés gymmnases, et il y en avait dans toutes les cités,
tandis que le lycée n'¢lait pas un collége , mais un établissement particulier a la
ville d’Athénes, et qu’Aristote a rendu célébre, tout comme Labarpe a jet¢ de
Péclat sur un établissement de méme nom et de méme destination a Paris. D’ail-
leurs nous tié satirions assez nous pénétrer de cette idée : rien n’est moins répu-
blicain que I’esprit servile d’imitation , ddt-on imiter des républicains; et ici ce
n’est pas méme le cas, car les Iycées sont de création impériale; ils ont succéde,
non pas aux colléges royaux, mais aux écoles centrales, institufions ¢éminemment
républicaines, et qu’on aurait poriées i une haute perfection, en renforgant la
partie littéraire, qui était trop peu développée. Cetle organisation présentait
Pavantage dé rendre impossible toute lutte entre Vinstruction publique et les
opinions religieuses. C'est ce que dit Lacroix dont personne ne conteste la
compétence. Du reste, qo’on réprenne les noms anciens , ainsi que Ie veut le
bon sens, ou que l'on conserve les nouveaux, la n’est pas le pomt important,
1 raudran améliorer les modes d’enselgnemem et c’est ce qu’on ne fera pas
Tout pour la forme, rien pour le fond, ¢’est notre devise. Tm.
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corps A, et A, autour d’un autre axe fixe commun et ainsi de
suite jusqu'a A, et A,. Supposons maintenant qu’on rende
fixe le corps A,, il est évident que A, peut prendre plus de
positions diverses dans I'espace que A,; A, plus que A, ; mais
le premier corps qui peut prendre une position quelconque
dans l’espécc tout comme s’il était libre, c’estle corps A,, et
@ fort®riles suivants. Le savant géométre fait a ce sujet une
curieuse observation. La jambe de I'écrevisse a laquelle sont
attachées les serres est formée de six piéces liées entre elles
et an corps par six axes de rotation; de sorte que pendant
que le corps se repose, la partie extréme de la jambe est
entiérement libre. Du reste, le bras de ’homme, depuis 1'é-
paule jusqu’aux phalanges, présente une construction pres-
que analogue.

SOLUTION DE LA QU];‘.STION 189 (p. 240),

PARBR M. J. MURENT,
Bachelier és sciences, & Clermont-Ferrand.

Soient t=f(x,¥); u=F(x, y); Aot x = ¢(&,8); y=">4(1,?);
ona:
U'eF'y—f'yFa)f du—eut) =1,
S'z étant la dérivée de f(x) par rapport a x, et ainsi des
autres. (Mobius.)

Démonstration. D’aprés les relations données, x et y étant
deux fonctions des variables indépendantes u et ¢, différen-
tions chacune des équations ¢ =f(x,y) et u=F{z,»),
d’abord par rapport a ¢, puis par rapport a «, en suivant Ja
régle des fonctions composées , nous aurons ainsi
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dfdx_'_ dfdy
drdt " dy dt
dfdx , dfdy
drdu T Iy
d¥Fdx  dFdy
SLd T

dFdx | dF dy
dx du+ d_ydu,

1_._

0=

1=

en remplacant les coefficients différentiels par les dérivées et
obscrvant que les relations x = ¢(u, ¢), y =1(x, ¢) donnent
dr do ’ dx dy dy

P 7iir 7 AL =¢'uy, — T =1{'¢, ‘T—xpu, les quatre

¢qualions précédentes se mettront sous la forme :

1 =7"2d't+f'y¥'s )
0=f"s9"u+Sf 'y‘l”u (2
0=Fo¢'t4+Fyls 3
1=F 'x?'u, + F’y\Vu- )]

Multipliant, d’une part (1) et (4), de ’autre (2) et (3), il
viendra :
1=1"2F' ot 1'u + S oF'y¢ Vu S "y Fag'ul o+ FyF'yV ou
=f"oF's 17w+ F'y'wl e yF o'tV o + fyF'yb o u;
retranchant membre & membre ces deux derniéres, et ré-
duisant , il restera :
1=f"sFy (Mu——w!f')-—f'ny(w!»u—?u\!")
ou enfin
(f'aF'y —fyFa){du—¢u¥)=1. c.qf.d.

Quelle est interprétation géométrique de ce théoréme
analytique ?



SOLUTION DE LA QUESTION 185 (p. 239),

PAR M. J. MURENT,
Bachelier és scientes , A Ciermont-Ferrand.

P étant la limite de la fraction continue :

a:a+4b:b+ciec4did+ ...,

et Q la limite de la fraction continue :
a:btbictecidtd:iét ...,
Pla+Q+1)=a+Q.

ona:

. ) o 1 .
Démonstration. Posons d’abord ;L:a', I_J:b""’ d’ou
ad =1, bl' =1...; en multiplant par a' les deux termes

de la fraction qui exprime la valeur de P, on aura :

C+;..;
a'b

st dans la partie <0’+ ——=;on maltiplie les detrk tBriies

c—h..)

/

par «b'y P deviemira :

Be méme si daus la partic —————— de celle derniére
c
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expression de P, on multiplie les deux termes par a'bc, on
trouvera :
1

PETFL
a+-1
a'bta'bc'd
dte
€F o

a'bc'd
d+ e )
( e+ ..

multipliant encope les deux termes de par

alb'cd', on trouvera :

1
P= m
a+1
ab+41
ab'ctab'cde
2

En coptinuant ainsi, 'équation de P se changera en la snpi-
vante :

P=1:1-+1:a+1:db+1:abc1:abc'dH:abcde+... (p)

Faisant sur Q les mémes opérations, il viendra successive-
ment :

1 1 \
0= » = 5
ctec ablcabe
at... axd
e-...

et enfin :
Q=1:ab+1:abct1:abld41:abedet...;
substituant cette valear dans (p), on ohtiendra :
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P=1:141:24+Q ou p=1—1—+1 ,
a+Q
o __a+Q
d’ou P_a-———+Q+1,
ou enfin Pla+Q+1)=a+Q. c.q.f.d

NOUVELLE METHODE ANALYTIQUE

pour la détermination des coordonnées des foyers et des
{longueurs des axes de coniques @ centre ,

PAR M. PAUL SERRET.

I. On sait, et T'on peut d’ailleurs le démontrer facile-
ment, que le carré d’'un demi-diamétre quelconque d’une
conique a centre est égal au produit de la corde paralléle
menée par l'un des foyers, multipliée par un coefficient

a
constant K =354 désignant soit le demi-grand axe de I'el-

lipse , soit le demi-axe transverse de 'hyperbole; or, on peut
démontrer cn prenant pour axes des coordonnées les deux
axes principaux , que les deux foyers seuls jouissent de cette
propriété, quelle que soit d’ailleurs la valeur arbitraire que
I'on donne au coefficient K, pourvu qu’il demeure constant.

C’est précisément cette propriété des foyers qui va nous
servir a délerminer par un calcul trés-simple les coordonnées
des foyers , et I'équation qui donne les carrés des demi-axes
en fonction des coefficients de la courbe dans le cas le plus
général.

II. Soit Ay*+ Bxy 4 Cx’=F (1) I'équation de la conique
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rapportée a deux diamétres paralléles aux axes primitifs, et
L R
faisant un angle y; F= - valeur que nous lui restituerons

dans les résultats définitifs.

Soit «, € I'un des foyers cherché , menons par I'origine un
diamétre sous la direction m; soit D la valeur de ce demi-
diameétre, soit C la longueur de la corde paralléle menée
par («, €), on aura:

D’=K.C;
or on trouve, en faisant momentanément n=6—ma:

D= F(1-4-m’+-2mcosy)
- Am’+4 Bm +4- G ?

CKe WV 1tm*+2meosy XV EAFm+ 4BFm+ (B —4AC)w*+ACF
B Am’+Bm+C ’

égalant ces denx quantités, simplifiant et élevant au carré,
il viendra:
Fo(1 -+ m* +2m cos ;) =
=K*[4AFm’ 4 4BTF'm 4 (B* — 4AC)(5— ma)’ 4 4CF];
ordonnant cette équation de condition par rapport a la va-
riable m, il viendra :

2 m’ { K'[4AF 4 (B*— 4AC)’] — F*}
+ 2m} K*[2BF — (B’ — 4AC)a¢] — F’cosy § 4
+ K*}4CF 4+ (B — 4AC)8* } —F* =o0.
Cette relation (2) devant exister pour toutes les valeurs de m,

les trois coefficients doivent étre nuls séparémeat ; donc on
aura les trois équations suivantes pour déterminer K, «, 6:

K'[(B' —4AC)e’ -+ 4AF] =F* (@)
K*[2BF — (B' — 4AC)«6] = F" cosy ®)
K'[(B'—4AC)S +4CF] =F. - (0

Or, en divisant alternativement V’équation (a) par cha-
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cane des équations (b) et (c), et ne perdant pas de vue que
L
F=— —, On retrouve les équations (b) et (c) de Ja page 429

tome II, dont M. Terquem déduit les coordonnées des foyers.
ITI. Supposons d’abord que I’on connaisse I’équation qui
donne les carrés des demi-axes principaux de la courhe :

m3.z* — hkmL.z —4L'sin’y =0,

d’ou l'on tire , comme on sait :
QL - R Ee—— &
Q= ;;?[N +V' Nt msin’ 7];

Comme on sait @ priori que K> = —% R l’équation (@) nous

donnera successivement :
F' - 4AFK* L'+ 4mALK*
mK* miK? -
_ 2Ll[m 4 2A(N+ VN Fmsin )]
- wIN+VNFmsny]
Multipliant les deux termes de la valeur de «* par

N—V'NF msiny,

3
—

il viendra :

. oLm[N— V_] —4mALsinYy

“= — m3sin’y -

4AL 1 2L S —
= ZIN—V'N £ msinyl;

T omt o sin’ym?

mais b étant le demi-petit axe de l'ellipse, ou le demi-axe
non transverse de 'byperbole, on a:

2L N —
b= "7[N— VN4 msin’y] 5
on aura donc :

4AL b
(A) &=

2

m sin®y’
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Comparant les équations (a) et (c), on voit que la premiére
cst composée en A et «, comme la deuxiémel'est en Cet 6; on
aura donc immédiatement :

C b

B) 6’:4——:L —_——
m sin 'y

Ce sont les formules données par M. Terquem, t. 11, p. 430.

Observation. Remarquons que I'équation (0) donne immé-

. Lo BF n
diatement dans le cas particulicr ou y=90°, aG:——;—:—;;;
7

relation qu’emploic aussi M. Terquem, t. 1V, p. 376, dans
une solution généraliséc du probléme du concours général
pour Yannée 18%5.

1V. Supposons maintenant que nous voulions déduire des
trois équations (a), (0), (¢) I'équation dont les racines soient
les carrés des demi-diamélres principaux.

En ¢liminant « ¢t € des équations (a), (D), (¢), et rempla~

2

a L4 4 i3 .
cant K* par T dans I’équation résultante, nous arrivons assez
facilement a I'¢quation :
mia* — 4m.NLa" —4L’in%) = 0; (H)
doncle carré de I'un des demi-axces principaux a, est racine
de I'équation :
m*z" — 4mNL.z— AL%sin’y = 0. (L)
I1 s’agit de prouver quc le carré du sccond demi-axe est aussi
racine de la méme équation. Or, soit ¢ la distance du foyer
au centre, on aura :
b= a"— "
or ¢’ =o'} 6" 225 cosy; donc vu la forme des équations
(a), (b), (c), nous pourrons trés-facilement obtenir la valeur
de ¢*; on trouve cn effet successivement :
. 2F*—4F(A+C).K +&BFcosy K’—2F cosy
c= mK* -
__ —A4NF.K*4-2F"sin’)
- mK® !
Axx. px MaTHEM, VII, 20
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o ; a —L i
remplacant K* et F par leurs valeurs: T 5o obtient :
__4&mNL.a® 4-8L7sin%

mia®

9
d’ou 'on tire::
m’a* — AmNLa* — 8L’sin’y

d—-c=b= —
mia

’

ou bien, en ayant égard a la relation (H):

4L sin *y .
3—,—1 , dou @0'=—
mia

b — 4L’sin y
m’a’
Mais le produit des racines de I'équation (L) est aussi égal a
4L sin” . )
——-—3—7; @’ estV'une de ces racines,, donc 4 est Vautre
m
racine.
Donc enfin V'équation aux carrés des demi-axes principaux

d’une conique a centre est bien I'équation (L) :
m?z' — kmNL.z — 4L sin’y = 0.

V. On pourrait cncore chercher les coordonnées des
foyers, en s’appuyant sur cctlc propriété dontils jouissent, a
I'exclusion de tout autre point, et qui consiste en ce que:

— Si d’un point quelconque M de la polaire d’'un foyer I,
on méne deux tangentes a la conique ct leur corde de con-
tact, puis du méme point M une perpendiculaire sur la
corde des contacts, le pied de cette perpendiculaire sera
constamment le point F lui-méme.

— Cctte derniére propriété caractéristique des foyers peut
servir a mctire facilement en évidence les conditions
DE —2BF =0, D'— 4AF =FE'— 4CF, nécessaires pour
que l'origine des coordonne'ef soit un foyer quand les axes
sont rectangulaires. Mais si'les axes deviennent obliques, la
mise en évidence des conditions précédentes modifiées, ne
peut plus se faire commodément par cette méthode.
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SOLUTION DE LA QUESTION 184 (t. VII, p. 239),

PAR MM. MENTION cr GILLES (Lucis ).

On a la formule (voir t. VI » P. 399):
&4 =(a+0)F ——ab (a4 b+

B (gt PP g ygpems,

t—l 1)3
— ) ] —
+ (_Dra,,br/f_p Qr-Hp 3r+ p—r—t (@b,

p_.

est la valeur de r, qui correspond au dernier terme

dont le cocflicient sera p, et qui conticndra (z+-0) a la pre-
miére puissance.

Actucllement soit « un facteur premier commun 4 a4 b
( aP + P
a0

dans le développement de “

4_
at-0b

, il devra diviser lc terme indépendant de a0

14 bl’

, qui est:

p-1 p-t

+a2b?p.
p-1 -t
Or, w ne peut diviser ni @ ! , ni b 2 , puisqu’il diviserait
a'bq_ b; et comme « divise a0, il diviserait a la fois
act b, ce qui est absurde; donc il divise p. Mais p ost pre-
micr, donc o= p.
Supposons que p* divise a®+ 04, on voit que, §i (@ b)
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p-t

-1
2

ne contenait pas ¢g—1 fois p, le dernicr terme a 2 b 2 p(a+b)
ne pourrait pas conlenir g fois Ie facteur p.
Remplacant b par — 0, on aura a®— U, puisque p cst

impair, ct les mémes considérations s’appliqueront.

RELATIONS D'IDENTITE

et équations fondamentales relatives aux lignes du second de-
gré (7. t. VI, p. 618); théorie des polaires réciproques.

Pour la commodité des lecteurs, s'il y en a, nous allons
transcrire de nouveau ces relations :

7= angle des axcs; Ay* 4 Bxy +Cx* 4Dy —|-.Ex—|— F=0
fonction principale = L= AL’— BDE+ CD* 4 F (B: —4AC).

Fonctions dérivées.

dL . , AL D’
-Z—A—E—M]I‘__l,aml D'—4AT =1;
dlL dl, ,
B =—DE+9BF =—n: ——D:QCD —BE=FX;

dL (]L
_— -—’1 froamy
dD_-QAE —DBD=1#F; T =B'—4AC=um,

Fonction auxiliaire.
N=A+4C—Bcosy;
Relations d’identité.
P—ml=14AL; 24 2mn=—4BL; K" —ml = 4EB;
Kl4kn=2DL; k' +¥n=09FEL; »* — Il =4FL.

Cl—Al+Ek+ mF=Al —Cl{++ DK -{—mF:L;
2A7/ — Bn + DA = 2Cl — Bn-- Ek=2L.
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AK? BEkK + Ck* -+ mDK + mEk+ m’F = mL;
k 4 " 4-2kk'cosy = 4NL.
kUl 2k n+m (1 ~ 1I'y = 4L’ (coniques & centre).

On oblient cette relation en meltant dans B’—4AC, pour
A,B,U leurs valeurs en fonctions dérivécs.

9Ck+BE +Em=2Al + Bk +Dm=—2An+Bl+4 Dk—=—
=—2Cn —i— Bl + El'=o0.

(A—C) 4+ (B—2Acosy) ( B— 2Ccosy ) =N* 4 msin’y =
= (A —C)sin’y 4 [B— (A 4 C)cos; T

(2Ay +Bx+ D) — (2Cx+By+E) = mx’ — 2kx =
— (my* —2ky 1.

mx’®—2kxt+Il=m [(xm_A)'—-_&f}_l}‘l ;

Vi 3L
my* —2kyl=m [( —_— ’-{‘-C—

m m |

(2Ay +Bx+4 D) (2Cx+ By 4-E)=ky +-Hx—mxy +n.
A@2Cx+4By-+E’+C(2Ay 4 Bx 4 D) —B(2Cx + By +E)
(2Ay+Bx-+ D)=L —m(Ay*+Bxy -+ Cx* + Dy-+Ex-+F).

LXXXII. Théoréme. Soit une courbe A, située dans le plan
d'unc conique C; enveloppe des polaires des points de la
courbe A relativement a la conique G est Jaméme courbe que
le lieu des poles des tangentes a la courbe A relativement a
la méme conique.

Démonstration. Désignons 'enveloppe des polaires par A/,
et le licu des poles par A" ; soient M et M’ deux points de la
courbe A, et MT,M'T les deux tangentes se rencontrantenT ;

. et soit v le pole de MT, ct p' le péle de M'T; de sorte que p.
et »’ sontdeux pointsdela courbe A", et T est le pole de la
corde pv' ; M's’approchant de M, le point T s’en approche
également ct finit par se confondreavec M ; alors ¢’ se confond
avecy et la corde py' devient une tangente a la courbe A"
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enp., et dont M est alors le pole. Donc ¢ appartient aq@éi
alacourbe A’; c. q. f. d.

Corollasre. Les points M et ¢ sont liés par cette relation
géoméltrique;la polaire de M cst tangenteen ¢ ala courbe A’
et la polaire de p est tangente en M ala courbe A ; Cest ce qui
a fait donner aux courbes A et A’ le nom de polaire§ réci-
progques. Qn désigne la conique qui sert d’intermédiaire sous
lec nom de Directrice, et les points M et ¢ sont dits points
correspondants.

Remarque 1. On peut parvenir aux mémes conclusions par

! !
des considérations purement analytiques; soient = .J—;-,;

U /!
x!

Y . . .
- o (Poir p. 5),,les coordonnées des points correspon-

dants, et I'(x,y,z)=0 I'équation rendue homogéne de la
Lox Y
courbe donnée ; la polaire du point —, ‘)},’ est

Y20y +Bx'+E2 )+ x2C2'+By '+ E2)+2(Dy'+ Ex'+2Fz") =0,
donc »"[2Ay' 4 Ba'+ D21+ 2"[2Cx' 4 By' +E2'] 4
+ z'[Dy' +E2'+ 2Fz']=0.

/! Ul

La polaire du point = L est pf24y"++ B2" D2 +

7
3z

+ 2[2Cx" + By’ E2"] +z[2Fz" + Dy +Ex"] =0, et le

! ! .

point —, {, est évidemment sur cette polaire. Le pointinfi-
2 %

niment voisin est aussi sur cette polaire; elle est donc tan-
genle a lacourbe donnée.

Remarque I1. Aulant la courbe donnée a de pointssitués a
Tinfini, autant la polaire réciproque a de tangentzs passant
par le centre de la directrice; mais il faut se rappeler que les
points situés & infini sur la méme droite ne complent que
pour un point. ‘

Remarque I1I. Autant la courbe donnée a des tangentes
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situées a linfini (branches paraboliques}, autant Ja polaire
réciproque a de points multiples au centre de la directrice;
les tangentes paralléles & T'infini ne comptent que pour une
tangente. .

Remarque IV. A chaque tangente de la courbe donnée pas-
sant par le centre de la directrice correspondent deux
points de la polaire réciproque situés a I'infini. Lorsque au-
cune {angente ne passe par le centre, la polaire réciproque
est toujours une courbe fermée. r @

Remarque ¥ . Aux points et aux droites imaginaires ré-
pondent des polaires et des poles imaginaires; mais a une
ligne réelle correspond une polaire réciproque réelle, méme
lorsque la directrice est une ellipse imaginaire. Car, dans
une telle ecllipse, les coordonnées du centre, les dircctions
des diamétres conjugués sont réelles , et la construction des
pdles et polaires ne dépend que de ces données. D’ailleurs
I'équation de la polaire d’un point ne renferme que les coeffi-
cients de 'équalion de la conique direcirice, et ces coeffi-
cients sont récls, lors méme que la conique devient imagi-
naire.

Remarque 7°1. La courbe donnde A étant du degré m sera
tout au plus de la classe m (m— 1) ; ¢’est-a-dire qu’on pourra
d’un point donné mener a la courbe au plus m{m—1) tan-
gentes, donc la polaire réciprogue peut é(re rencontrée par
une droite au plus en m(m—1) points, elle est donc au plus
de ce degré; mais elle est toujours de la méme classe ; d’aprés
le degré, clle pourrait étre de la classe m(m—1)(m*—m—1);
mais elle descend toujours & la classe m et perd ainsi
m3(m—2) tangentes dans le faisceau issu d’'un méme point.
M. Pliicker est le premier, comme nous verrons plus tard,
qui ait donné une explication complétement satisfaisante de ce
fait singulier.

Remarque V'1I. A un point multiple, c’est-a-dire par le-
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quel passent plusicurs branches de la courbe, correspond
" une tangente multiple , dans la polaire réciproque, ¢’est-a-
dire une droite tangente & plusicurs branches et vice versa.

Remarque P7/II. A un point conjugué isolé, c’cst-a-dire
un point réel d’interscction de deux branches devenuces ima-
ginaires, correspond une polaire réelle, droite conjuguée
isolée tangente a des branches imaginaires ct vice versd.

Remarque IX. A un point de rebroussement, ¢’est-a-dire
un point ot denx B¥r*hes de la courbe se touchent; corres-
pond un point d'inflexion dans la polaire réciproque; cn
cflet, dans un point de rebroussement, le point décrivant
change subitement de direction ; donc la (angente doit aussi
changer subilcment de dircction dans la polaire réciproque,
ce qui a licu aux points d’inflexion.

LXXXIII. Historique. D¢ La 1lire (Philippe) est le premicer
qui ait énoncé, cn 1685, les deux propriétés géométriques
qui, dans unc conijuc, lientIe pole a sa polaire et celle-ci a
son pole (Scctiones conicee in novem libros distribute.
In-fol., Paris, 1685, lib. 1, prop. 26, 27, 28; et lib. 2,
prop. 23, 24, 26, 27).

Monge, géncralisant les théorémes de De La Hire, et pro-
bablement sans les connaitre, découvrit, en 1795, les rela-
tions géométriques qui existent dans les surfaces du second
degré, entre le pole et le plan polaire et vice versd , et aussi
entre deux droiles correspondantes. 11y parvient par des
considérations graphiques ct nullement métriques ( Séances
des écoles normales, t. II, p. 357, édilon de 1800, la pre-
miére est de I'an ITI (1795)).

Livet et M. Brianchon ont démontré, en 1806, que la sur-
face réciproque d’une surface du sccond degré est encore
une surface de méme degré (Journal de U Ecole polytech-
nique , cahier XIII, 270 ct 297, 1806 ).

Cetle théorie a élé cullivée et augmentée, spécialement
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dans les Annales de M. Gergonne, out cette théorie oc-
cupe le plus grand espace. Servois a introduit le nom de
Pole (T. I, 337, 1810) ct M. Gergonne celui de Polaire
(111, 297, 1813).

Dualité. A tout théoréme sur des points dans une courbe
correspond un théoréne sur des droifes dans la polaire réci-
proque, et vice versd; c’est ce qu’on désigne par le mot dua-
lité. Le premicr emploi de ce genre ct le plus céicbre est
cclui de M. Brianchon, qui a trouvé le théoréme correspon-
dant de Ihexagramme de Pascal (Journal de 1'Ecole poly-
tcchnique, cahier XIIT, 297, 1806). Depuis, cetle dualité
a regu une grande extension, surtout par les travaux de
M. Poncelet qai, le premier, s’est servi de la théorie des
pvlaires réciproques pour la transformation des relations
de grandeur métrique et angulaire, dans son Traité des
propriétés projectives , publi¢ en 1822, La, le célebre géo-
mcire a établi la dénomination de polaires réciproques et de
directrices, ct cn a donnéla théorie fondamentale (p- 121)ct
I’a appliquéc alarecherchedes propriétés des courbes et des
surfaces en géncral. (Poir Chasles, Histoire des méthodes,
P- 219, ct note xxvir, p. 370, 1837.)

LXXXIV. Probléme. Elant données I'équation d’une
courbe plane algébrique et celle de la conique directrice,
trouver I'équation enveloppe de la polaire réciproque.

Solution. Soit F'(x, ¥)==0 Y'équation de la courbe de
degré m; et oy’FBry +yw’ 0y 4exr-+-£ =0, I’équation de la
conique directrice. Nous désignons de méme par les lettres
grecques A, z, #, elc., les fonclions analogues a L, £, ¥, etc.
Soit py -+ gx =1 V'é¢qualion d’'une tangente a la polaire réci-
proguc; les coordonnées du pole de cetle droite par rapporl a
la conique sont :

_v’)+)q—z )-,P—‘/q——-z'
= Y= ; T. II, p. 305.
YIP+’q—F' 4 "P+7q_‘}'~ ( P )
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sybstituant ces valenrs dans I'équation de la courbe, on a

I'équation enveloppe cherchée; elle cst enp et g de méme

degré que la proposée; cc quon peut voir & priori.
Application 1. La courbe donnéc est une conique a équa-

tion hexanome ordinaire.

Soit a,p’+ b.g’+ c.g” +d.,p+eqg 4 f.=0, I'équation en-

veloppe de la polaire réciproque ; on a

a=A)"—B)v4 G’ 4+ Dy — Ev |- F.",

b=—2A)/v4+B(\++")—20)1v+D (V' o—v )+ EDAd —v2 )4+ 2F 2

d=—2A)# —B(}'2—v+/)4+2Cv2—D{u¥ 4#") —E[—uv42']—2Fpx,

f= A4+ Bw' 4 C* 4+ Do’ 4 Epz-} T,

On conclut ¢ et e respectivement de @ et d en changeant

A,D,z,)enC, E, ) ¢t vice versd. On connait I'espéce de

la polaire réciproque d’apres ce qui a ¢té dit ci-dessus p. 278.
}{pplication 2. Sila directrice estune circonférence , ayant

son centre a I'origine ; prenant les axes rectangulaires, I'é-

quationdc cettedirectriceesty” +2* ¢ =0;dou p. =—4%;

!

RZ=

=»=0;)=)=—4%; on trouve pour ¢quation cn-
veloppe de la polaire réciprogue :
(Ap*+ Bpg +Cq")¢ —(Dp +Eg) 4T =0.
L’espéce de la polaire dépend dusignede FL (7. p. 278) ;
ce qui cst ¢vident ¢ priori, car, suivant que lc centre de la
directrice, qui est ici 'origine, est dans lintérieur de la
courbe donnée, dessus ou dehors, la polaire réciproque est

une ellipse , unc parabole ou une hyperbole.
Mémes données.

Application 3. Pour que 'enveloppe soit un cercle,
I'on’ doit avoir, axes rectangulaires e’ =4cf; d’kaf’;
de=‘4b/'(p. 278); si I'on prend pour directrice un cercle
décrit d’un foyer de la conique comme centre, un calcul fa~
cile fail voir que I'équation de I'enveloppe satisfait aux trois
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conditions , et par conséquent la polaire réciproque est un
cercle; etla polaire réciproque d’un cercle par rapport aun
autre cercle directeur est une conique ayant pour foy er le
cenlre du cercle direcleur, et pour axe focal Ja dronle qul
#éunil les centres des deux cercles.
’ .  (La suite prochainement. )

COMPOSITIONS ECRITES

des six séries dans lesquelles on a partagé les candidats @
I'Ecole polytechnique, é Paris, en 1848 (¥. t. VI, p. 326) (*).

Premiére série.

Théorie des limites ct ses applications a la géométrie.

On donne une droite, un point o sur cette droite et deux
points A, B hors cette droite; on méne une suite de couples
de sécantes AM, B3I qui la coupent en des poin(s G, D, tels
que le produit oG X oD est constant ; trouver le lieu des
points M.

Poids spécifiques , instruments propres a les déterminer.

Propriétés de 'oxygeéne.

Faire passer un cercle par trois points.

Deuxiéme série.

Méthode des coeflicients indéterminés et ses applications.

Lieu des foyers des paraboles égales inscrites toutes dans le
méme angle droit (t. I1I, p. 226 et 352).

Barométre et machine pneumatique.

Propriétés de I'oxygéne.

Intersection d’'une sphére et d’un plan.

(*) Examinateurs : MM. Bertrand et Hermitg; Lefébure de Fourcy et Sorret.
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Trotsiéme série.
Similitude des polygones ct des polyédres.
Licu des projections du sommet d’unc cllipse sur toutes ses
tangentes ; ¢quation polaire du liea (7. p. 23%).
Formules relatives aux foyers des miroirs ct des lentilles®
Propriétés de Y'azote.

Plus courte distance de deux droites, dont une cst paralléle

a la ligne de terre.
Quatriéme série.

Théorie du plus grand commun diviscur.

fiqualion polaire de la courbe suivant laquelle se trans-
forme la scciion planc d’un cOne quand on déroule le cOne
sur un plan (t. IV, p. 577).

Production, propagation et réflexion du son.

Propriétés du chlore.

Angle de deux plans, dont un est paraliéle a la ligne de
terre.

Cinquiéme série.

Transformation dcs coordonnées.

Licu des sommels des triangles semblables a un triangle
donné, dont la base a ses deux extrémités sur les deux cotés
d’un angle droit donné ct passe en outre par un point donné.

Inclinaison ct déclinaison de laiguille aimantée, ¢lectro-

- phore.

Propriétés du soufre.

Plus courte distance de deux droites , dont I'unc est per-
pendiculaire au plan vertical.

Sixiéme serie.

Déterminer les dimensions d’un cdne droit dont on donne
le volume et la surface convexe.

Résoudre I'équation :

x4+ 2003 — 742xr — 8660.r — 22875 = 0.

Miroirs et lentilles sphériques.
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Intervalles musicaux.

Propriét¢s du carbone,

Mener par un poiat donné unc droife paralléle & denx
plans donnés, ct construire la longueur de la partic de celle
droile comprise entre le point donné et un troisitme plan
donné.

GRAND CONCOURS DE 1848 (¥ p. 286).

‘Question de mathématiques spéciales complétée.

11 {aut joindre aI'énoncé donné (p. 286), ce qui suil :

« Onindiquera la méthode a suivre, ¢t I'on en fera Pappli-
» calion au cas suivant :
‘yﬂ
=
» & laquelle TS demeure tangente, est x* =9y (x et y dési-

» L'équation de T'ellipse est %—}- 1;-cclle dela courbe

» gnant des coordonnées reclangles relatives aux mémes
» axes). »

Note. Le Deutéronome dit, et I'Evangile répéte, que
I'homme ne vit pas sealement de pain (non ¢n solo pane vivat
homo). Si ces ouvrages s’étaient occupds de scicnces exacles ,
on y aurait lu sans doule que le mathémalicien ne vil pas
sealement de géoméltrie. Pourquoi donc, dans le grand con-
cours, ne s'enquiére-t-on jamais ni d’arithmologie, ni de
Yanalyse équationnelle, ni des deux trigonométries , ni de
statique? Est-ce qu'il n’y a plus 1a matiére a questions a la
portée des éléves ? Et méme, en fait dc géométrie,, pourquoi
s’cn tenir toujours au rez-de-chaussée et condamner z a une
¢ternclle nullité? Au temps des lyccies, les compositions em-
brassaient les trois dimensions. Dans les colléges, on a 0lé
unc dimension ; cette amputation scmble plus profitable a la
paresse qu’a la science.
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QUESTION D’EXAMEN.

Lieu géométrique du centre d’un cercle tangent aux cbtés d'un
triangle , inscrit dans une circonférence,

PAR M. ADBIEN LAFOND,
¢éléve du lycée Monge (classe de M. VINCENT).

Théoréme. Un triangle inscrit dans un cercle donné ayant
un angle constant, et le sommet de ce méme angle fixe; le
lieu du centre du cercle qui touche les cotés du triangle est
un limacon de Pascal. (Paul Serret.)

Démonstration [*). Equation polaire. Soit C le centre du
cercle donné, ABD le triangle inscrit, B I'angle constant et
aussi le sommet fixe. Soit O le centre d’un cercle inscrit, et
H, H'les points de conlact de ce cercle avec les cotés AD, AB;
menons la droite BO rencontrant de nouvean le cercle donné
eii N; prenons le diamétre BOM pour axe polaire; posons
BC=R; BO=p; OBM=uw; BN=p,; AH=AH'=§;

1
BH == pcosaB; AD=2c; menons AN et DN ; les trian
gles ABN, DBN donnent:

— 1.. .
AN'= (a8 =20 (e B)cosg B4, 5
DN*=(2c — B+ )’ —2p,2c —B+ ) cos%B 4l

Mais AN = DN; faisant la sousiraction et divisant par
4(c—Pp), il vient :

p,cos%B—-—c —a=0;

(*) Le lecteur est prié de vouloir bien faire la figure.
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of, p,= 2Rcosw; c=RsinB; donc

1
p= QB(w—sinéB), ()

équatioh polaire cherchée. Telle est aussi I'équation da
limagon de Pascal ; on sait que cette courbe est du genre con-
choide; la base est ici le cercle donné, B le point fixe, et
ON=BN—BO=2RsinB est la longueur fixe, qu’on porte
en dedans et au dehors du cercle. (Poirt. 11, p. 290.)

La discussion de la courbe ne présente aucune difficulté;
la courbe appartient aussi aux cercles inscrits et ex—inserits.

Equation aux coordonnées rectangulaires :

(" + 2 —2Rx) — 4R*(y* -+ 27) sin’-12-B =0.
Observation. Lorsqu’on prend ’angle supplémentaire de B,

. .1 1
il faut remplacer sm§B par coséB.

i
Note. Construisant le cercle y* 4 (x — 2R)*= 4R’ sinéB et

abaissant de Vorigine des perpendiculaires sur les tangentes,
les pieds des perpendiculaires forment le limacon de Pascal
(t. IV, p. 426); autrement le limacon de Pascal est la podaire
deT'origine de ce cercle. Tm.

QUESTION D’EXAMEN

Sur le mouvement , pour I'admission & I’Ecole polytechnigue
en 1848 (/. t. VI, p. 401),

Probléme. n courbes situées dans le méme plan sont bai‘-
courues chacanc par un point matériel de masse connue ; on
donne la loi du mouvement de la projection de chacun de ces
points sur une droite ; trouver le lieu géométrigue du centre
de gravité de ces masses.



— 320 —

Solution. Soient F =0, F,=0...F,=0(1) les équations des »
courbes données; soit.r=/,(t), x=f(t)... x=f,(t), t désignant
le temps, les relations données da mouvement des projec-
tions des 2 points matéricls des masses z,, m,... m,; éliminant
z entre les équations F,=0 ct x=£,(¢), on aura: y=9(0);
de méme y=y9,(0)... y=9,(t); x ct y élant les coordonnées
du centre de gravité des masses au bout du temps ¢, on aura :

(m,+m,+..om)e=m f({)+m,f({1)F ... m, [f()
(m,Fm, 4 ..om) y — mp () mo(t) -l ...m, [, (8;
éliminant ¢, on a la relation cherchéc entre x et y.
Théoréme. Un point matéricl décrit une conique, de telle
manicre que ses projections sur unc droite sont soumises a un
mouvement uniforme; dans le méme plan, un aulre point
matériel décrit une droite d’'un mouvement uniforme; le
centre de gravilé des deux masses décrit une conigue.
Démonstration. L’abscisse de la droite est une fonction
lincaire enti¢re du temps; donc 'ordonnée est aussi une telle
fonction. L’abscisse de la conique est une fonction linéaire du
temps ; donc l'ordounce de la conique est une fonction
linéaire du temps, plus la racine carrée d’unc fonction de
second degré du temps. Ainsi & et » ¢tant les coordonnées
du centre de gravilé, ona: z=/(0; y =o/) + Vo.1);
S (1) et 9(z) sont des fouctionslinéaires, et o (¢) une fonction du
second degré ; donc ¢ st une fonction linéaire de , etl'ona:

y =F(x) 4+ VI (x), ou F(z) est lin¢aire et T,(x) du sccond .
degré. C. Q. F.D.

Observation. Dans la question particuliére proposée par
M. Bertrand, 1a conique est une parabole, et le centre com-
mun de gravité devient aussi unc parabole. Lorsque les deux
vilesses des mouvements uniformes sont ¢gales ct de sens op-
posés , la parabole que décrit le centre de gravité se change
en une droife analytiquement double; évident @ priori.



— 321 —

BIOGRAPHIE.

WANTZEL.

Les sciences mathématiques viennent de perdre, avant
qu’il et atleint trente-quatre ans, un des hommes sur les-
quels elles pouvaient fonder les plus belles espérances. On
pense quc les lecteurs des Nouvelles Annales , qui ont regu
le dépot de plusieurs de ses remarquables travaux, verront
avec un vif intérét une notice sur ce qui concerne ce savant
si éminent et si regrettable. ’

Picrre-Laurent Wantzel , ingénieur des ponts et chaussées,
répétiteur et examinateur d’admission a I'Ecole polytech-
nique , membre de la Société philomathique, naquit a Paris
le 5 juin 1814, de M. Frédéric Wantzel, encore existant, et
de Marie Aldon-Beaulieu, qui a précédé son fils de six mois
dans la tombe. Son pére, d’une famille de banquiers de
Francfort-sur-le-Mein, que les guerres de 1798 ayaient
obligé de venir chercher V'existence a Paris, s'était armé,
trois mois avant la naissance de son fils, pour défendre, dans
les rangs de la vieille garde impériale, le territoire envahi
de sa patrie adoptive. Rentré sept ans aprés dans la vie ci-
vile, ou il occupe depuis cetle époque 1a place de professeur
de mathématiques appliquées a FEcole spéciale du com-
merce , M. Wantzel pére avait retrouvé sa femme et ses en-
fants a2 Ecouen prés Paris, ou son beau-pére possédait une
propriété.

Déja la haute intelligence de Laurent Wantzel se révélait,
Placé chez l'instiluteur primaire d’Ecouen, qui était cn méme
temps arpenteur, il montrait, avec une grande mémoire,
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une merveilleuse aptitude pour les mathématiques , dont il
lisait les livres avec une extréme avidité. Il dépassait bientot
son maltre , qui recourait au petit Wantzel, & peine 4gé de
neuf ans, lorsqu’il avait a faire quelque arpentage difficile.

Entré en novembre 1826, & douze ans et demi, a 'Ecole
des Arts et Métiers de Chélons, alors dirigée par un géo-
métre bien capable de l'apprécier, feu M. Bobilier, il était
bientot licencié ( avril 1827) avec toute I'école, pour ume
révolte a laquelle son caractére méditatif et paisible avait da
le délourner de prendre aucune part : aussi était-il inscrit Ie
premier sur la liste de réorganisation en octobre suivant.
Mais il ne se sentait aucun goit pour les travaux manuels
auxquels tous les éléves de cette école étaient désormais as-
treints, et il sollicitait éloquemment, dans ses lettres a son
pére, une éducation plus scientifique.

La communication qui fut donnée de cette correspondance
remarquable & M. Lievyns décida son entréc, le 28 mars
1828, dans linstitution dont cet homme honorable était chef,
rue Boucherat, 4 Paris. C’est le méme qui, quatorze ans
plus tard, lui donna la main de sa fille ainée. Il se chargea
lui-méme d’enseigner les langues grecque et latine a son
nouvel éléve qui n’en possédait pas les premiers rudiments;
et, grace ases paternelles et habiles lecons, Wantzel , dont
Pardeur et le courage ont toujours égalé l'intelligence, était
admis six mois aprés a suivre une classe de seconde du
collége Charlemagne. Deux accessit, I’'un de vers latins dans
cette classe, I'autre de version grecque un an aprés en rhé-
torique , {émoignent assez que cette admission ne fut point
une affaire de faveur.

Ses progrés, comme on peut le penser, n’étaient pas moins
rapides dans les sciences, sous la savanle direction de
M. Blanchet, alors répétiteur dans T'institution Lievyns, et
aujourd’hui inspecteur général de I’Université. Les succés
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les plus brillants en étaicnt le résultat. Aussi, feu M. Reynaud
le pria, en 1829, de corriger les épreaves d'une nouvelle
édition de son Traité d'arithmétique, et introduisit précieu-
sement, dans ce livre trés-répandu, une démonstration due
a Wantzel, alars 4gé de quinze ans, d’un lemme sur lequel
tout le monde se basait depuis longtemps dans la pratique
de Pextraction de la racine carrée, mais qui n’avait pas en-
core été démontré.

Eléve de ;ihilosophie en 1831, il obtenait , cette année, le
premier prix de dissertation francaise au collége Cha rlemagne
-et le deuxiéme prix de dissertation latine au concours géné-
ral des colléges de Paris; et , 'année suivante, il remportait
au concours général, comme & son collége, les premiers prix
de mathématiques spéciales et de physique. A la méme épo-
que (1832) il était recu, & dix-huit ans, le premicr a PEcole
polylechnique et Ie premier & 'Ecole normale (section des
sciences ), double succés inconnu jusqu’a lui.

Le souvenir de son passage par I’Ecole polytechnique s’y
est conservé par upe gloricuse traditivn, fant fut grande
Timpression qu’y laissérent la supériorité de son esprit el la
noblesse , 1a franchise , l1a bienveillance de son caractére.

Sorti en 1834, dans les ponts et chaussées, il fut envoyé
en 1835 dans les Ardennes, comme éléve en mission, et en
1836 dans le Berry. Mais, aprés sa derniére année d’école
spéciale , il ne voulut plus quitter les spéculations de la
science. 11 disait gaiement & ses amis qu’il ne ferait qu’an
médiocre ingénieur. 1l préférait I’enseignement des mathé-
matiques, qu’il professait longtemps déja avant de quitfer
les bancs, et qu’il professa encore quelques jours avant sa
mort. 1l demanda donc, en 1837, un congé indéfini, renon
cant, quoique sans fortune , a tout traitement , et bien résoln
a donnper sa démission si e congé était refusé. Le chef de son
administration , M. Legrand, n’eut garde de perdre un pareil
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homme. I1le chargea, pour pouvoir lui conserver une partie
de ses appointements , d’analyser quelques ouvrages écrits
en langue allemandc, que son pére lui avait apprise dans
une de ses vacances ; il lui donna, en mai 1840, le grade
d'ingénieur, et attacha a I’Ecole des ponts et chaussées a la fin
de 1844, comme répéliteur du cours de mécanique appliquée.

Cependant V'Ecole polytechnique Vinscrivait, en 1838
(20 novembre ), au nombre de ses répétiteurs d’analyse, et
il était chargé en 1843, au décés de M. Reynaud, des exa-
mens d’admission. 11 faisait le cours de mathématiques spé-
ciales dans les institutions de M. Massin et de M.Verdot (suc- -
cesseur de M. Lievyns), et des interrogations périodiques
dans plusieurs autres. 11 suppléait souvent les professeurs
de mathématiques et de physique du collége Charlemagne.
De nombreux éléves venaient chez lui recevoir des lecons
particuliéres. .

Son enseignement, au dire de tous, portait un cachet par-
ticulier de netteté, de fermeté, de lucidité et d’agrément.
Personne ne savait, avec plus de douceur et de patience
obtenir de ses auditeurs un silence plus attentif. 11 était tou-
jours compris, malgré la rapidité de son exposition , V’ori-
ginalité de ses méthodes, et la volubilité de sa parole, dont
le ton ne s’élevait jamais. Une objection imprévue , une diffi-
culté malicieusement proposée, était a l'instant résolue :
aussi ses éléves 'adoraient et le vénéraient. Dans les exa-
mens, il était devenu en quelque sorte proverbial pour I'im-
partialité aussi consciencicuse qu’éclairée : si quelques can-
didats le redoutaient, c'est qu’ils n’étaient pas sirs d’cux-
mémes, et que I'on savait qu'avec lai rien n’était donné an
hasard. Il se récusait loyalement pour peu qu’il les conniil,

Dans ses tournées, il examinait dix et douze heures par
jour, bien que dé¢ja malade. En général, on peut lui repro-
cher d’'avoir été trop rebelle aux conseils de la prudence et
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delamitié. Il travaillait ordinairement le soir, ne se couchant
que bien avant dars la nuit, lisait ensuite, et ne dormait que
quelques heures d’un sommeil agité, faisant alternativement
abus de café et d’opium; ne prenant ses repas, jusqu’a son
mariage, qu’a des heures mal réglées. Il se fiait sans mesure
a une constitution naturellement trés-forte, a laquelle il fai-
sait braver a plaisir tous les genres d’épreuve. Il en a triste-
ment fait porter la peine & ceux qui pleurent sa fin pré-
maturée.

Nous donnerons plus bas la note a peu prés compléte de
ses travaux. Ces travaux sont importants sans doute. Ils
portent presque tousI’empreinte de sa haute supériorité; plu-
sieurs constituent un vrai service rendu a la science. Mais,
disons-le, ils ne sont pourtant pas en rapport avec ce qu'il
était permis d’attendre de son imagination active, de son ex-
tréme facilité, de sa connaissance étendue et profonde des
mathématiques pures. On a attribué cette sorte de mécompte
a la tournure métaphysique de son esprit : je crois qu’il est
di plutot a lirrégularité de sa maniére de travailler, al'ex-
cés des occupations ou il s’élait engagé, au mouvement con-
tinuel et pour ainsi dire fébrile de sa pensée, et a I'abus
méme de sa facilité. Wantzel improvisait plus qu’il n’élabo-
rait : il ne sc donnait probablement pas le loisir nile calme
nécessaires pour rester longtemps sur un méme sujet. Tout
porte a penser que s'il et vécu quelques années encore, il
elit modifié ce régime, et que, mettant enfin sérieusement
en ceavre les matériaux accumulés, il et, par des travaux
suivis et d’'une haute portée, pris dans le monde savantla place
que lui assignait son génie mathématique.

Mais, si occupé qu’il fat, il avait toujours du temps de
reste quand il était question d’'obliger. Un ami lui soumet-
tait-il une difficulié , un probléme, le lendemain ne se pas-
sait pas sans en recevoir la solution’ compléte, ou la preuve

»
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irréfragable que le probléme, mal posé , élait sans solution.

La conversation de Wantzel était animée , rapide et j-amaié
oiseuse. Un interlocuteur dont il se croyait compris pouvait
la prolonger a volonté. Il aimait cependant le silence, et le
gardait strictement plutét que de parler pour ne rien dire. Il
élait éminemment cont: adicteur, mais sans passion , et jamais
sa contradiction ne désobligeait; comme elle ne portait point
sur des mols, elle tendait, jusque dans ses paradoxes, a
éclairer, en les soulevant , de nouvelles faces des questions,
et on le vdyait abandonner sa premiére opinion au point
d’entrer quelquefois, avec bonhomie, dans votre sens autant
que vous-méme. Plein de déférence et d’aménité, c’était an
de ces hommes rares qui disent tout sans blesser, qui n’ont
pas le temps de penser mal de personne et qui, respectant
tout le monde , sont respectés et aimés de tous. Ses lettres
étaient pleines de convenance et de modestie.

Son érudition variée devenait expansive lorsqu’on la pro-
voquait. Passionné pour la musique quoique a peine musi-
cien , il raisonnait contre-point avec les plus savants compo-
siteurs. Il avait étudié avec une sorte d’acharnement , avant
et aprés son entrée a ’Ecole polytechnique , les philosophes
allemands et écossais de la fin du dernicr siécle , et les éclec-
tiques francais du notre ; il avait médité Geethe , et il s'était
méme laissé surprendre par les auteurs modernes des romans
francais dits de mceur's. Mais sa haute raison lui faisait sentir
bientot le vide des doctrines purement humaines.

On me saura gré; je pense, de donuer quelques détails
sur ses sentiments en religion. s

Enfant de cheear a Ecouen ou s’était faite sa premiére
communion, Wantzel avait conservé une ferveur de piété
extraordinaire a I'école de Chalons et dans la pension de
M. Lievyns, ou linstruction religieuse était donnée par
M. I'abbé Bertin , du clergé de St-Paul-St-Louis. La moindre

. -
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faute, quelquefois imaginaire , gu’il croyait avoir a se re-
procher, tourmentait sa conscience scrupuleuse jusqu'a ce
qu’il etit soulagée dans le sein de ce charitable directeur,
qu’il aima toute sa vie avec tendresse, et auprés duquel il
venait passer upe ou deux heures par jour pendant ses ma-
ladies. Il continua a pratiquer ostensiblement , et avec assi-
duité , pendant sa premiére année d’Ecole polytechniq\ie,
tous les préceptes catholiques, sans s’inquiéter des plaisan-
teries qu’il bravait , mais qui, suivant son pére, ne laissaient
pas de le faire souffrir. Tout & coup , & ’age d’un peu plusde
dix-neuf ans, les sentiments panthéistiques et sceptiques,
jusque-la réprimés , 'emportérent, et , bient6t, dans cette
voie nouvelle, sa pensée et sa vie ne surent plus s’arréter....
Il soutenait , en 1835 , contre M. H*™**, ingénieur & Charle-
ville, des discussions & outrance ; il ne voyait plus M. Bertin
que pour le combattre avec des arguments puisés dans ses
lectures plus que dans ses propres idées.

A cctle période de passion succéda une époque d’indiffé-
rence. Mais ce dernier état était trop peu dans sa nature
pour qu’il pat s’y tenir. La foi revint en lui 4 I'époque de
son mariage. Le retour fut, quelques moments , complet et
pratique : il y avail sans doute été préparé par l'audition
sérieuse, & Notre-Dame , des conférences des PP. Lacordaire
et de Ravignan, qu’il golitait beaucoup, surtout le second.

Plus tard, exprimant a M. Bertin son regret de se trouver
encore si faible et si mal disposé , il venait lui demander des
messes, et la consécration a la sainte Vierge des enfants qui
lui naissaient.

Enfin, douze ou quinze jours avant sa mort, ayant ren-
contré M. T'abbé Bertin, il I'accompagna chez lui, lui dit
son départ fixé au lendemain pour le Midi , s’occupa longue-
ment avec lui de sa conscience, et se recommanda & ses
priéres au saint sacrifice.... Les doutes étaient dissipés , et
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tous les sentiments du jeune age élaient revenus dans cet
esprit miri par la réflexion et la souffrance. Son respectable
ami, le croyant parti, n’alla point le visiter : il espére bien
le revoir dans un meilleur séjour.

Son voyage en Languedoc n’eut pas lieu. Il edt été inutile.
Le'mal avait trop profondément déja, depuis six mois , miné
sa poitrine. Il ne put plus quitter sa chambre, et il succomba
le 21 mai 1848, dans un moment ou un faux espoir venait
de renaftre dans son entourage. Ses traits, calmes et sereins,
aussitot recueillis, étaient empreints de douceur et de génie,
et d'une beauté inaccoutumée.

11 était marié depuis le 21 février 1842 a la fille, agée
a peine de dix-sept ans, de son ancien maitre M. Lievyns,
dont la maison est si fiére de avoir eu pour éléve. Elle lui
a donné deux filles. Une lettre, aussi naive que touchante,
de cette jeune veave & M. Wantzel pére, sur son bonheur
conslant de six années , prouve que celui que nous regrettons
n’était pas moins doué des qualités qui font la joie et la paix
de l'intérieur d’une famille que de celles qui font le bon ami
et 'homme utile a la soci¢té. Puisse ce faible témoignage
apporter quelques moments de consolation a la douleur d’une
telle perte.

PUBLICATIONS DE WANTZEL.
Journal de UEcole polytechnique.

Cahier XXV, p. 151-157, 1837. Note sur les nombres in-
commensurables. L'auteur établit pour les incommensurables
numériques des théorémes analogues a ceux de M. Liouville
sur les incommensurables algébriques.

Cahier XXVII, p. 85-122, 1839. Mémoire et expériences
sur I'écoulement de lair, déterminé par des différences de

pression considérables; par MM. Barré¢ de Saint-Venant et
Wantzel.
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Journal des mathématiques pures (Liouville).

Tome II, p. 366-372, 1837, Recherches sur les moyens
de reconnailre si un probléme de géométrie peut se résoudre
avec la régle et le compas. I1 démontre pour la premiére fois
I'impossibilité de résoudre géométriquement la duplication du
cube, la trisection de I'angle, etc. Depuis, M. Sturm a sim-
plifié ce genre de démonstration, mais il n’y a rien de publié.

Tome IV, p. 185-188, 1839. Leltre & M. Liouville sur la
détermination de la figure d'équilibre d’'une masse fluide en
rotalion et soumise a des forces attractives. Le but est-de ren-
dre rigoureuse la seconde méthode de Laplace relative a cette
question.

Comptes rendus de I’ Académie.

2°sem. 18%2, p. 732. Remarques a 'occasion d’'un mémoire
de M. Maurice sur I'invariabilité des grands axes.

2¢ sem. 1843, p. 1140. Nouvelles expériences sur 'écou-
lement de 'air déterminé par des différences de pression con-
sidérables (conjointement avec M. de Saint-Venant).

Ibid., p. 1191. Mémoire sur l'intégration des équations
différentielleslinéaires au moyen des intégrales définies. L’au-
teur applique aux équations différentielles une méthode dont
Laplace s’est servi pour les équations aux différences finies.

1" sem. 1844, p. 1197 (2% juin). Note sur l'intégration des
¢quations de la courbe élastique a double courbure. Dans
ccite note remarquable, ouvrage de quelques heures, il
simplifie et compléte la solution de M. Binet, dont un ex-
trait venait de paraitre (Comptes rendus, 17 juin, p. 1115.
Voyez aussi 1° juillet, 2¢ sém., p. 1). Comme conséquence,
Wantzel a montré pour la premiére fois , dans une commu-
nication inédite faite a4 la Sociélé philomathique le 29 juin
(citée par M. de Saint~Venant au compte rendu de I'Aca-
démie, 15 juillet, p. 148), que la courbe affcctée par Iaxe
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d’'une verge élastique primitivement cylindrique, sollicitée
par un couple, est nécessairement une hélice.

2* sem. 1845, p. 366. Note sur I’écoulement de Vair.

1+ sem. 1847, p. 430. Note sur la théorie des nombres com-
plexes a Yoccasion du mémoire de M. Lamé sur le théoréme
de Fermat.

1er sem. 1848, p. 600 (posthume). Mémoire sur la théorie
des diamétres rectilignes des courbes quelconques. Wantzel
parvient a cette proposition : Les diamétres rectilignes d’'une
méme courbe appartiennent a une conique dans laquelle ils
correspondent aux mémes cordes, et forment avec son con-
tour des secteurs équivalents. L’auteur indique aussi le
moyen de former I'équation générale des courbes qui ont »
diamétres, et méme des courbes autres que les coniques qui
ont un nombre infini de diamétres rectilignes.

Société philomathique (nouveaw Bulletin).

14 janvier 1843. Note sur les incommensurables d’origine
algébrique.

11 février. Sur Ja surface dont I’aire est un minimum.

27 mai. Etat d’équilibre des températures dans un cylindre
de forme quelconque, obtenu dans chaque cas au moyen de
divers systémes de surfaces isothermes. A

11 jaunvier 1845. Sur la résolution des équations algeé-
briques par des radicaux.

6 décembre. Démonstration purement algébrique de I'im-
possibilité d’exprimer les racines d’une équation algébrique
par des fonctions transcendantes.

6 février 1847. Remarques sur la forme par laquelle
M. Cauchy développe une fonction suivani la puissance de la
variable.

20 novembre. Recherches sur les.diamétres rectilignes des
courbes.
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Nouvelles Annales de mathématiques.

Tome 11, p. 117-127, 1843. Classification des nombres in-
commensurables d’origine algébrique. 4

Tome III, p. 325-329, 1844. Note sur les racines com-
plexes des équations et sur les facteurs des polynomes algé-
briques. .

Tome IV, 57-65, 1845. De I'impossibilit¢ de résoudre
toutes les équations algébriques avec des radicaux.

On espcre trouver dans ses papiers d’autres travaux , entre
aulres la communication inédite, faite a la Société philoma-
thique, de la sommation d’une classe de séries, par le calcul
des résidus. SaNT-VENANT.

THEOREME DE GEOMETRIE ANALYTIQUE.
PAR M. OSSIAN BONNET.

Le théoréme de M. Serret, dont j’ai donmé nne démons-
tration analytique dans le tome précédent de ce Journal,
n’est qu’un cas particulier d’'un théoréme relatif a toutes les
surfaces gauches du second degré, et qui s'¢nosice ainsi :

« Dans toute surface gauche du second degré, la somme
» des distances des différents points d’unc 