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NOTE

Sur la génération des surfaces du second ordre par les lignes
du second ordre,

PAR M. LENTHERIC NEVEU,
Professeur.

1. Soient trois axes rectangulaires ox, oy, oz et deux
ellipses verticales ayant pour centre commun, Vorigine des
coordonnées.

La premiére située dans le plan des xz dont les équa-
tions sont :

cx'4a*z'=a'c
A O
y=0

La deuxiéme située dans le plan des yz ayant un axe 2¢
commun avec la premiére et dont les équations sont :

cﬁy!_l_bszs: bscz
} (2).
=0

Un plan horizontal z=% coupera généralement les ellipses
cn quatre points, savoir : lellipse (1) en deux poitits déter-
minés par

. a, /57
y=0,z=het c'.z"+a’/ﬁ=a’c’, dou r= :té \/-c -:-Iz 3
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et Tellipse (2) en deux autres poifits déterminés par
" 3
—
2=0, z=k et y'+ 0’0", d'ou y= ic—\/c’—h’.
Imaginons dans le plan horizontal z=~F, une troisiéme

ellipse dont ces quatre points serawnt les soumets, Ellg qura
pour équations : |

a (c’——k’ ., b -—h’) . a*b’(c—n'y
r'+ o
z=Fh,
ou plus simplement en supprimant le facteur et chas..

sant le dénominateur :
acy’ +cxr’=a’b'(c°—k) } ®)
z=h )

En faisant varier % depuis —c jusqu’a -}-¢ lellipse (3)
se mouvra d’une maniére continue parallélement au plan
des x, pendant que ses quatre sommets décriront les deux
ellipses verticales (1) et (2). Elle engendrera ainsi une surface
dont I'équation résultera de Pélimination de % entre les deux
équations (3) et s’obliendra évidemment en substituant z en
-place de % dans la premiére de ces équations. L’équation de
cette surface sera done :

an c'lya_l_ b:c! :______ :bx (cz_ z!)’
2 9z \ . Y s
on— -+ 17 + == 1 ; équation de Y'ellipsoide.

2. En remplacant les ellipses (1) et (2) par deux hyperboles
dont 'axe commun 2c deviendrait I'axe non transverse,
c'est-a-dire en chageant c* en — c* dans les équations (1) (2),
les équations (3) seraient remplacées par :

a'cy’ ;b cr=ab'(c’1),

z=h,



-

ot représentoraiont gncore ung ellipse qui on faisant varier
F resterait tou"*urs horizontale, et dont Jes sommets décri-
raient les deux hyperboles. verticales. L’équation de la sur-
face engendrée g'obtiendrait en remplacant & par z dans la

premiére des équations ci-dessns, ee gri donperait
'’ t-a’cty —a'b' = a’b e,

ou bien Z + —--z ._.i éguauon de I'hyperboloide & ung

nappe. ]
3. En changeant dans (1) a* en — a” et dans (2) V" gn — 0"
les deux ellipses seraient remplacées par deux hyperboles
ayant I'axe commun 2¢ pour axe -transverse. Les équa-
tions (3) deviendraient : ‘

a’ c! J,i + bic! .I""-:- a!bi (h’ — c!) ,
z=h,

et représenteraient encore une ellipse qui ne serait imagi-
naire que pour des valeyrsde /& comprises entre —c et +-c.
L’équation de la surface engendrée serait :

b’c’.l ] + alc!y!_ aib!z!.—_.. -—— a!b!c!,
ou bien '—:—, +%‘ — %:—1 , équation de I'hyperboloide a
deux nappes.

4. En remplacant les ellipses (1) et (2) par denx paraboles

verticales :

2*=08p3, y=0 et ¥y =393, +=0;
le plan z= /% donnera quatre points d’intersection qui seront
les sommets d’une ellipse variable ayant pour éqnatms

g2*+pr*=2pgh,
et z=h.
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L'ellipse ne sera imaginaire que pour dés valeurs négaﬁiés
de £, et I'on aura pour équation de la surfacqengendrée :

ga*+py*—2pgz=0 ou -‘%+‘%=2z
équation da paraboloide elliptique.
En changeant le signe de ¢, c’est-a-dire en supposant que

la seconde parabole tourne la concavité en sens contraire,

I'équation de la surface engendrée serait %——;: 2z équa-
tion connue du paraboloide hyperbolique.

Note. C'est ainsi que les surfaces du second ordre sont
construites dans le Manuel de géométrie (p. 360).
Tm.,

== ————————
NOTE SUR LES ANNUITES (*).

PAR M. G. H. NIEVENGLOSKI,
Répétiteur au collége royal de Saint-Louis.

En résolvant pour # la formule ordinaire des annuités
log a—log (a—Cr)
log (1+-r)

Si la division se fait exactement, on a le nombre d’années
cherchées ; mais s’il y a un reste, que signifie-t-il? Car il
est clair qu’on ne saurait prendre un nombre fractionnaire
pour la valeur de z, la formule (1) étant construite dans
I'hypothése de z entier.

Pour lever la difficulté, cherchons la formule des annuités

(a—Cr)(1-+r)"=a (1), on trouve n=

(*) Voir Choquet, t. 1, p. 78. Tm,
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pour un’ nombre n d’années ef % do mois: En conservant, la
méme notation et en raisonnant comme pour la formule ),
ona:

C(1+r)"(i+fg '=ﬁ1+r)"(1+—)+a(1+r)~=(1+— )+. .
kr\ -
+a(1+r)(1+1—§>+ (1+12)+ .
d’ou Von tire :
k
@+ (14 5) =2 @,

formule générale dont on obtient la formule (1) en fai-
sant k=0.
On a maintenant la valeur de »

k
log a— log (a—Cr)—log (1-[— -i—;)
log (1)
Comme ~ doit étre entier et que log(1-+}+r)> log(l-l—-—)

n=—

il faut que le reste R provenant de la division de

log @ —log (a—Cr) par log (1) soit égal a log<1+ g),
c'est-a-dire qu’on ait R=10g(1+ g)

Ainsi, voila la signification du reste lorsqu’en cherchant
n par la formule (1), la division ne donne pas un quotient
entier.

Alors, pour avoir le nombre de mois %, on détermine le
nombre N qui a R pour logarithme, et il vient :

N, doi g N—112
—I-— N, d'ou —

: k
Quand le reste R est nul, on a log(H- 1—;)=°"

dou k=0,
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.+ Yai employé, suivant I'usage, 1a progression géome-
trique pour trouver la formule des annuités, mais on sait
qu’il y a un moyen plus simple de I’obtenir. Je demande Ja
permission de le rapporter ici, .

Unec annuité est une rente payée ﬁéndhnt n années; son
capital peut étre considéré comme la différence des capitaux
de deux rentes perpétuelles dont la premiére commence au-
jourd’hui et la seconde aprés n années seulement. Or, en
appelant r les intéréts d’un franc, le capital de la rente
perpétuelle 2 qui commence aujourd’hui est représenté par

a . . .
o celui de la rente perpétuelle @ qui commence aprés =

années seulement est T(T—iﬁ——r)—"; donc le capital C de l'an-
nuilé e sera :
___a a
4
Ce qui est bien la formule (1). On trouvera de méme la
formule (2) (*).

ou bien (a—Cr (11" = a.

PROBLEME 134 (t. V, p. 671).

La surface d’un cylindre oblique a base circulaire, est
équivalente a celle d'un rectangle, dont un co6té serait le
diamétre du cercle, et Vautre coté la circonférence d’une
ellipse ayant pour axes la hauteur et I'aréte da cylindre.

(BRINKLEY).
PAB M. RISPAL,
éléve de 1'Ecole normale.

-——

Fig. 3. Faisons passer par I'axe du cylindre un plan OoKM

(*) Voir Huet, t. V, p. 346. Tm.
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perpendiculaire & celui de sa_base. Sqit Oo' l'axe = ; soit
% la hauteur, considérons un élément du cylindre eompris
en(re deux arétes mu, m'y's

Son aire sera :
mm' X my.sinpmm'
mm'=ds; mp=a,

donc Paire du parallélogramme élémentaire est
ads X sinpmm'.

Menons la droite mR tangente au cercle, elle est la trace du
plan tangent sur le plan de la base. Menons mL paralléle a°
OM; nous aurons un triedre dont les trois arétes sont
myp., mL, mR rectangle en mL; et en sapposant une sphére
décrite de m comme centre, on obtient un triangle sphérique

dans lequel
cos pmm'==cos pm L X cos LmR ;
or
. h d
sin WL:Z’ cosLmR=—£;
par conséquent l'aire du parallélogramme élémentaire a

pour expression :

— T dr
ads\/i-——a——,—‘. 2 = V a'ds* — (a* —h%)dz*;

@ dst
mais dans le cercle de base ds= _ML
V=2

Par conséquent cette expression devient :

dx\/ ——— (@ —F) = dx\/"h’-}-_____,(a’__h’)_-,_a;
r—u=x r‘—x?

posons x=rsing, d'ou dxr=rcosy, et elle devient,

rd9coscp\/rh Tl —P)rsive

r*cos’y

= rdyV/ i’ +(a’—F’) sin’q.
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Si on intégre cette expression depuis — gjusqu’é\—{- ::;et qﬁ’on
double 'intégrale, on aura I'aire cherchée

1
+2

A=2r doV/ 1 + (@ —k*)sin’e =

T

——

L3
*2
= 2r de \/a’—-(a’—h’) c0S'.

_ﬁ
Or Yintégrale représente précisément le périmélre d’une
ellipse dont les axes seraient a el % : donc le théoréme est

démontré.

h  2rsi .
Note. On a la proportion == r;‘:’ %, donc Tellipse qui
a pour axes % et @, est semblable a I'ellipse qui a pour axes
2rsina et 2r, a Vellipse arc droit; leurs périmétres sont
donc dans le rapport de 2r:az; donc le théoréme est dé-

montreé. Tm.

On peut arriver au méme résaltat, de la maniére suivante :

Considérons, fig. 4, toujours le plan qui passe par 'axe du
cylindre, et est perpendiculaire au plan de la base.

Par les points B et B', menons deux plans perpendiculaires
a laxe; ils couperont, I’unle cylindre, et 'autre le prolon-
gement du cylindre, suivant deux ellipses égales et paral-
léles ; et il est aisé de voir que la figure ABC a la méme sur-
face que la figure A'B'C’; donc le cylindre de BC et de
hauteur BB', a la méme surface que le cylindre proposé ;
or ce dernier cylindre a pour mesure

Périm. BC X BB';
donc aussi le cylindre proposé a la méme mesure,
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Ainsi Paire est égalea eellg d’ni} rectangle, qui anrait pour
hauteur la génératrice a du cylindre, et pour base le péri-
métre d’'une ellipse, dont les axes sont : |

2r et 2rsine.

L’équation de cette ellipse est y* sin’a - x* = r*sin’e;
donc
ds dx \/ r*sinta 4 x’ cos’x .
" sina rsin‘e—x’ '

posons: x=rsin«sing,
et

—— a*—n
ds =rdcp‘»/1 —cos’a. €08’y = rd g \/1 - cos" ¢.

Le périmétre total sera donné par 'intégrale

e ]

——
4r dc?\/i—a e cos’p ;

4]

wia

et 1a surface du cylindre a pour expression :

©

0z ——
S=14ar 5 dcp\/l -2 ; €os’p =

+

A

=2r dgo\/a’——-(a"'—-h’)cos’cf,
”
expression identique a celle que P'on a trouvée ci-dessus, et
dont on déduirait 1a méme conséquence.

Dans le cas ou la base du cylindre serait une ellipse,, dont
les axes seraient A et B, on aurait :



— 16—

S=4a [ dy\/ T sins — (B siwa— A sin’y,

Wi

S=14% j dy V' Ble — Bk — A'a) sim'g ,
o
ou

S=14 f’ do V A’a —(A’a’ —B'I’) cos'y;
formule qui redonnerait la précédente si on avait A =b==r.
On peut I'écrire :

T

2
S= 2A ng\/a,’—- <a’ —%h’) cos’p;

B
et I'ellipse hauteur du rectangle aurait pour axes « et Kh'

La hauteur de ce rectangle serait A.

SOLUTION

D’'un probléme d’algébre sur les mélanges.

PAR M. EMILE COUPY,
Bachelier ¢s sciences et professeur de mathématiques & Orléans.

—_—

On a deux vases d’égale capacité prise pour unité ; le pre-
R | " oogs
mier plein &eau, et le second plein de vin, a ; prés (c’est-a-
dire que les n—t seulement du deuxiéme vase sont pleins de
n

vin, la néme partie est vide). On remplit le deuxiéme vase
avec de I'eau du premier, puis on remplit le premier avec le



mélange du deuriéme puis oh remplit le deuxiéme avec le
- mélange du premier et sinsi de swite aMernativemtent. On
demande ce qu’il y aura d’eau et de vin dans chaque vase,
aprés v opérations?

11 est bien entendu que dans ¢e proviéme, comme daus tods
ceux de ce genre , on fait abstraction des circonstances phy-
siqués. Ainsi on suppose qu'il ne se perd pas méme une
gouttedeliquide a chaque opération, et quele volume du mé-
lange cst égal a la somme des volumes des liquides mélangés.

11 faut d’abord distinguer deux cas, selon que v est pair ou
impair. On voit en effet qu'aprés un nombre pair d’opéra-
tions , c’est le premier vase qui est tout plein, le deuxiéme

. A . . .
n’est plein qu’a - prés. C’est I'inverse aprés un nombre im-

pair d’opéraiions. Remarquons ensuite que la quantité d’eau
contenue dans les deux vases est constante et égale 4 1 (capa-
cité commune des deux vases) ; et la quantité de vin contenue

. ; , 1
dans les deux vases, aussi constante et égale & —— —=p.
n

Cela posé, soit k2m , ce qué contient de vin le premier vase,
aprés 2m opérations ; ce nombre d’opérations étant pair, le
premier vase est tout plein; donc il contient (1— 4.y ) d’eau
et le deuxiéme vase qui n’est plein} Ini, qu’a ;z prés, ren-
fermera alors : (p-~k;m)Vis et kym %, puisque la quantité
totale de vin est p. et que celle d’eau est 1. Ce qui nous
montre déja qu'aprés un nombre pair d’opérations, il y aura

toujours autant d’eau dans le deuxiéme vase que de vin dans
le premier.

Passons a I'opération suivante, la (27--1)éme,
Le premier vase ne contiendra plus que o de vin , di-
minué de ce qu’on verse dans le second vase , cest-a-dire

NP | . .
diminué de - kam ; ce qui fait en résultat pkym : de méme il
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ne contiendra plus que p(1—kam) %29, et quant au second
vase, qui sera maintenant tout plein, il contiendra - -

p——pkgm de vin ———“p(i—lfzm),
et en eau : 1—-p(i-—]t2m)=;l;+pk2m.

On voit par 12 qu'aprés un nombre impair d’opérations,
il y aura toujours autant de vin dans le second vase que
d’eau dans le premier, ce qui est I'inverse |de tout aI’heure.

Enfin voyons ce qui arrive aprés Vopération suivante, la
(2m--2)éme,

Le premier vase, qui est tout plein alors, contient en
vin : pkym qu’il avait d’abord , plus ce qu'on lui a ajouté

du deuxiéme vase , c’est-a-dire 5 (1—kam), ce qui fait :
p_v»
k‘ AN Ay
pProm + n o L2m,
i 1 i N
ou p [;—l— (1—- ;l Ifgm] =p [;i +pkng .
On trouverait de méme, que la quantité d’ean de ce premier

vase est actuellement : p [i—pkgm] +'—:; , et que les quan-

tités d’eau et de vin du second vase sont respectivement :

Pli—kem) et p [}l—}—kg,,.].

Du reste ces trois derniéres expressions n’ont pas besoin
d’étre connues.
En résumé, nous avons :



—_— 17 —

quantité totale constante d’ean : =1.

. n—14
——————— devin: =p; p I, car p=—o.

Nombre d’opérations. 1°T vase.
vin. eau.
2m, ka. - i—kzm
om+41.  phum. pA—kzm).

2m-+-2. P [;z +P]‘2m] N (i"'Pk?m) + nin

2° vase.

2m. p—l‘zm. kgm.
. 1
2m+1.  p(1—kom). TPk

omt2.  p—km).  p (i +_p/t2m>.

Etsi, maintenant, nous faisons successivement :

m=0.1.2.3. 4.c..cc.c...

Nous formerons les deux tableaux suivants, dont la loi est
manifeste :

k,—0. k=0.
k ’=;l . ki= —.

3 2 4
e ay =21

“es0si1e0eev 000000080  asesecccesesssesseers

o PP AT PP AP
by =P ar Al k”+‘=17+p+pn+ vl

Le numérateur de k,, est la somme des termes d’une pro-
gression géométrique décroissante dont la raison est p’.
et ce numérateur pourra s’écrire :’

p—prtpt_pi—p¥)
1—p = 1—p*

Anx. DE MATHNEMAT. V1. 2
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(i—p™)
De sorte que : k __’L__._
1 T i—pin
N n—i 9 — 1
D’ailleurs : =P d'ou n_1—7
Donc : n({—p?)= ____1+
—p
Doncen définitive : Ic2,=p<—£-—).
i+p
On trouvera de méme : ko — _M.

1+p
Ce qui est évident @ prior: , puisque Aoy 1—=pkor.
Maintenant qu'on a la quantité de vin du premier vase,
il n’est pas difficile, d’aprés ce qui précede, d’avoir les
trois autres résultats demandés, et on arrive aux formules

suivantes :
1er vase. 2¢ vase.

vin., eau. vin. eau.
pa—=p") AP pp4pT)  pU—p7)
t+p  t+p " 4p T t4p ]
pa=p" pa+pr"™ pl+p™) 1—p""
t4+p = t4p T Hp T 14p

Comme p est <1, les puissances de p vont en décroissant ;

2r opérations.

orH1 id.

et si ncus supposons : 2r=o , et 2r41=00 ;alorsp™...... =0,
et nous aurons ainsi les limites vers lesquelles convergent les
quantités de vin et d’eau de chaque vase, a mesure qu’on fait
un plus grand nombre pair ou ¢mpair d’opérations; ces li-
mites sont respectivement dans P'ordre des formules précé-
dentes

P vin. 1 e p?vin.  p eau
t4+p  t4p  t+p AP

P’ vin, p v p vin. 4 eau.
Ip  14p  14p itp

On peut se proposer de {rouver au bout de combien

pour Vinfini pair.

et pour Vinfini impair.
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d’opérations , en nombre pair ou impair, I'un des liquides
.

de Pun des vases est réduit a —. Cherchons par exemple, au

bout de quel nombre pair 2x d’opérations , la quantité de vin

1 1
du premier vase sera 7 Ona: ,€2w=-§.

T pa—p)_1
Clest-a-dire : =
i+ ¢
dou rg—p*T'q=1+4p,
o pren=PI—p—1_pla—1)—1,
4 q
dout (2x-1.)logp=log(p(g—1)—1)—logg ;
donc enfin » ze8[Plg—1)—1]—logg—logp
2logp

L’expression p"""'=}’Lq—_—_—1—):1 nous montre que g ne
V4

peut égaler 2; car alors p(g—1)—1 serait négatif puisque

p<d. Il 'y aura donc jamais autant d’eau que de vin dans
" le premier vase, aprés un nombre pair d’opérations. Plus
généralement, on voit que la question n’est possible qu’'au-
tant que p(g—1)>1,

ou +P —=, ou enfin -~ <1

+r

Ce qui était évident a priori, puisque 1—_%) est 1a limite vers

laquelle tend la quantité¢ de vin du premier vase & mesure
quon fait un plus grand nombre pair d’opérations.

On peut reprendre le méme calcul, pour un nombre
impair 2v-+1 d’opérations, et on trouvera :

108 [p(pg—1)—1]—logg—2logp
2logp
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Et pour la possibilité il faut :

1 _1+4p
-<<—E.
9 p

1 PR |
7 ne sera donc encore ici jamais = comme dans le eas

précédent.

Les calculs ne seraient pas plus difficiles pour’eau de cha-
que vase ou pour le vin du deuxiéme vase.

&
Application numérique. P=3; 2r=1000. On trou-

: 4 . P
vera : kjooo =g amoins d’une unité décimale du 97éme

16
g est la limite donnée par la formule -——p—, et — est la li-

_ 14p" 45
mite pour un nombre impair d'opérations, donnée par la for-

2

mule L

1+p’
Enfin, on trouvera qu’il faut faire environ '4 opérations
pour que la quantité de vin da premier vase soit :

3 1 4
e <<g?

1 (1_1 9
3
et qu’il en faut faire 5 environ pour que cette quantité soit :

17 1 16
TR
(77



— 921 —

THEOREME SUR LE PENTAGONE.

Conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un polygone de m
cOtés , sott circonscrit @ une consque.

PAR M. PAUL SEBRBET,
éléve en mathématiques.

L

Théoréme sur le Pentagone.

Cing droites situées dans un méme plan, forment généra-
lement cing quadrilatéres ; dans chacun d’eux I'on construit
la droite qui passe par les milieux des diagonales; et les
cinq droites que I'on obtient ainsi, concourent au méme
point.

1. Ce théoréme se déduit immédiatement, comme le re-
marque M. Terquem (IV, p. 545), du théoréme de Newton,
sur lc lieu des centres des coniques inscrites & un quadrila-
tére, et de la considération d’un pentagone circonscrit, dans
lequel on retranche successivement chaque c6té , en prolon-
geant les deux adjacents. M. Terquem recommaundant aux
¢éléves de démontrer directement cette proposition , en voici
une démonstration qui n’exige que pen de calculs, et dans
laquelle on fait abstraction de toute conique auxiliaire.

2. Lemue. Dans tout quadrilatére complet, les milieux des
trois diagonales sont en ligne droite.

3. Démontrons d’abord la propesition pour trois des qua-
drilatéres formés par les cing droites, ces trois quadrila-
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téres ayant tous leurs sommets sar les cOtés d'un méme
angle.

Fig. 1. Soient OY et OX deux des cing droites que nous
prenons pour axes des coordonnées ; et soient AB, A,B, A B,
les trois autres droites qui forment dans ’angle YOX et ayant
leurs sommets sur les cotés de cet angle, les trois quadrila-
téres AB,, AB,, AB, (en désignant chaque quadrilatére
par le systéme des letires de deux sommets opposés) ; soient
a,a,,a,;b, b, b,, les distances a I'origine des sommets des
quadrilatéres. Désignons en général , par Dad, la droite qui
passe par les milieux des diagonales du quadrilatére AB, , et
prenons les équations des trois droites Dab,, Dab,, Dab,.

Dab, (1) (a_a‘)y+(b_b,)x+‘i%“_“£=0.

ab,—ab

Dab,, () (e—a)y+(b—b)z+ ——5—=0.
Dab,, () (@—a)y+b—b)z+ 2020,

Or, si V'on retranche 'équation (1) de I'équation (2), on re-
trouve I'équation (3), doncles trois droites Dad,, Dab,, Da,b,
concourent au méme point.

Remarque. Cette démonstration s’applique évidemment &
chacun des systémes de trois quadrilatéres , qui, formés dans
les angles L et M, ont leurs sommets sur les cotés de ces
angles.

k. Soient donc d’aprés le paragraphe précédent.

(@) N le point de concours des trois droites

Dab,, Dab,, Dab,, dans I'angle YOX.

(b) N' 1e point de concours des trois droites
Dab,, Db,m, Dam, dans Pangle KLM.
Pour ce qui est des quadrilatéres de 'angle BML, nous y
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trouvons : 1° le systéme des deux droites KA L, AAA,, dont
les deux diagonales immédiates sont les droites KA,, AL;
mais la droite qui passe par les milieux des deux diagonales
KA,, AL, passe aussi par le milieu de la diagonale A,M;
donc, aulieu de considérer la droite qui passe par les milieux
des diagonales du systéme des deux droites KAL, AAA,,
nous pouvons considérer la droite qui passe par les milieuk
des diagonales du quadrilatére A,M, ou D, qui est la méme
droite. 2° De méme, relativement au second systéme des
deux droites KB, BBB,, au lieu de considérer la droite
qui passe par les milicux de BL et KB,, nous considérerons
la droite qui passe par les milieux de B,M et KB, , ou D,m,
qui est la méme droite. 3° Enfin dans le troisiéme quadrilatére
nous trouvons pour la droite qui passe par les milicux des
diagonales , Dab, , ct soit :

(¢) N le point de concours des trois droites

Dam, Dbm, Dab,.

Comparant maintenant les lignes (b) et (c), nous veyons
que les deux points N’ et N” sont les mémes , ou que N" n'est
autre que N', et que de plus:

(d) Les quatre droites Dab,, Dab,, Dam, Db m, cen-
courent au point N',

Mais déja () les deux droites Dab,, Da,b,, concourent
avec Dab, en N, donc le point V' n’est autre que le point N;
el les cinq droites

Dab,, Dab,, Dab,, Dam, Dbm
concourent au méme point N.

Conséquences.

5. 1° Pour ’hexagone circonscrit. En prenant les six cotés

d’un hexagone circonscrit quatre a quatre, on forme quinze
quadrilatéres ; dans chacun d’cux Yon construit la droite qoi
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passe par le milieu des diagonales; les quinze droites ainsi

obtenues concourent en un méme point. 2° Pour un poly-

gone circonscrit quelconque de . cOtés; dans chacun des

m(m—1) (m—2) (m—3)
1.2.3.4.

en prenant les iz cOtés quatre a quatre , I'on méne la droite

qui passe par les milieux des diagonales ; ces

quadrilatéres que I’on peut former

m (m—1) m—2) (m —3) )
1.2.3.4

droites concourent en un méme point, centre de la conique
inscrite.

6. Les réciproques sont vraies. I1 suffit évidemment de
démontrer la vérité de la réciproque pour I'hexagone seule-
ment,

Turortume. Si dans les quinze quadrilatéres que forment
les six coOtés d’un hexagone, les quinze droites qui passent
par les milieux des diagonales, concourent en un méme point,
I’hexagone sera circonscriptible a une conique.

Soit (fig. 2) O le centre de 1a conique inscrite a cing dessix
cOtés, le cOté excepté étant AF. Par le point A menons i cette
conique, une tangente A/, que nous supposerons différente
de AF ; et AB, BE, EF étant trois cotés quelconques du
pentagone circonscrit , considérons les deux quadrilatéres
ABEF et ABEf.

Les deux droites qui passent par les milicux des diagonales
de ces deux quadrilatéres, doivent par hypothése et par
construction passer : 1° par le centre O de la conique inscrite;
2° par le milieu 7 de la diagonale AE commune aux deux
quadrilatéres. Donc, ces deux droites doivent se confondre ;
ou, ce qui revient au méme, la droite mn qui passe par les
milieux de AE et de FB devrait diviser la droite AF en
deux parties égales; et pour cela il faudrait que mn fit pa-
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ralléle 2 FE, ou ce qui revient au méme que les deux cOtés
AB et FE fussent paralléles.

Donc déja la proposition est démontrée pour le cas ou
P’hexagone proposé n’a pas deux cOtés paralléles séparés par
un seul. v

En second lieu , s'il existe dans Phexagone un c6té non ad-
jacent a deux cotés paralléles, agissant pour ce coté comme
nous venons de le faire pour le c6té AF, nous ferions voir
que la conique tangente aux cingq autres cOtés, est aussi tan-
gente a ce sixiéme. '

Enfin il est facile de voir qu’il n’y a que le parallélogramme
circonscrit , dans lequel deux cotés paralléles ne soient sé-
parés que par un seul cOté. ’

Donc, si dans un hexagone, etc..., etc...., I’'hexagone
sera circonscriptible 4 une courbe du second degré.

7. Enfin il est clair que de ’hexagone , la proposition réci-
proques’élend au polygone de m cOtés.

Donc, pour qu’un polygone de m cités, soit circonscrip-
tible a une courbe du second degré, il faut et il suffit que
les droites qui passent par les milieux des diagonales de tous
les quadrilatéres que l'on peut former avec les m ¢otés du
polygone, concourent toutes au méme point, et ce point
sera cn outre le centre de la conique. )

PROBLEME 137 (T. V, p. 671).

PAR M. CABUSSI DE BAJOR,
éléve de Vinstitution Barbet.

L’enveloppe des bases de tous les triangles rectilignes qui
ont un angle commun et méme périmétre est un cercle.
Méme propriété pour les triangles sphériques.



Soit ABC un triangle ayant le périmétre donné, et Pangle
donné A. Dans cet angle menons la circonférence O exinscrite
au triangle ABC.

Et soient D, G, F les points de contact sar les cotés AB,
BC, AE, nous aurons :

BD=BG; GC=CE;

si on désigne par 2p le périmétre constant du triangle , on
aura :

AD+AE=2p; deplus comme AD =AE; AD:%’:p ;

tant quele troisiéme coté du triangle sera tangent au cercle
0, on aura : AB4BC+AC =2AD =2p, et dés que BC ces-
sera d’étre tangent au cercle O, cette relation cessera de
subsister , car alors on pourra ex-inscrire un cercle différent
de O, et par suite la tangentc menée par le point A cessera
d’étre égale a p.

Les troisiémes cOtés des triangles qui satisfont a la question
étant tous tangentes au cercle O, il s’ensuit que le cercle O
est leur enveloppe.

Considérons un triangle sphérique.

Nous pourrons appliquer la méme démonstration, si nous
parvenons a démontrer que les arcs de grands cercles menés
d’'un méme point tangenticllement & un petit cercle sont
égaux.

Or cctte égalité se démontre comme celle des tangentes
rectilignes a un cercle, issues d’'un méme point, donc, etc.
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NOTE
Sur la méthode des isopérimétres.

PAR M. BELLION,
¢éléve du collége de La Rochelle.

La méthode des isopérimétres apprend que si R et r re-
présentent le rayon et 'apothéme d’un polygone régulier de

R _
n coOtés, r'= ;-r et R'=V'Rr, donnent les valeurs de

Papothéme, et du rayon d’un polygone régulier isopérimétre
de 27 cotés. Or, en faisant la différence R' — ', on arrive 3
prouver apres des calculs ou entrent des radlcaux que

.—r<

" Le méme théoréme peut se faire voir direc~

tement par la geométrie.

En effet (fig. 5), soit AB le c6té du polygone régulier de n
cotés, et A'B' celui du polygone régulier et isopérimétre de 2n
cotés, on aura: Co =R, oH=r, A'o= R, oF=r'.

Du point o comme centre avec Ao pour rayon décrivons
une circonférence et soit I son point d’intersection avec Co :
par le point I, menons la {angente DI et tirons Do. Dans le
triangle A'Co, la bissectrice Do donne la proportlon

Co :A'o ::CD : A'D.

De méme a cause de la paralléle DI a la base A'F du triangle
A'CF,on a. :
CD:A'D:: CI:IF.

D’ou a cause du rapport commun CD : A'D i} vient : ’
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Co:Alo::CI:IF, or Co>A'o, donc CI>IF,

CF cCcH
d —_—= .
onc IF < 3 3
Or IF=Jo—Fo=R'—r, et oH=Co— oH=R—r,
donc R’—-—H<R:r.

QUESTIONS D'EXAMEN. (Voir t. V, p. 702.)

Théoréme sur les. moyennes et extrémes raisons dans les co-

niques et sur les cordes passant par un point fixe et divisées
en raison donnée.

1. Tutortme. Si par un point donné dans le plan d’une
conique , on méne des cordes et qu'on divise ces cordes en
moyenne et extréme raison, le lieu du point de division est
le systéme de deux lignes du quatriéme ordre.

Démontration. Je prends le point fixe pour origine et poar
axes, des paralléles aux axes principaux ; I'équation deJaco-
nique sera de la forme Ay*+Cx’+Dy+Ex+F=0 el passant
aux coordonnées polaires,

2*(Asin’p+Ccos’p)+z(Dsing+Ecosg)+F=0 ;
soient z' et z" les deux racines correspondant a une valeur

Vb ,_a—Vb
c b

donnée de ¢; de sorte que z'=

= ; la
¢ b

2
longueur de la corde est

b . . .
; soit p la coordonnée polaire

du point qui divise la corde en moyenne et extréme raison;

Vb .
on aura (c—z")’=" p (2’-—-/»); d’ou
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fep—a+t VZ]’:‘) Vb [a—co+ Ve 1B
[(co—a)'—bP=16b(cp—a);

(cp—a)t—18b(cp—a) - ’=0;
[(cp—a) —95)'=80;

(cp—ay—9b==:=4b}/5;
(cp—a)y=b(94 /5 ) =b(2\/5 ).

Mettant pour &, b, ¢ leurs valeurs il vient :
[2¢(Asin’p+Ccos’g)+Dsing+Ecosg]*=[(D*—4AF)sin’s+
+(E*—4CF)cos’¢+2DEsingcose] [2=£V/57.

Passant anx coordonnées rectangulaires , on obtient :
[2Ay*+2Cx*+Dy+Ex]*=[ (D*—4AF)y*+(E'— 4CF)x’+
+2DEzy][22= V5T

Systéme de deux lignes du quatriéme ordre; Yorigine est
un point conjugué a la courbe.

Cas particuliers.

1° Le point est un centre ; alors D=E=0; 6tant le facteur
Ay’+Cx* commun aux deux membres, il vient :

Ay+Ca=V—F(2+V5);

systéme de deux coniques concentriques et homothétes  la
conique donnée; il faut d’ailleurs se rappeler que dans I'el-
lipse F est essentiellement négatif et qu’on peut le rendre tel

dans Y'hyperbole; ainsi J//—F est toujours réelle.

Ce résultat peut étre obtenu @ priori pour lellipse. En
effet le cercle donne intuitivement pour lien deux cercles
concentriques. Or la projection d’'une ligne divisée en
moyenne et extréme raison est divisée de la méme maniére;
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et les projections des deux cercles concentriques donnent
deux ellipses homothétes concentriques.
2° Le point est un foyer ; alors D*—4AF = E*— iCF ; et
D=0; l'équation se réduit a :
[2Ay"—2Cx*+Ex]=2(y"+2") /' —AF.(2£V5 ).
3° Le point est sur la conique; alors F=0; l'équation
devient :
2Ay*42C2*+Dy+Ex=(Dy+Ez) (2=£1/5 )
24y +2Cx’= [Dy+Ex] [1=V5 1;
systéme de deux coniques dont les axes principaux sont pa-
ralléles aux axes principaux de la conique donnge.
4° Le point est & Uinfind. L’analyse précédente nest plus
applicable , les cordes sont paralléles et doivent étre données
de direction; soit donc Ay*4+Cx*+Exr=0 I'équation de la
conique, 'axe des y étant paralléle a la direction de la corde;
soit ¢ I'ordonnée du point de division de la corde correspon-
dant al’abscisse x; on a donc :
(t4y)=2y(y—10); F'—t=—hty; (y'—0)V=160y";
remplacant »* par sa valeur en « :
[AC+Cx*+ExT=—16¢ (Cx+Ex)A ;
A*+18AL (Cx’+Ex)+(Cx’+Ex)'=0;
[A49 (Cxr'+Ex) =80 (Cx*+Ex)?;
AP+ (Cx+Ex) (24 V5) = 0;
systéme de deux coniques ; si, les axes étant rectangulaires,
ona: A=C=V5);
les courbes deviennent des cercles.
Observation. L'équation générale est réductible lorsque le

second membre a un facteur commun avec le premier, et cela
n’a lieu que lorsque D=E=0, c’est-a-dire , lorsque le point
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fixe est au centre ; une réduction a aussi lieu lorsque le se-
cond membre est un carré parfait; ce qui n’est possible :
1° que lorsque F=0, c’est-a-dire lorsque le point donné est
sur la conique; 2° que lorsque :

D’E*—(D*—4AF) (E'—4CF) =0
AE' 4 CD*— 4ACF=0;

et alors si A et Csont de méme signe , la conique se réduit a
un point ; s'ils sont de signes différents, la conique se réduit a
deux droites; on & donc ce théoréme :

St par un point fixe dans le plan de deux droutes, on
méne une droite; et si U'on parlage en moyenne et extréme
raison la portion interceptée entre les deux drotles données,
le Liew du point de division est un systéme de deux coniques.

11 est utile de démontrer ce théoréme directement pour les
droites convergentes ou paralléles.

I1 est a remarquer que quatre points divisent une longueur
donnée en moyenne ct extréme raison ; deux points sont situés
sur la droite et a égale distance du point milieu et les deux
autres points sur deux prolongements et aussi 8 égale distance
du point milieu. Euclide n’indique qu’un point, parce qu’il a
pour but non la détermination de ce point , mais la détermi-
nation des deux segmenls addififs. L’analyse algébrique, a
laquelle la géomé!rie doit tous ses perfectionnements a mon-
tré qu'’il fallait considérer aussi les segments soustractifs, de
sorte que la solution est devenue double chez les modernes ;
mais lorsqu’au lieu de la grandeur absolue de segments, on
eonsidére les points de division, on arrive au nombre quatre;
et C’est ce qui donne lieu 4 la ligne du quatriéme degré dans
le probléme précédent : en général soient x et y deux seg-
ments d’une droite de longueur @ ; qu’ils soient additifs ou
soustractifs, on a toujours par la théorie géométrique des
signes, I'équation x-+-y=a ; supposons qu’on donre entre
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x et y une relation f(x, y)=0 de degré n, on obtient,
généralement parlant, n longueur pour les segments et 2n
points de division ; prenons pour exemple le probléme de la
moyenne et extréme raison : on a x-};y=a; ensuite la se-
conde relation peut s’écrire xz’=ay ou bien ax=y"; ce
qui donne quatre points ; et les quatre valeurs de x sont les
racines de I'équation du quatriéme degré :

(*+ax—a’) (X' — ax+a’)=0;

telle est ’'analyse compléte de ce probléme qui est un cas
particulier de celui qui est exprimé par les deux équations :
xrty=a; x™=a""y ;d’out I'on déduit ™+a""x—a"=0;
pour appliquer la théorie des équations , il faut rendre les
coefficients numeériques ; faisant x=az, z est un nombre; et
Yona z"4-2—1=0; équation que M. Yvona discutée dans
les Nouvelles 4Annales (t. 11, p. 321); il est évident qu’elle a

. . . 1 .
a toujours une racine positive > 5 et par conséquent

1 .
x>§ a, et gqwelle n’a de racine rationnelle gque lorsque

m=1.
Si on prend pour seconde relation x®=2""'y, on par-
vient aprés avoir fait x=az a I'équation numérique

zl!___ ( 1 —_— z)ﬂ—t,

qui n’a pas encore été discutée.

II. Tatortme. Si une corde inscrite dans une conique
passe par un point fixe et quon la partage em raison
donnée, le lieu du point de division est une ligne du qua-
triéme degré.

Démonstration. Conservons la méme notation que dans

25
4

le théoréme précédent; est la longueur de la corde;
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a-{—\/Z——cy
c

un de ses segments : supposons que le rap-
port donné de ces deux quantités soit p ; on aura :

2/b
a-t I/ b— 4

e e Yy x
par leurs valeurs et ensuite sine et cose par -; et ;, on ob-

=p; d'ou b(2—p)’=a’p’; remplacons a et b

tient finalement :
[ ¥ (D*—4AF)+2"(E—4CF)—2DExy] (2—p)'=
=p'[2Ay°+2Cx"4-Dy+Ex]';
équation dont la discussion est analogue a celle du théoréme
précédent.

V5

. . . 3—
Observation. SiYon fait p— 5> on retombe sur

Iéquation obtenue ci-dessus. Ainsi le probléme de la
moyenne et extréme raison est un cas particulier de la di-
vision de la corde en raison donnée. Je dois a M. Gerono
cette instructive observation.

QUESTION D’EXAMEN (t. V, p. 702).

TaroriME. Si dans V'équation d'une ligne du second degré ,
on a n==DE—2BF=0, menant par l'origine une droite quel
conque; le coefficient angulaire de cette droite multipliée par
le coefficient angulaire de la droite qui va de l'origine au
pole de la premiére droite, est un produit constant.

Démonstration. Soit y-J-ex=0 I'équation de la premiére
droite ; 3, ' étant les coordonnées du pole, on a :

ANN, DE MATHEM. VI, 3
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y=,;,—_f_73; x’=-k-,:£‘_f—h_ (t. II, p. 305);
Ly 1 Lyle U e
d’ou “—=-—; de la —=—-=quantité constante.
x' le x' 1

Corollaire. Lorsque les axes sont conjugués, on a B=0;
si de plus un des axes est un diamétre, alors ou D ou E
sont nuls; dans ce cas donc n=0 et le théoréme subsiste ;
dans le cercle, le cocflicient angulaire est dans ce cas égal
a la tangente de Tangle qui forme la droite variable avec
Vaxe des « et 'on a le théoréme énoncé (t. V, p. 702).

QUESTION I’EXAMEN (t. V, p. 703).

A,B,C étant les trois angles d’un triangle rectiligne op-
pos¢és respectivement aux coOtés @,0,¢, de I'égalité

sinA  sinB sinC

a b c

3

déduire la formule @’=28" -} ¢*— 2bc cos A.

. asinB asinC
Solution: Yona, b = ok ST A’
d’ou
b.+c,___QbCCOSA:am{sm’B+sm‘C——-.2~cosAsmBsmC} _
sin’A
2 {Q—COS’B—COS’C—:.‘COSASil]BSiI)U}_
- sin’A ’

or

c0s (B4 C) = cos B cos C —sinBsinC=—cos A ;
d’ou

2cos AsinBsinC—=2 cos’A+2cosAcosBcosC;
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donc
b*4-¢* —2bccos A =
. [2 — 2¢0s’A — cos’B — ¢0s’C — 2 cos A cos B cos C]

.

)

- sin’A
or

1 — cos"A —cos’B —¢0s’C+-2cos A cosBeos C=0;
donc V*4-¢* —2bccos A = a’.

NOTE HISTORIQUE

Sur la notation cartésienne des exposants.

EsTienne DE LA RocHE.

Tous les géométres reconnaissent que cette notation a fait
faire d’immenses progrés a 'analyse. Descartes estle premier
qui ait mis cette notation en usage , et I'autorité de ce grand
nom servit a la répandre. Toutefois, un célébre géomeétre (*),
connu par d’importants travaux sur la science et sur son
histoire, a fait Pobservation curieuse qu’on trouvait cette
notation dans un ouvrage publié dans le seizieme siécle;
nous allons consacrer quelques lignes a cet ouvrage, trés-
rare, ct dont nous devons la communication a I'amitié de
M. le professeur Vincent.

Voicile titre in extenso -

L’arismetique (note 1) et géometrie de maistre Estienne de
la Roche (note 2) dict Ville Franche, nouvellement imprimée
et des faultes corrigée, « a laquelle sont adjoutées les tables

(*) M. Chasles vient d’étre nommé professeur de géométrie supérieure, i la
§orbonne, chaire nouvellement établie. Cette création et cette nomination font
époque et peuvent exercer une grande influence sur 'enseignement si arriére,
si incomplet, de la géométrie de collége.
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» de divers comptes, avec leurs canons, calculées par Gilles
Huguetan natif de Lyon, par lesquelles on pourra facile-
» ment trouver les comptes tous faictz , tant des achatz que
venles de toutes marchandises. Et principalement des
marchandises qui se vendent , ou achetent a la mesure,
come a aulne, a la canne, ala toyse, a la palme, au
pied, et autres semblables. Au poix , come a Ja livre, au
» quintal , au millier, a la charge, au marc, eta'once, a

=

=

» la picce, a nobre, a la douzaine, a la grosse, au cent et
» au millier. Avec deux tables servantz aux libraires ven-

deurs et acheteurs de papier. Ensemble une table de des-
» pence, a scavoir a tant pour jour, combien on depéd lan et
Ie moys, cl a tant le moys, combien revient lan et le jour,
ct a tant par an, cobien on despend tous les moys, et a
combien revient pour chascun jour. Davantaige, les
» tables du fin dor et dargent, pour scavoir (scelon que le
marc de billon tiendra de loy, ou de fin), combien il
» vauldra de poix de fin or, ou dargent fin. »

On les vend a Lyon a lenseigne de la Sphaere, cheulx
Gilles , et Jacqiles Huguetan freres. 1538, in-fol.

On n’a numéroté que le recto, et I'arithmétique contient
151 de ces feuilles, ce qui fait 302 de nos pages. Les tables
de Huguetan jointes a I'arithmétique de De la Roche, ne
porient aucune pagination.

On voit que c’est une réimpression. La premiére édition
est de 1520. -

Larithmétique est divisée en deux parties : la premiére est
théorique, et la seconde est pratique ; la premiére est divisée
en siz différences (note 3), contenant chacune deux cha-
pitres ; les quatre premiéres différences traitent des nombres
parfaits, abondants, défaillants, des proportions et rapports,
et enfin de quatre opérations pour entiers et pour les routs,
expression qui équivaut a nombre rompu ou fractionnaire ;

)
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le tout suivant la méthode de Boéce (ilote 3), qui a servi si
longtemps de type ; car, tout ouvrage remarquable devient
1a source d’une foule d’imitations : ¢’est ainsi que nous voyons
aujourd’hui toute géométrie étre calquée sur celle de Le-
gendre, toute statique sar celle de M. Poinsot, tout calcul
infinitésimal sur celui de M. Cauchy, etc. Dans la différence
des proportions (fol. 3), on trouve cent vingt-quatre noms
donnés a autant de rapports géomeétriques pour les dis-
tinguer ; ainsi le rapport de 5 : 29 est inscrit sous cette ru-
brique : submultiplex superpatiens-subquintuple-superqua-
driperciensquintes , parce que 29 =5. 5—{—§. 5.

C’est le systéme musical des Grecs qui a amené cette pro-
fusion de termes hétéroclites; car les Grecs ne cultivaient
Yarithmétique que pour les besoins de ce systéme, et nulle-
ment pour ceux du commerce, profession décriée, qui était
regardée comme indigne d’'un homme comme il faut (inge-
nuus). Ce préjugé antisocial a considérablement retardé
la théorie des nombres, chez ce peuple d’un génie si inventif,
Cest au commerce que nous devons la connaissance de
Varithmétique chiffrée des Indiens et des immenses progrés,
cons¢quences immédiales de cette connaissance ; remarquons
derechef, en passant, que les traités modernes renferment
encore une grande superfétation en fait de proportions et de
rapports, reste de 'ancien élat de choses.

Nous avons déja signalé cette singularité que les coeffi-
cients binominaux ont été connus en Europe pour les extrac-
tions de racines, avant d’étre connus pour les puissances
(v. t.V, p. 494); de méme la notation exponentielle est donnée
ici pour les racines d’abord, et trés-complétement, et ensuite
pour les puissances , ¢'une maniére moins compléte, moins
explicite; nous copions 12 commencement de la quinte diffé-
rence qui {raicte des racines et nombres (fol, 21).
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« Racine de nombre est ung nombre qui multiplie en soy
une foys ou plusieurs, selon V'exigence et nature de la
-racine produit précisement le nombre dot il est racine.
Ou aultrement racine de nombre si est qui escript et met
deux ou plusieurs foys lung soubs lautre ou lung pres de
lautre et puis multiplie le premier par le second et ce que
en vient par le tiers (se tiers ya) et encores par le quart
et encores par les aultres (se aultres ya) la derniere mul-
tiplication soit egale au mombre ou produise le nombre
dugquel il est la racine, et doyt on scavoir quil sont infinies
especes de racines : car aulcunes sont racines quarrees qui
sont appellees racines secondes: aulcunes sont racinecs
cubiques qui sappellent racines tierces: aulcunes sont
racines de racines qui sont dictes racines quartes : ne plus
avant sont entre les anciens pour la souffisances dicelles
aux raysons darismetique et de geometrie. Mais les mo-
dernes sont encrez plus profond en la mer des nombres :
et ont trouve racines quintes sextes septimes etc. jusques
ad infinitum: Racines premieres ne se {reuvent point
pourceque tout nombre est racinc premiere. Racine
quarrée ou seconde est celle qui posec en deux places lune

‘soubs lautre et puis multiplie lune par lautre produit le

nombre duquel elle est racinc quarree ou seconde. Et le
nombre qui en est produit est nombre quarre. Comme 4
et 4 quil multiplies lung par laultre font 16. Ainsi la ra-
cine quarrée ou seconde de 16 si est 4 et 16 est nombre
quarre. Et se peult noter qui veult ceste racine en met-
tant et sus 5, comme qui vouldrait escripre la racine se-
conde de 16, on le peult ainsi mettre 5’16 elc. Neanmoins
quand on trouve devant ung nombre une g sans nulle
note il sentend que ce soit 1a racine quarree. Racine cu-
bique ou tierce est celle qui mise en troys lieux et puis
multiplice la premiere par la seconde et ce qui en vient
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» par la tierce la derniere multiplication est le nombre dant
» il est racine. Et le nombre qui cn vient est nombre cubic.
» Comme 4 mys en troys places ainsi 4.4.4 (note 4) et puis
» multipliez lung par laulire montent 64 qui est nombre
» cubic: donc sa racine cabique est 4 que l'on peult es-
» cripre ainsi y 64 ou ainsi §°64. Racine de racine ou racine
» quarte est celle que couchee en quatre places et puis mul-
» tiplices lung par laultre ainsi comme dessus est dict res-
» titue le nombre dont elle racine quarte comme 2.2.2.2
» qui multipliez lung par laultre jusques au quart font 16.
» Donc sa racine de sa racine ou sa racine quarte est 2 que
» Pon peut ainsi noter 3 5 3 ou ainsi 84 il ya daullres ra-
» cines comme racines quintes sixiemes septiemes elc. qui
» se peuvenl ainsi noter ®5.5° R’ et ainsi des aultres racines
» conlinuant sans fin convicnt entendre en les multipliant
» cing foys ou six et scpt foys ou tant de foys que 1a nature
» de la racine le requiert. Toutes telles racines comme les
» susdictes sont appellees racines simples. »

L'auteur passe aux racines composées, par exemple :
7 —}—\/3 ou 7—-—\/5; il ne connait pas encore nos signes
plus et moins. Il se sert de la lettre p pour le plus, et de la
lettre m gothique pour le moins. 11 faut remarquer que de
la Roche a écrit en 1520, ct le premier ouvrage imprimé
ou Von rencontre nos signes actuels est de Christophe Ru-
dolf de Jawer, imprimé en 1524 (*); le célébre Michel Stifel
en a donné une seconde édition en 1571, sous ce titre : Die
Coss Christophs Rudolfs mit schinen Exemplender Coss durch
Michael Stifel gebbessert et seher gemehrt, 1571, 491 p. in-k.
« La Coss de Christophe Rudolf avec de beaux Exemples dc la
» Coss, par Michel Stifel, améliorée et trés-augmentée » ;
C’est le premier ouvrage qui ait introduit Valgébre cu Yart

(*) Non en 1522, Voir Aper¢u historique sur les méthodes, p. 540.
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cossique en Allemagne; il paraitrait méme que Rudolf n’a
fait que copier unouvrage de la bibliothéque de Vicnne , car
il énonce les propositions sans aucune démonstration ; c’est
Stifel qui a ajouté les démonstrations , de sorte que les signes
— et — sont peut-étre plus anciens que 1524 ; du reste nous
reviendrons sur cet ouvrage.

De la Rochedistingue encore les racines lices ; ce sont celles

de la forme |/7—}— V5, il écrit §.7-4%. 5. Dans les chapi-
tres suivants, il apprend & réduire des radicaux dissemblables
a la méme dénomination, et donne des exemples trés-détaillés
pour faire les quatre opérations comme nous les faisons au-
jourd’hui, sur les expressions radicales , mais il ne donne
Pextraction numérique que de la racine carrée et cubique. I1
emploie 1a méthode des moyennes pour approcher des racines.

- . . 1
Exemple : Ve ; comprise entre 2 et 3 ; il essaye 2 5’ et trouve
. 1 . 1 1 .
que la racine est entre 2 et 2 5 ensuite entre 2 3 et 2 35 puis

2 oy . .
il prend pour moyennes 2 5 car, dit-il, en ajoutant respecti-

vement les numérateurs et les dénominateurs de deux frac-
tions, on obtient une moyenne (fol. 23) ; et parvient ala valeur

ar excés, 2 881 ; exces sur 6 est 1
P 1% 39607 X 3841600°

germe de la méthode d’appfoximalion pour les racines des
équations appliquée a I'équation x*—6=0.

Chez les Indiens aussi le calcul des radicaux est donné
d’une maniére étendue et trés-compléte ; tandis que les élé-
vations aux puissances ne sont indiquées que pour (a-- )" et
(a+b)%; mais ils considérent aussi les racines imaginaires ,

On voit ici le

et particuliérement \/———1 , dont on nerencontre ,a ce que
je sache, aucune trace de calcul en Europe avant le dix-
septiéme siécle. Venons a la notation exponentielle : elle est
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au commencement de la sixiéme différence ( fol. 29 verso).
La sizieme différence qui traicte de la regle de la chose et
de la quantité : est divisee en 12 chapitres dont le premier
traicte des termes et charactéres de ceste regle.
« Ceste regle est de si merveilleuse excellence quelle ex-
cede et surmonte toutes les aultres; car elle faict tout ce
que les autres font : et si fait oultre et par dessus innu-
merables comptes de inestimable profundile : et pour ce
est appellee regle de la chose ou regle de 1 qui sont prin-
» cipes transcendants pource quelle transcende toutes les
regles darismetique. Maistre Nicolas Chuquet en son tri-
party rappelle la regle des premiers qui vault autant a
dire comme la regle des unités ou de 1. Aulcunes nations
Iappellent algebra : et les aultres almucabala ; et a brief
parler ceste regle est la clef I'entree et la porte des abismes
qui sont en la science des nombres.

L2

T
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» Nombre autant qu’il est expedient a notre propos est
pris ici largement non pas tant seulement en tant quil est
collection de plusieurs unites : mais soit 1 ou partie et
parties de 1. Comme est tout nombre rout quelconque
nombre que ce soit est entendu et considéré en moult de
manieres. Lune et la premiere si ¢st que lon peut con-
siderer ung chacun nombre comme quantité discrete : ou

<

¥

comme nombre simplement prins sans aulcune denomi-
nation comme 12 ou 13 ou aultre, etc. Secondement ung
chascun nombre est considere comme quantité continue
que aultrement on dit nombre lincar qui peult etre ap-
pelle chose ou premier : et telz nombres seront notez ap-
position de unc unite au dessus deulx en ceste maniere
12" ou 13", ect., ou telz nombres seront signes dung tel
characte apres cux cormme 12.p. ou 13.;. Tiercement tout
nombre est considere nombre superficiel quarre qui peult
estre appele champ ou second qui se peult ainsi quoter

<

<

=

¥

¥



l). ou 13, etc., ou ainsi 12.&. ou 13.&., etc. Quartement
toutes manieres de nombres peuvent estre entendnes nom-
bres tiers que lon dict nombres cubiez : autrement cubes
que lon peut ainsi marquer 12°. ou 13%. et ou ainsi 12[_].

ou 13[_]. et on les peult aussi entendre estre nombres

€

4

quartz ou quarres de quarres que nous appellons champs

de champs qui se peuvent ainsi signer. 124 ou 13, ete. ,
ou ainsi 12.c&. ou 13.§&c, ete., et semblablement on les

peult considerer jestre (uintz , sixicmes, sepiiemes, ou

huytiemes, et ainsi continuant et si avant que lon y veult
entrer en meftant a chascune difference de nombre sa de-
nomination aa dessus de luy par la manicre devant dicte

et par ainsi les nombres qui sont nulle denomination sont
occupans le premier licit ou lordre des differences. Les

» choses ou les premiers cest @ scavoir ceux dont leur de-
nomination est 1 sont ausccond ordre. Les champs (note 5)

ou les seconds sont au ticrs lieu. Les cubes ou tiers sont

apres prochains ensuyvans : et puis les chainps de champs
en quariz et cn apres les quintz. Et ainsi des aultres selon
» progression naturclle des nombres, »

b3

Gette exposition donne licu & plusieurs observations.

On voit 'enthousiasme extraordinaire qu’a excité parmi
les géomctres Vapparition de lalgeébre, veunae des Arabes
par 'intermédicire des Haliens et désignée aussi sous Ie nom
de régle di ta chose ou régie cossique. On connait Porigine
de celte dénoininativa (Nouvelle Annales, t. 'V, p. 320). Cet
enthousiasme était naturel; c'¢lait pour ainsi dire la dé-
couverte d'un monde nenveau dars la science des nombres.
Tout cc qui était difficile dans 'algorisme ancien devenait
«exirémement facile pour Yalgorisme nouveau. Lidée qu'on
s’est formé de l'algenre élait analogue a celle qui existaii sar
Parithmétique. Ni les Grees, ni les Romains, ne possédaient
la premiére notion d’une arithmétique chiffrée. Ils avaient
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bien des instruments pour faciliter les opérations mentales
du calcul; mais ils ne connaissaient aucun instrument
pour les écrire facilement. On a souvent confondu ces
deux espcces de facilités. Le zéro indien, ame de toute
arithmétique chiffrée, leur manquait complétement. L’cxis-
tence des abaques prouvent méme incontestablement I'ab-
sence du zéro; aussi dés que ce caractére fut connu en
Europe, les abaques disparurent. La difficulté d’écrire les
nombres fit que dans toutes les démonstrations arithmé-
tiques, on trouva plus simple de représenter les nombres
par des lignes et de donner ainsi a l'arithmétique une ap-
parence géométrique. C’est ce que nous voyons dans Eu-
clide, Boécc et ses nombreux copistes. De 14 aussi les dé-
nominations dc nombres linéaires, superficiels, solides,
supersolides , etc. Sous Pempire de ces idées, ct par ana-
logie, on concut la chose inconnue, notre x, non pas
comme un nombre discret mais comme une quantité con-
tinue comme une ligne. Et on figura la chose quand elle
était Yinéaire par Vunité placée a droite et au-dessus du mul-
tiplicateur que nous nommons aujourd’hui coefficient ; ainsi
122 s’¢erivait 12°; de méme pour la chose superficielle; ainsi
12" s'écrivait 12" el ainsi de suite, comme il a ét¢ claire-
ment expliqué ci-dessus , et Pon voit que pour les quatre’
premiers degrés, on «vait adopté des signes particuliers et
dans tout le cours de Pouvrage, pour la partie algébrique,
Pauteur emploic ces signes ct non les exposants, dont il
donne d’ailleurs la régic comme d'addition et de soustraction
des exposants. Ainsi il ¢erit 12.12°=144.12® correspondant
a notre équation 12x.42x*=144x", ctc. Il résulte de tout
ce qui précede que la notation exponentielle de De la Roche
est uniquement affectée ala quantité cossique, ct n’a pas la
geénéralité philosophique de la notation cartésicnne, quoi-
qu’elle ait pu y conduire. Il est peu probable que Descartes
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ait eu connaissancede I’ Arismetique du maistre lyonnais ; car
on sait que lillustre philosophe pensait beaucoup et lisait
trés-peu , et méme en ce point , grand nombre de professeurs
francais sont restés au moins a demi cartésiens. D’ailleurs
Descartes emploie 1a notation et ne dit nulle part, a ce que je
sache, qu’il en soitl'inventeur (*); il ne connait méme pas la

notation radicale de De la Roche ; pour la/ﬁ que De la Roche

écrit §*12 , Descartes met JC.12 se servant de C lettre ini-
tiale du mot cubique. Nul doute qu’il n’etit aussi adopté ce
signe s’il avait eu sous les ycux. Du reste De la Roche a
copi¢ sa notation dans d’autres ouvrages peut-étre dans ceux
de Nicolas Cuchet qu’il cite en plusieurs endroits. Le reste
de T'ouvrage est consacré a donner les régles cossiques (pour
résoudre I'équation du premier degré a une inconnue) et une
foule de questions d’arithmétique résolues al’aidede ceséqua-
tions ; de méme I'équation du deuxiémedegré, sans discussion
desracines ; et I’équation du troisiéme, quatriéme degré de la
forme ax3=0; ax'=D, clc., ou encore ax>=bx, ¢tc. ; vien-
nent ensuite les applications mercantiles de Parithmétique,
qui forment la seconde partie de I'ouvrage, et le tout est ter-
miné par V'application de la science des nombres aux mesures
de géomélrie; triangles, rectangles, cercles, pyramides,
spheres, cte. Sur le verso de la feuille 158 est gravé un
canon monté sur son affiit , selon la construction du temps,
et portant cette inscription sur la volée : Zerrebo si non per-
cussero 5 le boulel et la fumée sortant de la piéce mettent en

fuite des oiseaux de proie.

(*) I est trés-pénible de faire des recherches dans I’édition de M. Cousin,
faute d’une table raisonnée et compléte des matiéres, premier devoir que les
éditeurs d’autrefois ne manquaient jamais de remplir.
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NOTES.

Note (1). L'arismetique. Les Grecs prononce;xt le 5, comme les
Anglais le th, et que les-étrangers a cette prononciation rendent
par la lettre sifflante s; le Pisan Fibonacci (filius Bonacci), le pre-
mier auteur chrétien qui ait fait connaitre 'algébre en Europe, au
commencement du XIlI¢ siécle, écrit aussi arismetica (Libri, His-
toire des sciences mathématiques en Italie, t. 11, p. 288).

Note (2). 1l est singulier qu'aucun bibliographe, aucun historien
des mathématiques n’ait cité cet auteur. Il est omis par Wallis,
Heilbronn, Montucla, Kastner, Miirhard ; M. Chasles est, je crois,
le premier qui ait attiré I'attention sur cet ouvrage si important
sous le rapport historique.

Note (3). Boéce. Anicius Manlius Severinus Boethius. Théo-
logien, philosophe, orateur, poéte et mathématicien, exécuté par
ordre du roi Théodoric en 524. Nous consacrerons un article spé-
cial a arithmétique de cet homme si supérieur a son siécle. IL.
présente des passages obscurs. Bonne fortune, pour qu’avec de
Pérudition et de 'esprit, on puisse faire entrer dans un auteur et
en faire sortir tout ce qu’on veut.

Note (3). Différences. Fibonacci appelle distinctiones les divi-
sions de son ouvrage ; dénomination empruntée aux Arabes.

Note (4). Ce serait une erreur de croire que le point placé ici
entre les nombres désigne une multiplication. Cest uniquement un
point de séparation. Fibonacci emploie le point, comme les Indiens
pour désigner le signe -}~ ; ainsi «.3 veut dire a4-3 ; mais chez les
Indiens le point placé sur la lettre désigne le signe — ; ainsi « veut
dire —a; c'est Leibnitz qui a adopté le point pour marquer la
multiplication et nous avons proposé d’adopter la notation indienne
pour désigner un multiple quelconque du nombre ; ainsi 7 signifie-
rait un multiple de 7 et selon Legendre M(7).

Note (3). Champ ou carré. La mesure des propriétés territoriales
a donné naissance a la géomeétrie ; dela les Arabes ont désigné le
carré par mal (possession); les Grecs par Jvrame , puissance, les
Latins par census, revenus des biens, et de 1a le mot champ.
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En sanscrit le carré est désigné par les mots Varga et Kriti; le
premier sigoifie classe, caste; peut-étre par allusion aux quatre
castes. Kriti désigne dans la prosodic une espéce de stance , com-
posée de quatre vers de vingt syllabes. Je dois ce dernier ren-
seignement 3 M. Munk, savant orientaliste de la bibliothéeque
royale.

SOLUTION ET GENERALISATION

De la question 53%¢ proposée par M. Finck (Nouvelles An-
pales , t. I, p. 520).

PAR M. PAUL SERRET,
¢léve en mathématiques. (*)

(Fig. 5). 1° Soit un faisceau de 7 droites convergentes au
point o, et n—1 points X, , X,, . .. . X __ cn ligne droite,
le tout dans un méme pian; prenez sur oA la premiére da
faisceau , arbitrairement les points A,, B, C,.... en nombre
quclconque; du premier point X,, comme centre, projetez
ces points sur la seconde droite du faisceau en A,, B,, €,...,
du point X, comme centre, projetez de méme ces derniers
sur la troisicme droite du faisceau , et ainsi de suite. Soient
A, B,,C,.... les derniéres projections obtenues du point
X,_. comme centre sur la néme du faisceau; les droites
AA,, BB, CC,.... concourront en un méme point situé
sur la droite X,X, _..

2° Si n=3, ct si X, restant fixe, on suppose que X, dé-
crive une conique, quel sera le lieu décrit par le point des
concours des droites A,A, , BB, ?

1 n)

(*) Voici enfin un ¢léve qui étudie la géométrie du dix-neuviéme siécle.
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Solution. — Premiére partie.

1. D’abord, il est clair qu’il suffit de démontrer 1a propo-
sition pour trois points seulement pris sur la premiére droite
du faisceau.

2. Lemme. Si le théoréme est vrai pour le cas de » égal on
inférieur & @, il sera vrai aussi pour le cas de n=a+-1.

Soit le théoréme démontré pour tous les nombres depuis 3
jusqu’a »—1, il sera encore vrai pour le nombre 2. Soient
cn effet oA, 0B ct oK la premiére, la deuxiéme ct la niéme
droite du faisceau ; X, le premier point, X, lesecond; A,, B,,
C;A,,B,,C;etA,,B,, C,,les points déterminés par les
données ou par les projections sur la premiére , la deuxiéme
et la ni¢me droite du faisceau. 11 faut prouver que les droites
AA,,BB,,CC

n? n

concourent en un méme point. En effet,
considérons le faiscecau de 2—1 droites 0B....0K, et le sys-
téme de 2 — 2 points X, , X,....X,_,; les points donnés sur
Ia premiére droite oB de ce nouveau faisceau, étant A,, B,,
C,, de I'hypothése faite en téle du lemme, nous conclurons
que les droites A,A, , BB, , C,C,, concourent en un méme
point x, situé sur la droite X X, _ . Cela posé , considérons le
nouveau faisceau de trois droites oA, oB, oK, relativement
aux deux points X, et X,; on voit que les points A,, B,, C,, de
la premiére du faisceau, sont projetés en A,, B,, G, sur la
seconde du faisceau suivant le point X, ; que les points A,,
B,, C, sont projetés eux-mémes par le point x, en A,B,C,
sur la troisiéme droite du faisceau ; que par suite les droites
AA,,BB,, CC,, concourcnt en un méme point, d’aprés
Thypothése admise.

Cororramke, 11 suffira donc de démontrer la proposition
pour le cas plus simple d’un faisceau de trois droites, et d’'un
systéme de deux points.
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3. Lemme. Aulieu de considérer un systéme de trois droites
concourant au méme point , il suffit de considérer un systéme
de trois droites paralléles.

Car étant donnée une figure plane quelconque dans la-
quelle = droites concourent an méme point, on peut tou-
jours projeter centralement la figure, de maniére que le
systtme des n droites concourantes soit remplacé par un
systéme de 7 droites paralléles. Pour cela, il suffit en effet de
prendre pour plan de projection un plan paralléle a la droite
qui joint le centre de projection au point de concours des 2
droites. D'ailleurs, deux figures dont I'une est la projection
centrale de I'autre sont telles que si dans 'une 7 points sont
en ligne droite, les points correspondants dans lautre se-
ront aussi en ligne droite; si » droites concourent au méme
point dans I'une , les » droites correspondantes concourront
au méme point dans lautre (sauf le cas particulier ou
I’on aurait choisi le plan de projection de telle sorte que le
faisceau des 7~ droites concourantes se transformit en un
systéme de » droites paralléles).

(Fig. 6). 4. Soient M, N, P les trois droites paralléles;
X,, X, les deux points, et A,, B, deux points pris sur M ;
A,, B,, et A,, B, les points correspondants sur N et P; il
suffit de prouver que le point de concours Y des droites
AA,, BB, est sur la droite X, X,, par la il sera prouvé que
si 'on avait pris sur M un troisiéme point C,, la droite CC,
aurait passé par le point Y. Or, remarquons que les trois
points X,, X,, Y peuvent étre considérés comme les trois
centres de similitude cxternes de deux polygones semblables
pris deux & deux, construits sur les lignes AB, ; A,B,, A;B,
comme coOtés homologues, et ayant leurs cOtés paralléles.
Or, trois polygones étant pris dans ces conditions, les trois
centres de similitude externe de ces polygones pris deux a
deux, sont ,d’aprés un théoréme connu, trois points en ligne
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droite; donc ici, les trois points X,, X,, Y, sont en ligne
droite. Douc, le théoréme cst démontré pour un faisceau de
trois droiles paralléles. Par suite , d’aprés les lemmes précé-
dents, il est vrai pour un faisceau de = droites concourantes
au méme point, et pour un systéme de 2 —1 points.

Remarque.-Du théoréme précédent on peut déduire une
démonstration d’un théoréme exposé dans les Nouvelles
Annales de mathématiques. Ce théoréme est le suivant.
(Fig.7.) D’un point fixe A pris dans leplan d’un angle yoxr, on
méne un pombre quelconque de transversales qui déter-
minent des points correspondants A,, A,; B,, B,; C,, C,....
la droite oy restant fixe, la seconde droite ox tourne autour
de oy, et emporte avec elle les points A, , B,, etc. ; si dans une
quelconque de ses positions on méne les droites AA,, B,B,,
CC,... ., ces droites se couperont foujours en un méme
point.

(Fig. 8). Soit en effet ox' une nouvelle position de ox , et
A,, B, G, les points correspondants aux points A,, B,, C,,
de sorte que I'on ait : 0A, =o0A,, oB,=0B,, 0C,= oC,. Les
droites A,A;, BB, et C,C, seroni paralléles; et il faut dé-
montrer que les droites A A,, BB,, C,C, concourent cn un
méme point.

Or faisons une projection centrale de la figure, de maniére
que le systéme des paraliéles soit remplacé par un systéme
de droites concourant en un point X,. Représentons les pro-
jections centrales des divers points X,, A, ,.... B,.... par les
petites lettres correspondantes, et semblablement accentuées
x,,a.,b,,.... dans la projection, les points «,, b,, ¢, placés
sur la premiére droite du faisceau sont projetés en a,, b,, c,,
suivant le centre z,; les points @,, b,, ¢, sout eux-mémes
projetés en a,, 0,, c,, suivant le centre x,; donc, d’apreés le
théoréme de M. Finck , les droites a,a,, b,0,, ¢,c, concourent
en un méme point; donc aussi dans la figure primitive les

ANN. pE MATREM. V1. &
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droites A,A,, BB,, CC, concourent au méme point.
C.q.f d.

Autre remarque. Si V'on remarque que la démonstration
précédente suppose seulement le parallélisme des droites
AA,, BB,, CC,, et que ce parallélisme existe encore quand
I’on suppose , non que les distances oA,, oB,..... sent res-
peclivement égales aux distances oA, , oB,, mais seulement
qu’elles leur sont proportionnelles, 'on verra que ’'on peuat
généraliser I'énoncé du théoréme précédent.

Seconde partie.

1. Lemme. Déterminer le rapport des longueurs XY et

XAX: (ﬂg‘ 6)’
Le triangle A, XX, coupé par la transversale A,AY donne
1a relation : ’

AA XY . XA =XA . XY.AA,,

d’ou Y'on tire :

ou bien comme les points X, A , B, sont fixes, le rapport
AA

72

—===m, quantilé constante , donc

AX,
XY _ m AX, ou bien X—’-Y =m ——————A’B’
XY TAAT XY T AB—AB’
d’ou enfin
XX AB
— e—
S SRR v — g

2. Prenons le point fixe X, pour origine des coordonnées ,
et I'axe des x paralléle a la direction commune des droites
AB,, A,B,.; soient X, [z, 6] Pune des positions particulieres
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du point mebile, et sur la droite X X, le point de rencontre
correspondant, Y [x, y]; soient A, [y =c, r=a],
B, [y=c, x=10] les points fixes ct y =d I'équation de la
droite A,B,.
Cherchons I'expression de

XX, 6 AB,
=y ==t

en fonction de «, 6, a, b, cet d.

On trouvera facilement (fig. 9) :

d—¢g
A,B,:G_c(a—b)_, AB=b—a,
donc
d—c A,B, d—¢

AB,—AB,= — (a—0), done AR A
On a donc :

XX, { m d—6 m(@d—s8)+d—c A54B

XY = d—c d—c = OV

A B,C étant des quantités connues ; donc

4 A2-1-B As4-B
(') = + ’ (2) i = (_;*— ’
Y z
d’ou Yon tire :
Ca Ca
' —_ 2; — X
(tYr Ag—’—B, ( )x A6+B

Daprés ces formules, 'on voil que :

1° Si le point de rencontre Y décrit une courbe du degré
m, le point X, décrira de méme une ligne du degré m. Par
suite réciproquement, etc. On pourrait d’ailleurs le voir'di-
reclement en tirant des relations (1') et (2), les valeurs de 6
et = en fonction de x et y.

2° Donc,, si le point variable X, décrit une ligne droite ou



— 52 —

une conique, le point de rencontre Y décrira de méme unc
ligne droite ou une conique.

Or, dans ce dernier cas, pour avoir le lieu décrit par le
point de rencontre dans la figure primitive (car tout ce qui
précéde se fait dans la projection de cette figure primitive},
il suffira de projeter ceniralement sur le plan de la figure
primilive, la droite ou la conique lieu des points de ren-
conlre; et 'on obtiendra pareillement dans la figure primi-
tive, une droite ou une conique pour lieu des points de ren-
contre.

3¢ Donc, si le point X, décril une droite ou une conique ,
le point de rencontre Y décrira aussi une droite ou une
conique.

Généralisation du théoréme précédent.

En revenant une seconde fois sur ce théoréme, j’ai trouvé
gu’on pouvait le généraliser ainsi qu'il suit :

1° On a un faisceau de n droites concourant en un méme
point o de V'espace, mais d’ailleurs situées ou non dans le
méme plan ; on a aussi 7 — 1 poinls dans I'espace, assujettis
seulement aux conditions suivantes : le premier point X, est
dans le plan de la premicre et de la deuxiéme droite du
faisceau ; le pi¢me point est dans le plan de la pi¢me et de la
(p-1)ieme droite; soient X,,... Xp.... X, _, ces points. On
projette suivant X, les points A,, B,, G,,.... de la premiére
du faisceau, en A,, B,, C, ,.... sur la deuxiéme du faisceaun ;
ces derniers sont projetés suivant X, en A,, B,, G, sur la troi-
sicme du faisceau, ainsi de suite. Soient A_, B, , C,.... les
points projetés suivant X __ , sur la niéme du faisceau, les

lignes A,A, , BB, , CC,.... concourront en un méme point.

n?’

2° Si n=3, et si X, restant fixe, le point X, décrit dans le
plan de la premiére et de la deuxiéme droite du faisceau,
une droite ou une conique, lc point de rencontre Y décrira
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de méme dans le plan de la premiére et de la troisiéme
droite du faisceau , une droite ou une conique. /
La démonstration se raménefacilement 2 la précédente,
en projetant toutes les droites et tous les points de I'espace
sur le plan de la premiére et de la ni¢me droite.

Note. Cette généralisation donne immédiatement une dé-
monstration intuilive de la premiére partie du théoréme de
M. Finck. En effet, soil une pyramide de n faces triangu-
laires coupée par m plans passant par la méme droite,
on obtient m polygones de n colés ; les m cOlés qui se trou-
vent dans une méme face se rencontrent évidemment en un
méme point, et les 2 points de rencontre sont situés sur la
méme droite, intersection des plans. Et réciproquement si
n—1 de ces points de rencontre sont sur unc méme droite
le ni¢me sera sur la méme droite ; en projetant la pyramide et
les polygones, on obtient la propriété de collinéation énoncée
ci-dessus. Appliquant a cette figure la méthode métamor-
phique (Voy. t. V, p. 497), on peat en déduire une foule
d’autres propriétés ; pzir exsemple, en projetant la figure
plane ( fig. 5) sur une sphére, prenant le centre pour celui
de projection, les droites deviennent des grands cercles de
la sphére qui jouissent des mémes propriétés de collinéa-
tion que les droites sur un plan. Quant a la seconde partie
da théoréme, elle est une conséquence du théoréme géné-
ralisé de Braikenridge que M. Poncelet a traité avec une
grande étendue, trop grande peut-éire. En général, on re-
marque chez les écrivains qui s’occupent exclusivement de
géométrie moderne, sans en excepter l'illustre Carnot, une
tendance a une extréme prolixité. Iis se complaisent a ac-
cumuler propriétés sur propriétés, théorémes sur théorémes,
tantet tant, qu’a la fin, comme dit un proverbe allemand, les
arbres empéchent de voir la forét.



MEMOIRE

sur la résolution de deux équations @ deux inconnues.

PAR M. OSSIAN BONNET,
Reépétiteur & PEeole polytechnique.

La plupart des auteurs d’algébre ont confondu 1’élimina-
tion avec la résolution des équations simullanées. 11 existe
pourtant entre ces deux problémes une différcuce essentielle :
dans le premier, on se propose, plusicurs équations a pareil
nombre d’inconnues étant données, en déduire I’équation
finale, c’est-a-dire I'équation a une inconnue qui admet pour
racines les valears de cette inconnue propres a vérifier les
équations proposées, en méme temps que des valeurs con-
venables des autres inconnues ; tandis que le second a pour
objet la recherche des solutions des équations proposées. 11
est vrai que pour résoudre ce dernier probléme on eom-
mence ordinairement par faire une élimination; wais d’'une
part cette élimination a un tout autre but que V'élimination
proprement dite, attendu ¢u’on s’y propose de trouver non-
seulement I'équation finale, mais encore les équations a
deux, trois, quatre, etc., inconnues, qui servent a com-
pléter la résolution ; et d’'un autre, on concoit aisément que
la détermination des solutions puisse se faire sans passer
par I'élimination ; il serait méme plus logique, et peut-étre
plus simple , d’attaquer directement la résolution, ainsi que
Fa proposé M. Sarras dans lc Journal de mathématiques de
M. Liouville (t. VI, p. 171, 1841).
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Je ne m’occuperai point ici de V'élimination proprement
dite, ce premier probléme peut étre résolu maintenant d'une
maniére satisfaisante soit par la méthode de Bezout, soit par
la méthode des fonctions symétriques généralisée par Pois-
son (*), soit méme par la méthode du plus grand commun
diviseur si remarquablement modifiée par M. Labatie dans
le cas de deux équations & deux inconnues. (Voyez la seconde
partie d’un mémoire de cet auteur, ou les éléments d’algébre
de M. Fink, p. 408 et suiv., seconde édition.) Du reste je
me propose d’en faire V'objet d’'un second travail ; je me
bornerai a considérer la résolution des équations simulta-
tanées. La solution de ce second probléme est beaucoup
moins avancée que celle du premier; comme je Vai dit plus
haut, elle consiste a remplacer d’abord le systéme des équa-
tions proposées par un ou plusieurs systémes composés cha-
cun d’une équation a une inconnue, d’une équation a deux
inconnues , ctc. Or cette substitution n’a encore été tentée
que pour le cas de deux équations & deux inconnues ; et ce
que 'on posséde de plus satisfaisant pour ce cas simple, le
théoréme de MM. Labatie el Sarrus, laisse encore a désirer :
on sait, en effet, qu’il n'est pas permis de conclure de
la démonstration counue de ce théoréme, que, si une so-
lution se trouve plusieurs fois dans le sysiéme des équa-
tions proposées, elle se trouvera le méme nombre de fois
en somme dans les divers systémes que 'on veat substituer
au premier, ce qui est un véritable inconvénient dans cer-
taines applications de I'élimination.

Le but principal de ce mémoire est de faire voir que le
théoréme de MM. Labatie et Sarrus s’étend aux solutions
multiples; je parviens en outre  lever les diverses difficult¢s
qui se rapportent a ces solutions et qui jusqu’ici ont toujours

(") Journal de I'Ecole polytechnique , onziéme cahier, 1802, p. 199.
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embarrassé les auteurs. Avant d’énoncer les résultats aux-
quels j’ai été conduit, je crois nécessaire de rappeler rapide-
ment lorigine de la méthode généralement sumivie pour
résoudre deux équations a deux inconnues, et de faire con-
naitre les principaux efforts qui ont été tentés pour affranchir
cette méthode des difficuliés qu’elle présente.

Soient deux équations a deux inconnues x et y; pour
qu’une valeur de » convienne a ces deux équations, il est
nécessaire et il suffit qu’en la substituant dans leurs premiers
membres, -on fasse acquérir a ces premiers membres un
diviseur commun, fonction de x, et cc commun diviseur
égalé a ziéro donne une équation dont les racines sont les
valeurs correspondantes de 'autre inconnue. Donc, si regar-
dant » comme connu, on cherche le plus grand commua
diviseur entre les premiers membres des équations proposces,
on aura en égalant a zéro les deux derniers restes, d’une
part P'équation finale en » ct d'une autre 'équation a deux
inconnues qui fournit les valeurs de &« quand » est connu.
Tel est le raisonnement qui a d’abord corduit & la méthode ;
mais il n’est pas besoin d’un grand cffort d’attention pour
reconnaitre qu’il peut dans bien des cas étre inexact. Suppo-
sons, en effet, qu'une des valeurs de y qui annulent le der-
nier reste , rende en méme temps égal a zéro un des facteurs
qui ont été introduits ou supprimés dans le courant du
calcul, la valeur que prendra pour cette valeur de y Pavant-
dernier reste, pourra trés-bien ne pas étre le plus grand
commnn diviseur des deux polyndmes fonctions de =z,
obtenus en portant cette valeur de y dans les polynomes
proposés; or c'est précisément sur cette hypothése que
repose la conclusion que U'on a tirée. Ainsi il pn’est pas
permis de dire que I’opération du plus grand commun divi-
seur appliquée aux premiers membres des équations pro-
posées conduise immédiatement a la résolution de ces équa-
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tions , comme on V'espérait d’abord ; mais cette opération fait
connaitre une suite d’équations dont les degrés vont toujours
en diminuant et dont les premiers membres sont liés aux
premiers membres des équations proposées par des rela-
tions simples ; et on doit naturellement se demander si on
ne peut pas cn tirer parti pour rameuner la résolution du
systéme des équations proposées a celle d’une suite d'autres
systémes de plus en plus simples, de manicre a arriver ainsi
de proche en proche a un systéme composé d'une équation
a une inconnue ct d’'une équation a deux inconnues. C’est
ce que I'on a tenté de faire comme il suil.

Supposons d’abord que dans P'opération du plus grand
commun diviseur on n’ait ni introduit ni supprimé de fac-
teurs en y, on aura une suite d’égalités de la forme suoi-
vante -

A=BQ-+R
. B=RQ+R,

R=RQ,+R,
R,.=R,_Q.+R,

on verra alors aisément que les solutions da systéme A=0,
B=0, sont les mémes que celles du systéme B=0, R=0;
que les solutions de ce dernier systéme sont les mémes que
celles du systéme R=0, R,=0, et ainsi de suite; enfin ,' que
les solutions du systéme A=0, B=0, sont les mémes que
celles du systéme R,_,=0, R,=0. C’est le résultat anqucl
nous étions parvenus par le premier raisonnement; ce qui,
du reste, ne doit pas surprendre, puisque dans le cas que
nous considérons on n’a ni introduit ni supprimé de facteur
eny dans I'opération du plus grand commun diviseur.

Mais considérons le cas général, nous aurons alors les
égalités .
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cA=Bg+Rr
cB=Rg, + R,
oR=Rgq,+Rr,

Can‘—: = Rw—ll]u—‘— rn‘

Or on pourra bien dire, comme dans le cas précédent, que
les solutions du systéme cA = 0, B= 0, sont les mémes que
celles du systéme B =0, Rr=0, que les solutions du sys-
téme ¢,B = 0, R=0, sont les mémes que celles du systéme
R=0, R,r,= 0, ctc. Mais comment, en général, les solu-
tions du systéme c,R, =0, R,
solutions des deux systémes ¢, =0, R

= 0, dépendent-clles des
=0, el Rp_, =0,
R, ,=0, etles solutions du systéme RP_, =0, Bprp: 0,
=0, R,=0, et
R, =0, r, = 0? Les opinions onl été partagées sur ce
point; quelques auteurs, a la téte desquels il faut mettre
M. Bret (7. le Journ. de UEcole polytechn., cah. 15, et les
Annales de M. Gergonne, t. 111), ont admis, sans démonstra-
tion, qu’un systéme de la forme AB=0, C=0, pouvait tou-

des solutions des deux systémes R,

jours étre remplacé par les deux systémes A=0, C=0, et
B=-0, C=0, que ces deux systémes eussent ou non des solu-
tions communes ; d’autres auteurs, au contraire, ont pré-
tendu que la substitution au systétme AB=0, C =0 des
deux systémes A =0, C=0, et B=10, C =0 n’élait per-
mise que lorsque ces deux derniers systémes wavaient pas
de solutions communes , et que dans le cas contraire on ne
devait prendre qu'une fois la solution commune. On doit

remarquer, du reste, que cette derniére hypothése, que 'on '
doita M. Lefébure de Fourcy (7. la correspondance de V'E-
cole polytechnique (*)), ct qui a été généralement adoptéc

) T. 11, p. 276,
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dans Venseignement,, malgré la complication qu’elle appor-
tait dans les calculs, devait, ea cffet, étre préférée dans
Yincertitude ou 'on était de la justesse de la premiére ; car
la seule erreur que put produire son adoption consistait dans
le degré de multiplicité des solulions , ce qui avait peu d’im-
portance dans un grand nombre de cas. Néanmoins je décide
la question en faveur de 'hypothése de M. Bret; aprés avoir
donné une définition nette et précise des solutions multiples,
je démontre rigourensement que le systéme AB =0, C=0,
peut, dans tous les cas, étre remplacé par les deux systémes
A=0, C=0et B=0, C= 0; j’établis ensuite une seconde
propriété, que I'on avait jusqu’ici regardée comme évidente,
mais qui n’a pas moins besoin de démonstration que la pre-
miére, quand on considére les solutions multiples; elle con-
siste en ce que, si I'on a larelation A=Bg-}-C, les solutions
du systéme A= 0, B=0, sont les mémes que celles du
systétme B =0, C=0; ces deux lemmes admis, je compléte
la théoric de M. Bret, puis cherchant a simplifier les résul-
tats qu’elle fourait, je suis conduit d’une maniére paturelle,
et pour ainsi dire inévitable, au théoréme de MM. Labatie et
Sarrus, quise trouve ainsi établi pour les solutions multi-
ples aussi bien que pour les solutions simples.

Je dois dire avant d’entrer en matiére que je ne m’occu-
perai dans ce qui va suivre ni des solutions entiérement iofi-
nies, ni des solutions en partie finies et en partie infinies ;
on sait, duaresic, que ces solutions peuvent s¢ déterminer
directement. Je représenterai aussi, pour abréger, par [A, B}
Vensemble des solulions finies du systéme A = 0, B==0.
Enfin je supposerai toujours les équations a coeflicients nu-
mériques.
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§ I, Définition des solutions multiples. — Détermination
du degré de multiplicité des solutions.

Soient :

(h A=flzx,y)=0, (@ B=f(zx,y)=0,

deux eéquations a deux inconnues x et y, et dont les pre-
micrs membres ne contiennent ni facteurs fonction de x, ni
facteurs fonction de y, ni facteurs fonction de x et y, ainsi
qu’on peut toujours le supposer. Si I’équation (1) est du de-

gré m en x, et I'équation (2) du degré n Z m, et que l'on

résolve ces équations par rapport a x, on trouvera pour la
premiére m racines :

Yy FVay Yss -+« Ims

ct pour la scconde n racines :

iy Fary o'y oo o ¥as

toutes fonctioas de y, et quoi pourront étre, selon la valeur
attribuée a y, finies ou infinies, réelles ou imaginaires. Re-
marquons seulement que si une racine de 'une des équa-
tions de réelle devient imaginaire, le méme fait se présen-
tera pour une autre racine de la méme équation, et que ces
deux racines , en passant du réel a I'imaginaire, passcront
nécessairement par V'égalité; et que si, pour une certaine
valeur de y, y-—.b,.k racines de I'une des équations, de la
premiére par exemple, deviennent infinies, ce qui arrivera
lorsque les % premiers termes de cette équation, supposée
ordonnée, s'annuleront pour ¥ =0, les m — k aultres ra-

. 0 .
cines d’abord de la forme > Aduront pour vraies va-

lears les racines de I'équation obtenue en négligeant les &
premicrs termes de Péquation A = 0, et faisant dans les
termes restants = b. Ceci posé , sapposons que x==z,
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y = B, forment une solution des équations proposées, c’est-
a-direreprésentent un systéme de valeurs de x et de y, véri-
fiant les équations proposées, si nous faisons y = B, dans les
racines ¥,, ¥., .--¥m de 'équation (1), et dans les racines
¥ ¥ oo y'adeTéquation (2), un certain nombre de ra-
cines de 'une et de I'autre équation devront se réduire a a.
Supposons que ces racines soient :

Ypy Ygse-:Dr,
et
Yo g e
Pour avoir le degré de multiplicité de la solution 2 = «,
y =8, on formeraavec y,, ., . r €Ly p, Y¢, ... ¥y,
toutes les différences de la forme

Yo X0 Yo'y i Fp X O Yy Oy s
et la somme des degrés d'infiniment pelit par rapport a

¥ — B (*) de ces différences, ou, ce qui revient au méme,
le degré d’infiniment petit de leur produit,

=) a—0p) (o —¥¢) e —2¢) - ..,
sera le degré de multiplicité cherché.

Ou peut encore obtenir ce degré de multiplicité d’une autre
maniére, comme il suit. Supposons d’abord que Vhypothése
»= 8 n’annule pas le coefficient a, du terme de I’équation (1),
qui contient x a la plus haute puissance, auquel cas les m
racinesy,, ., ... ym scront finies pour 3 =f. Comme l'on a
généralement

A=flx,y)=a, (x—y)(x—0.) ... (x—)m),

(*) On appelle degré d’infiniment petit par rapport 4 y—@d'unc fonction dey,
# (y) qui s’annule avec y—2, Pexposant m de la puissance de y— 23 pour la-
quelle la vraie valeur de (ﬁ%;correspondante a y==8, est différente dé zéro
et de linfini. v
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on auraaussi, en substituant successivement y'p', y'q ... 5y -..
ala place de x,

fe,)=a,(¥Y'o—y) 'y —02) ... (¥'y —m)
SO V=a, (Y'e—y) e¢—2) . (Fg—om),
SOy )=a(yr—y) (F'r—x) . (¥'v—Im),
et en multipliant
@f(Y'p NS ¢ ) S, )=
=ay (Y'p—x) (Y= (Yge—r)(Ve¢—y) ..
e (Y= ) (Y —y) ..

v élant le nombre des racines »',, »',... ), , qui se rédui-
sent a « quand on fait y = B. Or les seuls facteurs du second
membre infiniment petits avec y — g, sont yp — »'p,
Ye—2'ps - Yp—X¢+ ¥g—Xq; ... NOus conclurons de la
que le degré d’infiniment petit par rapporta y — 8 da pre-
ier membre , aussi bien que celui du produit
) =) (e —2¢) o (Ye—p)(yg—¥7¢) ..
représente le degré de mulliplicité de la solution x = «,
y=8

Supposons maintenant que le coefficient a, du premier
terme de I'équation () s’annuale pour y =8, et que par con-
séquent quelques-unes des racines y,, ¥., s, -..¥m devien-
nent infinies pour la méme hypothése, nous ne pourrons
plus dire alors que les seuls facteurs infiniment petits avec
y — & du second membre de I'équation (a) soient yp —y'y,
Yp—X'qs - Ye—Y'py Ya—2'¢,..., Puisque a, serain-
finiment petil ; néanmoins,, comme il y aura cn'méme temps
dans le second membre des facteurs infiniment grands, le
degré d'infiniment petit de c: second membre sera toujours
le méme que celui du produit (b). Pour le faire voir, je re-
marque que si dans une équation a une inconnue x
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Az"+4 Bz 4+C2™} .. 4Tz V=0,

dont les coefficients A, B, ... V dépendent d’un paramétre y,
le coefficient du premier terme avec ou sans quelques coef-
ficients suivanls, seréduit a zéro pour une certaine valeur 8
du paramétre y, ce qui entraine pour cette valeur dey 'exis-
tence d'un cerlain nombre de racines infinies dans cette
équation ; le produit par A du produit de I'expression alge-
brique des racines qui deviennent infinies sera unc quantité
déterminée différente de zéro et de linfini pour y — 8.
Soient, en effet, x,, x,,... rm l'expression algébrique des
racines de I'équation proposée, et supposons que x, x, , x,
soient les racines qui devicnnent infinies pour y—=§. On a,
quel que soit y,

Arxx,... x;m=(Ax 2,2,) (Xy... TmM) =V

faisons converger y vers f, (x; ... xm) ct 'V convergeront
vers des quantités determinées; il en sera donc de méme de
(Axxx,). Ge raisonnement est en défaut, il est vrai, lorsque
parmi les racines x;, ... xn il s’en trouve qui devieunent
nulles pour y =8, ou, ce qui revient au méme, lorsque V
est infiniment petit avec y» — §, mais on peut toujours écar-
ter ce cas, s’il sc présentait, en augmentant toutes les ra-
cines d'an nombre fini convenable. Ceci posé , nous voyons
facilement que le degré d’infiniment petit par rapport a y—§
de a,” , sera toujours détruit par le degré d'infiniment grand
des facteurs infinis qui se trouvent dans le second membre
de I'égalité (@), et par conséquent que le degré d’infiniment
pelit par rapport a y—@ de ce second membre est toujours
le méme que celui du produit (). '

(La suite prochainement.)



CONCOURS GENERAL DE 1816.

Mathématiques spéciales.

PAR M. PAUL SERRET,
Eléve.

Etant donnéc une ellipse, si on lui circonscrit des rec-

tangles tels que ABCD, on sait que tous les sommets sont
"situés sur un méme cercle conceniriqae a lellipse. Soit

MNPQ le quddrilatére formé par la jonction des points de
contact, on propose de démontrer (fig. 9):

1° Que les deax coOtés consécutifs MN et NQ sont égale-
ment inclinés sur la tangente AB qui passe par le point N,
qui leur est commun.

2° Que leur somme MN + MQ est constaute, quel que soit
le rectangle.

3° Que toutes ces droites telles que QM , NM, sont tou-
jours tangentes & une méme ellipse decrite des mémes foyers
que la proposée.

Lemme. Dans la fig. 9, MN et NQ sont respectivement pa-
ralléles aux diagonales BD et AG (fig. 10).

Cette proposition , vraie pour un parallélogramme quel-
conque, se démontre facilement par la considération, que
tout parallélogramme abcd circouscrit au cercle est un lo-
sange (fig. 10); que par suile, comme lon a: ead=ab,
am = an, mn est paralléle a bd; de méme ng est paralléle
a ac.

Donc, si T'on projette la figure (0) de maniére a obtenir
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Ja figure (10), les lignes paralléles mn et bd , ng et ac se pro-
jetteront suivant les paralléles MN et BD, NQ ct AC de la
figure (9). Ce qui démontre le lemme énoncé, qui va nous
servir dans la démoastration des deux premiéres parties dela
question. Ce lemme pourrait aussi se démontrer par le calcul.
Premiére partie. Les droites MN | NQ sont également in-
clinées sur la tangente AB en N.
En effet, la figure ABCD étant un rectangle, les diago-
nales AC et BD sont également inclinées sur le coté AB;
donc il en est de méme de leurs paralléles respectives.

N. B. — Si la figure ABCD était un losange au licu d’étre
un rectangle, l'on verrait d’une maniére analoguc que les
droites MN, NQ feraient avec la tangente en N des angles
complémentaires.

Deuxiéme partie. La somme MN + NQ est conslante.

En cffet, toujours d’apreés le lemme démontre, l'ona:

1° Dans ¢ triangle DADB

, 1] 2
AB:DB:: AN: MN::A—B.AI\ ;
2° Dans le triangle CAB,

B
AB: DB ::NB :Nngl_" NB, car DB = AC.
an

Donc, comme AN+~ NB=AB,ona:

MN+NQ=DB=2V'2" i,

N. B. — La valeur de la somme constante est 2V a* + b°,
a et b désignant les demi-axes de la courbe.

Troisicme partie. Toutes les droites telles que mn sont
tangentes a une ellipse de mémes foyers que la proposée.

et 8 étant les coordonnées de A, on a @'By+0'exr=a’l".
L’équation de mn avec la relation -8’ =a’ 44",

ANN. DE MATHEM, VI. 5
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Soient p el p' les perpendiculaires abaissées des deux
foyers sur mn, on aura :

_ len—a) _ b(eatal
Vg ¥z Vaig 1o

d’ou
at—ca’
= b ;
Pp ats’ -+ bia?
remplacant §* par o’} 0" —a*, il viendra en supprimant
a'—c’’, facleur commun aux deux termes :
b‘
pp =aa+b2,
valeur indépendante de =, ou dc la posilion particuliére
du point A | auquel correspond la droite MN ; donc, etc.

NOTE
sur les deux ecpres ionsa et A
ir les deux ecpression b A

PAR M. ABRISTIDE MARRE.

Soit proposé de trouver la somme de toutes les puissances
4 Vinfini d'une fraction proprement dite.

Un moyen rapide a employer est celui qui est donné par
Yillustre et infortuné Saunderson. En effet. un seul trait de
plumesuffit, comme il le dit, pour obtenir lasomme demandée.

Exemples. «Quelle est la somme de toutes les puissances

aYinfini de la fraction :—; , puis de la fraction :—;, enfin de la

N . 3 ., . 3 )
fraction §? Au lieu de 59 Jécris 372 et la réponse est
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3 ) A . . & . oo

3 Au lieu de 7 Veéoris =, et la répense est 3 Aulicu
DU | .

de 5+ Jecris 1’ ct la réponse est 1. En général, toute

fraction moindre que l'unité pouvant étre représentée par

7 . . R . -
_z_i—{——b’ la somme de toutes les puissances a Vinfini de cette
G

L. . . a
fraction sera ¢gale a 77
)

Démonstration. Soit

la somme des termes d’une

progressiongéomeétrique décroissante a Vinfini, dans laquelle
la raison est égale au premier terme, particularité qui se
présente dans notre question ou les différents termes de la

progression sont les puissances successives de la fraction
a

a— b

Au lieu de «, substituons donc sa valear —— + T et il vient
pour la somme de toutes les puissances a Vinfini de cette
fraction :

a
atb = “ = i, c.q. f.d.

a at+b—a b

a+-b

Nous ferons remarquer aussi en passant que ces deax ex-

1 —

pressions 3 et —— jouissent de la propriété suivante :

+b
Elles sont les formes générales respectives des valeurs des
inconnues x et y dans I'équation xy = xr —y, c'est-a-dire
les formules qui fournissent les quantités tellcs que leur
produit égale leur différence.



THEORIE

-des rapports projectifs, sinussiques, segmentaires, triangu-
laires, pyramidaux ; involutions projectives.

1. Soit un faisceau de 2n droites , situées dans un méme
plan, partant d’un méme point, et coupé par une transver-
sale. Prenant ces droites 2 4 2, on obtient n;2n —1)angles,
autant de triangles et autant de segments sur la transver—
sale, servant de bases.

2. Prenons n de ces triangles, mais tellement que les
colés renferment les 21 droites du faisceau. Il est évident
que le méme colé ne doit pas étre répéte. Le nombre total de
ce genre ‘d’arrangements cst égal au produit continuel des
nombres impairs depuis 1 jusqu'a 2z—1. En cffet, représen-
tons ces cOlés par a,, a, ... a,,; combinons-les 2 4 2; nous
aurons un premier groupe commencant par a,, de 2 — 1
termes ; un second groupe, commencant par a,, de 2n — 2
termes, ¢t enfin le dernier groupe, composé du termec
unique «,_,«,. Pour former un arrangement triangulaire,
prenons la premiére combinaison a,a, du premier groupe ;
on ne peut la joindre avec aucune du second groupe, mais
4 une combinaison quelconque du troisiéme groupe ; celle-ci
exclut le quatriéme groupe, et ainsi de suite; donc a,q,
fournit 1.3.5...2n—3 arrangements, autant a,a,, elc. ; donc
le nombre total est 1.3.5 ... 2n—1 =p.

Autrement. Soit P, le nombre dec ces arrangements pour
2n triangles ; a,a, se combinant avec les 21 — 2 ¢0lés res-
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tants, donne P, , arrangements, de méme a,a, clc. ; donc
P, = (2n—1) P, ., d’ou l'on déduit le nombre indiqué.

3. Rapport projectif triangulaire. Concevons que dans
chaque arrangement on fasse le produit des aires des n (rian-
gies qui y entrent, on aura p de ces produits, qui fournissent
p (p—1) rapports par quotient, quon peut partager en

—1q e
I___—’(P ~) cl pr—t 1), res-
2 2

=

, indépendants les uns des autres,

pectivement inverses des premiers. Ce sont ces rapports que
nous désignons sous le nom de projectifs triangulaires. L'épi-
théte projectif sera expliquée plus bas. :

Observation. Plusieurs de ces rapports ayant des facteurs
communs aux deux termes, se réduisent et sont relatifs a
des faisceaux ayant moins que 22 cotés ; ces rapports doivent
étre rejetés, ce qui en réduit considérablement le nombre,
comme nous verrons plus bas. .

Rapport projectif sinussique. Remplacant dans le rapport
triangulaire chaque aire par le demi-produit des deux cotés
et le sinus de P'angle compris, ces cOtés se trouvant en
méme nombre comme facteurs, dans les deux termes du
rapport, s'en iront, et il ne reste qu'un rapport entre des
sinus.

Rapport projectif segmentaire. Remplacani dans le rapport
triangulaire chaque aire par le demi-produit de la hauteur,
commune a lous, par les segments qui servent de bases, la
hauteur s’en va, el il ne reste quun rapport entre des
segments.

%. Ces trois sorles de rapports ne sont au fond qu’un seul
ct méme rapport auquel nous avons donné des noms diffé-
rents, sclon des points de vue différents. Deux quelconques
d’entre eux sont des conséquences immeédiates du troisiéme.

5. Supposons qu’on coupe le faisccau par deux (ransver-
sales; un rapport segmentaire de la prewiére transversale



— 70 —

entraine le mémerapport entre les sinus, et celui-ci établit le
méme rapport entre les segments de la seconde transversale ;
donc le méme rapport segmentaire existe pour les deux
transversales , mais 1'une de ces transversales est 1a projec-
tion perspective de V’autre ; de la ce théoréme -

Le rapport segmentaire d'une droite se projette perspective-
ment sur un plan quelconque, sans changer de valeur.

Dela l'origine de V'épithéte rapport projectif.

Observation. 11 est évident que le théoréme snbsiste lorsque
le point de concours s’éloigne a linfini et que les droites
projetantes deviennent paralléles.

Corollaire 1. Lesrapports sinussiques se projettent per-
spectivement sur un plan sans changer de valeur.

Corollaire 2. Lorsqu’une transversale devient paralléle
a une droite du faisceau, parmi les n (2z — 1) segments,
2n — 1 deviennent infinis ; un de ces derniers segments se
trouvant au numérateur et l'autre au dénominateur d’'un
rapport projectif, il se simplific ¢t ne contient plas dans
chaque terme que n—1 facteurs; mais ce dernier rapport
simplifié , généralement parlant , n’est plus projectif.

6. Application. Soit n=2; désignons le sommet com-
mun par la lettre O, et par A, A,, A,, A, les points ot
la transversale coupe successivement les quatre droites du
faisceau ; on ap =1.3; p(p — 1) =6 ainsi on a six trian-
gles, autant de sinus, autant de segments. Le nombre d’ar-
rangements dont il est question au § 2 est ici 1.3=3. Ces
arrangements sont, en substituant les segments aux trian-
gles, AA,.AA,; AALAA,; AALAA,, qui donnent six
rapports projectifs, savoir :

AALAA, AAAA AAAA,
AAAA, AAAA AAAA,

et les trois rapports inverses.
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Le second de ces rapports, lorsqu’il est égal & 'unité,
a é1¢ beaucoup étudié par les anciens sous le nom de
rapport harmonique, ct M. Chasles a donné a ce méme
rapport projectif, lorsqu’il n'est pas ¢gal a l'unité, le
nom trés-convenable de rapport anharmonique, ct a
fondé dessus d’importants et féconds théorémes. Mais la na-
ture projective de ce rapport est déja énoncée dans Pappus
(liv. 7, prop. CXXIX).

7. Théorémes de Fontaine et d’ Euler. 11 existe entre ces
trois rapports une relation remarquable, signalée par Eu-
ler, mais qui avait déja ¢té énoncée sous une forme plus
générale par Fontaine. Voici la relation :

AA,AA, + AALAA,
AA,AA, | AA,AA,

Nous laissons aux éléves le soin d’en trouver la démons-
tration. Gelte relation cst un corollaire du théoréme trian-
gulaire de Fontaine (Vouvelles Annales , t. V, p. 154), et qui
peut s’énoncer ainsi:

Un point situé dans le plan d'un quadrilatére étant consi-
déré- comme le sommet commun de six triangles ayant pour
bases les cotés et les diagonales du quadrilatére, le produit des
aires des triangles qui ont pour bases les diagonales est égal
au produit des triangles qui ont pour bases deux cotés oppo-
$és plus ou moins le produil des triangles qui ont pour bases
les deux autres cotés , selon que le point est hors du quadri-
latére ou dans le quadrilatére.

Raisonnant comme ci-dessus, on voit que la relation sub-
siste aussi entre les sinus des angles du faisceau des quatre
droites qui vontaunx angles du quadrilatére; donc elle s’ap-
plique aux segments de la transversale qui coupe le faisceau ;
ct c’est précisément le théoréme d’Euler, lequel étant admis
peut faire retrouver celui de Fontainc, quin’est, comme



nous avons dit a l'endroit ci-dessus cité¢, qu'une inter-
prétation géométrique d’une propriété des déterminantes.
Remarquons derechef a cette occasion qu’'une déterminante
dont chaque terme a deux facteurs peut représenter le
double de l'aire d’un triangle, et une déterminante a frois
facteurs, le sextuple du volome d’une pyramide; a toutes
les relafions nombreuses que I'on connait maintenant sur ces
déterminantes , correspondent donc autant de théorémes de
géomeélrie, ct vice versd. Aussi le premier analyste de notre
époque recommande sans cesse la culture de la géométric,
et nous avons entendu le célébre professeur de géométrie
supérieure recommander, dans une lecon inavgurale, la cul-
ture de P’analyse algébrique ; nombre et ligne, deux instru-
ments également nécessaires, également admirables.

8. Théoréme de Ptolémée. Si on prend un quadrilaterce
inscriptible , et un point fixe sur la circonférence, le dia-
métre étant pris pour unité, chaque corde est le sinus de la
moitié de I'arc qu’elle sous-tend ; et par conséquent le théo-
réme sinussique de Fontaine se traduit en celui-ci : dans tout
quadrilatére inscrit, le produit des diagonales est égal d la
somme des produits des cotés opposés; théoréme de Ptolémeée
que Legendre a fait revivre dans la géométrie.

9. Théoréme général sur les polygones. Soient A,,A,,A;...A,
un polygone inscriptible de 22 sommels. Si 'on.méne d’un
point de la circonférence des droites a tous les sommets, ct
qu’on coupe le faisceau par une transversale; si I'on forme
un rapport projectif segmentaire, il subsistera aussi entre
les cOtés et diagonales correspondants du polygone, et réci-
proquement , si un tel rapport existe entre les cOtés et les
diagonales du polygone, il existe aussi entre les segments de
la transversalc.

Démonstration. Les cotés du polygone peuvent étre con-
sidérés comme les sinus des angles correspondantsdu faisccau.
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10. Théoréme sur les coniques de M. Chasles. Si d’un point
quelconque d’une conique on méne a quatre autres points
fixes de ce périmétre quatre droites, le rapport anharmo-
nique des sinus est constant, quelle que soit la position du
point fixe.

Démonstration. Toute conique peut étre considérée comme
la projection perspective d’'un cercle; or, la proposition
est d’une évidence intoitive dans le cercle; et o rapport
anharmonique étant projectif , Ja proposition est donc vraie
pour une conique quelconque.

Observation. C’est sur ce théoréme que M. Chasles a fondé
toute la théorie des coniques ; théoréme qui cst applicable a
un polygone inscrit quelconque (veir § 9).

)

—1
11. dpplication. n=3;p:1.3.5=15;1’—(”7——:105;

ces rapports projectifs comprennent aussi ceux qui sont
relatifs aux faisceaux de qualre droites; ces six droites
donnent quinze faisceaux qualernaires, et chacun de ces
faisceaux fournit trois rapports projectifs; il faut donc re-
trancher quarante-cing rapports projectifs pour avoir ceux
qui n’appartiennent qu’a six ; il reste donc soixante rapports
projectifs : ainsi en désignant les points ou la traversale coupe
le faiscean successivement par les nombres 1,2,3,4,5,6, on
aura ces quaire rapports segmentaires projectifs, ayant tous
pour dénominateur le produit ternaire 12.34.56, et pour
dénominateurs 13.25.46; 14.26.35; 15.23 46 ; 16.23.45; ils
sont uniquement relatifs aux faisceaux de six, etil yen a
encore cinquante-six de ce genre.

12. Théoréme sur les droites dans Uespace. Svient A, B, G
trois droiles situées dans ’espaee d’une maniére quelconque.
Sur la premiére droite A prenons 2z points désignés succes-
sivement par A,, A,, A,... A,,; par'chacun de ces points me-
nons une droite rencontrant les deux autres B et C; dési-
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gnons les poiuls de rencontre respeclivement par B, B,...B, ;
C,, C, ... C,; un rapport segmentaire projectif pris sur 'une
de ces droites aura méme valeur sur les deux autres.

Démonstration. Projetons toute la figure orthogonalement
sur un plan perpendiculaire a la droitc A; le systéme des
transversales A B.C, ABC, ... A, B, C,. se projetiera sui-
vant un faisceau de 2x droites; ct le rapport segmentaire
prissur B, ... B, conserve Jaméme valeur sur la projection:
et de méme pour C, ... C,,. Or dans la projection les rap-
ports sont égaux; ils le sont donc aussi dans l’espacc;v
donc, ete.

13. Rapports projectifs pyramidaux. Prenons deux points
A, A, dela premiére droite, et les deux points correspondants
B,, B, sur la seconde droite. Ces qualre points sont les

sommets d’uue pyramide triangulaire dont le volume est
. 1 . »
égal au s du produit des deux segmeuts A A et BB, parleur

plus courte distance et par le sinus de I'angle d’inclinaison.
Or ces deux derniers facleurs restent les mémes, quels que
soient les indices p et g ; en multipliant donc le rapport seg-
mentaire relalif 3 A avec le rapport segmentaire relatif a B,
on peut remplacer le produit des deux segments correspon-
dants par le volume de la pyramide correspondante, et on
obtient un rapport pyramidal égal a celui qu’on obtient en
combinant la droite A avec la droite C, ou Bavec G; en ce
sens les rapports sont projectifs, et pour les droiles dans)’es-
pace, les volumes des pyramides sont analogues aux aires
des triangles dans le plan.
(La suite prochainement.)



SECONDE NOTE SUR CETTE QUESTION :

Trowver les conditions nécessaires et suffisantcs pour qu’unc
équation admette un nombre donné de racines égales entre
elles.

Si je reviens sur une question déja traitée (tome 1°, page
90), ce n’est pas que sa difficulté mérite qu'on s’en occupe
deux fois; certes, aprés avoir lu ce second article, on sera
bien autorisé a croire qu’elle tient une trop grande place,
méme , dans un recueil destiné a des commencants: ce serait
aussi mon avis, si tous ceux qui sc sont proposé de la ré-
soudre-élaient demeurés d’accord sur sa solution; mais il
n’en est pas ainsi.

Une des méthodes suivies pour parvenir aux conditions
cherchées conduit a un résultat qui a semblé paradoxal;
déja on en avait donné une cxplication lorsque j'en ai
cherché une autre (tome I°", page 92) : pour rejeter la pre-
miére, j’avais alors des raisons que je trouve encore bonnes
agjourd’hui, quoique cette méme explication ait été, depuis,
reproduite dans plusicurs ouvrages justement estimés, et
enseignée dans quelques colléges par des professeurs dont le
meérite est incontestable.

On comprend sans doute que le motif, fondé ou non, qui
m’a déterminé a remplacer ainsi une démonstration par une
autre, nc consiste pas entiérement dans une préférence ac-
cordée a telle ou telle forme de raisonncments, a tel ou tel
ordre d’idées, a.un mode particulier d’exposition dont lc
choix n’admeltrait pour arbitre que le bon gout. Ces denx
démonstrations présentent unc différenee plus facilement



saisissabic : fondées toutes deux sur le méme principe, elles
s’écartent assez 'une de Pautre dans Uinterprétation de ses
conséquences pour aboutir finalement a des conclusions con-
tradicloires. Des dissidences de cetle nature, dans une
science qui ne se préte guére a des conlroverses, révélent la
présence d'un paralozisme. J'ai pensé qu'il ne serait pas
sans intérat d’cxaminer de quel coté il se trouve, en reprenant
une question dont les proportions s¢ sont momentanément
agrandies de tous les égards que Pon doit a la logique.

Jénoncerai d'abord les principes adoptés d'un commun
accord, de maniére & éviter toute cspéce d’équivoque ; puis,
je parlerai des conséquences qu'ils ont dans Vopinion que je
refute; j’ajouterai encuite quelques développements 4 ma
premiére note sur les différentes manicres de traiter la ques-
tion proposce.

1. Lorsqu’une équation, f'(x)==0, a un certainnombre, »,
de racines ¢yxales entre elles, le premier membre f(x) de
cetle équation ctsa dérivée f'(x) ont un commun diviseur d,
du degré (n—1),, qui cst une puissance exacte de ce
degré.

Si Péguation w’admet pas d’autres racines égales, le divi-
seur commun d est le plus grand commun diviseur des po-
Iynémes f(x), f'ix).

léciproquenient, lorsque Je premier membre, f(x), d’ane
équation f'(x)=0, ¢l sa dériv'é(‘-j"(x), ont un commun divi-
seur du degré (n—1), qui est uue puissance exacte de ce de-
gré, 1'équation a n racines égales.

Sile diviscur commun , du degré (n—1), est le plus grand
commun diviseur des polyndmes f(x), f’(x), 'équation ne
peut admettre plus de n racines égales.

De la on peut, sans aucun doute, conclure que les condi-
tious nécessaires ¢t suffisantes poar qu’une équation f/(x)==0
admellc un nombre donné n de racines égales, ct pas da-
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vanlage, s'obtiendront en exprimant rigoureusement que le
premier nombre f'(x) de cette équation , et sa dérivée f/'(x),
ont un commun diviseur 4 du degré (n—1), qui est : 1°leur
plus grand commun diviseur ; 2° une puissance exacte du
degré (n—1).

Alors, pour obtenir les conditions cherchées, on divise
[f(x) par f'(x), puisf'(x) par le reste dc la premiére divi-
sion, et ainsi de suite, jusqu’a ce que, au moyen de ces divi-
sions successives , on soit parvenu’a un reste r du degre
(n—2); le diviseur correspondant d sera du degré (n—1).
On égale a zéro les coefficients des différentes puissances de
x dans le reste r, ce qui donne (n — 1) équations de condi-
lions entre les coefficients de la proposéc.

Ces (n —1) équations expriment évidémment des condi-
tions nécessaires pour que le plus grand commun diviseur de
S(@), f'(x) soit le polyndme & du degré (n— 1) ; mais clles
ne donnent I'expression exacte des conditions suffisantes
yu'autant que V'on satisfasse a ces (2 — 1) équations de ma-
niére a ne pas annuler a la fois tous les coefficients du poly-
nome 4 qui précede r dans les divisions qu’on a faites; car
il est évident que si tous les coefficients du polynome d se ré-
duisent a zéro, le plus grand commun diviseur de f(x) et
de f'(x) sera d’un degré supérieur a (n—1).

Il resie encore a exprimer que le diviseur & est une puis-
sance exacte da degré (n—1). A cet égard, voici ce que j’ad-
mets. Lorsque les coefficients d’'un polyndome du degré
(r—1) en x sont cntiérement indépendants les uns des au-
tres; lorsqu’ils ne sont liés ensemble par aucune relation :
pour exprimer que ce polyndme devieni une puissance
exacte du degré (n—1), il faut établir entre ses coefficients
(n—2) relations distinctes.

I1. ¥arrive maintenant aux conséquences qu’on a voulu
déduire de ces principes.



Apreés avoir supposé que le nombre » est plus grand que
deux , et moindre que le degré de I'équation proposée,
S (x)=0, on a dit :

Les (n —1) équations de conditions obtenues en égalant a
zéro les coefficients du reste » du degré (n—2), exprimant
uniquement que f'(x) et f'(x) ont un commun diviseur du
degré (n—1), conviennent également aux cas ou l'équation
proposée devraitl avoir (z — 1) racines doubles; ou (z — 3)
racines doubles ¢t une racine triple ; ou (n—%4) racines dou-
bles et une racine quadruple ; ou, etc. : elles sont donc in-
suffisantes ; il faut encore exprimer que le diviseur 4 du
degré (n—1) est une puissance exacte de ce degré. On ob-
tiendra ainsi (n — 2) nouvelles équations de conditions , de
sorte qu'on en trouvera en toul (n — 1) 4+ (n — 2), ou
2n — 3.

Afin d’expliquer pourquoi on trouve ainsi (22 — 3) diffé-
rentes équations de conditions, tandis que d’autres méthodes
en donnent seulement (2 —1), on ajoute : '

Puisque les (n—1) équations de conditions obtenues, en
égalant a zéro les coefficients du reste r du degré (n—2), ex-
priment uniquenient que le reste précédent 4 du degré (n—1)
est commun diviseur de f(x) et f'(x), rien n'indique que
I'équation d =0, formée en égalant a zéro le commun divi-
seur, ait des racines égales entre elles. Chacune des racines
@y %y oo %, _, de cette cquation, d=0, entrera donc deux fois
dans la proposée f(x)= 0. On voit alors que cette derni¢re
équation revient a

(x—2)" {r—2)" ... (x —a,_)" . X =0.

Or, si l'on pose «, —a«,=... =2, (au moyen des (n—2)
équations qui expriment que < devient une puissance exacte),
S (x) deviendra (r—a,)" X, et on a ainsi exprimé que la
proposée a, non pas »n, mais (2n—2) racines égales : ce qui
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exige effectivement (2n—3) équations de conditions, comme
on le sait d'ailleurs.

C’est 1a une explication que je ne puis admettre : on verra
bientot pourquoi

Je suppose , par exemple, que ’équation proposée soit du
vingtiéme degré, et qu'on veuille trouver les conditions né-
cessaires et suffisantes pour qu'elle ait 19 racines égales entre
elles. Dans ce cas, =19 ; le reste r est du 17iéme degré , le
diviseur d du 18%me et 3n—3 =35.

Suivant Texplication dont il s’agit, on trouvera 35 condi-
tions différentes entre les coefficients de 'équation (qui sont
seulement au nombre de 20); puisque, en exprimant‘ que d
esl une puissance exacte du 18#me degré, on obtient 17 con-
ditions nouvelles, aprés en avoir déja obtenu 18 pour expri-
mer que r=0. Et, afin de rendre compte de ce résultat, on
devra dire : les 18 relations qui donnent » = 0, n’indiquant
en rien que I'équation 4= 0 ail des racines égales, chacune
des 18 racines a,, o, , ctc., de d=0, entre deux fois dans I'é-
quation proposée (dont le degré est 20), qui, alors, de-
vient, etc., etc.

Mais je ne veux pas, en insistant sur des résultats sembla-
bles, faire perdre a la question son cOté sérieux. H est trop
évident qu'on ne peut établir, comme régle générale, que la
méthode suivie pour parvenir avx conditions cherchées
donnera (2r — 3) conditions diftérentes, et (2n— 2)racines
égales, puisquc le nombre (2 — 2) peut élre supérieur au
degré de I’équation proposée. J’admettrai donc qu'on ait sen-
lement voula parler du cas particulier ou (22—2) ne surpasse
pas le degré de I'équation; je supposerai que celte restriction
soit implicitement comprise dans le raisonnement qui a con-
duit anx valeurs (2n—3), (22—2); mais au moins, cette fois,
les conclusions du raisonnement seront-elles confirmées par
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I’éxemple? Il n'en cst encore rien. Ea effet, prenons pour
exemple I'équation du quatriéme degré :

284-Ax3+4-Ba’4-Cx+4-D=0

et supposons =13, il en résultera 2n—2=4%.

Pour parvenir aux conditions cherchées, on divisera
d’abord le premier mewbre de I'équation par sa dérivée, puis
la dérivée par le reste obtenu.

La premiére de ces divisions conduit au reste

(8B— 3A")x" - (12C — 2AB)r + 16D —AC,
que I'on peut écrire ainsi :
pr+tqr+r,

en posant :

88—3A'=p, 120—2AB=¢4, 16D—AC=r.
Le reste de la seconde est :

(2Bp* —b&pr —3Apg +49")x + Cp* — 3Apr4-4qr.

Ce dernier doit étre nul , indépendamment de toute valeur

attribuée a x; il jaut d’aillears que le reste précédent soit
un carré exact; on a donc :

2Bp* — dpr—3Apg 444" =0...... (1)
Cp* —3Apr4-bqr=0...... (2
@ —4pr=o...... (3)

Les équations (1)....(3) sont bien ces (2n—3) équations
donton a dit : « Elles expriment que la proposée a non pas z,
mais (21— 2) racines égales. » Si on a cu raison de le dire,
les équations (1)....(3) doivent exprimer que la proposée
x4+ Ax3+4Bx’ 4 Cx 4 D=0 a non pas trois, mais quatre
racines égales entre elles. Alors il faut que les-valeurs qui
satisfont aux conditions (1)....(3) réduisent a zéro les coeffi-
cients p, ¢, r, du diviseur px’4-gx-+r, car autrement la
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proposée ne pourrait avoir quatre racines égales. Or il existe
au contraire une infinité de maniéres differentes de satis-
faire aux trois conditions, sans annuler les coefficients

P9, r,comme il est facile de s’en assurer. Par excmple,
posons :

p=—27,q=—54,r=—27, A=1,B=—3,0=—5,D=—2,

les premiers membres des relations (1)....(3) se réduisent
identiquement a zéro, et la propesée , en prenant la forme
(x+1)® (r—2) =0, devient une équation qui a non pas
quatre mais frois racines égales.

Voila déja un résultat directement contraire aux conclu-
sions du raisonnement : ce ne sera pas le seul qui viendra
contredire une argumentation formée d’'idées mises a la saite
les unes des autres sans liaison réelle. Nous en donnerons la

preuve , aprés avoir préalablement établi un fait que le caleul
rend incontestable.

Les équations (1) , (2) obtenues en égalant a zéro les deux

coefficients du reste du premier degré, conduisent a
celles-ci :

P+ 3Ap —16pr—12Apg +-16¢"=0 @ ()
(q“—&pl‘) (QQ—AP):O cevees (2

(*) En effet, les relations 8B—3A2=p, 12C—2AB==¢q (page 80}, donnent:

=p+3A2 C=pA+3A3+4q

B 8 7 48

Reportez ces valeurs de B et C dans les équations ‘1), (2); elles deviendront
d’abord :

P3+3A2p2 —16pr — 124pg + 162 =0...... (
Ap3+3A3p2 +4gp2—144Apr+ 192.qr =0...... (5).

Multipliez I'équation (4) par Ap+4q, Péquation (5) par p; puis, retranche: le
second produit du premier , et il viendra, toute réduction faite :

(g2—4pr) (29—Ap)=0.
ANN. pE MAaTHEM, VI, 6
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Or ces derniéres se partagent évidemment en deux systémes
qui sont :

p3+3A’p’—16pr-—12qu+169’=0} ©)
—tpr=0
PP+ 3A°p" — 16pr — 12Apg +164’=0
9 P SPPRPR o))
g —Ap=0

Les deux équations du premier, (J), sont les équations de
conditions cherchées. Car toute solution du systéme (3), sa-
tisfaisant aux conditions () et (2), annule le reste du pre-
mier degré ; et par suite, donne au premier membre de la
proposée et a sa dérivée, un commun diviseur px’+-gx 4 r,
qui est du second degré (*). De plus, ce diviseur commun
est un carré. )

Réciproquement , pour que la proposée et sa dérivée aient
un commun diviseur qui soit un carré, il faut satisfaire aux
deux équations (7). En effet; il est d’abord évident qu’on ne
peut obtenir un diviseur commun du second degré, qu’en
satisfaisant & I'un ou a I'autre des systémes (3), (y). Or au-
cune solution du second (y) ne donne un carré pour diviseur
commun, car en ajoutant aux deux équations de ce dernier
systéme, la condition ¢g*—4pr=0, on a trois équations qui
donnent p=0, ¢=0, r==0. Dans ce cas, le diviseur com-
mun est la dérivée elle-méme , et I'équation proposée a ses
quatre racines égales.

D’ou il faut conclure que les deux équations (§) ex-
priment les conditions suffisantes et nécessaires pour que
I’équation proposée ait trois racines égales. Toute solution de
ce premier systéme qui n’annule pas le coefficient p , donne
a I’équation proposée la forme (r—«,)3 (r —a,) =0.

(*) N est sous-entendu qu’il faut salisfaire aux équations ( &), sans annuler
le coefficient p; sans yuoi le diviseur commun ne serait pas du second degré.
Quand nous parlerons d’un commun diviseur, il s’agira du plus grand de tous.
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Les solutions du second systéme , (y) , conviennent an cas

particulier ou I'équation doit avoir deux racines doubles;
elles font prendre a cetlte équation la forme

(@ — o) (x—a) =0.

Si aux deux équations (y) on ajoutela condition ¢"—4pr=0;
on a trois équations qui se réduisenta p=0, g=0, r=0;
et alors , la proposée devient (x —«,)* = 0.

On le voit, Ja méthode du plus grand commun diviseur
conduit aux mémes résultats que toutes les autres : elle donne
deux conditions quand I'équation- du quatriéme degré doit
avoir trois racines égales; et trois conditions, si I'on veut
que Véquation ait ses quatre racines égales entre elles.

Actuellement examinons comment on a été amené & con-
clure que cette méthode donne : pour exprimer qu’ane équa-
tion du quatriéme degré a trois racines égales, des conditions
qui e)’priment qu’elle en a quatre.

Le raisonnement qu’on a fait se subdivise en deux parties.
I’objet de la premiére est d’établir que , dans le cas parti-
culier dont il s’agit, le nombre des conditions trouvées est
réellement ¢rois. La seconde a pour but de prouver qu'en
verlu de ces trois conditions différentes , 'équation a néces-
sairement ses quatre racines égales entre elles.

Je suivrai le méme ordre dans ma réfatation, etafin de la
rendre plus précise je rappellerai les termes mémes du rai-
sonnement , en les appliquant a I'équation considérée.

« Les équations de condition (1) et (2), obtenues en égalant
» @ zéro le reste du premier degré, exprimant uniquement que

» £(x), f'(x) ont un commun diviseur du second degré , con~

» viennent également au cas ou Uéquation proposée devrait
» avoir deux racines doubles : elles sont done insuffisantes.

» Il faut encore exprimer que le diviseur du. second degré
» pX’4-qx -1 est un carré. On obtient ainst une nouvelle
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» équation, de sorte qu'on en trouvera 21, ou trois, ce
» qut, elc. »

Les équations (1) et (2) conviennent également, comme on
vient de le dire , aux cas ou la proposée doit avoir trois ra-
cines égales, ou deux racines doubles : si elles renferment
toutes les solutions de ces deux questions différentes, ¢’est
un motif pour supposer qu’'elles se partagent en deux sys-
témes correspondants aux deux cas mentionnés. 1l convenait
au moins d’examiner si ce partage est théoriquement impos-
sible,, avant d’affirmer qu’on trouvera trois conditions diffé-
renles: & cet égard , on n'arien démontré.

C’est surtout lorsqu’il s’agit, ensuite, d’expliquer pourquot
on a ainsi trouvé trois équations , tandis que d’'autres mé-
thodes en donnent seulement deux, que le raisonnement ine
semble s’égarer.

« Puisque les équations (1), (2), obtenues en égalant‘d zéro
» le reste du premier degré, expriment uniquement que le reste
» précédent est commun diviseur de f(x)etf'(x), rien n'indique
» que Uéquation px’ ——qx--r==0, formée en égalant a zéro
» le commun diviseur , ait des racines égales. Chacune des
» racines «,, «, de cette équation , entrera donc deux fois dans
» la proposée. On voit alors que cette derniére équation revient
» @ (X—2) (X—a,)' =0. St l'on pose ensuite «,=a, (ou
» q"—4pr =0), elle devient (x—=,)4 = 0, efc. »

Mais si les relations (1) , (2) n’indiquent en rien que les
racines de I'équation px’'—gxr-4r=0, sont égales, elles
r’indiquent 'pas davantage que ces racines sont différentes
Yune de 'autre, puisque les relations conviennent également
aux deux cas. Celte seconde partie du raisonnement est en
contradiction avec la premiére. Les conditions (1), (2) pa-
raissent d’abord insuffisantes, parce qu’elles expriment que
Yéquation proposée prend Yune ou Vautre de ces deux

formes : (x — 2,3 (x—a,) =0, (*—a, (x—a,)'=0; cl peu
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aprés, on les trouve suffisantes pour que I’équation devieunc
(x—a) (x—2,)"=0; ct par suile (x —e,) =0, lorsqu’on
aura posé «,=z=,, 0u ¢"—4pr=20.

Yil est vrai que les relations (1)...... (3) expriment que
I'équation proposée a ses quatre racines égales entre elles , il
en faut conclure qu’il est absolument impossible qu’une
équation du quatriéme degré ait trois racines égales. Quelle
autre conclusion, en effet, pourrait-on tirer des deux affir-
mations suivantes : 1° Pour que I’équation ait trois racines
égales , il faul que ses coefficients satisfassent aux conditions
(1).....(3); 2° Les relations (1).....(3) expriment que I’équa-
tion a, non pas trois, mais quatre racines égales.

En affirmant que I'équation proposée devient (x— z,)i=¢,

on a confondu les équations (1).....(3), avec un des deux
systémes en lesquels elles se partagent: c’est prendre le tout
pour la partie. G.

(La fin prochainement).

NOTE HISTORIQUE
sur le bindme de Newton , les exposants négatifs et fraction-
nares.

Ovpemeurc (Henri) (*), P'un des premiers secrétaires de la
Société royale de Londreslors de sa fondation, correspondant
de Newton et de Leibnitz, servait d’intermédiaire aux deux
plus puissants génies contemporains; car Descartes avait
succombé aux rigueurs du climat de Stockbolm, juste au
milieu dusiécle, en 1650, huit ans aprés la mort de Galilée,
et aussi apres la naissance de Newton, en 1642,

(*) Né a Bremen , mort & Carlton, prés Greenwich, en aout 1678,
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Leibnitz, étant a Paris, écrivit, le 12 mai 1676, a Oldem-
burg qu’un géométre danois , Mohr (Georges) , y avait ap-
porté deux séries, qui lui avaient été communiquées par
Collins (") a Londres , contenant I'expression d’une relation
entre I'arc et son sinus. Ces séries sont, x étaot le sinus de
l'arc zet R=1,

2= x+1— x3 —|——§- x5+ ete.;
6 40
1

1
r=2—-24f — 25 — —— 3t

6 120 5040

La seconde série surtout lui parut d’une singuliére élé-
gance, et posterior imprimis series elegantiam quandam sin-
gularem habeat. 11 prie Oldemburg de lui en envoyer la
démonstration et de s’adresser pour cela a Collins. Dans une
lettre du 14 juin suivant, Collins écrit en réponse a Oldem-
burg que les coefficients de la premiére série étaient aussi
réguliers que ceux de la seconde , et que telle était leur loi
de formation :

-

9
= -, elc,

14 1 133 3 35
645 40" 4067 112

=5

23" &6

(3

nais sans démonstration. Oldemburg avait aussi écrit a ce
sujet a Newton, alors professeur a l'université de Cam-
bridge, et auteur de cesséries. L’illustre géométre envoya
unc réponse le 13 juin 1676, avec priére d'en faire part a
Leibnitz, ce qui eut lieu le 26 juin. Nous donnons le com-
mencement de cette lettre si remarquable ou I'on rencontre
la premiére formule du célébre bindme. « Quanquam
» D. Leibnitii modestia, in Excerplis, que cx cpistola ejus ad
» e nuper misisti, nostratibus multam tribual circa spe-
» culationem quandam infinttarum serierum , de qua jam

(™ Surnomm¢ le Mersenne anglais; mort cn 1683.
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» cepit esse rumor; nullus dubito tamen, quin ille, non
» tantum (quod asserit) methodum reducendi quantitates
» quascunque in ejusmodi series, sed et varia compendia,
» forté nostris similia, si non et meliora, adinvenerit. »

Newton, Leibnitz, Euler, bien loin de chercher a atténuer
le mérite d’autrui, se sont toujours efforcés a en rehausser

Pimportance ; malheureusement on n’en peut dire autant de
tous les grands géométres, pas méme de notre immortel
philosophe. « Quoniam tamen ca scire pervelit, qua ab
» Anglis hac in re inventa sunt, et ipse ante annos aliquot in
» hanc speculationem inciderim ; ut votis ejus aliqua saltem
» ex parte satisfacerem , nonnulla eorum, quae mihi occur-
» rerunt, ad te transmisi. »

Newton avait trente-quatre ans en écrivant ceite lettre, et

il y avait déja plusieurs années (anté annos aliquot) qu’il était
parvenu & ses principales formules.

« Fractiones in infinitas series reducuntur per divisionem,
et quantitates radicales per extractionem radicum : perinde
» instituendo operationes istas in speciebus, ac institui solent
» in decimalibus numeris. Hec sunt fundamenta harum re-
» ductionum. »

On voit donc que ce sont les opérations sur les fractions
décimales introduites par Stevin qui ont suggéré a Newton
Yidée d’appliquer ce genre d’opérer aux expressions algé-
briques, et, opérant ainsi dans les extractions des racines, il
a été amené, par induction . au théoréme dont il va étre
question.

« Sed extractiones radicum multum abbreviantur per hoc
» theorema

m—2n

«(PHPQF=P* + ZAQ+ ZTBQ+ T €Q +

+7=30 50 ete.

4n
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v Ubi P+PQ significat quantitatem , cujus radix, vel etiam
» dimensio quavis, vel radix dimeosionis, investiganda est,
» P primum terminum quantitatis ejus; et reliquos terminos

» divisos per primum. Et — numeralem indicem dimensio-
n

» nisipsius P+PQ; sive dimensio illa sit integra; sive (ut
» ila loquar) fracta; sive affirmativa, sive negativa. Nam,
» sicut analyste pro aa, aaa, etc., seribere solenta’, a3, etc.,

1 1 5

» sic ego, pro Va, \/a3, I/Ca5, etc., scribo a2, a3, a3 ;

1 1 1 . -1 —2 —3 .
»wetpro~—, -—, —, scribo a, @, a". et sic pro

a an aaa

a'a !

——————, scribo &3(@®+-0’x)3 ; et pro
VCiait-bbx

ab

VC:d + bV xad + bx

2

= @b(a’+b'x) 3.

2

» In quo ultimo casu, si (a’4-4’x) ¥ concipiatur essc

m 2

— b
» (P4+PQ)» inregula : erit P—=a?; Q= —;:_:; m——2; n=3.

» Denique, pre terminis inter operandum inventis in quolo,
m

» usurpo A, B, G, D, etc. Nempe A pro primo termiuno Pn;
» B pro secundo :—'Lf AQ, et sic deinceps. Ceterum usus re-
» gul® patebit. »

Newton fait donc usage de la méthode récurrente , dédui-
sant chaque terme des précédents, etle bindme est toujours
préparé arendre la série convergente; car, comme il le dit,
A est le premier terme, B le second, etc.; quant aux indices
cxponentiels négatifs et fractionnaires, ils avaient déja ét¢
employés par Wallis dans son Arithmetica infinitorum
(Prop. LXIV, p. 52); et Wallis en fait lui-méme V'observation
dans son algébre. « Eosdem indices seu exponentes retinet



» vix Clarissimus Isaacus Newton (Matheseos Professor

» eruditissimus in celeberrima Academia Cantabrigiensi)

in notatione sua. (De Algebra tractatus, p. 315, 1693,

» Oxonie; I'édition anglaise est de 1685). » Les exemples
1 1

donnés par Newton sont (@' + x°)%; (¢ + chx — x5 )%;
4

3

? -—a.r) ,(d+e K @+e’; (d+e™; (d+ e

@+ e) ; A+ e) s ; aprés ces neuf exemples, il dit
qu’on peut se servir de son théoréme pour extraire commo-
dément les racines d’indices élevés des nombres. Mais voulant
appliquer sa méthode aux racines des équations , il éprouva
des difficultés en se servant des moyens proposés par Viéte
et Oughtred (qua propter aliam excogitare adactus sum).
11 fut forcé a en chercher une autre méthode, et il trouva la
résolution approchée des équations numériques adoptée dans
les éléments ; méthode qu’il avait déja communiquée en 1669
a Barow ; dans son 4nalysis per equationes numero termi-
norum tnfinitas. Il en donne deux exemples, savoir :
Y3 —92% —5=0, etil trouve y=2,09455148,
et ritaxy+ay—xt—2a3=0;
x* 13123 509x"
r=a—7+ gzt e, T Teasias T °l¢

Ensuite il passe aux séries du sinns par Yarc et vice versd,
et encore a d’autres, mais le tout sans aucune démonstra-
tion; aussi dans une lettre subséquente du 27 aoit , Leibnitz
écrit & Oldemburg qu’il aurait désiré plus d’explications,
par exemple sur le théoréme du binéme; Desideraverim ut
clarissimus Newtonus nonnulla quoque amplius explicet; ut,
originem theorematis, quod initio ponit.

Dans une lettre du 24 octobre méme année, adressée a
Oldembourg pour étre communiquée a Leibnitz, Newton

ANN. PE MATHdM. V1. 7
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explique comment il est' parvenu adux théorémes consignés
dans la lettre du 43 juin. Ce sont les quadratures de Wallis
qui lui ont fait découvrir son bindme. Wallis trouve les aires

des courbes données par les équations
1 2 4 6

y=0—a% 0 —a); 4= (1 =27,

ct puis par interpolation les aires des courbes dont les ordon-
3 5

nées sont (1—z?)*; (1 — z*)°.... Enréfléchissant surlaloi des
coefficients , Newton a ét¢ amené a la loi des coefficients bino-

minaux fractionnaires, et a vérifié que le développement en
1

série de (1 —-x“)'z, élevé au carré, donne 1 —x*; etil l'a
encore vérifié en extrayant la racine carrée de 1 — x” par la
voie ordinaire, et ainsi des autres. Newton ne parait pas avoir
eu une démonstration rigoureusc du bindome ; 1a premiére, a
ce que je sache, cst due & Euler. Dans cetle méme lettre,
Newton donne la résolution des équations littérales en séries,
explique son parallélogramme qui sert de base a la méthode
pour le retour des séries; parallélogramme qui est encore
tacitement employé dans tout ce qu'on a publié récemment
sur I'équation finale de 'élimination.

Nous devons ajouter que Stifel (1544) connait les exposanis
entiers négatifs; dans le chapitre V de son Arithmétique,
p. 246, il donne cette échelle des puissances de 2.

Exposants :—3; —2; —1;0; 1; 2; 3;

1 1 1 o .
8 E 5;1;2;4;8;etllsarretela

-

en disant : « Posset hic fere novus liber integer scribs de mira-
bitibus numerorum, sed oportet ut me hic subducam et clousis
oculis abeam; et plus loin : Quuliacumque facit progressio
geometrica multiplicando et dividendo , talia facit progressio
1
8

arithmetica addendo et subtrahendo ; sicut ‘multiplicams in



— 91 —

64 facit 8, sic — 3 additus 6 facit 3; est autem — 3 ea:pomm's
L .

ipsIus 3 sicut 6 est exponens numeri 64 et 3 exponens nu-

mert 8 (p. 250). On voit qu’il considére 3 comme exposant
de 8, et non pas de 2, ce qui manque de clarté; du reste,
on voit ici explicitement énoncée toute la théorie logarith-
mique.

On trouve la lettre de Newton dans le Commercium Epis-
tolicum , seconde édit., p. 131, n° XLVIII, et dans les opus-
cules recueillis par Castillion, t. I, opus. X, p. 307.

De ce qui précéde, il ressort que ce quon appelle dans
les traités élémentaires bindme de Newton, pour I’exposant
entier n’appartient pas 38 Newton ; on connaissait déja depuis
Stifel les coefficients binominaux (v. t. V, p. 495). Mais le
binéme pour les exposants négatifs et fractionnaires, est une
des plus fécondes découvertes du créateur de la mécanique
céleste. Tm.

QUESTION 130 (t. V, p. 512)

SUR LES POLYGONES REGULIERS PLANS ET SPHERIQUES,

Etant donné un polygone régulier, trouver le liew d’un point
situé dans son plan, tel que le produit des distances de ce point
aux sommets du polygone soit égal & une quantité donnéek ().

PABR M. VANNSON (FOURNIER),
Professeur a Versailles.

Soit m (fig. 11) un des points dua lieu demandé , et o le cen-
tre du polygone , je méne les rayons ma, mb, etc. ; je dé-

(*) Voir les belies études de M. Serret sur ce genre de courbes (Journal de
Mathématigues , t. VIII, p. 49., 1843, Tm,
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signe la distance mo parp, et par w 'angle moa ; par nle
nombre des cOtés du polygone : nous aurons

ma’ =p* 41 — 2p €0S w;

en prenant le rayon pour unité -
2
mb’=p’ 1 —29005(10 + -—;ﬂ) ;

me*==p?41—2p cOS (w + %‘) ...ete;

multipliant ces égalités, membre & membre, on trouve :
- 2 -
ki=(p"41—2p cos w) |-pi+1—2p €os (w+ f)] [p’ 41—
/ % - 2(n—1
—2p cos <w + 7“)]' ¢@*+1—2p cos (w—}——(f-;—f—:)_l

Mais, par la théoric des équations trindmes, on sait que le
second membre de cette équation est égal a p"—2p"cosnw+1;
nous avons donc

p"—2p"cos nw-1=£~, d’ou p?= \Vcosnmi\/m

telle est I’équation polaire de la courbe demandée. Si on sup-

pose n=1, on trouve V'équation polaire du cercle ; si onsup-
pose n=2, il faut distinguer les cas suivanls : £°=1; ¥'<{1;
£>1. Dans le premier cas, on trouve une lemniscate
(fig-12); dans le deuxiéme cas, une courbe composée de
deux parties fermées et distinctes (fig. 13); enfin pour * > 1
une courbe continue et fermée. Proposons-nous maintenant
de discuter la courbe en laissant 2 quelconque , et supposons
d’abord : 1° n pair et £ >>1. Il est évident que VP sicno
est toujours plus grand que coszw pris en valeur absolue ;
donc on ne doit prendre ce radical qu’avec le signe 4. Si on
désigue par & unaccroissement quelconque donné a w, et par
k Yaccroissement correspondant au rayon vecteur, on aura

k nsin, nw cos nw
limite (-) Ll .
k) P V' Fsivne
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Le facteur entre les parenthéses est toujours positif ; on aura

done les valeurs de w qui donnent les maxima et minima du

rayon vecteur en posant sinnw=0; donc
' © 2x  2n—1)

w=0, - e .
i Rt ™

Il est aisé de voir aussi que la premiére de ces valeurs, et
toutes les suivantes de rang impair, donnent un maximum,
et toutes les autres un minimum. En effet, depuis w = 0 jus-
k
qu'a o = -7:;, limite <7;) sera négative ; donc p diminuera; il
. ™, ’s 2n A .
augmentera depuis v = S iusquan=—, et ainsi de suite. 11
est donc facile de représenter la marche de la courbe (fig. 14).
Cette figure est faite en prenant pour exemple n=6;

2° supposons maintenant ¥ <1 ; dans ce cas, cosnw est plus

grand en valeur absolue que Vm; si donc cos 7w
est négatif, les deux expressions du rayon vecteur - seront
imaginaires, et réelles toutes deux dans les cas contraires.
Pour avoir les valeurs de w qui rendent égales les deux va-
leurs correspondantes de p, il faut poser sin’nw = £*, ou
sin nw = + k. Soit « la plus petite valeur positive corres-
pondante de w, nous aurons

2 4 —
omche; ob o bk 20U,

el les valeurs correspondantes de p seront toutes réelles ; si

au contraire on prenait w=mnzt«, 3nt~, elc., p serait ima-
ginaire ; o variant depuis — « jusqu’a 4-«, p sera réel;

. . . 2n S
depuis w=qu jusqu’a w = —— &, p sera imaginairc; de-
n ra B .
. 27 . . 2m . s
puis = — —a jusqu'a —'-l--}- a, p sera réel, et ainsi de

suite.
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Si a ces remarques , on ajoute, comme dans le cas préceé-
dent, la détermination des maxima et minima du rayon vec-
teur, on pourra facilement construire la courbe (/> oyez
fig. 15). ’ V

Nous ne parlerons pas du cas ou ~ est impair ; on le dis-
cute de 1a méme maniére.

II.

Nous nous proposerons, relativement aux polygones sphé-
riques , une question analogue 2 la précédente : étant donné
un polygone sphérique régulier, trouver sur la sphére le
lieu des points tel que le produit des cosinus de leurs dis-
tances aux sommets du polygone soit égal & une quantité
donnée £.

Soit o le pole da polygone ABCD.....; » le nombre de ses
cOtés; m un point du lieu; rla distance du pole a un des
sommets ; o la distance du point 7 au pole; » I'angle moA ;
x', 2", 2", etc., les distances du point 7 aux sommets A,
B, etc., nous aurons :

€os.x'==cos7cos p-}-sinrsinpcosw ;  €os x”=cosrcosp -}

. . 2n
~-sin p sin r cos (w+ =) cos " = cos rcosp +

. [ A s
-} sin rsin pcos (m 4= ... cos " = cosrcosp +
n

2

2(11,—1)71)

-+ sin rsinpcos <w + -—

multipliant ces égalités membre a membre, on trouve
k=(sinrsinp)"[cot reotg-}-cosw] | cotrcot p+cos( o+ 23)] .
n

Or, le second membre de cette équation , abstraction faite
du premier facteur, n’est autre chose que le premier mem-

bre de I’équation, qui donnerait cos . =, Tamenéea la forme
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z™+pz™™...==0; en y changeant le signe des racines et en
remplacant Yinconnue par cotrcotp. L’équation qui dopne

nw .
cos. — est lasuivante (*) -
n

cosnw . n 2" nn—38) X"

o =T T T T

n(n—4) (n—5) "¢  nm—>5)(n—6)(n—7) ="
T 123 @ 1.2.3.4 o
o Hn—p =) (—p—2) - (n—2pf) 2

- 1.23..p 2’

Il faut, dans I'emploi de cette formule, continuer le cal-
cul des termes jusqu’a ce qu’on arrive a8 un terme indépen-
dantde x, si z est pair, ou & un terme du premier degré,
si z est impair. Changeons dans cette équation le signe des

racines, ce qui se fera en remplacant le premier membre par

cosnw S . .
— —= » si n estimpair ; remplacons aussi x par cotrcotp,

et nous obtiendrons :
k=(sinrsin p)“[(cotr cotp)"— % (cotrcotp)"™ +

n(n—3) (cos rcosp)"™*  n(n—4) (n—>5) (cotrcotp)™* -
1.2 2 128 = T8 T

Ccosnw

"{2'7.—-—,"]9

en prenant le signe 4 quand » est impair, et le signe —

quand » est pair : telle est’équation de la courbe demandée.

On peut, quel que soit 7, la résoudre par rappdrt i cos nw;

par suite, trouver la valeur de » correspondante a une va-

+

leur arbitraire de p, et construire ainsi la courbe par pointes.

Remarque. On pent mettre I'équation précédente sous une
forme qui permettra de calculer plus simplement la valeur
de w correspondanv(e a une valeur donnée de o, Pour cela,

>

(*) Nous laisserons aux éléves le soin de démontrer celte formule. ( V.t. V,
p. 223, formule 43.)
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j ajonte et je retranche au factenr entre parenthéses, la quan-

tité 5;_—, , ce qui donne :

k= (sinrsin P)"[cotrcotp. — ;i, cotreotp ...k ._1_]—_,:

=

. . nw
sin® —
=F (sin rsin p)*.

2.—4

Dans le factcur entre parenthéses, cosnw a été remplacé
par 1, qui est le cosin. de 0; donc ce facteur peut se décom-
poser de 1a maniére suivante :

2 4 3
(eot reotp--1) <cot r cot p--cos 771) ( cot rcotp--cos —’;> ,ete.;

donc I'équation de la courbe devient : .

" . . 2n
k=cos(r—p) (cos rcosp-+-sin rsinp cos ~n—) yete. ...

2nw
sin —

ne\".
== (sinrsin p) e
Si donc on' porte I'arc p sur le grand arc qui joint lc pole
4 un quelconque des sommets, et qu’on désigne par P le pro-
duit des cosinus des distances du point obtenu a tous les som-
nmelts, on aura :
sin (-n—m>: */ Fk—P) 2"
2 (sin 7sin p)" ’

équation qui dormera P'angle » par un calcul simple. Il fau-
dra prendre le signe supérieur dans le cas de » impair.
Si dans I’équation de la courbe nous faisons » =2, nous

trouverons k=cos'r cos’p — sin’psin’rcos’»; on tire de la
cos’r—k -

€os’r--sin’r cos’»

k=)cosr, d'ou sinp= \/ y —Hangrcos’ ; on peut sup-

sin’p= ; je pose, pour simpiifier, 1a formule
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poser ). positif, négatif ou nul. Quand ) est positif; il faut le-
prendre moindre que 'unité ; alors sinp est toujours moindre
que 1, quel que soit «. En faisant «=0, sinp atteint la va-
leur minimum ; il augmente quand » angmente, et atteint

son maximum quand o= g 11 faut remarquer de plus qu’a

un méme sinus correspondent deux arcs supplémentaires
T'un de Pautre. La courbe est donc composée de deux parties
fermées (comme on le voit fig. 16); et si du point G, milieu de
Farc donné AB, comme pole, on décrit un grand cercle, il
divisera en parties égales tout arc de grand cercle compris
entre les deux branches de la courbe et partant du point G.

Supposons maintenant ) ndgatif, et posons A= —)', nous
aurons pour équation de la courbe :

)\I
sinp = \/ =+
1-}-tang’r cos’

pour qu’on trouve sinp <1, il faut avoir cos’» i Veot'r, et
par suite X'cot’r < 1 ; supposons cette condition remplie , et
posons cosw' ==cotr. }%. Si nous faisons au point C
(fig. 16), milieu de I'arc passant par les deux points donnés,
deux angles, BCD, BCD', égaux & «'; puis, que sur les arcs

ainsi tracés et les prolongeant , nous prenions
CD=CD'=CD'=CD"=,

la courbe sera tout entiére comprise dans les deux angles
DCD", D'CD”; on aura le maximum et le minimum de p en
posant »=0; et tous les arcs partant du peint C compris dans
la courbe seront divisés en parties égales par un grand cercle
.ayant G pour pole. 1l est aisé, d’aprés ces remarques , de

construire la courbe ( fig. 16).
Si »=0, I'équation se décompose en deux facteurs; et les
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égalant séparément a o, an trouve cosp = —tangr cos ». On
reconnaft 1a les équations polaires de deux cercles ayant pour

distances polaires g, et pour poles chacun des deux points
donnés (*).

SOLUTION

d'un probléme sur le cone de révolution , pour faire suite @ un
probléme de M. Breton (de Champ) , sur le cylindre droit.
(Tome V, p. 651.)

PAR M. B...,
de kiége.

Prosrime. Un point étant donné sur un coéne de révolu-
tion, trouver le rayon de la section circulaire passant par ce
point.

Solution. Soit A le point donné, S le sommet. Tracez AS
et sur cette génératrice prenez AB—AC. De chacun des
points B et C, et avec un rayon r pris arbitrairement, dé-
crivez un arc. L’intersection A, de ces deux arcs sera un point
du plan perpendiculaire & AS, et mené par A. Cherchez de la
méme maniére trois autres points A,,A;,A, du méme plan;
transportez les cing points A,A,,A,,A, A, sur un plan; ils
détermineront une conique qui sera :

Une ellipse si V'angle de deux génératrices opposées est
aigu ;

Une parabole s’il est droit;

Une hyperbole s'il est obtus.

1er Cas. Faites un triangle rectangle SAD, rectangleen A,
ayant pour cotés de I'angle droit la distance connue AS et

=) Voir Michael Roberts (Journal de Mathématiques, t. X, p. 251). Tm.
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le grand axe AD de V'ellipse ; puis du point A menez une
perpendiculaire a la bissectrice de I'angle S. Ce serale rayon
demandé.

2¢ Cas. Construisez un triangle rectangle isocéle, ayant
pour hypoténuse AS. Le c6té de I'angle droit donne la sola-
tion du probléme.

3° Cas. Faites un triangle rectangle SAD, rectangleen A,
ayant pour cotés de Yangle droit AS, et axe réel de I’hy-
perbole. Prolongez I’bypoténuse DS au dela du point S, et
de A. Menez une perpendiculaire a la bissectrice de 'angle
extérieur. Cette perpendiculaire est le rayon cherché.

SOLUTION DE LA QUESTION 137 (t. V, p. 672).

PAR M. J. MURENT,
de Clermont-Ferrand.

iy

Treortme. L’enveloppe des bases de tous les triangles
rectilignes qui ont un angle commun, et méme périmétre,
est un cercle,

Solution. Prenons pour axes des coordonnées, les cotés de
Pangle fixe 0; Péquation de la base dans Y'une de ses positions

sera :
ay+br=ab 1)

a et b étant les deux autres cOtés du triangle, ou les deux
segments interceptés par la base sur les deux cotés de Vangle
fixe , a partir du sommet. '

Exprimant que le périmétre est constant et égal a 2p, on
aura la relation

a—}-b—}—\/a’—]—b”-——Qﬁb cos0=2p,
ou , en chassant le radical et réduisant
(t—+-cosb)ab—2p(a+b)4-2p" =0,
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ou bien encore, en remplacant ab par sa valear tirée de
Péquation (1)

[2p—(1+cos8)x] b 4 [2p—(1 +cos®)yla=2p*; (2)

pour avoir la troisiéme équation du probléme, il faut,
d’apreés la méthode connue (Nouvelles Annales, t. 1, p. 282),
égaler les deux valeurs du x‘apport},2 des dérivées des équa-
. i a
tions (1) et (2), prises par rapport a b et a. On a ainsi :
xr—a _ 2p—(1--cosb)x
y—b" 2p—(14cosb)y’
ou en réduisant

(2p—(1+cos6)x] b—[2p — (14 cosb) y] a=2p (y—2); (3)
il reste maintenant a éliminer a et b entre les équations (1),
(2) et (3), et 'équation finale sera celle du lien demandé. Or,
en observant que les équations (2) et (3) donnent, I'une la
somme , I'antre la différence de deux quantités, on a immé-
diatement
p— P ¥+y—2 _ pp—y+2)
2p— (1 cosb)x 2p— (1 +cos9)y’

mettant ces deux valeurs dans I'équation (1), on a, toutes
réductions faites ,

' +2zxy cos b+ x'—2py — 2px -+ p*=0;
équétion qui représente un cercle. En y faisant successive-
ment =0, y =0, on obtient deux équations qui ont leurs
-racines égales a p : donc ce cercle est tangent aux deux coOtés
de l'angle fixe, en deux points distants du sommet de la
quantité p moitié du périmétre. Le centre et le rayon s’ob-
tiendront facilement, soit graphiquement , soit par le calcul.

2. En suivant la méme méthode, il est aisé de démontrer
cet autre théoreme , analogue au précédent. L'enveloppe des
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bases des tridngles qut ont un angle commun et méme surface,
est une hyperbole ayanlt pour asymptotes les cotés de U'angle
fixe.

SOLUTION D’UNE QUESTION D’EXAMEN (t. V, p. 703).

PAB M. MOUTIER ,
éléve au Collége de Versailles.

D’un point fixe, D (fig. 18) d’un diamétre FDE d’un cercle,
on méne une sécante quelconque, BDA au cercle ; en A et B
on lui méne les tangentes AG, BC; et on joint les points D
et C; démontrer que le produit

tang ADE. tang EDC = constante.

Joignons OC ; et du point G abaissons la perpendiculaire
CC' sur le prolongement du diamétre FDE ; la droite GC’ est
la polaire du point D ; et le point C' est son conjugué; de
sorte que si par le point D on méne des cordes quelconques;
et si par les points de contact avec le cercle régulateur, I'on
meéne des couples de tangentes, tous les points G seront situés
sur la droite CC".

‘Evaluons maintenant CC' dans les deux triangles rec-
tangles CDC', COC'.

CC'=C'D tang EDC.
CC =C0 tang COC'.
Divisant membre & membre :

co ,
tang EDC= D tang GOC'.

Remarquons que dans le triangle rectangle ODM, l'angle
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ODM ou ADE est le complément de Fangle COC', et alors:

tang ADE=cotang COC'.

Multiplions membre 2 membre ces deux derniéres galités :
il vient :

tang EDC. tang ADE = 9,9

cD

Les lignes CO et C'D étant constantes, le produit des tan-
gentes est constant, et ce produit est égal au rapport des
distances du conjugué du point fixé D, au centre du cercle
régulateur, et a ce point fixe.

Le théorcme subsiste encore, lorsque lc point D (fig. 19)
est pris sur le prolongement du diamétre ; son conjugué C’
est alors a l'intérieur du cercle qui est coupé par la polaire
CC'0. :

Nous avons toujours :

GC'=C'0 tang COC’
CC’'=C'D tang EDG;
Pour :

co ,
tang EDC = b tang COC'.

Or, dans le triangle rectangle MOD , les angles COC' et ADE
élant complémentaires :

tang ADE = cotang COC' ;

et:
co
Gp G QF.D.

tang EDC tang ADE = G

QUESTION 134

La surface d'un cylindre oblique d base circulaire, est égale
a celle d'un rectangle dont wn des cotés serait le diamétre du
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cercle, et Uautre coté la circonférence d'une ellipse, ayant

pour axes principaux la hauteur et U'aréte du cylindre.
BrINkLEY.

FAR M. CABUSSI DE BAJOR
éléve de Pinstitution Barbet.

Soit ABDE (fig. 17) , le cylindre oblique a base circulaire,
par les points A et D faisons passer des plans perpendicu-
laires & AD, ils couperont le cylindre suivant des ellipses,
et la surface du cylindre oblique sera égale a celle du cy-
lindre droit, donc :

. S cyl. = Ell. DF X AD;
menons au point D la droite DG tangente au cercle DE, et
DK perpendiculaire a la base; par les droites KD,DG faisons
passer un plan et un second par les droites AD,DG, KDA sera
I'angle de ces deux plans, soit « cet angle; sur AD comme
diamétre, décrivons uncercle dans le plan ADE, et projetons-
le sur le plan KDG, la projection sera une ellipse ayant pour
axes principaux AD et KD, ou bien AD et

ADcos ADK= AD cos «;
remarquons que I'angle EDF = ADK = «.
Par suite les axes principaux de I'ellipse DF sont :
2R et 2Rcosea.

De la proportion AD : AD cos« :: 2R ; 2R cos «, il résulte
que les deux ellipses considérées sont semblables, donc leurs
circonférences sont entre elles comme leurs grands axes,
donc :

Ell. (DF) : Ell. (AD,DK) :: 2R : AD,

- 2R
dou : EIL. DF = Eil. (AD,DK)
doncenfin:  Scyl. =Ell. (AD,DK) X 2R,
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NOTE
sur le théoréme démonitré , t. IV, p. 648, et t. V, p. 65.

PABR M. PAUL SEBRET,
Eléve.

Ce théoréme est le suivant : F et F' étant les deux foyers
d’une ellipse, et MFP, MF'P' deux cordes passant par les
deux foyers et par un méme point de la courbe, la somme
MF  MF
P TFP

On peut généraliser ce théoréme ainsi qu'il suif :

Dans Uellipse, A et A’ étart deux points a ¢gale distance du
centre, et situés sur le méme diamétre, MAP et MA'P

étant deux cordes passant par les deux points et par un

. MA & MA
méme point de la courbe, la somme P + P

est constante.

est con-

stante quel que soit le point M.

La démonstration est exactement la méme que celle qu’on
a donnée pour le cas particulier des foyers. Année 1845,
page 648.

NOTE
Sur la symétrie des angles triédres.

PAR M. BARBET,
Chef d’institution.

On a coutume de dire dans les éléments de géométrie que
deux angles triédres composés d’angles plans égaux chacun
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a chacun, et disposés d’une maniére différerite, ayant leurs
angles triédres égapx , mais ne pouvant point coincider, pré-
sentent un cas d’égalité par symétrie ou sont symétriques 'un
de V'autre. C’est ordinairement la premiére fois {1ue Fon
emploie le mot symétrie, dont le sens ne parait pas suffi-
samment justifié.

Si 'on convient que deux figures sont symétriques , lors-
qu'un point quelconque de I'une et un point de Yautre se
trouvent sar une perpendicdlaire commune a un plan inter-

-médiaire , et 4 égales distances de ce plan, on démontre que
deux angles triédres sont symétriques quand ils sont com-
posés d’angles plans égaux chacun a chacun, et disposés
d’une maniére différente.

On remarque d’abord que les angles diédres formés par
les plans qui contiennent les angles égaux sont égaux chacun
a chacun.

Ayant appliqué I'une contre I'autre deux des faces égales
suivant ASB (fig. 20), on aura I'angle ASC’ égal a I’angle ASC,
et le diedre BASC' égal & I'angle diédre BASC. Si du point D
pris sur la face ASC on méne DP perpendiculaire sur la face
commune ASB, et qu’on la prolonge jusqu’a la rencontre de
la face ASC' en D', que du point P on méne PG perpendi-
culaire a SA | et qu’on joigne le point G aux points D' et D,
les droites D'G et DG seront perpendiculaires 4 SA (par le
théoréme des trois perpendiculaires); les angles D'GP et
DGP mesureront donc, dans I'un et Vautre angle tri¢dre,
les diédres égaux qui ont pour aréte communc SA ; les deux
triangles D'PG et DPG sont donc égaux, et l'on aura
D'P =DP, donc les deux angles triédres sont symétriques
par rapport au plan ASB.

1* Remarque. Deux lignes SD' et SD symétriques par
rapport au plan ASB, sont également inclinées sur le plan
de symétrie a cause de I'égalité des triangles D'SP, DSP.

ANW. DE MATHEMAT. V], 8
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2¢ Remarque. Un point quelconque de I'aréte SC, appar-
tenant a la fois aux deux faces ASC et BSC a son symétrique
sur les deux faces ASC' et BSC', ¢’est-a-dire sur V'aréte SC'
de ces deux faces, de telle sorte que I'aréte SC' est symétrique
de I'aréte SC. Ces deux arétes sont également inclinées sur
le plan de symétrie ASB.

3° Remarque. Le plan de symétrie pourrait étre placé entre
les deux angles triédres, dont les faces représentées par ASB
resteraient parslléles, et a égales distances de ces faces.

Si on prend sur ces arétes les distances SC et SC' égales
entre elles , les points C et C' sont symétriques.

On peut déduire facilement de ce qui précéde que les deux
prismes triangulaires abcb'c'd', beda'b'c' (fig. 21), dans les-
quels est décomposé le parallélépipéde oblique aa', sont sy-
métriques 'un de I'autre. Dans ces prismes, on a les angles
triédres en z et ena', en beten ', en c et en ¢’ symétriques
deux a deux, de telle sorte qu’en placant le prisme triangu-
laire beda'b'c' sous le prisme triangulaire abel'cd', en
abed'c"d" | 'V’ sur ab, a'c’ sur ac, b'c’ sur be jon a deux
angles triédres symétriques en @, deux en 0, deux enc,
ayant pour faces communes les angles en a, en b et en ¢, du
triangle abe, et pour plan de symétrie celui de ce triangle.
Les deux arétes symétriques ad’ et ad’ étant égales, les
sommets d' et 4" sont symétriques. Il en est de méme des
sommeis ' et 0", ¢' et ¢".

QUESTION D’EXAMEN.

Théorie des exposants de nature quelconque (v. t. 'V, p. 704),
A. Quantités réelles, ni nulles, ni infinies ; exposants réels
rationnels, ni nuls, ni infinis.

1. Définition. Exposani entier positif, L’exposaui entier
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positif est un nombre entier posilif écrit i droite et au-des-
sus de la quantité et désignant qu’il faut multiplicr la quan-
tité antant de fois moins une, qu’il y a d’unités dans I'expo-
sant; le produit, résultat de ces opérations, se nomme
puissance, dont le quantiéme est indiqué par exposant. - ’

2. Identités fondamentales. m et n étant des nombres en-
tiers positifs, 'ona : 1° a"a" = a™"; 2° E—,,: a™™ si

a™ 1 . m\n mn
m>n; et—;,—,—::;,:,, sim < nj; 3 (a™)" = a™;
4o l} T =g/ a%; g <n. Ces identités sont des consé-
quences immédiates de la définition.

3. Définition. Exposant entier négatif. Cet exposant in-
dique qu’il faut élever la réciproque de la quantité a une
puissance marquée par I'exposant pris positivement.

4. Identités fondamentales. Elles sont les mémes que pour
les exposants entiers et sont aussi des conséquences de la

P _— " 1 1 1
définition ; ainsi ¢™. " =—,. 5 =

— — N
a™’ a Fm=a

,etainsi
des autres.

5. Les quatre identités fondamentales subsistent donc
pour les exposanis entiers, positifs ou négatifs; on peut

m

, . a A
écrire — = a” " lors méme que z est plus grand que m;
a

et c’est ce qui a donné naissance aux exposants négatifs.

6. Défimition. Exposant fractionnaire positif. Cet expo-
sant indique qu’il faut élever la quantité a une puissance
marquée par le numérateur et extraire de cetle puissance
une racine d’'un indice marqué par le dénominateur de I'ex-
posant fractionnaire ; ou bien encore, a l'inverse, il faut
commencer par extraire de la quantité la racine désignée
par le dénominateur et élever le résultat a la puissance in-
diquée par le numérateur ; on démontre facilement que ces
deux modes d’opérer donnent le méme résultat.
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7. On a Pidentité 2" = a”"; c’est une conséquence de
la définiticn ; il faut remarquer que le premier membre a »
valeurs diverses, et le second membre pr valeurs; mais
parmi ces pn valeurs sc trouvent les » valeurs du premier
membre; et ce n’est que pour celle-ci que identité subsiste.

8. Les quatre identités fondamentales subsistent pour les

me m®m,P

exposants fractionnaires positifs ; ainsi 2" a?=¢«" ?.En
effet, /2™, W?:VW; donc, etc.

Y. Définition. Exposant fractionnaire négatif. Comme
pour Pexposant positif ; mais la quantité est remplacée par

——m m

- n__ 1\
sa réciproque a =~ ={ —) .
a

Résumé. Les identités fondawmentales ont lieu pour des
expusants entiers ou fractionnaires , positifs on négatifs.

B. Quantités nulles ou infinies ; exposants réels, rationnels,
ni nuls, ni infinis.
11. On a évidemment : 0" =0; 0" =o; "= ;
o™ = 0.
G. Quantités réelles rationnelles , ni nulles, ni infinies ;
exposants nuls ou infinis.
m
2=
a a’®
*=owsia>1; et a®=0si a<<1; et inversement
a*=0si a>1;el a"=w siall.

12, a°=1; car a° provient de =1;

13. Les identilés fondamentales subsistent encore pour les
exposants nuls ou infinis.
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D. Quantités nulles ou infinies ; exposants nuls ou infinis.

® — ® ° @ .
15. 0°=0; 0™"=w; ®"==w; ® =?=%=Aln-
. . L .
déterminé ; 0°= F o= indéterminé.

Observation. Presque tous les géométres admettent avec
Euler que 0°=1; car, dit{ ce dernier (Alg., t. I, §175),
2: a’°=1; cette éqﬁation subsiste , quelque petite valeur
qu’on attribue a a; donc aussi lorsque @ =0, ainsi 0°=1;

mais cette conclusion manque de justesse; il s’ensuivrait
. 0 " sl ’

aussi que = 1; lidentité 0 =0 n’est pas du méme genre

que l'identité 2—=2; la premiére peut s’écrire 6.0—=17.0;

- 0 cr e

on ne peut pas écrire 6 .2=17.2; et o n’est pas identique a

2, ®,g
parmi les symboles d’indétermination (Résumé des lecons
données a Ecole polytechnique sur le calcul infinitésimal,
p. 25). Un anonyme, qui signe S, enseigne la méme doc-
trine dans le Journal de Crelle (t. XI, p. 272, 1834, en
francais ). Nous avons montré que si 'on admet que 0° soil

;. Aussi M. Cauchy range-t-il les expressions

constamment égal a 'unité, on serait conduil a cette con-
clusion absurde que; dans la surface transcendante repré-
sentée par z —=x?, tout I'axe des y apparticnt & la surface,
excepté le point servant d’origine. La vérité est que laxe
des z appartient aussi a la surface, ainsi que la droite z =1
située dans le plan xz (v. t. V, p. 648).

C. Quantités réelles, ni nulles, ni infinies ; exposants réels
irrationnels.

15. Définition. Le symbole m étant un nombre entier, p
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un nombre qui n’est pas une puissance d’indice m ; le sym-

bole ;m/]-;— désigne qu'il existe une série infinie de nombres
finis, telle qu’en les élevant tous a la puissance 7, on ob-
tient une seconde série qui a p pour limites ; c’est-a-dire une
seconde série dont aucun terme n’est égal a p‘, mais o la
différence , en excés ou en défaut, entre les termes et p peut
devenir plus petite qu’aucune quantité donnée. Dans la pre-
miére série , la différence entre deux termes consécutifs peut
aussi descendre au-dessous de toute quantité donnée ; mais
elle n’a pas de limite assignable par un nombre fini de chif-
fres, dans aucun systéme de numération; tandis que la se-

conde série a une limite assignable. Prenons pour exemple

— . L. 3 7 17 4
\/2 ; On a pour premiere série : 1,

différences entre les termes vont en diminuant; elle n’a pas
de limite exprimable en chiffres d’'une numération. On dé-
signe symboliquement cette limite par V2, cest-a-dire
9 49 289

qu’en formant la seconde série 1, Vo T

ete., la li-

mite est 2.

16. Observation générale. Toutes les fois quon fait une
quelconque des six opérations arithméliques sur des expres-
sions irrationnelles, il faut toujours sous-entendre, 4 moins
de ne savoir ce qu'on dit, qu’on fait ces opérations sur les
quantités rationnelles de la premiére séric dont ces expres-
sions rationnelles représentent la limite symbolique. Ainsi
les identités fondamentales du § 2 ont donc encore lieu pour
des exposants irrationnels , puisqu’on n’opére jamais que sur
des quantités rationnelles.

D.- Quantités imaginaires, mondmes ou bindmes ; exposant
réel.

17. Représentons " —1 par i; m étant un nombre en-
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tier; ™ =1q; V™ =i; ™ =_1; W = — ¢ (Poir
.V, p. 141).
18. Les identités fondamentales s’appliquent encore ici.
Par exemple, on a : * X i? = i*1%; il suffit de le démontrer
pour p et ¢, chacun plus petit que 4.

m,p m

m p

19. On a encore :™ .7 =:i" 9, i™ est racine d’une

équatlon binéme de la forme x"+=1=0o0u x™":£1=0;
P

de méme, 7 est racine d’un équations de cette forme

des
P
21 =0; r93+1=0; ? est racine de P'une de ces
équations 2" *+1 =10 ou x""' =1=0. Ces troisiémes
formes renferment les produits des racines des premiéres par
les racines des secondes.

(a4 bi)" (a-+ bi) = (a+bi)"*t". En effet, soit

a b s
a+ b =r; ~=cosx; -~ =sinz. Ainsi :

a+bi=r(cosx-+isinx); (a4 bi)"=r (cosmx—]—tsmmr) ;
(a4 biY* = r"(cosnx 4 isinnx); (@ bi)™ (a 4+ bi)"
="t cos(m+n) x +isin(mtn)x] = r™t"(cosx +isinx)" =
= (a -+ bi)™*".

On peut trouver une démonstration purement algébrique,
mais trés-longue.

21. E. Exposants imaginaires.

Définition. L’exposant imaginaire a désigne symboli-
quement la série qu'on obtient en développant a” en une
série ordonnée suivant les puissances de p, et remplacant
ensuite p par pi.

22. Ona : o a% =adP'%, En effet, @ =% ou la
désigne le logarithme népérien de z. Donc :

a” =cospl.a--isinpl.a; a¥ = cosqla+isingla;



— 112 —.
denc .

a®, a% = cos(p+q)la +isin(p+g)la = PP = P,
C.Q.F.D.

23. ConcLusioN cENErALE. Les identités fondamentales sub-
sistent pour des exposants entiers ou fractionnaires, positifs
ou négatifs, rationnels ou irrationnels , réels ou imaginaires.

24. L'indice exponentiel est employé d'une maniére géné-
rale pour indiquer une suite consécutive d’opérations simi-
laires. Ainsi /P désigne qu’il faut faire sur P une certaine
opération indiquée par f; sur ce premier résuliat, la méme
opération qu’on a faite sur P; sur ce second résultat, encore
la méme opération, et ainsi de suite jusqu’a la méme opéra-
tion, et /~"P désigne une expression sur laquelle il faut

faire m de ces opérations pour parvenir a I'expression P, et
m

r"P indique des opérations interpolatoires. Ainsi x™indique
donc réellement m opérations. La premiére est le produit de
1 par x; la seconde le produit de ce premier résultat encore

par x,et ainsi desuite ; x™" est la quantité sur laquelle il faut
m

n

I . o 1
opeérer ainsi m fois pour parvenir a 1; c'est donc —;,;
x

désigne Vinterpolation de » opérations semblables entre
1et 2™

On voit donc que la notation sin™x pour (sinx)™ est vi-
cieuse ; car clle désigne qu’il faut prendre le sinus de ., puis
le sinus de sinus x, etc. Comme cette notation usitée est
commode , il est avantageux de la conserver.

25, Les identités fondamentales n’ont pas lieu pour les in~
dices exponentiels, dans le sens général. Aussi on n’a pas, -
en général, f™ P . f"P = f™"P. On démontre, au con-
traire, que lorsque cette identité subsiste , 'indice exponen-
tiel devient potentiel. 11 est donc le seul pour lequel cette



— 113 —

identité subsiste. Les considérations sont fondées sur le cal-
cul fonctionnel ou autrement le calcul aux diffrences
partielles. :

26. Dans les opérations de dérivations on a cette identité
remarquable qui les caractérise :

D™ D"=D".D".

C'est le sujet d'un trés-beau Mémoife de M. Servois , qui s’est
malheureusement retiré trop tot de la science ou il a rendu
et pouvait rendre encore d’utiles services. 11 est du petit
nombre de géométres francais qui lisent. ( Annales de Ger-
gonne, t. 'V, p. 93, 1814.)

SECONDE NOTE SUR CETTE QUESTION :

Trouver les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une
équation admette un nombre donné de racines égales entre

elles.
( Fin, v.p. 75.)

3. Je terminerai ce second article par une analyse de ma
premiére note (tome I, page 92) sur le méme sujet.

Dans cette note, j’ai d’abord examiné la question suivante :

Les (n—2) conditions nécessaires pour que le polynome &
du degré (n—1) devienne une puissance exacte de ce degré,
sont-elles, foutes, différentes des( n—1) conditions qui dui-
vent étre remplies pour que ce polyndme soit le plus grand
commun divisear de /'(x) et de sa dérivée?

Quand le dombre n est précisément égal au degré m de
Péquation proposée f(x)#o, les (n—2) relations qui donnent
au diviseuar commun la forme (x—a«)"™ rentrent, toutes,.dans
" celles qu'on obtient en égalant a zéro le reste du degré (n—2).
C’est ce que 'on démontre dans tous les éléments d’algebre.
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]§t cela ne conduit. pas & conc]ure sans examen, que si
n devenant inféricur au, degré de I'équation proposée, est,
par exemple , égal 2 m—1, alors on trouvera (n—2) équa-
tions de conditions nouvelles, pour exprimer que le diviseur
commun a f(x) et f'(x) est une puissance exacte du degré
(n—1).

11 résulte de la démonstration donnée (tome I, page 93)
que dans le cas particulier ou n—=m—1, les (n—2) équations
dont il s’agit peuvent étre remplacées par une seule équa-
tion (*); que si n=m—2, on trouve au plus deux conditions
nouvelles , et ainsi de suite. i

11 sera utile de rappeler ici cette démonstration.

Nommons p et g les quotients gu’on obtient en divisant
JS'(x) et f(x) par d ; les restes de ces deux divisions doivent
étre considérés comme étant identiquement nuis, d’aprésies

(n—1) relations qui donnent »—0. Donc, en n’admettant
pour les coefficients A, B, G, etc., des termes de f'(x), que
des valeurs satisfaisant aux conditions {»—=0), on peul écrire
les égalités £ (x)=dgq, f'(x)=dp.

Soient &', g’ les dérivées de d et g : la dérivée du produit
dq sera (dg'4qd), et par conséquent I'égalité f(x)=dqg,
donne f'(x)=dq'{-qd'.

Remplacant f”(x) par sa valeur dp, il vient :

dp=dq'+qd , ou d(p—q')=qd.

(") Le principal objet de la. démonstration donnée (lome I, page 93) est
d’indiquer par quel calcul on parvient & des équations dont le nombre peut étre
inferieur a (n—2), et qui, cependant, expriment que le diviseur d est une puis-
sance exacte du degré (n—1i). 11 n’est besoin d’aucune démonstration particu-
liére pour établir que le nombre total des conditions différentes ne surpasse
jamais (m—1) ; si ce nombre était seulement égal & m , les condilions trouvées
suffiraient pour déterminer les m coefficients de I’équation proposée : ce qui est
impossible puisque la valeur des racines égales n’est pas donnée.

D’ailleurs, dans le cas particulier o0 n=m—1, Péquation d=0, obtenue en
égalant & zéro le commun diviseur du degré m—2, ayant au plus deux racines
de valeurs différentes, on ne voit guére pourquoi il faudrait plus d’une con-

dition nouvelle pour expruner que ces deux racines deviennent égales entre
elles.



—.ll§ —

Cette dernidre égalité montre que d est divisible par o',
lorsque le polynome g est lui-inéme divisible par (p—g'), et
réciproquement. Ainsi, on exprimera que ¢ devient une
puissance exacte du degré (n—1), en égalant a zéro les coef-
ficients des différents termes du reste obtenu en divisant le
polyndme ¢ par (p—gq'). Le nombre des termes de ce reste
est, au plus, (m—n), puisque (m—n) est le degré du diviseur
(p—q'). Dailleurs jn—n) est moindre que (n—2) quand
m<2n—2; donc on ne trouve pas (n—2) conditions nou-
velles en exprimant que  est une puissance exacte du degré
(n—1), lorsque le nombre (2n—2) surpasse le degré de I'é-
quation proposée, comme il était facile de le prévoir.

Mais, dans I’hypothése méme ou le nombre (2n—2) n’ex~
céde pas le degré de I’équation proposée /' (x)=0, il faut en-
core, pour trouver (z— 2} conditions nouvelles, en expri-
mant que 4 devient exactement divisible par &', que d et d'
n’aient primitivement aucun facteur commun (*). Or, les
valeurs des coefficients de ces deux polynomes 4 et d'ne
sont pas entiérement arbitraires, puisqu’elles doivent satis-
faire aux (—1) équations de conditions obtenues en égalant
a zéro le reste r du degré (n—2). Et, comme il y a diffé-
rentes maniéres de remplir ces conditions, le diviseur com-
‘mun, d, prend plusieurs formes essentiellement différentes
les unes des autres. Admettre que 4 et 4' n’ont aucun facteur
commun, c’est considérer seulement une des formes que le
diviseur commun a /() et ' .x), peut prendre, en vertu des
(n—1) relations qui donnent »=0. Afin d’indiquer plus net-
tement la restriction dont nous voulons parler ici, reprenons
I'exemple déja considéré (page 80).

Le premier reste obtenu est pr’+tqx4r.

(*) Cest ce qque j’ai, plusieurs fois, fait observer dans ma premiére note
(voir tome 1, page 94).
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En égalant a zéro les deux coeflicients du reste suivaut,
on a les deux re]ahons '

¢ DN p3A’ ’—lﬁpr—iQqu—l-lﬁq’—O
(2)ererenne Ap3+3A3p +hqp’'—144.Apr4-192. qr—-O

Pour que le plus grand commun diviseur de f (.r) et f'(x)
soit le polyndme du second degré px’-+qx--r, il faut satis-
faire aux équations (1) et (2), sans annuler le coefficient p de
laplué haute puissance de x dans le polynéme px’~-qx-}-r.

Cela posé, représentons les équations (1) et (2) par M=0,
N=0; on pourra les remplacer par les deux suivantes :

M=0, M(Ap+4q)—Np=0.

Car, toute solution de ces deux derniéres qui n’annule pas le
coefficient p, convient aux équations M=0, N=0, et réci-
proquement. Or, I'équation M(Ap-4g) —Np=0 revient a
celle~ci :

(q*—4pr) (2g—Ap)=0.

On en déduit -
— A
q=zt2 \/pr, ou q:-:;—i.

Le diviseur du second degré a donc Vune ou autre de ces
deux {ormes :

— A
p;(":!:?.z-\/pr-i—r, pxi4- —2]3 x4 r;
ct les coefficients p, r, doivent encore satisfaire ala condition
M =0.

Le trinome px'—t ‘)xI/ITr—l— r est évidemment un carré;
par conséquent, si I'on trouve une condition nouvelle pour
que le diviseur commun devienne une puissance exacte da
second degre, c'est parce que Yon prend pour dlvxseur

px + — x+r
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En exprimant que px + .z'+r est exactemenl divi-

sible par sa dérivée 2px+ -2—,_ on obtient la condition :

A’p—16r=0.
Les (2n—3) équations trouvées de cette maniére sont
donc :
1).....p3+3Ap"—16pr—12Apg-+165°=0,
2g—Ap=0,
Ap—16r=0.

Elles expriment que la proposée a (2n—2) racines égales ;
car elles reviennent a p=0, ¢g=0, r=0 (*).

Le polynéme d ou px*+g.x - r se réduit alors a zéro, et
le plus grand commun diviseur de f (x) et f'(x) est d’'un
degré supérieur a (n—1) ou 2. Il est facile d’expliquer pour- -
quoi on a trouvé p =9, ¢g=0, r=0.

En effet, remarquons d’abord que si 'on remplace dans
Péquation (1) Ap par 2¢, cette équation devient -

P29’ —16pr—24q’1-164°=0,
d’'ou p+i(g'—4pr)=0.

Si I'on veut que le plus grand commun diviseur px*+gx4r
de /'(z) et f'(x) soit du second degré, il faut donner au co-
cfficient p une valeur différente de zéro; par conséquent,
q'—kpr ne doit pas étre nul. Ainsi, les relations ‘

p*+3A°p’—16pr—12Apg{169°=0, 29—Ap=0

sont les conditions nécessaires et suffisantes pour quf.z S(x)
et f'(x) aient un plus grand commun diviseur du second de-

. A
.") En remplagant ¢ et r par les valeurs Tp

29— Ap=0, A2p— 16r=0, Péquation (1) se réduit lmmedutement apd==o;il
en résulte p=0, et par suile g==0, r==0.

A
—-’—g y que donnent les relations
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gré, qui soit premier avec sa dérivée; en admettant toujours

que V'on satisfasse aux deux équations par des valeurs qui

n’annulent pas le coefficient p. Si 4 ces deux relations on joint
une nouvelle équation A’p—16r=0, indiquant que le divi-

seur commun du second degré est une puissance exacte, il

en résulte une contradiction qui ne peut disparaitre qu'en

supposant p=—=0, g=0, r=0.

En général, si parmi les différentes maniéres de satisfaire
aux (n—1) équations de conditions, obtenues en égalant a zéro
le reste r du degré (n—2),on choisit celle qui ne donne au-
cun facteur commun au diviseur d et a sa dérivée d', il est
évident que les (n—2) conditions nécessaires pour que d
soit une puissance exacte du degré (n—1) seront des condi-
tions nouveiles; on obtiendra ainsi (22—3) relations, diffé-
rentes assurément. Il n’est pas moins évident qu’on ne

~ pourra, sans annuler tous les coefficients du polynome d, sa-
tisfaire & ces (2n—3) équations exprimant , d’'une part, que
d etd’ n’ont aucun facteur commun; et d’autre part, que 4
est exactement divisible par d'. Les (2n—3) relations ainsi
obtenues sont les conditions nécessaires et suffisantes pour
que I'équation proposée admette (22—2) racines égales entre
elles, on le démontre facilement.

Mais il s’agit seulement ici d’'une solution particuliére des
(2r—3)équations trouvées en posant r=0, et d=(xr—)"™".
Considérées d’'une maniére générale, ces équations de condi-
tions répondent & plusieurs questions différentes ; leurs so-
lutions donne_.nt a Yéquation proposée f(x)=0 des racines
égales*dont e nombre aura une des valeurs suivantes :

n, Z(n-j—Ai), (n+2) ... (@n—3), (2n—2);

le nombre de ces racines égales sera précisément ~, si la so-
lution adoptée ne réduit pas a zéro le coefficient de la plus
haule puissance de x dans le polyndme < ; car, dans ce cas
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particulier, f(x).et f'(x) auront un commun. d,mseur ddu.
degré (n—1), quisera : 1° leur plus grand commun diviseur;
2° une puissance exacte du degré (n—1). Donc, si Ton ajoute
aux (2z—3) relations générales [r=0, d= (x—a)""] une
inégalité exprimant que le coefficient du premier terme de &
doit étre différent de zéro, on aura les conditions nécessaires
et suffisantes pour que I'équation f(x)=0 ait  racines égales '
entre elles.

On sait qu’au moyen d’autres méthodes les mémes condi-
tions s’expriment par (z—1; équations seulement ; par con-
séquent , il est possible de réduire a (n—1) les (2n—3) équa-
tions [r=0, d=(x—=«)"""], en ayant toutefois égard a ce que
le coefficicnt du premier terme da polynome 4 ne doit pas
étre annulé. D’ailleurs, toutes les solutions des (2 — 1) équa-
tions données par ces autres méihodes conviennent aux équa-
tions (r=0) ; mais ces derniéres contiennent, de plus, des so-
lutions étrangéres et correspondantes aux différents cas par-
ticuliers ou le diviseur 4 n’est pas une puissance exacte du
degré (n—1). On est donc conduit a conclure que

Les équations de conditions, obtenues en égalant a zéro les
coefficients du reste r du degré (= — 2) se partagent en plu-
sieurs systémes correspondants aux différentes formes que le
diviséur commun du degré (= — 1) peut avoir. Les (n—1)
équations de I'un de ces systémes expriment les conditions
nécessarres et suffisantes pour que I'équation proposée ait pré-
cisément n racines égales entre elles.

Cetfe conclusion a été confirmée par un exemple (p. 82);
elle est amence par un raisonnement facile a suivre. Sil'on
ne peut lui opposer que I'explication dont il s’est agi dans la
premiére partie de ce second article, il n’existe contre elle

aucune objection sérieuse.
G.



NOTES

sur deux points du Cours de mathématiques spéciales (relatifs
aux tangentes des coniques et aux sommes des nombres

fiqurés).
PAR M. BRASSINE,

Professeur a ’Ecole d’artillerie de Toulouse.

1° Dans les traités de Géométrie analytique, on vérifie,
aprés avoir trouvé I’équation de la tangente, que cette droite
ne rencontre pas la section conique en un point différent du
point de contact. Cela peut se déduire, sans aucun calcul,
de la forme de I'équation de la tangente. Prenons, par
exemple, la tangente a’yy'—b'xx' = — a’b” (1) a 'hyper-
bole aly*—b'x’= —a’b*. x', y' étant les coordonnées du
point de contact. Si la droite (1) avait un second point,
2", =", commun avec I'hyperbole, on aurait I'équation de
condition a@’y'y'— Vx"'x' =—a’b’. Donc Véquation de la
tangente serait aussi @’y"'y — 4’ x"x = — a’'b* (2), puisque
cette derniére, satisfaite par les coordonnées y”, x" d’un
point de la courbe, est aussi vérifiée par les coordonnées
y', &', Par suite , I'équation (2) doit étre identique avec I'é-
quation (1), lorsqu’on dégage y ; ce qui exige que y" = y' et
=

2° On donne trés-simplement, dans les trailés élémen-
taires d’algebre , les formules qui expriment les nombres de
combinaisons , deux a deux , trois a trois, etc. de n lettres.
On pourrait former les combinaisons deux a deux de n lettrés
a,b,c...k, { en forment toutes celles qui contiennent z, et qui
sont au nombre de n—1, toutes celles qui ne contenant pas a
contiennent & et qui sont au nombre de »— 2, etc... ; mais
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comme on sait déja que le nombre total de combinaisons
—1
denx a deux est ﬂ?2—), on aura :
nn—1)
2

n—1+4+n—2+4 .. +1=

Les combinaisons trois a trois seront formées de celles qui
(n—1)(n—2)
2 b
celles qui ne contenant pas @, contiennent b, et qui sont al
(n—2)(n —3)
1.2
n-1) (n-2 n-2)(n-3 n-3) (n-4% n(n-1) (n-2
( 1).(-2 4! 1).(2 4t 1).(2 L 1= 122(3 .
Par le méme procédé , on trouverait les sommations cor-
respondantes aux combinaisons quatre a quatre, etc. La
somme précédente peut servir pour le calcul de la pile de
boulets triangulaire.

contiennent « et qui sont au nombre de de
*

nombre de , etc. Donc on aura la sommation :

3° On peut mener une tangente en un point 7 d’une el-
lipse, en joignant une extrémité du grand axe avec ce point
ct prolongeant cette ligne jusqu’a la perpendiculaire élevée a
l'autre extrémité de cet axe. Le milieu de la partie de la per-
pendiculaire comprise entre I'extrémité du grand axe et ce
point de rencontre est un second point de la tangente. (Au
lieu d’employer les axes, on peut se servir des diamétres
conjugués , et appliquer le procédé a I'hyperbole et a la pa-
rabole. )

4° Aux théorémes sur les diamétres conjugués, que j’ai
donnés dans le journal de M. Liouville et dans les Annales,
et qui se déduisent d’'une méthode indiquée t. VII, p. 120 du
Journal de Mathématiques, pour en trouver toutes les pro-
priétés des diameétres conjugués, on peut ajouter le suivant :

« Soient deux points m', m"’ conjugués pris sur une ellipée.
On méne en ces points les rayons de courbure de cette ellipse.

Anw, DE MaTHENM, VI, 9
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Ces rayons conjugués, projetés respectivement sar un des
rayons vecteurs passant en ' ou m", donnent deux projec-
tions dont la somme est constante.

5° Prosutme. Par un foyer d’une ellipse, mener deux
cordes c et ¢’ faisant entre elles un angle donné, telles que

. 1,1 . .. .
la somme inverse p - soit un minimum. Si Yangle com-
(4

+pris par les cordes est droit, cette somme sera constante.
.

~r

QUESTION 138 (Voirt. V, p. 672).

Une parabole ayant un foyer fixe touche constamment une
conique de méme foyer; si on méne par ce foyer une ligne qui
fasse un angle constant avec Uaxe de la parabole, le liew du
point d’intersection de cette ligne avec la parabole variable est
une conchoide du cercle (limacon de Pascal).

PAR M. VANNSON (Fournikr),
Professeur.

Supposons, pour fixer les idées , que la courbe donnée soit
une ellipse. Soit f'le foyer commun a cette ellipse et a la
parabole (fig. 22) variable; g le deuxiéme foyer. Soit A le
point de contact de la parabole et de V'ellipse dans une posi-
tion particuliére de la parabole mobile. Si nous joignons gA,
cette droite sera paralléle a 'axe de la parabole; abaissons fo
perpendiculaire sur la tangente Ao, et o: perpendiculaire sur
Ag ; cette ligne o sera la tangente au sommet de parabole
que l'on considére. Donc, la distance /¢ du foyer f a cette

droite sera le % du parameétre de la parabole. Pour calculer

S, je joins oG par une ligne qui est paraliéle & V'axe 7z de
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la parabole. Si donc jabaisse fi perpendiculaire sur Co,
j'aurai ft=Cxr=C0— 2C=a — ccos AgC. Ainsile -; para-
métre de notre parabole =—2(a— ccosAgC). Soit maintenant
Sfz — a I'angle constant que doit faire la sécante avec I'axe
variable de la parabole; appelons cet angle «; prenons fS
pour axe polaire, et soit /R la posilion particuliére de la
sécante , 'angle Rmg sera égal a «; et 'angle Agc sera égal
4 a—gf R = . Ainsi le paraméire de notre parabole sera re-
présenté par 2(a — ¢ cosw). Si donc on appelle p la distance
du point f au point ou la sécante /R rencontre la parabole,

on aura, d’apres I'équation de la parabole en coordonnées
polaires :

__2(@ —ccosw)  a € COSw
T sin’ = - sin’ = .
2 2

11 est facile de reconnaitre dans cetie équation la courbe in-~
diquée par I’énoncé.

Si on considére le cas particulier o « ==, on trouvera :.

p=a—CcCoSow.

équation qui donne le licu des sommets des paraboles tangents
a une ellipse de méme foyer. On peut, pour cette derniére
question, démontrer sans aucun calcul que la courbe deman-
dée est une conchoide du cercle. En cffet, le point ¢ (fig. 22)
est un point du lieu. Si nous prolongeons ¢/ jusqu’a ce qu’on
ait £p =Co = a; puis que nous joignions Cp, I'angle p sera
droit, etlelieu du point p sera un cercle décrit sur /G comme
diamétre. Or, tp = a; on voit donc que, pour construire la
courbe demandée, il suffit de mener du point f des droites
aux divers points du cercle ayant Cf pour diaméire, et de
prolonger chacune de ces droites jusqu’a ce que la distance
tp soit égale a @, construction qui donne bien la conchoide
du cercle. :

Note. Le méme probléme a été résolu par M. Rispal.
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NOTE
sur Vintégration de Uéquation différentielle
'y "y dy —
e = SLRTIE 4 A, 2 “+ A, r=0,

A, A,, ... A, élant supposés constants.
PAR M. J. DIBNGER,
Docteur és sciences, a Sinsheim , prés Heidelberg, en Bade

Supposons qu’on ait
@ AT F AR A 2 A,
= (ama)" ()" (=) = g(a)

oun-n,+ ... +n° =n, on aura, d’aprés un théoréme hien
connu :

o) =0, ¢'(2)=0, 0"()=0,.... 3n—1) () = 0,
?(7:)’:07 ?"(d,):O, (f”((/’)=0,

..... o(na—1) (1) =0, elc.,
en désignant par ¢'(«), 2" (a)..... les fonctions dérivées de o(x).
En mettant y = ex*x7, on aura en général :

j—g,: s [, (re=1) ... r—v 1) 27 v (r—1) ...
eu(r- -v+2)x"”+'+v'—(;}1:—1-)-a,’r.(r—1)...(r—v+3)x"”+’+
F e F 2 2")

pour ¢ 2 r, et

v

dx,,:e*-x [v. (0—1)... p=r41) e "v. (v —1) ...

colV—r2) o T A e+ 027]
i
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pour ¢ > r. (¥. pour exemples les lecons sur le caleul des
fonctions, page 57.)
Donc on aura, r étant supposé <n, outout au plus=n_:

aty d"""
(z,—? i AR . Sy )
=" [A, A, atA, et Anro Aprg a4

S T o Y S B
—I—I‘..l"—l [A'H+2A"_, ,+ ..... —|—rA,.,_,-z,'—'+ ("+1)AH_1¢1.'+

+(n—1)A 0"+ not 4
D A, =) e

G+ (r41)rAn- r—t o, .. _|_
+(n—1)(n—2)A " +n. (n 1)2, 2
r(r—1) (r—2)

) r—3 ’
-1——————1‘2.3 x [3'2‘1An—3+ ..... +
+rir—1)(r—2)Ap—re," .00t n. (n—1) (n—2)a," 3]
+rxf (r—1) .. A A Fr.(r—1). . 2An—p 2, 4 ... +
1t o (e 2)e, ]
+I‘. (l'-—1).-.1An—r+(r+1) r.... ‘)A/n r.—-]/+ ..... +
+n.(n—1)..... (n—r+41)e "=
sle) 4 ramgn) 4 T (; 3 D a1, o=
+or)(a,).
Maintenantsil’ona r Zn‘——i, on aura :
9(2)=0, ¢'(2,)=0, ..... ¢(r)(@,)==0, donc, pour y=e4Tx" :
/1 Iy ay d" = ~dy .
10 + A d n—u nd n—2 + """ +1.‘-ﬂ—,‘ ";‘f"A,‘}’ """’.0’

c'est-a-dire.y=e"“z" sera une solution de I'équation diffé-
rentielle proposée. De méme Ce™“z" en sera une solution ,
si C est une constante arbitraire.
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Donc , les solutions de I'dquation proposée seront :
Coém , C ex, C,ga’x 2.0 Cppg €™ 2™

CaZ 7 o,L 0, _ Na—1
Cole ™, Ce™ x, Cle™ x* ..... Cppmye " x

G0(:—1) ea. xx’ .C,(‘—I) ea, zl_, C(l—t) ea'x.r’, :,-:1‘) a,mxn.—l
ou les quantités C sont des constantes absolument arbitrai-
res. Or, comme I'équation proposée est linéaire, la somme
de toutes ¢es solutions en sera aussi une solution, et cette
somme scra lintégrale compléte, va qu’elle renferme
n+4n,4-...4+n’=n constantes arbitraires. Donc Y'intégrale
compléte de notre équation différentielle est :

e [CoC,24C, 2 ... +C™ '™ 4

4+ e [C+-C x4C 2+ ..coo +C™ 2™ 4

+...

+ f;“"”[co(“‘)+c,"“’x+c,“"> Pl SN +
+G=" =y

Cetle équation a lieu, méme pour des valeurs imaginaires
dea,, a,,.... Or, sil’on suppose a,=y,+§.(i =V=1),
il faudra nécessairement qu’une des autres quantités a,,...«,
soit égale & y,—B,¢; soit donc «,—y,—p,Z, on aura :

e =" [cos(B.x)+isin(G,x)] ;
e =" [cos(B,x)—isin(B,x)].

De 1a on tirera en supposant

Cr 4+ Cr =B
(Cr —C'r)i=Dr.
e (Co+Cx + -oree 4 Cnmyz™ ™) +

4 (Ct-Cz + cooor F Capmsd™ )= 4
=e"® [B,4-Bx+.....+Bu—12" "Jcos (8.2)+
4+e" [D,+ Dz +..... + Doy ™ 1 sin (8,2
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On fera les mémes substitutions pour d’aulres racines ima-
ginaires, et ainsi I'intégrale compléte se trouvera dans la
plus grande généralité possible. En traitant la question de la
maniére précédente, on n’aura pas besoin de considérations
étrangéres, quelquefois embarrassantes surtout pour les com-
mencants. (Voyez par exemple Lecons sur le calcul intégral,
par Moigno, lecon 37, § 242.)

SUR LA DECOMPOSITION

des fraétions rationnelles, d’'aprés M, Liouville (Journal de
" Mathématiques, t. XI, p. 462; 1846).

1. Soient :
Flr)=Ax"}+Ax""4+ .. A,; fr=Bx""+Bax""+..B,.
Formons I'équation F(x) 4 «fxr =0, ou « est un paramétre
quelconque, mais ne se trouvant ni dans F(x), ni dans f{x) ;
cette équation étant du degré n, désignons ses racines par

X5 X, ... X, ... Z,; le théoréme newlonien sur les coeffi-
cients des équations donne :

’

.Z‘,—{—x,—l—....r”:—%—-—aB.

Or, les racines sont évidemment chacune fonction de « ; pre-
nant donc la dérivée de cette derniére équation , on obtient :

dx, dx, dx, -
— 4+ —4 ... o= B.
3 o %
Le premier membre peut s’écrire symboliquement :
dx
s"e—P—=~—B;
' da B;

C’est-a-dire qu’il faut donner a I'indice p successivement les
valeurs 4, 2, 3 ... n) et prendre la somme de ces valeurs.
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On a F(z)-}af(x)=0; et prenant la dérivée par rap-
port a «, il vient :

d. dx
Fla) 52 + f1x) + of (@) = 0;

ou F'x, f'x désignent les dérivées de Fx, et £, par rapport
ax,, dou Yon tire :

dz, ___ fla)
dx — Fla)+af @)
On a une semblable équation pour i“‘-v-’, et ainsi de suite;

da
ajoutant toutes ces équations membre & membre, et compa-
rant avec I'équation trouvée ci-dessus, on obtient :
| f(,)
B=xzr__ 270
C Fla) oSz,
symbole déja expliqué.

WACHN
Pz, et alors les ra-

cines x,, x. ... =, sont celles deI'équation F(x)=0; mais
il ne faut pas qu’une racine de F(x) = 0 annule F'(x). Ainsi
Fa ne doit pas avoir de facteurs égaux.

T11. Théoréme &’ Euler. Sil'ona o==0 ct E=0, frn’estplus
":&)

F(x,)
un polynonic du degré » — 2 par la dérivée d’'un polyndme
du degré n, et qu'on substitue dans le quotient , & la place
de >, les » racines du polyndme de degré », la somme de
tous les résultats est nulle ; théorcme di & Euler et qui ren-
ferme toute la théorie de la décomposition des fractions ra-
lionnelles en fractions simples, corame on va voir.

IV. Faisons Fr = (x — x,) qi , alors gx est du degré
a—1 el a pour raciges z,, &, ..., ; prenant la dérivée de
Fx, il vient F'xr = 2~ (x — x;) ' 5 ¢t fr étant du degré .

II. Faisant a=0, on aB==3

que du degré n—2; alors 2, =0 ainsi sil'on divise
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n— 2, on peut appliquer le théoréme d’Euler a la fraction
Jx
Fx
la somme des résultats est nulle. Donc
flx) + S(x,)

s VP(«Z’ l) (1', - .Z',) “P’ (xa)
d’ou Yon a I'identité

NACAT f(x)

c?(xx) - (1’, - .Z’,) ?I(x:)

S(z)

La fraction @) est donc décomposée en ses fractions simples

X

J;—; ; | substituant, a cet effet, dans lesracines de Fx=0,

+ AN

T —x)q(x,) T

S(z,)

z, —x,

+ .

1
X, —x, X—x,
de cette maniére :
‘/E =" _.___‘igf?)___ .
x, désigne une des  racines de yx =0, et fx est du degré
n—1 au plus.

... etc.; on peut encore écrire ce résultat

Observation. Cette méthode ne s étend pas au cas des fac-
teurs multiples. Celle qu’on a donnée t. IV, p. 295, est plus
générale et plus élémentaire.

SUR UNE

CLASSE D’EQUATIONS DU PREMIER DEGRE,
d’aprés M. Cueuini.

I. Nous avons consigné dans les Nouveljes Annales ‘(t. V,
p. 162) lasolution élégante que M. J. Binet a donnée de cette
classe si importante d'équations dans le Joutnal de Mathé-



matiques (1. I, p. 248) ; elle est fondée sur la décomposi-

tion des fractions rationnelles. Le procédé de M. Chelini,
indépendant de cette opération, est plus rapide et plus élé-
mentaire. M. Liouville était aussi parvenu an méme procédé
(Journal de Mathématiques, t. XI, p. 466).

I1. Soit le systéme de n équations da prémier degré entre
les inconnues z,, x, ... x,:

n

s L,
a,— 1, + a,—-—a,+ e —a =1;
x, n x, x,
a,—a a,—a, ' ‘A —u¢ -
.
B R S R S—'y
a,—«, a,—a, a,—a,

a,, a, ... a, sont des quantités connues quelconques ;
@, %, ... a, sont connues et inégales.
Considérons les » inconnues z, ... x, comme étant con-
nues, et écrivons 'équation
x x, x

— 4 + ... " =1;

X —a, X —a, X —a,

chassant les dénominateurs, elle sera une équation du de-
gré n, ayant évidemment pour racines les n» quantités
a,, a,... a,. Faisons a, — x =y, I'éqnation devient :

1424

x, .
.. = =0
y-i-a—-oz + r+o,—«

équation en y degré n, ayant pour racines :

a—a,; ¢, —a,...0,—~—a,.
Chassant le dénominateur, et prenant le dernier terme de
Péquation, on a la relation connue :

(@—a)(&—a,)...(e;—a,) = (—1)"2 (e,—2,)(y—2)). . (2,— &) ,
d’oua V'on tive la walewr de x,, qui revient a celle de M. Binet
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(t. V, p- 165) ; changeant a, en 4,, et vice versd; on a la va=
leur de x,, et ainsi des autres.

III. Ce procédé de M. Chelini est assez simple pour
prendre désormais place dans les trailés élémentaires. Ces
équations ont acquis une grande célébrité par les beaux tra-
vaux de M. Lamé et les théorémes de M. Chasles sur les sur-
faces du second degré dites homofocales. En général, les
auteurs d’éléments ne font pas assez attention au choix des
exemples, qu’ils prennent au hasard, sans autre but que
d’exercer au calcul ; tandis que les exemples doivent étre
cherchés dans les ouvrages des grands maftres, et préparer
les éléves aux connaissances plus relevées dans les sciences
mathématiques et physico-mathématiques. Il est vrai que
quand nous nous mettons A écrire des Eléments , nous nous
accordons de suite la dispense de connaitre les grands matftres.
Tel médite un traité d’arithmétique qui sourirait de pitié
au conseil qu’on lui donnerait d’étudier auparavant la théo-
rie des nombres de Legendre. 11 est si commode d’enseigner
sans avoir besoin d’apprendre.

NOTE
sur Uéquation z° =1 —z)>™ (t. VI ,~p. 32).

Cette équation peut se mettre sous la forme :

1 —2z\™™
Z=( 2 ) H

o o1—z 1
faisant !——z-= -, dou z=
2 u

t—u=1,

équation déja discutée (t. II, p. 321).
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THEOREME DE FERMAT

sur un trinéme; démonstration de M. Lamé, projet
de souscription.

L’équation trindme z"— x"—y" =0, lorsque » est un
nombre entier supérieur a 2, ne peut étre résolue en nombres
rationnels; en d’autres termes, la surface représentée par
cette équation et sous la condition énoncée, n’a ancun point
ayant ses trois coordonnées simultanément rationnelles; pro-
priété de I’espace que la géométrie est incapable de démon-
trer par ses propres moyens, et a laquelle les Grecs auraient
attaché une immense importance, 4 en juger par l'interven-
tion divine qu’ils réclamaient pour le probléme subalterne de
la Duplication du cube. Prés de deux siécles se sont écoulés
depuis que le théoréme a été publié (*). Les tétes mathéma-
tiques les plus fortement organisées, et on les rencontre d’or-
dinaire dans le champ des nombres, ont médité ce théoréme;
leurs efforts n’ont abouti qu’a le démontrer assez péniblement
pour le ternaire (Euler); le quaternaire (Fermat et Euler);
le quinaire (Dirichlet ct Legendre) ; le septénaire (Dirichlet
et Lamé) ; une démons(ration générale semblait désespérce,
Les Euler, les Lagrange, les Legendre, les Abel, parmi les
absents; Gauss, hors rang, les Cauchy, les Jacobi, les Poin-
sot, les Lesbegue, y avaient presque renoncé; lorsqu’a la
séance dc P’Académie des sciences de Paris, du 1°r mars de
cette année , un de ses membres est venu exposer une dé-

(*) Arithmorum libri sex, de numeris multangulis liber unus, cum inter-
pretatione et commentariis Claudii Bachetii, et observationibus Pauli de
Fermat. Accessit Doctrin® analytice inventum novum ejusdem de Fermat.
Tolosa, 1670, fol.
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monstration générale, d’une simplicité presque élémen-
taire (*); elle est fondée sur la théorie si importante des ra-
cines complexes des équations, sur laquelle les Nowvelles
Annales ont appelé depuis longtemps l'attention des pro-
fesseurs (t. II, p. 527, et t. III, p. 41 et 145).” L'illustre
arithmologue démontre rigoureusement que la somme des
n¥éme puissances de deux nombres complexes d’une certaine
forme, est décomposable en  facteurscomplexes de la méme
forme (p. 313); mais cette décomposition n’est-elle possible
que de cette maniére? voila ce qui reste a éclaircir. Mais déja
dans I’état actuel, c’est une admirable invention qui ajou-
tera a la gloire du pays, si le pays sait la reconnaitre. Mal-
heureusement les vérités abstraites ne frappent pas 1'imagi-
nation de la multitude, et leur découverte, quelle qu’en soit
la grandeur, n’a point de retentissement. C’est un motif de
plus pour que Ics grands géométres, ’honneur de notre Aca-
démie, et justes appréciateurs de tout mérite transcendant,
s'empressent de voter un monument a leur illustre con-
frére; une médaille d’or, offertc a V'auteur, transmeitrait
a la postérité un témoignage de la reconnaissance contem-
poraine. C’est le sujet de la lettre suivante que j’ai adressée
au célébre rédacteur du Journal des Mathématiques.

Monsieur le Rédacteur,

M. Lamé vient de présenter a 'Académie la démonstra-
tion du théoréme de Fermat. C’est la plus grande découverte
du siécle , dans le monde mathématique. Car le vrai dyna-
momeétre du génie est placé dans la théorie des nombres.
C’est Yopinion d’Euler , homme qui s’y connaissait.

La gloire d’une découverte ne devient nationale que pour la

(*) C. Rendus, ne 9, (1er mars 1847), p. 310; publiés le 6 mars.
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nation qui sait 'apprécier. Ne nous laissons pas devancer.
Votre journal et son Rédacteur dccupent une haute place
dans la science. Ouvrez une souscription qui permette aux
géomeétres de tous pays d'offrir a votre illustre confrére un
hommage d’admiration et de reconnaissance. Il vous appar-
tient de fixer le mode et1’emploi de la souscription. Veuillez
accepter mon obole, et m’inscrire pour quinze francs.

Agréez les salutations de votre trés-dévoué ,

O. TEerQUEM.
3 mars 1847.

~ QUESTIONS.

140. En projetant cylindriqguement deux hyperboles con-
Juguées sur un plan, les projections sont des hyperboles con-
Juguées; mais que deviennent les hyperboles conjuguées en
les projetant coniquement sur un plan?

141. Soient A,, A, .., A, trois termes consécutifs d’'une
série récurrente. Si I'on forme la série qui a pour terme gé-
néral A A, .. — A’ ., elleest aussi récurrente. (Fourier.)

142. Un cone du second degré étant coupé par un plan
perpendiculaire 2 un plan principal , concevons une sphére
concentrique au cone et touchant le plan coupant ; le plan
tangent & la sphére, mené perpendiculairement au plan prin-
cipal, coupe celui-ci saivant une droite dont la partie inter-
ceptée dans le cone est égale au paramétre de la section
conique. (Jacques Bernoulli.)

143. Connaissant le centre et un point d’'une hyperbole
équilatére , trouver le lieu des sommets et le lieu des foyers.
(Serret.)
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MEMOIRE

sur la résolution de deux équations d& deux inconnuss.

PAR M. OSSIAN BONNET,
Répétiteur & PEcole polytechnique.

(Suite. Voyez page 54.)

§ 2. Démonstration des deux lemmes sur lesquels repose la
résolution de deux équations & deux inconnues.

1* Lemme. Soient A, B, C trois fonctions de deux varia-
bles x et y vérifiant la relation

(1) A=BM+G,

M étant ausst une fonction de x et de y, je dis que les solutions
du systéme A =0, B==0 sont les mémes que celles du systéme
B=0, C=0, ou comme nous sommes convenus de I'écrire pour
abréger, que
[A, B] = [B, C].

D’abord il est évident que si un systéme de valeurs de x et
de y, x=a, x=0 annulent A et B, ces mémes valeurs annu-
leront B ct C, et réciproquement ; ce qu’il importe donc de
démontrer, c’est qu’une solution ecommune aux deux sys-
témes , a dans les deux le méme degré de multiplicité. Appe-
lons yn, yp,...7r, les valeurs de z tirées de I'équation
B=0, quise réduisenta « quand on y fait y—=8, si nous por-
tons successivement ces valeurs a la place de x dans la re-
lation (1), il viendra

A, =C,

=G
Ar -‘-‘-‘-Cr
en appelant As, Ap, ... A, ce que devient A ‘pour
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ZX=Yn,Ypr-JryelCq, Cp,...Cr, ce que devient C
pour les mémes hypothéses. De la nous tirons

AnAp...Ay =CsCp... Gy
Or le degré d'infiniment petit par rapport a y—B du premier
membre indique le degré de multiplicité de la solution
xr=qa, y=0 dans le systtme A—0, B=0, et celui du second
membre le degré de multiplicité de la méme solution dans le
systéme B=0, C =0 : ces deux degrés de multiplicité sont
donc égaux.

2¢ Lemme. Tout systéme de deux équations de la forme
AB=0, C=0, peut étre remplacé par les deuzx systémes A=0,
C=0, ¢t B=0, C=0; en d’autres termes, ‘

[AB, C] = [A, C] 4 [B, C].

Il est évident d’abord qu’un systéme de valeurs de x et
de y, r=«, y=, qui annulent AB et C, doivent nécessaire-
ment annuler A et C, ou B et C, ct réciproquement. Ce qu’il
suffit donc de démontrer, c’est quen appelant v, v, " les
degrés de multiplicité respectifs de la solution z=«, y =
dans les trois systémes (AB=0, C=0), (A=0, C=0), (B=0,
C=0), on a toujours v="1'-}+". Appelons yn, yp, ... Ir
les valeurs de x tirées de Y'équation C=0, qui se réduisent &
= quand on y fait y=0; substituons successivement ces ra-
cinesalaplace de x dans A et dans B, et soient Ap , Ap...Ay
Bn, By ... B, les résultats obtenus; »sera égal au degré
d’infiniment petit par rapport a y—8, du produit

AnBnAp By ... Ay By,
et»' et v aux degrés d’infiniment petit par rapport a y—8,
des produits
AnAp... Ay
BnByp... B, .
D’aprés cela, il est bien évident que v=1'}>", comme il
fallait le démontrer.

et
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§ 3. Méthode rigoureuse pour ramener la résolution d'un
systéme de deux équations d deuz inconnues & celle de plu~-
sieurs systémes composés d'une équation @ une inconnue et
d’une équation ¢ deux inconnues.

Soient A=0, B=0 les deux équations proposées. Appli-
quonsaux premiers membres, quenous supposons débarrassés
de tous leurs facteurs fonctions de x , fonctions de y et fonc-
tionsde x et y, le procédé connu du plus grand commun divi-
seur; si 959.y9s-- g, et Rr, R, R, L R__r , r, sont
les quotients et les restes successifs, et ¢, c,, c, ... ¢, les fonc-
tions de ¥ par lesquelles on a di multiplier les dividendes
pour obtenir des quotients entiers par rapport a y, nous au-
rons la suite des relations

cA=Bqg+ Rr

¢B=Rq,+ R,

cR=Rg, Ry,
) ?

C”R"__‘= R n--7n+rn‘

Or la premiére relation nous donne, en vertu du premier
lemme (§ 2),
[CA7B] =[B9R"] s

d’ou, en vertu du second lemme (§ 2) ::

[A,B] + [C’B] =[Brl{) + [I',B] ’
d’ou

[AvB] = [B)R] -+ [",B] - [C,B]F
de méme la seconde relation donne :

[B7R] = [R)Rn] + [”. 7R} - [L‘UR]!
la troisiéme :

[R’Ru]= [Bn R:} + [r,,R,} - [C,, R,] )

ANN. DR MATREM, VI, 10
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et ainsi de suite; enfin la derniére .
[RH’ Rn—-l] = [r" ’ B'»—l] - [c- ’ Rn] .

Ajoutant toutes ces égalités et supprimant les termes com-
muns aux deux membres, il vient :

[l‘, B]+[P,, R]+[!‘,, R-]+"'+[’n7 B’h—l}

BI=) _fe, BI—(e,, RI—[ey R)—.—[css B,

ce qui rameéne la résolution du systéme proposé a celle de
2(n41) autres systémes composés chacun d’une équation a
une inconnue et d’une équation a deux inconnues.

$ 4. Simplification de la méthode précédente. — Démonstra-
tion compléte du théoréme de MM. Labatie et Sarrus.

Proposons-nous de simplifier les résultats qu’a fournis la
méthode précédente, en cherchant & retrancher d’une ma-
niére geénérale et algébrique les solutions [c, B], [c,, R],
[c.s R],...[c,» R,_] dessolutions [, B], [r,, R], [, R,]...
. [r,, R,_]. Reprenons les relations (1) du paragraphe
précédent, et pour simplifier le raisonnement, supposons-y
n=1,, ce qui les réduira a

cA =Bg-+ Rr

cB=Rqg,+Rr

1) (eR =Rg,+Rr,

¢k, = Rg, -+ Ry,

cR, =Ry, 41,
La premiére nous donnera, comme on I’a va plus haat ,

[A, B]=[B, R]+4[r, B]—[c, B].

Appelons d le plus grand commun divisenr entre » 6t ¢,
d divisant exactement r et ¢, on aura (lemme 2) :

[ B]=[§, B]+[d, B, [o B]=[§, B]+ [d, B],
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el par conséquent , eit substituant dans la derniére.relation ,
. . e
A, B=(8, R [ 58] - [5: 8]
mais 4 étant le plus grand commun diviseur entre ret c, les

r c .
quotients 2% 7 sont premiers entre eux; les solutions

[-3, B] sont donc distinctes des solutions [%, B]; cela

nous montre que ces, derniéres solutions sont toutes conte-
nues dans [A, B], et qu'en posant:

(4, Bj=| 5, B] -+, B,

ona:
@) [A.»B]=[B, R]— [g, B

Considérons la seconde des relations (1). Nous en tirons
d’abord : ’
(B, R}=[R,R,]+[r, R]e[c,, R],
d’ou, en appelant 4, le plus grand commun diviseur entre
r.et c,, et opérant comme plus haut,

(B, RI=(R R+ [ 5, k][ 2. =],

substituons cette valear de [B, R] dans V'égatité (2), il
viendra :

o wom=nnsefg b -

appelons d," le plus grand commun diviseur entre 7— et 7
]

je dis que V'on aura :

(4, R]=[4,", B];
En effet, divisantles deux membres de la premiére des éga-
lités (1) par 4, il vient :



— 150 —
(@ 5A=BQ+RZ,
ouQ= — est entier, pmsque et :-‘1 le sont; or d,” étant un

diviseur dez, on a (lemme1):

, r
d", BQ]: [d,',R Z]’

doi r., . , 4 . d”
ou, 7 étant premier avec 7 et par suite avec a,,

(4., B]+[d/, Q]“[d.”, R],
d'ou
(4", B] [d.”, R];

mais d’un autre coté, si 'on divise par d,'les deux mem-
bres de la seconde des équations (1), ce qui donne :

c, T,
(%) 5 B =RQ,+R, 7
on peut en déduire semblablement
[a.", [d,”, B].

Nous conclurons de 1a que
[4", B]=[4, R];
donc, en remarquant que

PRSE R

on pourra écrire la relation (3) sous la forme :

[, BI=(R, Ri+ [ 7, R]- [dde] |z »];

etjcomme les deuxquotienls— et =

et

rld' sont V'un et 'autre pre-
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miers avec L d =,

d’on résulte que les solutions [ av R]
[Z;—,,, B] sont distincles des solutions [-d—,-"i-T,-, R]; on
peut conclure que ces derniéres solutions sont contenues
dans [A,, B], et qu'en posant :

[, Bl=[ 75 R]+0A,, B,
ona: '

T c c,
® (4o Bl=I Rl—[ 77 B |-[ 52 R ]
Passons a la troisiéme des égalités (1) ; nous en tirons :
[B’ Rx] = [Rx s Ra] + [ri b Rl] - [c: b Rl]’

d’oli, en appelant 2 le plus grand commun diviseur entre
r, et c,, et opérant comme plus haut :

[R, R]=(R., R,]+ [di, R{]-—-[di:,, B(].

Substituons cette valeur de [R, R,] dans la relation {4), ce
qui donne :

Cr, c
© (4, BI=[R, R)+| Z R~ 7 B
cl c:l
”‘[Z” R]-—[‘—t-,, R |,

et appelons 4 le plus grand commun diviseur entre
rz c. . . Py

i et 7 1e dis que ’'on aura :

4., R]=[d.",R].

En effet, divisant par d, les deux membres de la seconde des
égalités (1), il vient :

c, i
() 78= RQAR. 7
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Qr 4, élant un diviseur de S ? ,ona:
[d,", RQ,] = [d” R,;’,],

dz”’ R]+[dn Q]—’[ 2 va]

donc

puisque - est premier ayec - et par suite avec d,"; done

d’ d’

' d" R} [ R];
[2'} ]<[a R,],

d’un autre coté, si Pon divise par 4, les deux membres de
la troisiéme des égalités (1), ce qui donne :

(d) d’R RQ3+R:d/1
on pouri-a dire que d," étant un diviseur de 2’1, , 0N a:
[, Re)=| 4", Zr],

4, R] Z [4.", R].

d'ou

Nous conclurons de 12
[d:,/ I] d:”’ R] 7

et par conséquent, en remarquant que

7 ® = v ]+ r
[z, ®)=[a5 R]+wnm,

que I’égalité (5) peut se-mettre sous la forme :

© [aoBl=[, B+ [ 70 m] =[5 B]-

¢, c,
—[;,—,, “]—[37’ “-]-

et
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Appelons encore d," le plus grand commun diviscur entre
je dis que l'on aura -

[dlm’ R.] —_ [d'll//, B] .
En effet, entre les deux égalités

T e
@

c ) r

S A=BQ+RZ,

% B—RQ.+R,—

;1-:! - Q + xdl’

déja considérées , éliminons R; puis I'égalité finale obte-
nue, divisons ses deux membres par 4, plus grand com--

-, r
mun diviseur entre dl d’ il viendra :

"l
danA'—BQ"'R - d'/dllm
el — le sont. Mais

r
ou Q est entier, puisque —— 7 d”’ = ad

4" élant un diviseur de -d—d—,-, ,0D4:

m r " r, .
d BQ] [d’ ’ ! d l'dl"J’

donc

[d,”’,B] +[4.",Q1=[4,", R,] ;
pmsque ¢ d' d ——- sont premiers avec ——-, d 7 et par suite avec
d!"; donc

[, B Z [4", R,
D’un autre coté, si l'on élimine R entre les deux égalités

c, r,

EI B=RQ|+ R' 7)

C, r,

~R=RQ+R.7,

et que I'élimination faite, on divise de part et d’autre par
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d,' plus grand commun diviseur entre - ,, il viendra :

dl
1"
dld"dlB RQ +RQ'd’dH7

et d étant un diviseur de

d’ d —, qui d’ailleurs est premier

avec ——; d' d - @ d"’ on verra de méme que
[d,’”, R‘] Z[d’lh, B].
Nous conclurons de 1a
(4", R,] =[d,", B],

et par conséquent en remarquant que

14
[d zl"R] [ 'd"d"l’R]+[d ’Rl]

c c ‘ "
[z 2] =lzrap- 8] + @ m,

que I'on peut écrire la relation (6) sous la forme :
r, i Toc ’
[A,,B]=[R,R] 4 [W’ RJ — [Wa B] -

Cl 2
R P

2 cl c

donc les solutions [ 7 RJ

et

Actuellement les trois quotients sont

3 rﬂ
premiers avec ———r;
aaar

[;1-,%7, RJ ’ [:l-déd_”” B] sont distinctes des solutions

r,
[m ) R,]. Cela nous montre que ces derniéres solu-
tions sont {outes renfermées dans [A,, B,] , et que Y'on peut

par conséquent poser

r‘
[Au') Bn] = [mﬁ? R:] + [Asa Bl] '
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ce qui donne :

UH%M#EJ&{@%@ﬂ—b%m] [ 5]
Passons a la quatriéme des relations (1), nous en tirons :
[Rx b Rz] = [R:) RS] + ["3, Rn] - [CJ b Rz] 3

d’ou, en appelant 4/ le plus grand commun diviseur entre
r, et ¢, , et opérant comme plus haut ,

& R]=R, R+ |3, &]—| 2. &)

Substituant cette valeur de [R,, R,] dans la relation (7), il
viendra :

® [A Bl=[R, R]+ |7 R .[32%;m,n]-

[pen] [~ n]

Appelons 4, le plus grand commun diviseur entre -5 d’ -5—’-,,
je dis que 'on aura :
4", R,] = [4), R].

11 suffit, en effet, de considérer les deux égalités :
R,
d' R R Q + dr ’

ZR=RQ+R 2,

obtenues en divisant la troisiéme des égalités (1) par 4, et
la quatriéme par d;, et de raisonner sur elles comme on I'a
déja fait sur les égalités (a) et () ou sur les égalités (c) et (d).
La relation

[, R,)) =[d., R]

permet de mettre 1’égalité (8) sous la forme -
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r, ¢
9) [Ala Bs] = [Bn Rs] + [W’n Ba] - [W? B] )

c, C,
pEcal b Y

11 suffit de remarquer que

dr 9 2] [d'd”, Rz] + [di"’ Rz] ’

cﬂ c’
[_d_; : n,] = [3,’7?"’ R,] 4 [4r,R).
Appelons encore 4," le plus grand commun diviseur entre
l‘, C, . . .

Td d'd”; je dis que l'on aura :

(4", R,)= [ds”” R].
En effet, entre les deux égalités :

€ n .

E‘,‘B'—RQ:_{’—BI d: ’

d ' R R Q + Ri d (A

éliminons R,, puis, I'égalité finale obtenue, divisons ses
deux membres par d,", plus grand commun diviseur entre

r, C, N .
—=et—=, il viendra :
du’ d,' 7

T,

C, __ ' r, T
d.fdan QaB - RQ; + Ra (Iq’d;". li,’ .
Or d." élant un diviseur de E’C_;lﬁ’ ona:
r » I f' rl
[d3”,7 RQ:]=|: " Rnd/dud/]i

done
4,", RQ/1=[4,", R,],
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puisque d ; d” ——; sont premlers avet ——, el par suite

’d
avec d,"’; donc
{4.", R] 4", R,}.

D’un autre c6té, si on élimine R, entre les daux égalités

ZR= RQ-{-R,d,,

;l':y‘ R=R,Q, +R, 'd—}' ’
et que, I'élimination faite, on divise de part et d’autre par
d)' plus grand commun divisear entre d’ ,llwendra
d/d”d’R RQ”+R3Qid/dHY
et d" étant un diviseur de ——, Z d"’ qui d’ailleurs est premier
avee —=— d - et = d:’ , on trouvera de méme :
(", R]_ <" R

Nous conclurons de la
[d;", R] = [damv R,] ’

et par conséquent en remarquant que
r. r.
[zzr) =z &)+ v
c‘ "
|7 & | = | i ]+ 12710,

que P'on peut écrire la relation (9) sous la forme:
- 7 c
(10) 8., BJ=[R., B +| 77 B || g B

[d d"dln’ R] [d d"’ '] [d" R]
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Appclons enfin 4,"" le plus grand commun diviseur entre
r, c . . ,
T dr el g i dis que I'on aura :
y 1 2

(4", R} = [4,", B].
Pour le démontrer, entre les deux égalités
(4 r r
aayp QA =B+ R, G o

Cl ! I rl
/dn d' B—RIQ"‘I'R:Qva
éliminons R,, puis, V'égalité finale obtenue, divisons ses
deux membres par 4, plus grand commun diviseur entre

c
dd 7
aux trois termes, il viendra :

,r T et par Q, , qui sera facteur a deux et par suite

rl r)

¢ A " i .
darap A =P NG gan Tarar

. c
or d;'" étant un diviseur d¢ ———,0na:
dd‘!!darl

" me r r, Ty
(@, QM= 4", NG 7 |

", BQ!=(4", )

donc

puisque ——-—7; Sont premiers avec

r c
27 d'd"’ d'd"d"' dd,”d,""

et par suite avec d,"' ; donc
[4,",B) _ [4", R.],

D’un autre c6té, si on élimine R entre les deux égalités

r

c, —_ ] T, I
WQ:B—RQI +R= d Id 7] d' ’

C, "
d’d" dtR"—RQ +RiQ ddu)

et que, Vélimination faite, on divise par d," plus grand com-
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mun diviseur entre —> Z d T et d ——, et par Q, facteur com-

mun a tous les termes, il viendra :

C, C, O, o ’ rs
aayay Ty a R g
et d,"" étant un diviseur de ——7 Z d = d 7 ) qui d’ailleurs est pre-

mier avec —> L on trouvera de méme
> ) 7070009 :
d' d'd!’ d'd''d) ‘

(4", R) (4", B];
de 1a nous conclurons
(4", R]=[d,", B],
et par suite , en remarquant que

[d'd"d"’,R] [ Id”d’"d””’R]-}.[ " Ra]

c 5 c .
[W’ B] =l3m;717: B]+ (<", B],

que I'on peut mettre I'égalité (10) sous la forme :

r,
[As, R]=[R,, Ra]-i‘[mm R.]

c c, 1
c, - c
e r )

Actuellement les quatre quotients

et

c, c, e,
d; ? d’I dg” ’ d.’ d’ll d’I’I ’

sont premiers avec les solutions

¢ r,

[
7 R [, R][ 7 .,,R] [—u—,—— B]
[d ? a]’ d"'l b d d d [ b dd, d’lldslm'i

sont donc distinctes des solations [W’ R,}|, donc
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ces derniéres solutions sont toutes renfermees dans [A,,B,];
posant des lors :

rﬁ
[A;y B)= [m s R=]+ {A¢y By,
on aura :

~ ~ c
(11) [Au BA]Z[RU R,]— I m, B]

e,
|z *Ha s Ha »)

(La fin prochainement. )

DEMONSTRATION

d’un théoréme de M. CuasLes, sur lesrayons vecteurs des conigques.

(Question d’examen, voir t. V, p. 702.)

o

Quand deux courbes du second degré ont un foyer commun ,
st Uon méne de ce point deux rayons vecteurs auz extrémités
d’un diamétre quelconque de U'une des courbes, la somme oula
différence de ces rayons divisés respectivement par les rayons
de la seconde courbe, dirigés suivant les mémes droites que les
premiers, est constante.

1. Je supposerai, d’abord , que la premiére courbe est une
ellipse. Je nommerai 2z son grand axe; 2c¢ la distanceé de ses

deux foyers F, I’ (fig. 23;; e le rapport -2; r, r' les rayons

vecteurs Fd, Fd', menés du foyer F aux extrémités d, d'
d’un diamétre quelconque dCd' de VPellipse.

Le quadrilatére FdF'd' étaut ¢évidemment un parallélo-
gramme, on a, pour toutes les directions données au dia-
métre dCd' -

Fd+Fd=Fd4-Fd, ou r+4r=2a ()
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Soient FD, FD', ou R, R/, les rayons vecteurs de la se-
conde courbe, dirigés suivant Fd, Fd'; et GG' la directrice
correspondante au foyer F. La direction de I'axe focal de
cette courbe s’obtiendra en abaissant du foyer F une per-
pendiculaire FN sur la directrice GG'.

Je prends pour axe des abscisses positives le prolongement
FX de la perpendiculaire NF, et je place au point F Vori-
gine des coordonnées ; 'axe des y sera la droite FY perpen-
diculaire sur FX.

En désignant par 8 I'angle F'FX | I'abscisse CM du centre
C de D’ellipse sera FC X cosd, ou ccosd; et si x, x’ repré-
sentent les abscisses des extrémités d, 4' du diamétre &Cd',
on aura, quelle que soit la direction de ce diamétre :

x 4+ x' =2¢. cosd. (2)

Actuellement , je nomme :

¢ le rapport invariable des distances DF, DG d’un point
quelconque de la seconde courbe au foyer F, et a la direc-
trice correspondante ;

p' le demi-paramétre, ou l'ordonnée correspondante au
foyer, qui est évidlemment égale au produit FN X €' ;

X, X/, les abscisses des extrémités D, D’ des rayons R, R'.

Et je distingue deux cas : la seconde courbe est une ellipse
ou une parabole, ou bien une hyperbole.

2. Lorsque la seconde courbe est une ellipse ou ane para-
bole, les trois points D, D', F sont toujours situés d'un
méme coOté de la directrice GG'. Et, suivant que l'abscisse
du point D sera positive ou négative, on aura, en abaissant
de ce point une perpendiculaire DH sur 'axe des y, qui
rencontre en G la directrice :

FD = DG X ¢ = (DH+ FN)¢,
ou FD = DG x ¢ = (FN — DH)¢,
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ce qui donne, dans les deux hypothéses, en tenant compte
du signe de X : _

R=p'}X. (3)
On a de méme : R'=p'4 X' , )
Les valeurs de R, R', déterminées par les formules (3) et (%),
sont nécessairement positives.

De plus, les triangles semblables Fdk, FDH donnent
Fd _ Fh
= i Lorsque les rayons Fd, FD ou r, R, sont dirigés

dans le méme sens, les abscisses =, X, des points &, D ont
. Fh
le méme signe , et 'on peut substituer au rapport —— celui

FH
des abscisses x, X. Alors, I'égalité précédente devient .

; .7"

®) == ®

f’;:;, on trouve de méme

Au moyen de ces relations, il est facile de démontrer le
théoréme énoncé.

En effet, remplacez dans V'équation (3) X par sa valeur

R . . . .
Tx déduite de ’équation (5), il en résultera successivement :

R —l
R—p+e x; Rr=p'r+4¢Rx; -&ZL‘—[;—I' 7

Par un calcul entiérement semblable, les équations (4) et
(6) donnent :
r re—e'x! 8
Rl P! ° ( )

d r)—¢€ x
On a donc l—';+1'~{—,==(r+ ) P,e(x+ ), ou parce que

r4-r=2a, et x4’ =2c.cosd:

2a — 2¢e'c.cos8¢ 2a
i +_§.., = -—17——-—-:*;-(1‘-80 cosa) (9)
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Gette derniére égalité démontre que la somme des rapports
r r
R’ RI

Remarque. Si les rayons R, R', étaient dirigés en sens
contraires de r, ', les abscisses X, X', auraient des signes
différents de ceux des abscisses x, x'. Alors, les équations

= est une quantité constante.

! ’
(5) et (6) deviennent %:—-——%, I%:—%; on en déduit
1.0
X — _E{f X' = —R—f-, et il faut remplacer x, «/, par
r

—x, — x', dans le calcul qui a conduit aux relations (7) et
(8). Cette substitution donne :

’ ’J ! aa!
i;- r_;ex, Ir{, =ip:i, et par suite :

2e'c. o 2
i_*_ﬁ:g“"‘_;f’_‘fﬁ‘i Pa - ee'cosd); (10)

de sorte que si I'on désigne par R,, R, les rayons vecteurs
de la seconde courbe, dirigés en sens contraires des rayons r,
7, de la premiére, on aura constamment :

r ha
RT R + TR R' — 7

3. Supposons, maintenant, que la seconde courbe est une
hyperbole (fig. 24).

Lorsque Vextrémité du rayon vecteur FD ou R appartien-
dra ala branche DM'D' dont tous les points sont situés , par
rapport a la directrice GG/, du méme coté que le foyer F
commun aux deux courbes, on aura toujours :

R=p'+X; (3;
et par conséquent :
r r—ex r__rdeéx
E - P’ 9 ou I—{ - pl b

ANN. DE MATRENM. VI, i1
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suivant que r, R seront dirigés dans le méme sens ou en sens
contraires.

Mais si le rayon considéré est la droite FM dont Yextré--
mité appartient a la seconde branche de I'hyperbole, la va-
leur absolue de R sera donnée par la formule R—=—(p'}-¢'X),
comme il est facile de le voir, en abaissant du point M une
perpendiculaire MG' sur la directrice. Alorson a:

I_r;= _ (r—];:z.r) . ou }—;= _ (r—-;’e.r) ,
suivant que 7 et R ont la méme direction ou des directions
opposées.

Enfin, lorsque Fd ou r coincide avec Y'une des deux
droites Fb, Fa, menées par le foyer F parallélement aux
asymplotes a la branche DD’ de I'’hyperbole, on a R= ,

t — =0
e R—.

Cela posé, menons une droite du poiut & au centre C de
Vellipse , que nous supposons situé dans l'angle 0Fa ;
I'extrémil¢ U’ du diamétre 6C)' peunt avoir trois positions
différentes : ce point sera exlérieur ou intéricur a Pangle
bFa ( figures 24 et 25), ou bien il coincidera avec le point
a (fig. 26).

1° Le point 0’ étant (fig. 24) hors de I'angle b Fa ; quelle
que soit la direction donnée au diamétre de lellipse, les
rayons vecteurs r, ', menés aux extrémités du diameétre,
ne pourront étre situ¢s, tous deux, dans lintérieur de
I'angle 4Fa.

Si les rayons r, », ont les directions Fd, Fd’, extérieures
a bFa, les droites Fd, Fd', prolongces, s'il est nécessaire,
rencoutreront la premiére branche de Phyperbole en des
points D, D', et on aura :

r Fd r—ex r YVd r—eéex

I{:E=“ 17/ bl Pl' I“DI pl 9
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par conséquent : -
r r 2a-—2€ccosd 2a ,
ﬁ-}-ﬁ,-————}’r—-———?ﬂ—ee 0053).

Si I'un des rayons iz, ou r, est dans Pangle 6Fa, Pautre
Fm', ou r', sera hors de cet angle ; dans ce cas, prolongez la
droite mF jusqu’a ce qu’elle rencontre la seconde branche de
Thyperbole en un point M. 11 en résultera :

r Fm (r—eéwx)
—_, T e T e ———
R FM P
D’ailleurs » r —Fm’—r’_e'x,'
’ RTFM™  p' "’
,. F r 2a—2edccosd 2a
dou H E—I—{:———?————:}T(i—ee'cosa).

r
Eofin, lorsque r, 7, sont Fé, Fb'; on a E =0, et
r_Fb  r—cx
R~ FB r
1
Mais r'—e'x'=2a—2¢'ccosd. En effet, 7 représentant

le cosinus de 'angle bFX, que l'une des asymptotes de
I'hyberbole fait avec 'axe focal de cette courbe, I’abscisse

, . 1 r
x du point b est égale a Fb X o donc = ou ex=r.

On a de plus (§1, pages 150, 151),
r=2a—r, x'=2¢c0s¢ —x;
ces équations donnent immédiatement :
r'—e'x’'=2a-—2¢'c.cosd.
Ainsi :
I%____Qa—-f’..;:c.cosazgpz (1= e € coss).
2° Quand le point &' est dans I'angle 6Fa (fig. 25), les

rayons vecteurs r, 7, peuvent étre dirigés suivant des droites
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Fm, Fn?, intérieures a cet angle. Ces rayons prolongés ren-
contreront la seconde branche de I'hyperbole en des points
M, M’ etonaura :

_r:__Fm___ r—eéx r__Fm r—e'x! )
RTFM™ ( P ) RTOFM (T '
d’'ou
r , r _2dccosi—2a 2a,
_ﬁ.+i{_7_———-—-ﬂ __.;;(ee cosé—1).

Si I'un des rayons r, ou Fd, est intérieur, et lautre, Fd,
extérieur a I'angle bFa, cn prolongeant le premier jusqu’a
la rencontre de la seconde branche de Y'hyperbole, il en

résultera :
r Fd r—ex r Fd r—eéx
i 0 (—p—) R 5
. r r 2¢ccosd—2a
et par suite : AR ———-I;;——-

Enfin en donnant aux rayons r, 7', les directions Fb, Fb',

r 2c.cos0—2a r

on trouve : e __}J——’ E:0.

3° Lorsque les points b, a, sont les extrémités d’un dia-
meétre de Vellipse (fig. 26), les rayons vecteurs r, r', menés du
foyer aux extrémités d’un autre diamétre, seront toujours :
I'un, Fd, extérieur, et V'autre, Fd', intéricur a I'angle 6Fa.
On prolongera Fd' jusqu’a la seconde branche de I’hyperbole
en D', et on aura :
r Fd (r’ —e’x’) r_Fd r—éx

—_— ), s —
p

T
d’ou :
r r 2a—2lccoss 2a ,
ﬁ——-ﬁ———}?——— = ';,' (1—ee€'cosa).

1 . .
Mais 2a —2¢'ccosd =0. En effet, 5 représentant le cosi-

nusde 'angleque les asymptotesde 'hyperbolefont avec 'axe
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FX de la courbe , 1a somme des abscisses des points b, a, est

Fo+Fa 2 .
égale a —: = ‘-:71-. D’ailleurs la somme des mémes ab-

. 2a
scisses est 2¢.cosd; on a donc 7= 2c.cosd,;

ou 2a — 2e'c.cosd =0.

’

R r r
Par conséquent, on aura constamment E-—E,=0. Ce

qui donne la proportion :
Fd:Fd'::FD:FD'.

On pourrait encore supposer que le centre C de Vellipse
est situé hors de I'angle bFa , ou sur I'un des cotés de cet
angle, mais 'examen de ces deux cas ne donnerait lieu &
aucune observation nouvelle. D’aprés ce qui précéde, il
sera toujours facile de voir dans quels sens on doit prendre
les rayons R, R’ pour que la somme ou la différence des rap-
r r
R’R”
données au diamétre de 'ellipsc.

ports soit constante, pour toutes les directions

4. 1l reste a démontrer le théoréme, dans ’hypothése ou la
premiére courbe est une hyperbole (f£ig. 27).

En conservant la nolation adoptée (§ 1, pages 150 et 151),

et disposant les axes des coordonnées de la méme maniére,
on aura évidemment :

r—r=Fd—Fd'=2a.... (1), et x4 2'=2.c.cosd.... (2).
Si la seconde courbe est une ellipse ou une parabole, la
r

valeur absolue du rapport R

sera donnée par ’'une ou l'autre

des formules :
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suivant que R et r seront dirigés dans le méme sens, ou en
sens contraires (§ 2, page 151); et de méme :
¥ or—ex rr4ex

]—):’::-—}7,——...- (5), ou E: '——P'—..-- (6).

En retranchant I'équation (6) de I’équation (3), membre
a membre, il vient :

— ——— T ———

d’ou :
r r  2a—2c.cosé¢ 2a

—————  — —— — —(1—e€'c0sT). . ... (7
iR % 7 ) )

et si I'on retranche l’équation (5) de (4), il en résulte :

Dans chacune des relations (7) et (8), r représente le plus
grand des deux rayons vecteurs menés du foyer F aux ex-
trémités d'un diamétre de 1'hyperbole. La premiére de ces
deux formules, (7), convient au cas ou R, r, ont la méme
direction, et R', 7', des directions opposées. Dans la seconde,
(8), on suppose, au contraire, les rayons R, r, en pro-
longement I'un de l'autre, et r', R, dirigés dans le méme
sens.

F

Remarque. Si R,, R',, représentent des rayons de sens
conlraires a r, 7, on aura :

r r  lha
KW +1T‘1T'—}7‘

Lorsque la seconde courbe considérée est aussi une hy-
perbole, on trouve encore, au moyen des formules établies
(N. 3, page 153), que la somme ou la différence des rayons
r, r', divisés respectivement par les rayons de la seconde

courbe, dirigés suivant les mémes droites que les premiers,
est constante. G.
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CONCOURS DE MATHEMATIQUES SPECIALES, 1846.

PAR M. DROUETS,
Eléve a PEcole de la Fléche (*).

Etant donnée une ellipse , si on lug circonscrit desrectangles
tels que ABCD, on sait que tous les sommets sont situés sur un
méme cercle concentrique d Uellipse ( fig. 29 ).

Cela étant admis, des points de contact N et Q de denx
cOlés opposés du rectangle, on méne deux droites au point
de contact M, de I'un des devx autres cotés, Yon demande
de prouver 1° que ces deux droites MN, MQ sont également
inclinées sur le cOlé AB; 2° que lear somme MN et MQ est
constante; 3° que les cotés MN, MQ enveloppent une ellipse
confocale a la premiére.

Les tangentes BD, AC étant paralléles, la ligne NQ est
un diamétre; les cordes NM, MQ sont des cordes supplé-
mentaires, donc elles sont paralléles & un systéme de dia-
métres conjugués, c’est-a-dire que si par le centre O on leur
meéne des paralléles, ces droites formeront un systéme de
diamétres conjugués. Mais on sail encore que si aux poinl(s
M et N on méne des tangentes a l'ellipse, eiles concourent
en un point B du conjugué de MN, donc OB et OA sont
respectivement paralléles a MQ et MN. Or, A et Bsont sur
une circonférence ayant pour centre O, donc OA=O0B; les
angles OBA |, OAB sont égaux; mais a cause des paralléles,
QMA=0BA; NMB=O0OAB donc 1° QMA=NMB. On sait

(*) Aujourd’hui éléve a PEcole polytechnique.
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aussi que les deux points A, P sont réciproques ainsi que
R et B; donc OA . OP=A" quarré da diamétre compté sur
cette direction ; OB.OR=B’ quarré du diamétre conjugué;
A}-B

0A

A’4-B’ est égale a la somme des quarrés des demi-axes de
Yellipse a, b et le rayon OA’=V"a’+b', donc (2°)

MN-4+NQ=2 Va*+b*= le diamétre du cercle OA.

Soient «,B les coordonnées d’un point quelconque du
cercle par rapport aux axes principaux.

L’équation de la corde de contact des tange'nles menées
par ce point est

(1) a*By+ b%ex = ah? (2) 2+ pP=a®| b

On demande V'enveloppe de cette droite.

D’aprés la théorie générale, j’aurai (en désignant par §'la
dérivée de B en a) & éliminer «, 8, §' entre les équations (1),
2), (3), (4).

(3) @y + 2 =0 ()atPp=0 doi {= “Ii

b‘l .
(3) atry —bBr=0., 2= aivf substituant dans (1): il

vient

a‘lh? abix
s i J’/ .,dODCa:::___—__—__‘ ,
aty*+bix aty’4-b'z?

substituant dans (2), il vient pour équation du lieu

(j:

azb_/tyZ _I_ b’a‘a‘ P (a2 + b!) (di}” + bé.l" )I
on bien mettant en dehors a®y? 4- 4%z facteur commun qui
donne pour solution le centre x=0, =0, il restera:

alibl

aly® +bixt= b
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ellipse concentrique a la prémiére. Les axes A, B de cetle
ellipse ont pour carrés :

ah bt -
s __ 3__ c A2—B*=—=C2—
T a4 b? Bi= a*-bv A—B=C a*--b?

donc ces deux ellipses sont confocales.

A

=at—b=c"

Voici quelques mots de la théorie des enveloppes qui sof-
fisent pour justifier les équations que j’ai employ¢ées.

Soit F (x, y, a)=0 l'équation d’'une courbe plane dans
laquelle @ est une variable; on demandelelieu des inter-
sections successives de cette courbe. Je donne a « une va-
leur infiniment voisine @ 4 % , et j’ai une seconde courbe
F(x,y,a+ h) =0 qui donne des intersections avec la pre-
miére : on demande ce qu’elles deviennent quand % converge
vers 0. :

2
F(a4h) :Fa+hF’a+—1’l—2F”a+=0, or Fa=0 donc
[F’a+ %F’a—l—]:O; a la limite 2=0, donc F'a=0.

11 faut donc éliminer < entre Fa—=0 et F'a=0eton a
Péquation en x, y. S’il'y a plus d’une variable, comme dans
Pexemple ci-dessus, on peut supposer que toutes ces va-
riables dépendent de I'une d’elles, d’aprés les conditions de
Iénoncé, et qu'on les ait remplacées par ces valeurs, alors il
n’y aura plus qu’une variable, et on pourra appliquer la
regle précédente.

Concours d’élémentaires, 1846.

Etant donné, dans un plan, un cercle et une droite AB qui
ne rencontre pas le cercle; de chaque point M de la droite,
on méne deux tangentes au cercle, et on joint les points de
contact par une corde qui, prolongée, va rencontrer AB en
un point M'. On a done pour chaque point M un segment MM':
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on demande il y a dans le plan un point O d’at Yon voie
sous un angle droit tous ces segments: on demande epsuite
s’il y en a hors da plan et enfin s'il y en aura quand la droite
rencontre le cercle (fig. 30).

D’abord, si un tel point existe, il est sur la ligne CP
perpendiculaire @ AB; car cette droite divise le cercle
el AB en parties qui jouissent absolument des mémes pro-
priétés (*).

Soit M un pointde AB je fais les constructions indiquées :
soit O le point cherché, 'angle MOM' étant supposé droit , le
triangle rectangle de méme nom donnera OP* =MP.PM'.

Les triangles rectangles MCP, DPM’' semblables donneront
MP: CP:: DP: PM'; donc MP.PM' =CP.DP=0P2.

Or, D est Ie pdle de la droite AB; donc CP.DP =CP'—
CQ'= quantité constante; donc PO est constant et le point O
est fixe. Si PO tourne autour de AB comme axe, le point O
décrit une circonférence, telle que de chacune de ses points,
on voit le segment MM’ sous un angle droit.

Si la droite AB coupe le cercle CP’— CQ* devient négatif
et PO devient imaginaire (fig. 31).

DEMONSTRATION

d'un second théoréme de M. Caasies sur les rayons vecleurs
et les polaires des coniques.

Triostme. Etant donné un point dans le plan d’une co-
nique avec'sa polaire par rapport a cette conique, si Yon
méne par le point une corde quelconque, et des rayons vec-

(") Cela west pas exact. Il peut y avoir plusieurs points symétriquement p‘lacés
par rapport a CP.
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teurs du méme foyer aux extrémités de la corde, la somme
algébrique que I'on obtient en divisant chaque rayon vecteur
respectivement par la distance de Yextrémilé de la corde a
la polaire est constante.

Démonstration. (Fig.28). Soit, pour fixer les idées, une
ellipse MNK ; O un point fixe; MON une corde quelconque ;
M'N’ 1a polaire; MM', OO, NN’ des perpendiculaires abais-
sées sur la polaire ; M"N" une droite quelconque, non paral-
léle a la polaire et la coupanten V; MM"', 00", NN" des per-
pendiculaires abaissées sur la droite quelconque.

Par 1, point de rencontre dela corde et de la polaire, me-
nons une paralléle IPQR ala droite M"N". Les quatre points
I, M, O, N, d’aprés une propriélé connue, sont disposés
harmoniquement ; c’est-a-dire , 10 est une moyenne harmo-
nique entre IM et IN; donc aussi OO’ est une moyenne har-
monique entre MM' et NN'. On a donc :

1 1 2
M TRN = 007 (1
de plus,
MM" MP A Q0" NN' NR , Q"
MM = MY T MW NN NN T NN
ajoutant
MM” NN’ 20Q , 200" 2.00"
MW TNN 00 T 00T — 00
Si la droite quelconque est une directrice, MM” et NN"
peuvent étre remplacés par les rayons vecteurs correspon-
dants ; donc le théoréme est démontré.

= quantité constante.

Observations.

1. La somme est algébrique ; selon la position des perpen-
diculaires par rapport aux droites, cette somme peut devenir
une différence.
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II. Lorsque la corde MN ou la droite N'"M" est paralléle a
la polaire, il faut un autre moyen de démonstration, qui est
d’une facilité intuitive.

I1I. Le méme théoréme et le méme moyen démonstratif
subsistent pour une surface du second degré de révolution ;
la po]aife et la droite quelconque sont remplacées par le plan
polaire et un plan quelconque.

IV. Lorsque la droite VN" passe par le point O, alors 00"
est nul, MM" et NN"deviennent proportionnels 8 OM et ON,
et'on a ce théoréme :

Si par un point pris dans le plan d'une conique, on méne
une corde, la distance d’une extrémité de la corde an point,
divisée par sa distance ala polaire du point, est égale au quo-
tient analogue pour Yautre extrémité de la corde (*).

V. Deux droites dans un plan représentent une conique ;
en y appliquant le théoréme, on obtlient une propriété de
géométrie élémentaire. Tm.

PROBLEME
sur les directrices dans les coniques.

Prosuime, Etant donnée Yéquation générale d’'une conique,
dans son plan, Vangle des axes étant quelconque, quelles
sont les relations entre les coefficients, lorsque I'un des axes
est une directrice?

Solution. Soit Ay*+ Bxy 4 Cx’4-Dy 4+ Ex+F =0 I'é-
quation de la conique; y 'angle des axes. Supposons que I'axe

{* Facile & démontrer directement.
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des » soit une directrice ; x' et 5 étant les coordonnées du
foyer, pole de cet axe,ona:
, 1 n,.
=7 ¥=—7(LII, p.305);
ou ({=D—4AF; k=2AE —BD; n =DE—2BF.

Transportons Porigine au foyer, sans changer la direction des
axes, I'équation de la courbe devient :

K (Ay*+Bxy +Cx" )+ ky (—2An+-Bl+ DA+ kx(2Cl— Bn+Ek)+
+An"—Bnl+Cl—Dnk+Elk+EF =0;

ou bien, en vertu des relations d’identité :
E(Ay’+ Bxy + Cx*)+2kLix 4 Li=0 (L. IV, p. 425);
ou L est la fonction principale, savoir :
L = AE'— BDE 4 CD*+4- F(B'—%AC).
L'origine étant au foyer, on a :

— SARLI=4FL’— 4CKLI

— QBIC:LZ 3 —4AIC’L1COS'Y } (t- II Y p. 427,‘ llgne);

dou L=1(C—A); B=2A cosy. Telles sont les deux rela-
tions qui doivent exister pour que I'axe des y soit une direc- -
trice; si c'était I'axe des o, on aurait les relations :

L=0U(A—C); B=2Ccosy; ou £ =E"—4CF.

-Observation. Cette solution n’est plus applicable lorsque
k=0; le centre étant alors sur I'axe des y, cet axe ne peut
étre la directrice ; de méme lorsque Z est positif, car I'axe
des y rencontre alors la conique. Tm.
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PROGRAMME
de la symétrie plane et de celle de Uespace.

PABR M. J. F. DOSTOR ,
Docteur és sciences mathématiques.

SYMETRIE PLANE.
Définitions.

Définition I. Deux points sont symétriques par rapport
a un troisiéme point , appelé centre de symétrie, lorsque la
droite, qui les joint, passe par ce centre et y est divisée en
parties ¢gales.

Définition I1. Deux points sont symétriques par rapport
a une droite, appelée axe de syméirie lorsque la droite, qui les
joint, est perpendiculaire en son milieu sur cet axe.

Définition I11. Deux figures sont symétriques par rapport
@ un centre ou @ un axe, lorsqu’on peut les placer de facon
que leurs points soient deux a deux symétriques par rapport
a ce centre ou a cet axe. Dans cette position, les deux figures
sont dites symétriquement placées.

Remarque. Les deux figures peuvent étre des parties
d’une seule et méme figure.

Définition 17, Dans deux figures symétriques par rap-
port a un centre ou a un axe, les éléments prennent quel-
quefois le nom d’éléments homologues.

Symétrie par rapport & un centre.

Théoréme I. Deux droiles, symélriques par rapport a
un centre , sont paralléles et égales.
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Réciproque. Deux droites, paralleles et égales, sont
symeétriques par rapport & un centre.

Corollaire. Lorsque les extrémités de deux droites sont
symétriques par rapport a un centre, ces droites sont elles-
mémes symétriques par rapport a ce centre.

Théoréme 1I. Deux angles symétriques par rapport a
un centre ont leurs cotés paralléles dirigés en sens contraires,
et sont égaux.

Réciproque. Deux angles, compris entre des cotés paral-
1éles et dirigés en sens contraires , sont symétriques par rap-
port a un centre.

Corollaire. Lorsque les cOtés de deux angles sont sy-
métriques par rapport a un centre, ces angles sont eux-
mémes symétriques par rapport a ce centre.

Théoréme 111. Deux polygones, symétriques par rap-
port a un centre , ont leurs cotés paralléles dirigés en sens
contraires et égaux, et sont eux-mémes égaux.

Réciproque. Deux polygones, qui ont leurs coOtés pa-
ralléles égaux et dirigés en sens contraires , sont symétriques
par rapport a un centre.

Corollaire I. Lorsque les sommels de deux polygones
sont symétriques par rapport a un cenire, ces polygones
sont eux-mémes symétriques par rapport a ce centre.

Symétrie par rapport d un axe.

Théoréme I. Deux droites , symétriques par rapport a un
axe, sont égales et également inclinées sur cet axe. .

Remarque. Lorsque les extrémités de deux droites sont
symétriques par rapport a un axe, ces droites sont elles-
mémes symétriques par rapport a cet axe.

Théoréme I1. Deux angles, symétriques par rapport 4 un
axe, sont égaux et ont leurs cotés dirigés dans le méme sens.

Remarque. Lorsque les cotés de deux angles soal sy-
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métriques par rapport & un axe, ces angles sont eux-mémes
symétriques par rapport a cet axe.

Théoréme IIl. Deux polygones, symétriques par rap-
port a un axe, ont leurs cotés égaux également inclinés sur
Paxe et sont éganx.

Remarque. Lorsque les sommets de deux polygones sont
symélriques par rapport & un axe, ces polygones sont eux-
mémes symétriques par rapport a cet axe.

Comparaison des symétries par rapport é un centre et ¢ un axe.

Théoréme. Deux figures, symétriques par rapport a deux
axes rectangulaires, sont symétriques par rapport a lear
point d'intersection.

Réciproque. Deux figurcs , symétriques par rapport a un
axe et un point de cet axe, sont symétriques par rapport a un
second axe, mené par le centre perpendiculairement au
premier.

Corollaire. Tout polygone doué de deux axes de symétrie
rectangulaires a ses cOtés en nombre doublement pair.

SYMETRIE DE L ESPACE.
Définitions.

Définition 1. Deux points dans Pespace sont symeétriques
par rapport a un troisiéme point appelé centre de symétrie,
lorsque la droite qui les joint passe par ce centre, et y est
divisée en parties égales.

Définition 1I. Deux points dans I'espace sont symétriques
par rapport a une droite ou & un plan appelé aze et plan de
symétrie, lorsque la droite qui les joint est perpendiculaire
en son milieu sur cet axe ou sur ce plan.

Définition 111. Deux figures dans I’espace sont symétriques
par rapport & un centre, & un axe ou ¢ un plan, lorsqu’on
peut les placer de facon que leurs points soient deux a deux
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symétriques par rapport a ce centre , & cet axe ou a ce plan.
Dans cette position, les deux figures sont dites symétrique-
ment placées.

Remarque. Les deux figures peuvent étre des parties d’'une
seule et méme figure.

Définition 17. Dans deux figures symétriques par ra‘pi)ort
a un centre, a un axe ou a un plan , les éléments symetriques
prenunent quelquefois le nom d’éléments homologues.

Symétrie par rapport @ un centre.

Théoréme 1. Deux droites symélriques par rapport a un
cenire sont paralléles et égales.

‘Réciproque. Deux droites paralléles et égales sont symé-
triques par rapport a un centre.

Corollaire. Lorsque les extrémités de deux droites sont
symétriques par rapport & un centre, ces droites sont elles-
mémes symétriques par rapport a ce centre.

Théoréme 1I. Deux angles symétriques par rapport a un
centre ont leurs plans paralléles, leurs cOtés dirigés en sens
contraires, et sont égaux.

Réciprogue. Deux angles qui ont leurs cotés paralléles et
dirigés en sens contraires sont symétriques par rapport a
un centre.

Corollaire. Lorsque les cotés de deux angles sont symé-
trigues par rapport a un centre, ces angles sont eux-mémes
symétriques par rapport a ce centre.

Théoréme 1I1. Deux polygones syméiriques par rapport
a un centre ont leurs plans et leurs coté s paralléles et dirigés
en sens contraires, et sont égaux.

Réciproque. Deux polygones égaurc qui ont leurs plans et
leurs cotés paralléles et dirigés en sens contraires sont sy-
métriques par rapport a un centre.

ANX. DE MATODEM, VI, 12
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Corollaire. Lorsdue les sommets de deux polygones sont
symétriques par rapport a un centre , ces polygones sont eux-
mémes symé(riques par rapport a ce centre.

Théoréme 1. Deux diédres symétriques par rapport a
un centre ont leurs faces paralléles dirigées en sens con-
traires et sont égaux.

Réciprogque. Deux diédres qui ont leurs faces paralléles et
dirigées en sens contraires sont symétriques par rapport a
un centre.

Corollaire. Lorsque les sections droites de deux diédres
sont symétriques par rapport a un centre, ces diédres sont
eux-mémes symétriques par rapport a ce centre.

Théoréme ¥. Deux angles polyédres symétriques par
rapport a un centre ont leurs faces paralléles égales et diri-
gées en sens contraires, et leurs diédres égaux ct situés, en
méme temps que les faces , dans un ordre inverse.

Réciprogue. Deux angles polyédres qui ont leurs faces pa-
ralléles et dirigées en sens contraires, leurs faces et leurs
diédres égaux chacun a chacun et situés dans un ordre inverse,
sont symétriques par rapport a un centre.

Corollaire. Lorsque les aréles de deux angles polyédres
sont syn:étriques par rapport a un centre, ces angles poly-
édres sont eux-mémes symétriques par rapport a ce centre.

Théoréme ¥I. Deux polyédres symétriques par rapport
aun centre ont leurs faces paralléles égales, leurs diédres
égaux et situss, en méme temps que les faces, dans un ordre
inverse.

Réciproque. Deux yolyédres qui ont leurs faces paralléles
et dirigées en sens comtraires, leurs faces et leurs diédres

-égaux chacun a chacun et situés dans un ordre inverse , sont

symétriques par rapport a uncentre.
Corollaire. Lorsque le's sommets de deux polyédres sont
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symétriques par rapport a un centre., ces polyédres sont eux-
mémes symétriques par rapport a ce centre.

Symétrie par rapport d un axe.

Théoréme. Deux figures symétriques par rapport & une
droite sont égales entre elles.

Symétrie par rapport a un plan.

Théoréme I. Deux droites symétriques par rapport a un
plan sont égales et également inclinées sur le plan.

Remarque. Lorsque les extrémités de deux droites sont
symétriques par rapport & un plan, ces droites sont elles-
mémes symétriques par rapport a ce plan.

Théoréme 11. Deux angles symétriques par rapport a un
plan sont égaux et ont leurs plans également inclinés sur le
plan de symétrie.

Remarque. Lorsque les cOtés de deux angles sont symétri-
ques par rapport & un plan, ces angles sont eux-mémes sy-
métriques par rapport a ce plan.

Théoréme II1. Deux polygones symétriques par rapport
aun plan sont égaux et situés dans des plans également in-
clinés sur le plan de symétrie.

Remarque. Lorsque les sommets de deux polygones sont
symétriques par rapport a un plan, ces polygones sont eux-
mémes symétriques par rapport a ce plan.

Théoréme 17. Deux diédres symétriques par rapport a
un plan sont égaux et ont leurs faces également inclinées
sur le plan de symétrie.

Remarque. Lorsque les sections droites de deux diédres
sont symétriques par rapport a un plan, ces diédres sont
eux-mémes symétriques par rapport a ce plan.

Théoréme 7. Deux angles polyédres symétriques par
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rapport aun plan ont leurs faces et leurs di¢dres égaux , et
ces faces également inclinées sur le plan.

Remarque. Lorsque les arétes de deux angles polyédres
sont symétriques par rapport & un plan, ces angles po-
lyédres sont eux-mémes symétriques par rapport a ce plan.

Théoréme V1. Deux polyédres symétriques par rapport
a un plan ont leurs faces et leurs diédres égaux, et ces faces
également inclinées sur ce plan.

Remarque. Lorsqae les sommets de deux polyédres sont
symétriques par rapport & un plan, ces polyédres sont cux-
mémes symétriques par rapport a ce plan.

Comparaison des symétries par rapport & un centre et d
un plan,

Théoréme. Deux figures symétriques par rapport a trois
plan rectangulaires sont symétriques par rapport a lear
point d’intersection.

Reéciproque. Deux figures symétriques par rapport a deux
plans rectangulaires et un point de leur intersection sont sy-
métriques par rapport a un second plan mené par le centre
perpendiculairement a cette intersection.

Corollaire. Tout polyédre ou angle polyédre doué de
trois plans de symétrie a ses faces en nombre quadruple-
ment pair.

Théoréme II. Deux figures symétriques par rapport a un
centre peuvent étre symétriquement placées par rapport a
un plan donné quelconque.

Réciproque. Deux figures symétriques par rapport a un
plan peuvent étre symétriquement placées par rapport a un
point donné quelconque.

Théoréme I11. Deux figures symétriques d’'une méme troi-
sicme sont égales entre elles.
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Théoréme IV . Deux tétraédres ou deux triédres symé-
triques sont décomposables en tétraédres ou triedres addi-
tifs ou soustractifs égaux et superposables.

Théoréme 7. Deux polyédres ou angles polyédres symétri-
ques sont décomposables en un méme nombre de tétraédres
ou de triédres symétriques, et asseinblés par les sommets
d’angles symétriques.

Réciproque. Lorsque deux polyédres ou deux angles po-
lyédres sont composés d’'un méme nombre de tétraédres ou
de triédres symétriques assemblés par les sommets d’angles
symétriques , ces polyédres ou angles polyédres sont symé-
triques.

Théoréme P I. Deux tétraédres ou triédres symétriques
sont équivalents.

Théoréme V'I1. Deux polyeédres ou angles polyédres symé-
triques sont équivalents.

Corollaire I1. Tout polygone doué d’un centre de symétrie
est formé d’un nombre pair de cotés.

Corollaire I1. Tout polyédre doué d’'un centre de symétrie
est terminé par un nombre pair de faces.

Corollaire IT1. Tout parallélogramme est symétrique par
rapport au point de concours des diagonales.

Corollaire 111. Toul parallélipipéde est symétrique par
rapport au point de concours des diagonales. — Tout plan
diagonal divise le parallélipipéde en deux prismes triangu-
laires syméltriques.

Corollaire. La ligne perpendiculaire sur le milien d’une
droite est un axe de symétrie de cette droite. — Corollaire.
La bissectrice d’un angle quelconque et celle de I'angle au
sommet d’un triangle isocéle sont des axes de symétrie de
ces figures.

Corollaire. Dans le losange, les diagonales, dans le rectan-
gle, les droites qui joignent les milieux des cOtés opposés ,
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et dans le carré, les diagonales et les droites qui joignent les
milieux des cOtés opposés , forment des systémes d’axes de
symeétrie rectangulaires.

Corollaire. Le plan perpendiculaire sur le milieu d’'une
droite est un plan de symétrie de cette droite. — Corollaire.
Le plan bissecteur d’un angle plan, celui d’'un diédre quel-
conque et du diédre a I'aréte d’un triédre isoangle sont des
plans de symétrie de ces figures. — Corollaire. Dans le pa-
rallélipipéde rectangle, les trois plans perpendiculaires an
milicu des aréles, dans le cube, les trois plans perpendi-
culaires au milieu des arétes et les six plans qui passent par
des arétes opposées paralléles, sont des systémes de plans de
symétrie.

Note. Des programmes semblables, aussi bien rédigés,
aussi méthodique; pour V'égalité, 'équivalence et la similitude,
en y joignant les principales propositions de la théorie des
transversales et I'exposé des méthodes métamorphiques, for-

meraient un résumeé instructif de géométrie élémentaire. Tm.
£

NOTE
Sur un point de la théorie générale des équations.

PAR M. VIEILLE JULES),
Professeur.

Ayant eu récemment Y'occasion de traiter dans mon cours
les questions relatives a U'abaissement des équations, jai re-
marqué dans plusieurs traités fort estimables d’algébre , une
erreur qu’il est bon de rectifier dans I'intérét des éléves.

Il s'agit de cette question : Efant donnée une équation
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f(x)==0 dans laquelle il y a deux racines dont la somme est
égale @ une quantité donnée s, déterminer ces racines.

La méthode générale, qui consiste a égaler a zéro le plus
grand commun diviseur entre f () et f (s—x), est en défaut
lorsque toutes les racines de I'équation f(x)=0 se distribuent
par couples (@, b), (c, d)... telsque a{-b=s, ¢c-+d=s; mais,
dans ce cas, on remarque que si 'en prend pour inconnue
auxiliaire le produit z de deux racines d'un méme couple?
le trindbme x"—sx-}-z devra, pour les valeurs convenables
de z, diviser f(x). On effectue donc cette division, et le reste
qui suit celui du deuxiéme degré en x est égalé a zéro. Jus-
qu’ici rien que de parfaitement exact; mais on ajoute que ce
reste sera du premier degré cn x, de la forme Pxr4-Q, PetQ
étant des fonctions de z, et qu’en conséquence on devra po-
ser P=0; Q=0, puis chercher le plus grand commun divi-
seur entre P et Q. Ceci n’est pas exact. Le reste de la division
de f(x) par x’—sx-2z ne saurait étre du premier degré
en x, mais il sera foujours indépendant de x.

En effet soit
t)) Sloy=x"+A " A"

Péquation f{x)=0 a par hypothése n couples de racines
(@, b), (c,d)... telles que atb=s, c|d=s, et par suite z
a n valeurs qui sont les produits ab, cd... Supposons pour
un instant qne le reste de la division de f(x) par x* —sx-+}2
soit du premier degré en x, Px4Q, et soit  le quotient,
on aurait

S (x)=(r"—sx+z) k+Px+Q.

Si dans cette égalité on fait z=ab et qu'on y mette successi-
vemeant pour x les valeurs @, &, on aura

Pa+Q=0
Pb+Q=0
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d’ou il suit que les fonctions P et Q s’annuleront i la fois
pour z=ab. Elles s’annuleront de méme pour z=cd, etc.
L’équation P=0 admettra donc 7 racines. Or, cela est im-
possible , 2 moins que P ne soit identiquement nul ; car il est
aisé de voir que P sera d’un degré en z au plus égal a n—1.
En effet, en procédant a la division des polynOmes (1) par

x’}sx+2, on voit sans peine que le coefficient du pre-
mier terme de chaque dividende partiel, de degré impair
2n—1 —32p, contient z ala puissance p. Si donc on pouvait
parvenir a un reste du premier degré en x, ¢’est-a-dire du
degré 2n—1—2 (n—1), le coefficient P de x dans ce reste
serait du degré n—1 en z. Ainsi, le reste de la division de
S (x) par x*—sx-}z sera indépendant de x, et en I'égalant
a zéro, on aura immédiatement les valeurs cherchées de z.
Au fond, larecherche de I’équation en z revient & I'élimi-
nation de x entre les deux équations f'(x)=0, x*—sx-+2z=0.
A chaque valeur de z tirée de Y'équation finale en z, doivent
correspondre les deux valeurs de x dont cette valeur de z est
le produit, par conséquent’le diviseur qui précéde I'équation
finale doit étre du deuxiéme degré et n’est pas autre chose
que x’—sx-z. Ce second point de vue vient encore & Yap-
pui de ce qui précéde, et explique pourquoi on ne peut ren-
contrer un reste du premier degré en x.

SOLUTION DE LA QUESTION 143. (Page 134.)

PAR M. MURENT (de Clermont-Ferrand).

Probléme. Connaissantun point et le centre d’'une hyper-
bole équilatére, trouver le lieu dusommet et du foyer.

1° Liew du sommet. Soient C et M (fig. 37) le centre el le
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point donnés; tirons par ces deux points une droite indéfinie
et faisons CM=d. Soit CX Vaxe transverse de Ihyperbole
dans 'une de ses positions; en menant, de part et d’autre de
cet axe, deux droites CA, CB qui fassent avec lui des yangles
de 45°, ces deux droites seront perpendiculaires entre elles
et seront les asymptotes de ’hyperbole équilatére que nous
considérons. Si le point S est le sommet de cette hyperbole,
en tirant la droite MS et la prolongeant, on aura, d’apreés
une propriété connue de cette courbe, BS=MA ; récipro-
quement, si, par le point M, on méne la transversale AMSB
telle que BS=MA,, le point S sera le sommet de ’hyperbole;
car a cause de cette égalité, il est un point de la courbe, et
puisqu’il se trouve sur I'axe transverse, il cn est le sommet.
Abaissons maintenant MP perpendiculaire sur CA et remar-

quons que la direction de la transversale AB serait déter-
minée si I’on connaissait 1a longueur PA.

Or, de I'égalité BS=MA il résulte que si 'on abaisse en-
core SQ perpendiculaire sur CB, les triangles rectapgles
SBQ, AMP seront égaux. Ainsi QS scra égale et paralléle
a PA : donc en tirant PQ, cette ligne scra paralléle a AB.
Cela posé, les triangles semblables MPA, QCP donnent la
proportion

MP:PA::QC:CP.
Mais dans le triangle-rectangle isocéle CQS, on a CQ=QS
=PA. La proportion devient donc

MP:PA::PA:CP,
d’ou
PA’=MP.CP.
11 est facile maintenant d’avoir 1'équation polaire du lieu.

Pour cela prenons C pour pole et CMx pour axe polaire : le
triangle CQS donne

€S’=25Q"=2PA’,
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et én remplacant A’ parMP.CP.... T8’ =2MP.CP 1)
Faisant CS=p et I'angle SCM=uw et observant que dans le
triangle-rectangle MPC, on a .

MP = CMsinMCP =d’sin (45°—w)

CP=CM cos MCP=d cos (45°—w),
on mettra ces valeurs dans 1’égalité (1) et I’on aura
p*=d".2sin(45°—w) 08 (45°—w)=d".5in(90°—2w)=d"c0s2w,
dou

p==td} cos2u,

équation d’une lemniscate de Bernouilli ayant pour centre le
point C et pour demi-axe la longueur donnée CM=d.

2° Liew du foyer. Soit F le foyer de 'hyperbole dont S est
le sommet, faisons CF=p',

On sait que dans I'hyperbole équilatére , la valeur de la
demi-excentricité est c= a\/Q—, a étant le demi-axe trans-

verse; donc ici on aura p'=p}”2, ou en remplacant p par la
valeur ci-dessus, on aura pour I'équation du lieu du foyer

pg===d\/2c0s20.

Cest une seconde lemniscate qui enveloppe la premiére et
qui a pour centre le point C et pour demi-axe la longueur
CN=d\ 2.

3. Ces deux courbes sont semblables et semblablement pla-
cées, et si’'on construit I'une d’elles par points (t. IV, p. 145),

on pourra en déduire la seconde par la relation p’_—:p\/i
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SECONDE SOLUTION DE LA QUESTION 121
( Voyez t. V, page 202. )

v PAR M. B... (de Liége).

—

Etant donnée une progression arithmétique de » termes
dont la raison soit égale au premier terme; élevant chaque
terme au carré, le tiers de » fois le carré du dernier terme
est toujours entre la somme de tous les carrés ct cette somme
moins le carré du dernier terme; démontrer cette propriété
par la géométrie.

Démonstration. Soit une pyramide a base carrée. Je divise
sa hauteur en n partlies égales, que je prends pour unités;
puis par les points de division je méne des plans paralléles
a la base. Les n—1 sections que jobtiens sont des carrés.
Soient @,, a,, a, ... a,_, leurs cOlés, et a, la base; ces diffé-
rentes quantités représentent les termes de la progression
arithmétique. Les aires des sections seront ¢, a,’, a,* ... a’,
et représenteront les carrés des termes de la progression.

Sur ces diverses sections construisons des prismes dont la
hauteur soit 1 (fig. 38).

Sous ces mémes sections construisons aussi des prismes
dont la hauteur soit 1 (fig. 39).

Les volumes de ces prismes seront respectivement :

Fig. 1. Fig. 2.
a’ a’
a’ a?
a;“ a;,,_,.

On voit par ces figures que le volume de la pyramide est
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moindre que la somme de la premiére colonne, et plus grand
que celle de la seconde. Or le volume de cette pyramide est

1 .,
37 donc

1
a’+tar+...a’>> 3 nal>a4ta’+..a,_,
ce qui est 'expression du théoréme.

On voit facilement que le probléme 113 peut se résoudre
d’une maniére analogue (voir t. V, p. 348).

NOTE

Sur un probléme de géométrie.

PAR M. FONTES,
Professeur de mathématiques a4 Macor.

Probléme. Par un point B donné a égale distance de denx
droites formant un angle quelconque, mener une sécante
telle que la partie interceptée par ces droites soit égale a une
ligne donnée m.

On connait les é¢légantes constructions de ce probléme
données pour le cas d’'un angle droit par Pappus, Newton
et d’autres (7. la Géométrie analytique de M. Cirrodde). Je
me propose dans cette note de montrer comment ces con-
structions doivent étre modifiées dansle cas d’un angle quel-
conque.

1% Construction (fig. 36). On sait que la question proposée
a toujours deux solutions, et qu’clle peut en avoir quatre.
Dans tous les cas, j’observe que les sécantes sont deux a deux
également distantes du sommet A de I'angle donné, de sorte
que si 'on prend cette distance pour inconnue, elle n’aura
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que denx valeurs différentes. D'ailleurs ces distances con-
nues, il sera facile de construire les solutions du probléme,
puisqu’il suffira de décrire du point A comme centge des cir-
conférences avec des rayons égaux a ces distances, et de leur
mener des tangentes par le point B.

Soit donc CX une des sécantes cherchées, et appelons rsa
distance AN au point A ; soit AC=y, AX=x, BP=AP=g,
et 0 'angle yAx; le triangle CAX donne

m'=x"+y*—2xycos?. (1)
En considérant la surface du méme triangle, ona
mr=xysin0. 2
La similitude des triangles donne XCA , XBP donne

yianxix—a, douxty= -x—a}—’ (3)
Elevant les deux membres de cette derniére équation au
carré, et remplacant dans le résultat xy et 2°-+»* par leurs
valeurs déduites des équations (1) et (2), on obtient I’équa-
tion suivanic en r:

mr®—2a’sin 0(1--cos 0)r—ma’sin® 6= 9. (%)

Cette équation a toujours deux racines réelles : une positive,
Yautre négative. La racine positive déterminera la distance
AN.

Cherchons V'équation qui déterminera la distance AN" du
point A aux deux autres sécantes. En la désignant par r, po-
sant AX"=x, AC"=y, le triangle C'AX" donnera

m'=x"~+y*42xy cos 9
mr=xysinb,

et la similitude des triangles C"AX", BPX" donnera

o ee e d'ot _xy
y.a.ix;a—x, ouy—.r.__;,
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Fatsant I'élimination de x et ¥ comme dans le cas précédent,
on obtient I'équation

mr*4-2a°sin 6(1-}-cos 6)r—masin’6 =0, (5)
équation dont la solution positive donnera la distance AN".
Mais cette équation a ses racines égales et de signes con-
traires & celles de 'équation (4). Donc la solution négative
de I'équation (%), prise en valear absolue, donnera la dis-
tance AN". Il suffit donc de construire les racines de I'équa-
tion (4).

Pour cela, écrivons cette éguation ainsi :

2a’sin6(1-4-cos 6
r[r— —-—(nj_—-—l] =a’sin’. (6)

Construisons d’abord une ligne

__a'’sinf(14-cost) asind.a(14-cosb)
u= m = m .

Or, si on abaisse du point A une perpendiculaire AD sur la
ligne BG paralléle ay»', ona '
AD=asino; BD=BP+PD=a-}acosb=a(1}cos),

ADXBD
donc u=—

. Alors, si on prolonge DA et quon

prenne DL=mm , que 'on tire LB, et qu’on lui méne par le
point A une paralléle qui rencontre BG au point F, 1a ligne
DF est égale a y, carona

ADXBD

b

LD:BD::AD:DF, d'oi DF =
alors I’équation (6) devient
‘ r(r—2u) = a’sin’6.
Donc si du point F comme centre, avec FD pour rayon, on
décrit un cercle, et qu'on prolonge le diamétre AF qui ren-

contre la circonférence en E et E', AE scra la racine positive
del’équation (%), et AE'lavaleur absolue dela racine négative,
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Alors je décris du point A, comme centre, des circonférences
avec les rayons AE et AE'; je leur méne des tangentes par
le point B, et j'ai construit ainsi les quatre solutions da pro-
bléme. )

Cette construction montre que la question n’a pas tonjours
quatre solutions; car pour qu’on puisse mener des tangentes
aun cercle par le point B , il faut que ce point soit extérieur.
Cette condition est toujours satisfaite pour le plus petit cer-
cle, car on a AE'<T AF < AB. Elle ne sera remplie pour
T'autre cercle que dansle cas 0u son rayon AE sera moindre
que AB. Ecrivons que la valeur positive de r donnée par 1'¢-
quation est moindre que AB. Le triangle isocéle BPA donne

1
AB=2.acos§ 9, et on aura :

a*sing(1-+cos%) -V atsin®6(14-coss)*4-m’ a’sin’
‘m

1
<2acos—2' 0 N

d’ou

s 1 .
V' a’sin’d (14 cos 6)*+ m*sin* <~ 2mcos 59—4 siné(1--cos) ;
. .1 1 1
remplacant sin 6 par 2sin éecosé 0, 1--coso par 2cos’ 56,
et élevant au carré les deux membres, il vient
16 &’sin’ ! (icos61 0 +4m'sin’ ! ecos'1 0 <<
e ™ 2 P
2 ‘ 0! ! 0 lmsinl 0 cos’ 10)"
< (2mcos g d—hasing heos 50
effectuant le carré et réduisant , on a
| .1 .1
m sin® -2-6 <m—hkasin 3 6cos 5 0,
i ’10$ ha sin ! Ocos’le
ou m (1—sin 2 > ha 2 2%

. 1
ou enfin m > 4asin 3 8.
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Or, si on méne la ligne KH perpendiculaire 3 AB, ona

KH=2.BH, et BA—HA sin % 0=2a siné;

donc KH =4« sin%ﬁ;

donc la ‘condition nécessaire pour que le probléme admette
quatre solutions, c’est que la longueur donnée 7 soit plus
grande que la ligne inscrite menée par le point B perpendi-
culaircment 4 AB. On sait bien, en effet, que cette ligne KH
est la ligne minimum. )

2° Construction. Soit CX. une des sécantes cherchées. Je
fais au point X un angle BXR =19, et soit R le point ou la
ligne XR. rencontre la paralléle 3 Ax menée par le point B,
Si le point R était connu, en décrivant sur BR un segment
capable de I'angle donné 6, I'intersection de I'arc de ce seg-
ment avec Ax déterminerait le point X, et le probléme se-
rait résolu. Je prends donc pour inconnue BR=z, et j’appelle
toujours rla perpendiculaire AN abaissée du point A sur CX.
Les deux triangles CAX et BXR étant équiangles , leurs li-
gnes homologues sont proportionnelles, ce qui donne

. : 6
CX:BR::AN:BT, ou m:z::riasin0, don r=’"“z‘“ .

Si je considére de méme la sécante C'X", je fais au point
X' un angle BX"R’ égal a I'angle y'Ax, cest-a-dire au sup-
plément de Yangle 8, et soit R’ le point ou X"R’ rencontre la
paralléle & Ax menée par le point B. SoitBR'=z3, AN"=r;
les deux triangles C"AX" et R'’X"B sont équiangles et don-
nent

. ) . masin®
m:z..r.asind, dou r—= .

Z
Cest la méme relation que précédemment. Et comme les

deux valeurs de r sont, Ja premiére laracine positive, la se-
conde la raciné négalive, prise en valeur absolue, de 1'é-
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quation (4); si, dans cetle ¢quation (4), jeremplace r parla
) masin®

valeur , l'éguation résullant de celle substitution

devra avoir deuxracines réelles, I'une positive ¢t autre né-
galive , dont la premiére scra la valeur de BR, et la seconde,
prise en valcur absolue, la valeur de BR'. Celtte équation est

m’a’sin’0 masin0

—2a’sin 0(1-4-cos0) -

ou 2’+42a(1-4-co0s 0)z—m’=0;

Qo z=—a(l+cosO)t V@ (1FcosO)Fmr.

Mais si du point A, je méne une perpendiculaire AS sur BR',
jai BS = BQ+QS = a-+tacos 0 =a(1-cosb);

donc 2=—DBS+ b E;‘—}—m‘;

par conséquent, .
BR =— BS + \/JE?+m=,

BR' =BS+4 \/B—a + m2.
On déduitdela :

—ma’sin'0 =0,

BR +BS=BR' —BS= \/ BS® 4 m?,
ou SR=SR’ _—_\/ B3' 4 m’.

Donc, si au point B, on éléve une perpendiculaire a QB,
d’ane longuenr BM =m, en joignant SM, on aura

SM= \/B§2—|—m’, ct 'arc décrit du point S comme centre
avec SM pour rayon délerminera par ses intersections avec
la droite BQ prolongée les points R et R’. Alors, pour ache-
ver la construction, on décrira sur BR ct au-dessous de celte
ligne un segment capable de I'anglc 6; on décrira sur BR'
et au-dessous de cette ligne un segment capable de I'angle
180°—0. Les arcs de ces segments délerminent sur xx'les
points X, X', X", X", etil n’y aura plus qu’a joindre ces
points au point B pour avoir les sécanles cherchées.

ANN. DE MATHEN. VI 13



— 186 —

i

s

DE LA DIACAUSTIQUE

dans le cas d'une surface réfractante plane.

PAR M. SOULE (CHARLES),
Eléve a Vinstitution Barbet.

Soient deux milieux P, P' séparés par la surface plane OK,
et considérons la réfraction des rayons lumineux partis du
point P, dans un plan perpendiculaire a cette surface de sé-
paration. Proposons-nous de deéterminer I'enveloppe des
rayons réfractés tels que KN (fig. 34). Nous traiterons d’a-
bord la question par la géométrie. Pour cela, démontrons
un théoréme préliminaire sur les coniques a centre.

I (fig. 35). Par exemple, MN étant une normale a ellipse,
si I'on joint sa trace K sur I'axe des » au foyer F, on aura

KFF' = F'MK, ou bien, comme il est.démontré que
s__inF’MK‘ ¢, il Sagit de prouver que sinKFE_ ¢
sinF'NK — &’ ° P ¢ SWFNK — o
F'F décrivons le segment capable de V'angle F'MF. Le
point K étant le milien de 'arc F'KF, KM sera bissectrice

de F'MF, et, par suite, sera précisément la normale MN.

!
Alors les angles KFF' et F'MK ayant méme mesure Y sont

Sur

égaux.
On démontre facilement le méme théoréme par le calcul.
En effet

_—-cy
b3 !
tang KFF =— v = clz ; sinKFF’:———c‘y—,———;
c b b4+czyu
12,1 2!
tangKNF'= %—‘L,; sinKNF'=-—2%
x Va“y”-}-b“.z-"
ay
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sinKFF' ¢
sinKNF' — &’

Réciproquement , toutes les fois que cette égalité aura
lieu, la ligne KNM sera normale & Vellipse; car, il n’y a
qu'une ligne KN qui puisse faire avec OX un angle aigu
KNO, dont le sinus ait avec celui de 'angle donné KFO un

Dbnc

rapport donné —2.

.. II. Méme théoréme pour ’hyperbole.

111. Cela posé (fig. 34), soit un rayon incident PK et KN
le rayon réfracté, en appelant n le rapport des vitesses de la
lumiére dans le milieu P’ et dans le milieu P, nous aurons
sinZ

sinr :
Soit 2<C1, et construisons une ellipse ayant O pour centre,

c s
P pour foyer, = =n pour rapport de son excentricité a son

sini s A
rand axe. Nous aurons — = —, et, d’aprés le théoréme
8 sinr

c
a
précédent , tout rayon réfracté sera normal a cette ellipse.
L’enveloppe des rayons réfractés, ou la caustique, ne sera
donc autre chose que celle des normales ou la développée de
Yellipse.

Si » > 1, nous construirons une hyperbole d’aprés les
mémes données. Notre enveloppée sera, de méme, la déve-
loppéc de I'hyperbole.

Cherchons I'équation de ces courbes en fonction des don-
nées n et OP=c:
a’y’+(a’—c*) 2" = a*(a’—c*),

c c c? c c'/c \8
n=—,a=-, —y'+4|=—C|x'=—=(=—c").
a n n? n n\n
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n’y*4-n’(1—n")x* = ¢’(1—n")qui sera une hyperbole ou une
cllipse , suivant que » sera > 1.
<
Traitons la question par le calcul.

1V. Cherchons ’enveloppe des droites ay+bx—ab=0 (1),

at4 0

a ct b étant liés par la relation — KN = Vet , ou
KP~ Vet

(2)a>+ (1 — n")b* = ¢"r’. Désignons, pour abréger, 1 — »*

par k. Différentions chacune de ces équations, b étant fonc-

tionde a :
db db db

y—{-—x—-——az——b:O a+k——=

db
Egalons les dérivées a2’ il vient a(a—x)—b'k4+b0ky=0. (3)

II? faut éliminer < et b entre les équations (1), (2), (3).

Pour] cela, de (1) nous tirons (4) b= 5—"—’;‘; substituant

<
X

dans (3)

substitnant dans (4),

20t 2
a3 y8 k3y .3 ( ),
— -—T——; b e T 1'3 + k3 .73 .
i3 ks
substituant dans (2), et remarquant que nous avons le cube
2 1 2
de 23 + &% y3 , il vient pour équation du lieu :

1 2 2 2 2

5) U—r)3y3 28 =nict,
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“équation des développées des sections coniques a centre,
>
<

Pour avoir I'équation de ces seclions a’y* + (a’—¢*) x* =
=a¥a’—c?), identifions I'équation (5) a celle de leurs déve-
veloppées :

cllipse ou hyperbole suivant que 1—n* sera —_ 0.

2 2 ! 2 4
ad x3 + (a’_c")ll ¥y = cd ,

nOus aurons :
2 1 1
ad 1 (a®—c)3 ({—n’)3
T T2 2 1 7 2
c3 nd c'3 c3 n3 c'3
ou
a 1 a—c 1—n’
¢ nd’ ¢ T Wt

[4 .
Ontiredelacd=c, a= = et, par suite, I'équation des
courbes : ny'n’(t—n")x'=c(1—n").

Note. Si d’un point A pris sur une surface, on va vers un
autre point A', les deux normales a la surface nc sont pas
dans un méme plan, généralement parlant, et la plus
courte distance DD’ des deux normales divisée par la lon-
gucur de AA'donne un quotient fini, lors méme que 'arc AA'
est infiniment petit. Euler a démontre qu’il existe pour cha-
que point A deux directions rectangulaires pour lesquelles le

’

D . . ,
rapport mdevient nul, c’cst-a-dire ou la distance DD’ est

un infiniment petit du second ordre relativement a 'arc AA’.
C’cst 12 Yorigine des lignes de courbure, une des plus belles
découvertes de lillustre créateur de la géométric des sur-
faces ; tout ce gqu’on a fait depuis ne sont que des conséquences
médiates ou immédiates des théories culériennes (Mém. de
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Berlin. 1760, en francais) Monge a généralisé cette idée
d’Euler et a élabli que si par deux points A et A’ infiniment
voisins, on méne deux droites soumises & la méme loi de con-
struction, il existe toujours une direction AA’ pour laguelle

'

le rapport nest nul. Malus s’est élevé encore a une plus

vaste généralisation : il considére un premier systéme de
droites rencontrant une surface donnée; de chaque point de
rencontre part une droite liée a la premiére par une loi
donnée; on obtient ainsi un second systéme. A laide d’une
analyse (rés-belle, mais assez compliquée , Malus découvre
des relations , devenues célébres, entre les deux systémes,
relations que M. Dupin a obtenues ensuite plus simplement,
par des considérations géométriques. Cest méme la grande
utilité de la géométrie, d’éclairer des théorjes qu’elle n’a pas
fondées, d’abréger la voie aux découvertes qu’elle n’a pas

" faites. Ces relations que nous venons de mentionner renfer-
ment la question optique conme cas particulier. En effet, le
premier systéme peut représenter des rayonsincidents, etle
second systéme les rayons réfractés, qui comprennent aussi
les rayons réfléchis en prenantl'indice de réfraction égala—1.
Bepuis, M. Quetclet a cu I'heureuse idée de considérer les
deux surfaces trajectrices qui coupent orthogonalement les
deux systémes de droites d’incidence et de réfraction : grand
moyen de simplification, car les développantes sont sou-
vent de degrés moins élevés que les développées. On en a un
exemple dans les coniques, courbes du second degré, qui ont
pour développées des lignes du sixiéme degré. M. Quetelet
a énonceé a cc sujet des théorémes que M. Timmermans, de
Gand, a démontrés d’une maniére fellement élémentaire,
que nous pouvons les consigner dans ce recueil.

Soient deux droites MA, NA se coupant au point A ; le
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Heu géométrique d’un point dont le rapport des distances
aux deux droites est constant, est formé par le systéme de
deux droites passant aussi par A et relatives aux deux
angles aigus et aux deux angles obtus. Considérons une de
ces droites que nous désignons par AP; prenant donc un
point I sur cette droite, et abaissant sur les droites AM, AN
les perpendiculaires IR, IS, on aura :

IR _ sinMAP _ sini

E —_—m =_ m: n = constante.

Si par le méme point I nous élevons une perpendiculaire
IT a AP, on a évidemment aussi : '

sinRIT _ sini _ s

sin SIT ~ sinr~
en regardant donc AP comme une droite dirimante de deux
milieux , IR élant un rayon incident, IS sera le rayon ré-
fracté, si n est 'indice de réfraction.

Cela posé, soient maintenant AM, A"N deux courbes
quelconques situées dans le méme plan. Le point dont le
rapport des distances normales & ces deux courbes est con-
stant, sera une troisiéme courbe A'P, ct telle que si par un
point I de cette courbe nous menons les deux normales IR,
IS, les trois tangentes menées en R, T, S, respectivement
aux courbes AM, A'P, A"N, se couperont en un méme point.
C’est une conséquence immédiate de ce qui a été dit ci-dessus.
Si donc la courbe A'P est une ligne dirimante entre deux
milieux, et si AM représente une trajectoire orthogonale
des rayons incidents, il est évident que la courbe AN sera
une trajectoire orthogonale des rayons réfractés, si I'on a
i% = n = indice de réfraction; trajectoire que M. Quetelet
désigne sous le nom dc caustique secondaire, et qui n’est
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autre que I'enveloppe d’un cercle dont le centre parcourt la
ligne dirimante et dont le rayon IS est égal a n.IR. On sait
d‘ailleurs qu’il existe une infinité de trajectoiresorthogonales;
quand on cn adopte une pour les rayons incidents, celle des
rayons réfractés est déterminéce, et les développées de cette
dernicre trajectoire ou caustique secondaire, est la caustique
cherchée (Corresp. math., t. I, p. 336). Lorsque I'objet lu-
mineux se réduit a un point, la trajectoire orthogonale des
rayons incidents est un cercle de rayons arbitraires qu’il est
naturel de prendre égal a zéro. C'est ce qu'on a fait dans le
probléme précédent sur la droite dirimante. Du reste, ce
probléme a é1é souvent résolu, entre autres analyliquement
par M. Gergonne, et ensuile géométriquement par M. Sturm;
les solutions de M. Soulé semblent plus simples.

Les Nouvelles Annales conliennent 1'équation générale
des caustiques secondaires par réflexion des coniques, les
rayons ¢émanant d’un point. Gette courbe est celle qu’on ob-
tient en abaissant du point lumineux unc perpendiculaire sur
la tangentc a la conique et prolongeant cetie perpendicu-
laire d’une quantilé égale a clle-méme (NVouvelles Annales,
t. 1V, p. 426). Je ne sache pas qu’on ait jamais calculé cette
équation avec celle généralilé. Ce genre de courbe est aussi
donn¢ par I’équation bifocale pz 4+ gz'=v; z ¢t z' sont les
distances d'un point quelconque de la courbe a deux foyers
fixes, et p, g, v, des constantes. C’est ce que M. Sturm a
démontré pour le cas particulier du cercle.

Tschirnhausen (Walther de) est Pinventeur des caustiques
catoptriques. Il a indiqué, sans démonstration, la caustique
du cercle pour des rayons incidents paralléles (Acta erud.,
nov. 1682, p. 36%); mais J. Bernoulli a démontré que I'in-
dication de Tschirnhausen était fausse , ct a donné, dans des
lecons sur Ic calcul intégral a I'usage du marquis de Lhospi-
tal (1691 ct 1692), la premiére théorie analylique et géomé-
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trique des causliques catoptriques et dioptriques pour des
rayons paralléles ct convergents, mais toujours dans un
méme plan (Opera omnia, t. I1I).

Nous croyons utile de consigner ici les principaux travaux
sur les caustiques publics dans ces derniers temps.

Journal de U Ecole Polytechnique.

Malus. Mémoire sur optique , cahier XIV, p. 1-%4, 1808;
sar la dioptrique, p. 84-129.

Correspondance sur UEcole Polytechnique.

Malus. Surfaces caustiques, t. I, p. 142-144, 1808.

Petit. Moyens de construire par points les caustiques par
réflexion ou par réfraction dans le cas des surfaces sphéri-
ques, t. 1I, p. 353-358. 1812.

Annales des Mathématiques (Gergonne).

Gergoune. Dela maniére dont les poissons nous voient et
dont nous les voyons, t. XI, p. 41-69, 1820-21.

Gergonne. Recherches analyliques des propriétés les plus
géncrales des faisceaux lumineux directs, réfléchis et réfrae-
tés, t. X1V, p. 129-187, 1823.

Sturm. Recherches sur les caustiques par réflexion et ré-
fraction daos le cercle, t. XV, p. 205-219, 1825.

Gergonne, Sarrus, Quetelct. Sur les caustiques, t. XV,
p- 345-358.

Gergonne. Recherches d’analyse sur les surfaces causti-
ques, t. XV, p. 1-19. .

Gergonne. Théoréme sur les surfaces causliques, t. XV,
p. 65-80, 247-254.

Gergonune. Démonstration purement géométrique du prin-
cipe fondamental de la théorie des caustiques, et historique
des recherches sur les caustiques, t. XV, p. 307-315.
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Saint-Laurent (Thomas de). Recherches sur la caustique
par réflexion dans le cercle, t. XVII, p. 1-33.

Saint-Laurent (Thom. de). Recherchessur la caustique for-
mée au fond d’une tasse cylindrique, t. XVII, p. 33-35, 1827.

Saint-Laurent (Thomas de). Equation générale dela caus-
tique par réflexion dans le cercle, t. XVII, p. 128-13%.

Saint-Laurent (Thomas de). Recherches sur la caustique
par réfraction dans le cercle , t. XVIII, p. 1-19, 1827.

Gergonne. De la caustique par réfraction dans le cercle,
t. XVIII, p. 48-56.

Correspondance mathématique.
Tome I, 1828.

Quetelet. Enoncé d’un théoréme général sur les caustiques,
p. 14.

J. G. G. Notice historique sur les caustiques, p. 29.

Quetelet. Enoncé de quelques théorémes nouveaux sur les
caustiques , p. 147.

Gergonne. Extrait d’une lettre au rédacteur, p. 149 et
268.
» A. Timmermans. Sur les caustiques secondaires, p. 336.

Tome VII, 1832.
Plana. Mémeires sur les caustiques, p. 13.
Plana. Suite, p. 85.
Tome VIII, 1835.
Hamilton. Remarques sur le mémoire de M. Plana , p- 27.

1822. Dupin. Applications de géométrie. Routes de lalu-
miére, p. 185.



— 195 —

SOLUTION DE LA QUESTION 143 (p. 134).

PAR M. JOHN (de Marseille).

Connaissant le centre et un point d’'une hyperbole équila-
tére, trouver lelieu des sommets et le lieu des foyers (Serret).
Lieu des sommefs. Prenons pour axe des x la droite pas-
sant par le centre et le point donné, et pour axe des y une
perpendiculaire & cette droite élevée par le centre.
L’équation de ’'hyperbole sera de la forme

Ay’+Bxy+Ca’+F=0;

puisqu’elle est équilatére, C—=—A. D’ailleurs A peut étre
supposé égal a 1. L’équation de Ihyperbole équilatére sera
donc y* 4 By — 2”4 F=0; seit m le coeflicient angulaire
de I'axe de la courbe ; ce coefficient angulaire sera donné par
Péquation Bm*—4m—B=0; x',y’ désignant les coordonnées
de I'un des sommets y'=mz'; y"+Bzxly' —x"4a’=0;
a désignant Fabscisse du point commun a toutes les byper-
boles; il faudra donc éliminer m, B et F. Entre les trois
équations :

(1) y'=mx’, (2) Bn*—8m—B=0, (3) y"'+Bx'y’—2"+F=0,
il vient:

Y= &y 4 hxy — 2y A (P — 2= 0
I'équation du Heu est donc () + x*)'=a’ (x’—y?). Cest Ie
licu des pieds des perpendiculaires abaissées du centre d’une
hyperbole équilatére dont I'axe serait a, sur ses tangentes

(¥ oir Charpentier, dnnales, t. 1V, p. 142). C’est une lem-
niscate de Bernoulli; il est d’ailleurs évident que le lieu des
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foyers est unc courbe semblable a celle des sommets et sem-
blablement placée.

Note. L'équation est y*+4-Bxy—a"4-F=0, 0u F=a?; «, &
désignant les coordonnécs des foyers, on connait leuars va-
leurs (voir t. 1I, p. 430); il faut y faire 7==90°; N=0;
L=mF; A=—C=1; éliminant m entre les deux équa-
tions, on oblient de suite («* 4 £°)* =2F («* — §*). Tm.

NOUVELLE SOLUTION
et généralisation de la question 101.

PABR M. PAUL SERRET,
Eléve d’Avignon.

Théoréme. Quatre droiles situées dans le méme plan for-
ment quatre {riangles; dans chacun d’eux cxiste un point de
rencontre des trois hauleurs ; les quatre points de rencontre
sont silués sur unc méme droite.

1. La démonstration de cc théoréme donnée Nouvelles
Annales, 1846, p. 13, cst assez compliquée; la suivante, qui
me parait plus simple, présente en outre, comme ncus le
verrons , P'avantage de s’appliquer immédiatement au théo-
réme général, démontré analytiquement Nouvelles Annales,
1845, p. 530.

Soient (fig. 40) ABD, ACE ; ODE, OBC les quatre droites
donnécs. Par lepoint C d’intersection des deux droites OBG,
ACE, menons CF paralléle 8 ABD, qui rencontre la droile
ODE au point F, de sorte que I'on a :

(1) FD:FE :: AC: CE.
Soient &, f, e, a les projections sur OBC despoints D, F,
E, A. Soient de plus m, n, p, et M les points de rencontre
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des- hauteurs dans les trois triangles ODB, ABC, OCE, et
dans le triangle auxiliaire OCF.

Cela posé, pour prouver, par excrple, que les (rois points
m, n, p sont en ligne droite, comme par construction la ligne
MCp cst droite, ct que de plus les droites M et Cr sont
paralléles, il suffil de faire voir que I'on a:

Mm :Cn:: Mp :Cp; )

oubicn, en prenant les projections de ces longueurs sur OBC,
quelona:
df:Ca :: fe:Ce,
ou bien .
Jd: fe :: Ca: Ce,
ou bien
FD:FE:: CA:CE,

ce qui cst précisément la relation de construction (1). Donc
on a bien la relation (2); donc les trois points 72, z, p sont en
ligne droite. On verrait d’'unc facon analogue que les trois
poinls m, n, I sont cn ligne droite. Donc les quatre points
sont sur unc méme droite.

2° Théoréme. Si deux des quatre droites sont anti-paral-
léles par rapport a Pangle formé par'les deux autres, 1° la
distance des points de rencontre des deux triangles particls
scra égale a la distance des points dec rencontre des denx
triangles qui les comprennent; 2- les distances des points de
rencontre de chacun des grands triangles aux points de ren-
contre des triangles non compris sont égales.

Ainsi l'on aura : mn=Ip et ml = np.

Par hypothése 'on a, BC et DE étant anti-paralléles dans
le triangle DAE : angle B=angE; angC=angD, et de plus

AE AD

KE = A—C. (a)
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11 en résulte immédiatement , comme il est facile de le voir,
que BD et CE sont aussi anti-paralléles par rapport a I'an-
DOB, etque l'ona:
ang B=angE ; ang (2dr — C)=ang(2dr—D), et de plus
OE_OGC
OB~ 0D’
Soient w, b, d les projections sur ACE des points O, B, D;
¢, d, 6, les projections sur OE, de C, A, B; ¢, w, 7, les pro-
jections sur ABD de E, O, C.
Cela posé, je dis d’abord qu’on aura la proportion

®

pn:nm::ml:pl. 1}
On trouve en effet :
pn:nm::ae.ad :; AE.cosC: AD. cosB;

de méme

ml:pl::di:cd:: AB.cosD : CA.cosE;
donc, pour que la relation (1) existe, il faut et il suffit que
AE.cosE _ AD.cosD égalité qui existe en vertu des rela
AB.cosB ~ AC.cosC’ ¢ -

tions (a). De méme je dis qu’on aura :

‘ ml:mn::np:ip, (2
etona:
ml . mn ;. ew' : o'y :2 EO. cosD : CO. cos B

np:lp il bw:dw ::0B.cosCO: D.cosE;

donc, pour que la relation (2) existe, il faut et il suffit que
OE.cosE  OC. cosC
OB.cosB ~ OD.cosD’
tions (0); donc on a en méme temps les proportions (1) et
(2); or, 1° en les multipliant terme a terme on a:

égalité qui existe en verta des rela-

ml.pn : ma ml.pn:;la,

donc mn’ = I-’? , ou mn = pl,
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En divisant (1) et (2) terme a terme on a :

l
E—’f:i::"-l—:i,
ml np

{

d'on Pr _ ™ dou pn= mi.

. ml  mp

Or les deux égalités mn=pl, et ml=np démontrent le
théoréme qui fait 'objet de ce paragraphe.

3. Lemme. Un triangle étant inscrit & une conique, les
trois droites conjuguées aux trois cotés et passant respective-
ment par les sommets opposés concourent en un méme point.

Cette proposition, démontrée analytiquement (Nouvelles
Annales , 1845, p. 432), peut se démontrer géomélrique-
ment, ainsi qu’il suit :

Les trois droites conjuguées aux trois cOtés et passant par
les milieux de ces cOtés, concourent en un méme point, cen-
tre de la conique; donc, comme on pourrait facilement le
démontrer, les trois paralléles menées par les sommets oppo-
sés, concourront en un méme point.

4. La démonstration du paragraphe 1 suppose essentielle-
ment et seualement 1° que dans chaque triangleles trois droites
menées par les trois sommets concourent en un méme point ;
2° que dans chaque triangle la direction de la transversale
menée par un sommet quelconque dépend uniquement de
la direction du c0lé opposé, de sorte que dans deux triangles
tels que ODB, BAC qui ont leurs bases sur la méme droite ,
les transversales menées par les sommets D et A opposés a la
base commune soient paralléles.

En cffet, cela étant, on verra comme précédemment, pa-
ragraphe 1, 1° que la ligne MCp est droite, 2° que les droites
Mm , Cr sont paralléles, et que leurs longueurs sont entre
elles comme leurs projections df, aC, faites suivant les pa-
rallele D4, Ffet na sur la droite OBG, et ainsi de suite...
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Par conséquent, toutes les proportions précédemment éta~
blies subsistcront encore et conduiront au méme résultat.

Donc, d'aprés le lemme 3, la démonstration du para-
graphe 1 cst exaclement applicable au théoréme général sui-
vant : _

Théoréme. Un quadrilatére étant tracé dans le plan d'une
conique, si 'on prolonge suffisamment les cOtés opposés, on
oblicnt quatre triangles ; dans chacun d’cux existe un point
de rencontre des trois droites conjuguées aunx trois cotés et
passant par les sommets oppusés; ces quaire points sont en
ligne droite.

NOTE

Sur un nouvel indice de Uexistence de racines tmaginaires
dans une équation.

PAR M. PAUL SERRET,
Eléve d’Avignon.

1. On sait qu’une équation a toujours des racines imagi-
naires quand plusicurs termes conséculils de celte équa-
tion présentent trois coefficients en progression géomé-
trique, ou quatre cocfficicnts en progression arithmétique.
La premicre proposition se déduit immédiatement du théo-
réme de de Gua, et indireclcment de celui de Descartes; la
seconde, dont la remarque est due a M. Hermite, est une
conséquence de la premiére.

2. Théoréme. Si dans une équation quatre termes consécu-
tifs ont leurs coefficients en proportion géométrique, et si de
plus les antécédents ont le méme signe, I'équation aura des
racines imaginaires.
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Cette remarque que je crois nouvelle, et que I'on peut dé-
duire du théoréme de Descartes, se déduit aussi immédiate-
ment du théoréme de de Gua.

En effet, An—i, An, An+1, An+o étant les coefficients de
quatre termes conséculifs, on doit avoir séparément, si
toutes les racines sont réelles, les deux relations :

(a) An> Ap—1. An+1,  A'nt1> An Agta.
Or, parsuitede la restriction faite dans1'énoncé, on a a la fois :
An—1.An+1>0, ct Ap Apt2 >0,
mais des deux relations (z) on déduit la suivante :
A'p A'nt > Ap—1. An. Anti. An 42,
ou bien, divisant par le facteur positif Ap, Ap+(, Onaura: -
Q] An. An+1>>An—1. An+2;
or, dans le cas actucl,, on a-:
An. Ant1= An—i. An+2;

donc on ne pourrait avoir en méme temps les deux rela-
tions (a), donc I'équation a des racines imaginaires.

3. Soient a, b, ¢, d les cocflicients de quatre termes con-
séculifs d’unc équation; supposons-les en proportion arith-
mélique; on reconnailra facilement que l’édualion aura des
racines imaginaires, si 'on a: 5—;—;—?_—_(? > 0, en multipliant
Péqualion proposée par x — %

Axx. DR MaTmEN, VI 15



QUESTION I'EXAMEN (¥ t.V, p. 703).

Liew des milieux des cordes de direction donnée, intercéptée
entre deux coniques.

I. Tatorkme. Le milieu des cordes de direction donnée,
interceptée entre deux coniques, est, généralement parlant,
une ligne du quatriéme degré.

Démonstration. Prenons pour axe des y une droite ayant
la direction donnée, et soit I'équation ordinaire a six termes
celle de la premiére conique; et une équation analogue avee
des coefficients accentués, celle de la seconde conique.
Toutefois nous supposons, ce qui est toujours permis, que
le cocflicient A de y’ est le méme dans les deux équations ;
résolvant les deux équations, on a

[2AY,+Bx+D)=\V mz'—2kz+1; [2AY,+-B'x+D]=
=‘/px’— 2ex X
Y, et Y, sont les coordonnées correspondant ‘a la méme ab-

scisse dans chaque conique ; 1, », X sont des quanmes de la
seconde conique, analogues a m, £, [ dans la premlere co-

nique m=B"—4AC
k =2AE—BD
! =D"—4AF.

La gi‘andeut absolue de la corde interceptée est Y,—Y,; en
représentant par y I'ordonnée du milieu de cette corde , on
a 2y=Y,4Y,; il vient donc

4Ay+2(B+B)4+-D4D'= Vmz kzti+V @2z tr;

faisant disparaitre les radicaux , on obtient
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(847 +2(B-+B )+ D+ — (m-t-p) 22 (kt-r)—t—i]) =
=h[mzx’—2kx-+1] [px'—2xx+41],
équation du quatriéme degré.

II. Discussion. Le second membre peut prendre cette
forme :

k1 * )3
2— —_ —_— ,_‘ - - .
bmyp. [.r 2m+m] [x 2 FI+ I‘]’

les deux factears trinOmes deviennent égaux, lorsque
k. x I )

la premiére équation annonce que les centres des deux co-
niques sont sur une paralléle a 'axe desy, etla seconde, que
les poles de I'axe des y, pris par rapport aux deux coniques,
sont aussi sur une paralléle a I'axe des y.

On a les identités

K l 4AL
T = ou L=AE’— BDE-{-CD’—]—mF-,
2 ) U
c X ’f—"(t 1, p. 490);
ook
L !
donc, d’aprés les équations (1), —== mais les trindmes

peuvent se mettre sous la forme

AL x\* 4AL
()= S0 (o) 2,
© ¢
Ie lien est donc le systéme de deux coniques représenté par
Féquation
27r
[4A.r+(B+B')x+D+D’] [l/ m=t) 1*] [ el §

III. Siles deux coniques sont concentriques et ont un dia-
métre commun de méme grandeur ; on peut prendre ce dia-
métre pour axe des x et le centre pour origine; alors
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=2=0, F=F, et I=4AF=)=—4AF’; donc I'’équation
du quatricme degré devient
[(6Ay+z (BB — 2'(m4p) —20)" =4 [ma’1] [s2"4],
F l
c'est la question 12 proposée tome V, p. 702. T TY
présente le carré du demi-diamétre commun.

Avis. Nous engageons les candidats a traiter cette derniére
question directement. Les méthodes les plus générales sont
toujours les meilleures sous le point de vue scientifique,
mais ne valent rien pour les examens ou I'on ne donne que
de pctits cas particulicrs qui exigent de petits expédients
auxquels il faut étre préparé d'avance, sous peine d'échouer,
les plus forts comme les plus faibles. Tm.

ANNONCE.

Lecon b’ ariraMETIQUE, dédiée aux candidats aux Ecoles spé-
ciales , sur la multiplication abrégée (avec la mesure de
I’errcur); le nombre des chiffres du quotient dans la divi-
sion ; 1a division ordonnée de Fouricr; la division abrégée
de M. Guy; 'extraction de la racine cubique ; la théorie
des approximations numériques de M. Guilmin. Par
M. P. F. Verbulst, membre de I'Académie, professeur
d’analyseal Ecole militaire de Belgique. Bruxelles, 1847,
in-12 de 72 pages.

Cetopuscule, complet sans superﬂm tés, précis sans obscuri-
tés, qualités si difficiles & réunir, cst non-seulement utile aux
éléves, mais indispensable aux professeurs qui désirent con-
naftre I’élat actuel de I'enseignement. Les additions faites anx
diverses méthodes n’en sont pas le moindre mérite ct sont
dignes dulumineux auteur du Traité des fonctions elliptiques.
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QUESTION D’EXAMEN (voy. t. V, p. 703).

Probléme. Résoudre 'équation asin x-}-bcos xr=c.

“ .
Solution. Faisons -—— =sinm; ———5=cosm; m cst
. a0’ T a4 !

4
connu par les tables ; I'équation devient cos(z—m)= Z"-FIF‘

les tables donnent x—nz, et par conséquent x ; si c=a’+4-0?,
alors x=m ; si c>a’+0*, x cst imaginaire ; lorsque c estné-
gatifl, on fait x=—y, et I'équation devient a siny—bcosy=c.

Observation I. Par la table de Gauss, on trouve facilement
log(a’+0") au moyen de loga ct logh (¥ Finck, Eléments
d’algébre , p. 518, seconde édition).

Observation 11. Dans la courbe transcendante donnée par
Yéquation y = asinx - b cosx, la valeur maxima de y est
a’4-0*; l'aire comprise entre I'ordonnée a l'origine ct une
ordonnée quelconque , ajoutée au coefficient angulaire cor-
respondant a cette derniére ordonnée, est une quantité con-
stante. La courbe est une sinussoide.

SUR LES NORMALES
et les Développées des coniques.

Remarque. Nous faisons usage , dans ce qui suit, des fonc-
tions que nous avonsintroduiles dans la théorie des coniques,
fonctions qui existent similairement-pour toutes les ligues ct
surfaces algébriques, et qui servent a I'application de la
théorie des équations a larecherche des propriétés de Vespace,
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ce qui constitue la vraie géométrie cartésienne, et qu’on
n’enseigne pas dans nos livres élémentaires; ce qu’ils don-
nent sous ce nom n’est qu’une macédoine de problémes et de
théorémes , résolus et démontrés moyennant des opérations
algébriques, chose qu’on savait faire et qu’on faisait plus
d’un siécle avant Descartes. Rappelons notre notation. Nous
désignons la fonction fondamentale par L, savoir :

L=AE'—BDE--CD'}-F(B—4AC);

elle renferme six coefficients , et de 1a six fonctions dérivées
partielles :

dL . L,

dL dL

— == — ; == k= —_ 3
P 20D—BE; o=k =24E—BD;
dL dL "
-[T‘[—;:—-nZDE—QBF; IF =m=B"—4AC.

I. Prosiime. Etant donnée I'équation générale d’une co-
nique , rapportée a des axes rectangulaires, et '’équation
d'une droite située dans le plan de la conique, quelle rela-
tion doit exister entre les coefficients pour que la droite soit
normale a la courbe.

Solution. Soient -

Ay’ +Bxy +Cx*+4 Dy + Ex +F=0, (1)
I’équation de la conique, et
dy +ex+f=0 )
I’équation de la droite , désignons restrictivement par x et y

les coordonnées du point d’intersection de ces deux lignes.
Pour satisfaire a la condition énoncée , on doit avoir

2Ay+Bz4+D _ —e

—

€zt By+E 4
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ou bien :
y(2Ad+Be)4-x(2Ae+Bd) =—(dD--¢E).
Combinant cette équation avec I'équation (2), on déduit

Mx=f(2Ad+Be)—d(dD-+}€E); My=—f (2Ce+Bd)+
+e(dD+-¢E); M=2(C—A)de+4-B(d'—e");

substituant ces valenrs de x et de y dans I'équation (1), réu-
nissant les termes en £, en f, et les termes indépendants
de f, on trouve, toute réduction faite, et faisant usage des
relations d'identité (t. I, p. 490) :

F(Ad>4Bde-Ce?) [mf -2k d--2ke) 4-e¥(Cl—L)-
4 de[BI—2Cn]-de'[l(A —2C) -1/ (C—2A)+2mF]+
-+ de[Bl'—2An]+d'[Al —L)=0, (3)

relation cherchée.
[4
d
tion en f n’est que du second degré; ainsi il n’y a que deux
normales paralléles, ce qui est évident; lorsque f est nul,
ce qui revient aux droites passant par un méme point, I'é-
e
d
rono la premiére discussion compléte de ce cas (t. II, p. 16).
Prosrime 2. Etant dobnce 1'équation d’une ligne du
sixiéme degré, a coordonnées rectangulaires, vérifier si elle
est la développée d’une conique.

Corollaire 1. Lorsque le rapport — est constant, 'équa-

quation en -, est du quatriéme degré. Nous devons a M. Gé-

Solution. Soit g(x,y)=0 Véquation donnée du sixiéme
degré, et soient z'y' les coordonuées d’un point de la
courbe; 'équation de la tangente a la courbe en ce pointest -
Dy +a2Dy=y'Dy—x'Dx’; Dy et Dy désignent les dérivées
de la fonction ¢ prises successivement parrapportaxretay,
et dans lesquelles ces variables courantes sont remplacées
respectivement par x' ety ; on sait d’ailleurs que le second
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membre ne renferme que des termes du cinquiéme degré.
Mettant dans larclation (3) du probléme précédent, au licade
d, e, f, respectivement les fonctions Dy , Dy, y'Dy,—a'Dx,;
sil’on peut donner aux lettres A, B, C...F des valeurs telles
que la relation s'annule identiquement; alors la courbe est
la dévcloppée d'une conique, déterminée par les valeurs des
coefficients A, B... F. Si celle possibilité n’existe pas, la
courbe donnée n’est pas la développée d’une conique.

Prosuéne 3. Elant donnée I'équation générale d’une co-
nique, a coordonnées rectangulaires, trouver 'équation de
la développce.

1er Cas.—Courbes @ centre. Soit ’équation de la courbe
Ay*+Bxy-+Cx’+4-Dy+Ex+F=0; prenons pour origine

k by
le cenlre ; a cet cffet, faisons r=x'4- o Y= y' 4 —, 0

aura Ay"4Bx'y'4-C'x’ -—=_0 rapportons les courbes

a ses axes principaux; posons x' = x'cos9 — »sin¢g,
y'=-x"sine+y"'cose, on pcut toujours supposer que ¢ est
un angle aigu, ct substituant, il vient a’y"+ b’x"'=a’b
pour cllipse; la développée de cette cllipse est

[@x™ 4 Uy" — ']} = 2Ta’bcix’y® (V. t 10, p. T4),
ou ¢ =a — .
Revenant au second systéme d'axes, ona
x"=x'coso-ty'sing; y"=—x'sing{y'cose ;

2" = x"”cos’p+2x'y'sin pcos g + ' sin’p;
¥ =x"sin*e — 2z y'singcos ¢ -+ " cos’e;
—B - . .
on a tang 2';=—A—T: ; dela on déduit, par les relations tri-

gonomeétriques connues :
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‘ sin2p = —J;TB (BetR doivent avoir méme signe);

2 R+A—C R +C A 3 H 3,
WS?—T, Sln?-——T ou R——(A—C)"'B,
on a aussi

=~l; [N+ R]; 0= Q—L[N—R], oit N=A-+C;

et =" (g1, pa9s, ett. 11, p. 431)

faisant les substitutions, il vient

4[m*(Ax"—Bx'y'+Cy")—4LR*P+27m L(B(2"—y") +

+2(A—=C)x'y'’=o0. (1)
On revient du sccond systéme au premier, moyennant
k 4
—‘.Z‘—-—- s Y'=y——

m

et 'on a ainsi 'équation générale de la développée de I'el-
lipse, les axes élant rectangulaires.
Pour I’hyperbole, il faut changer lesigne de 0, et prendre

b= :‘%[; [R —N], etlon arrive a la méme équation que ci-
dessus.

Parabole. Méme équation générale que dessus, et soient
@, B les coordonnées du sommet, on a
8NLs=k({4)—4EL; 8NL8=K({4!)—4DL (t.11, p. 432);
adoptons le sommet pour origine, et pour axes, les axes
principaux; a cet effet , faisons

x=a-tx'cosy—y 'sing
y=p-+x'sing+y'cose,
on doit obtenir I'équation

,,+‘/LN1_,__O
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car le paramétre principal est égal a (7. 1.1, p. 49%);

I'équation de la développée est alors
—21ViN ,  (  VANLY
T e ) o
dans le cas actpel , R===(A+-C) ; donc

€os’p= 1-1; sin’e = %; sin'-z(p::—ﬁ;
revenons du second systéme au premier : 'on a
x'=cose(x—a)+sing( y—p); y'= —sin ¢(x—a)+cose(y—B),
1 2
y'=y Clx—ay—B(x—2) (y—B)+Alr—f)],

, VN

r=— VvV A(x—q) —}—\/C(_y—ﬁ)] \/— [2A(.z‘— «) +
+B(yr— p)’
et Vi=_t*_,
21/A

substituant, il vient
S4ARN"[C(x—a)'+ B(x—a) (y—B)+A(r—B) 1=
=[4AN(wr—a)+4-2BN(y—B)—k)*;

mais le trindbme du premier membre est le carré de

(x—x) VC+(y—B)V'A, et remplacant V'C par V__,
il vient
27TkN[2A(y—B)+B(x—a)=—2[4AN(x—0) +
+2BN(y— B)+4]°

ProsLeme 4. Etant donnée V'équation générale d'une co-
nique a coordonnées obliques, trouver I'équation de la déve-
loppée.

Solution. Méme notation que dessus : y Pangle des axes;
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conservons méme origine et méme axe des x ; prenons les
axes rectangulaires. A cet effet, faisons
r=x'—y'coty; ysiny=y',
il vient
" [A—B cosy4C cos'y] +x'y'[B sin 7—2C cosy] 4-Cx*sin’y+-
+y/'siny[D—E cosy]+sin’y(Ez'+F)=0;
les axes étant rectangulaires , on peut appliquer les résultats
précédemmen tobtenus, et ensuite revenir an systéme obli-
que a Vaide des formules x'=x-4ycosy; y' =ysiny.

SOLUTIONS

De quelques questions sur Uorigine des coordonnées dans les
coniques.

Remarque. Nous prenons P'équation hexanéme de la co-
nique, et désignons par ¢ I'angle des axes; nous faisons
usage de la fonction principale L et de ses six fonctions
dérivées k, &, I, U, n, m. (Poir page 206.)

1. Quelles sont les équations de condition pour que l'ori-
gine soit : 1° sur la courbe; 2° un sommet; 3’ le centre;
4 un foyer; 5° un centre de courbure; 6° sur un axe pria-~
cipal; 7° sur une directrice.

Solutions. 1° Sur la courbe: F=0, équation de condition;
L*(2Acosy—B)=KIR’
L¥{('Ccosy—B*) =4"IR"
tion ou R°=(A--C)*-}-msiny; (voy. L. 1, p. 26, équation (9));

3° Lecentre: k=0; ¥ =0;

4 Un foyer: l=10; n=1cos y (voy. t. IL, p. 427);

5° Un centre de courbure : les axes étant rectangulaires.

2° Un sommet{ } équations de condi-
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Ellipse et hyperbole 4[Ak* —BkE + Ck"—AiLR*m’]*4-27m’L

[B{F"—k")4-2(A—C) kK']>=0; on parvient a ce résultat, en

remplacant dans 'équation (1) de la développée (voy. p. 209)
kl

x ct ar kel
Y P m _;l-l’

Parabole. 27 kN*[2A8+ Bz]'=2[4ANa 4 2BNB—£J3;
N =A+4C; x, B sont les coordonnées du sommel. Foir la
développée de la parabole (p. 210).

Observation. Si les coordonnées sont obliques, il faut les
rendre rectangulaires, comme il a été dit pages 210 ct 211.

6° Sur un axe principal. k'[2A cosy— B]=#%[C—AX=R],
ou R= Vm, il faut que 'une ou l'autre de
ces deux équations soit satisfaile ; on parvient a ce résullat,
en remplacant dans I'équation aux axes principaux x ct y par

k K.
- et — - (voir t. I, p. 496).

Observation. Cette ¢quation de condition équivauta celle-ci:
| % [2Acosy — B]=#[A —C==R],
et cela en vertu de la relation d'identité
(A—C)’+[2A cos y—;B] [2Ccosy—B]=R’ (voy. t. I, p. 490).

7° Sur une directrice. La polaire de l'origine doit dans ce
cas passer par un foyer.

Ellipse et hyperbole. L’équation de la polaire de origine est

k K )
Dy+Ex+42F=0;«+} ) g4 — sont les coordonnées du
foyer; « ct B étant les coordonnées du méme point lorsque
Yorigine cst au centre ; substituant ces valeurs, il vient pour
équation de condition, m (DB + Ez] = 2L; d'ou
m’ [D'p*4-2DEaf 4 E'e’|=4L’;

mais on connait les valeurs de «*, §’, et «f en fonction des
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coefficients de I'équation (t. li, p- 430). Pour avoir o8, il faut
avoir recours a I'éguation, aux axes principaux

2{A—C)2f+4-a’[B—2Ccosy]4-a’[2Acosy—B]=0
on en déduit :

afsin'y = i—? [cosy [N —R]— Bsin’4]
ou R =N -4 msin’yet N=A 4 C—Bcos;
faisant les substitutions, on a, toute réduction faile :
[N—R] [D*+ E*—2DEcos y] + 2mF sin* y =0.

Parabole. On a D84 Ea= —2F; remplacant § et « par
leurs valeurs trouvées (t. I, p. 432), on obtient pour équa-
tion de condition : cosy [DAS'+ Fi'l] = L({—{)].

NOTE SUR LES RACINES EGALES.

PAR A. VACHETTE,

Licencié és sciences mathématiques, et licencié és sciences physiques.

1o Exprimer que f(x)=0 a n racines égales.

On a les trois moyens suivants : 1° exprimer que le quo-
tient de f'(x) par (x—a)" est enlier; 20 exprimer que f(x),
S'(x)... =1 ont une racine commune a; 3° exprimer que
S (x) et f(x) ont un diviscur commun du degré n—1, qui est
une puissance cxacte (x—a)" ™.

Ces trois procédés sont identiques. En effet, remplacons,
dans f(x), x par a+x—a, etdéveloppons

ot z—a=fia) Do a1 LD oyt 4

Fo@,
+ s A
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En divisant par (r—a)", le premier membre devtent S (‘7‘2)
et 'on a
f(x) — f'(a) f"(a)
Eo =+ et et ot
+ f (n—1)(a) S ™{a)

voo(n—1) (x—a) ' 1.2...n

Le second membre devant étre un polyndme entier en .z, il
faut que les termes ou x entre en dénominateur disparais-
sent d’eux-mémes, c’est-a-dire qu’on ait

fl@)=0; f(a)=0; f"(a)=0 ... f(r—iXa)=0,

n équations qui contiennent @, et donneront n—1 condi-
tions quand on aura éliminé a.

Ce sont les mémes conditions qu’on trouverait par le se-
cond procédé.

Par le troisiéme procédé, on sait , d’aprés la formation du
dérivé d’'un polynéme au moyen des facteurs de ce poly-
néme, que s’il existe un commun diviseur (x—a)"™ entre
S(x) et f'(x), f(x) doit admettre comme diviseur (xr—a)";
car f'(x) étant la somme des produits m—1 & m—1 de f(x),
si f(x) n’élait pas divisible par (x—a)", la somme des pro-
duits ne pourrait admettre comme diviseur (x—a)* . En ex-
primant donc que f'(x) est divisible par (x—a)", on trouve
les conditions précédentes ; et en exprimant que f'(z) est di-
visible par (x—a)"™, on les retrouve toutes, excepté la pre-
miére ; en effet :

' NG
flatz—a)=fla"—= x—ar+

S—=1)(a) ~— S® (a) -
+1.2...(n——-2) (F—a+ 15" (=t (—a) + ..

! (")(x—a)*+ .t

ou bien :
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S fla) S"(a) f"(a)
(x—a)™"~ (x—a)™* + (x—a) ' 1.2(x—a)*3 +.ot

S—1a) f(n)a
+ 1.2...(n—2) (x— + (n—1)

Comme le deuxiéme membre doit étre un polyndme entier
en x, on a les conditions -

Sa@)=0; f"(a)=0.....fin—1) (a) =0,

ou il ne manque, pour avoir toutes les précédentes, que la
condition f(a)=0.

On évite ainsi le paradoxe que M. Gérono avait, & mon
‘ avis, suffisamment résolu dans le tome I¢* des 4nnales. J’a-
joute néanmoins que les développements nouveaux qu’il
vient de donner dans le tome actuel confirment pleinement
sa théorie par des exemples, et font, pour ainsi dire, tou-
cher au doigt la démonstration.

Pour démontrer plus rigoureusement les conclusions qui
précédent , jobserve que le reste de la division de f(x) est

S (a) Sla) S"(a)
(x—a)* ' (x—a)*™ + 1.2(x—a)" + et

S*a)
+i3

oo (p—1) (z—a)’

=t

et doit étre nul, quel que soit = ou quel que soit x —a; on
peut Yécrire

. (ro+r@e—a+l2 e oyt
—_— a— =0.
), S

1.2...(n—1)

C’est alors une identité qui donne les conditions énoneées.
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QUESTIONS.

144. Etant donnés deux ellipscides semblables, concen-
triques, et ayant leurs axes principaux homologues dans la
méme dircction, tout cylindre circonscrit au petit ellipsoide
coupe le volume du grand dans un rapport simple qu’il s’agit
de trouver. (Lebesgue).

145. Une droite est paralléle au plan d'une conique; un
plan de direction donnée coupe la droite ct la conique cn
trois points; formant les sommets d’un triangle, trouver
1°I'équation de la surface engendréc par les cOtés du triangle
qui vont de la parall¢le & la conique; 20 dans quel cas les
sections planes de cette surface sont-elles des coniques;
3° évaluation du volume. (Wallis).

146. Dauns un paraboloide hyperbolique dont les paraboles
principales sont égales, lasomme ou la différence des distances
des divers points d’uane méme ligne de courbure a dcux géné-
ralrices rectilignes fixes, est constante. (J. A. Serret.)

147. L'équation de la développéce de 1a courbe a’2’+ 0=
=(x’+5";", qui est licu géométrique des projections ortho-
gonales du centre d'une ellipse sur ses tangentes, peut s’é-
crire snus la forme suivante :

\/ Tz 22 22 2 2
ady3 4 b3 x3 { (20 —a%)ad 23 4 (22°—0")b3 y 3=
=ab (@ —?).
(Strebor).
148. La rectification de la courbe, lieu géométrique d’un
point tel que si de 1a Yon méne deux tangentes 4 unc ellipse
donnée, I'angle qu’elles font soit constant, s'effectue par des
fonctions clliptiques. (Strebor).



THEOREME
sur les courbes algébriques asymptotiques.

PAR J. A. SERRET.

Si une droite est asymptote d’une branche de courbe algé-
brique , elle Uest également d’une seconde branche.

Soit pris pour I'un des axes coordonnés l'une des asymp-
totes d’une courbe quelconque, algébrique ou non, et soit
F(x, y) =0 l'équation de cette courbe. Changeons y cn

1 . s
L , l'équation F(x, —) = 0 appartiendra a une seconde
Y Y

courbe, laquelle passera par V'origine des coordonnées; or,
si pour celle-ci I'origine n’est pas un point d’arrét, elle sera
toujours coupée en deux points par un cercle décrit de 1'o-
rigine avec un trés-petitrayon; en d’autres termes, pour une
trés-petite valear de x, variant par exemple de —c & -, il
y aura deux valeurs de y réelles et trés—pefitcs, qui pour-
ront étre de mémes signes ou de signes contraires. Par consé-
quent, en remontant a la courbe primitive, on verra que si
x varie de +:a 0 et de —e a 0, on aura deux valeurs réelles
de mémes signes ou de signes contraires, et qui augmentent
au dela de toute limite. 11 n’y a d’exception que dans le cas
ou l'origine est un point d’arrét pour la courbe auxiliaire,

ce qui ne peut arriver chez une courbe algébrique. On en
1

voit un exemple sur I’équation y = e*.

Note. Ce théoréme est dit & Newton, et est énoncé, si je
ne me trompe, dans son Enumeratio Linearum tertic ordinis.
Euler dit : «Quam ob rem curva duos habebit ramos in iu-

ANN. DE MATHEM, VI 15
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finitum excurrentes inter se oppositos, quorum alter cum
ista linea recta antrorsum, alter cum eadem retrorsum in-
finite producta conveniet (Int., t. 11, § 174). Ce quam ob
rem avait besoin d’'une démonstration. Tm.

DEMONSTRATION
des Analogies de Néper.
PAR M. J. CORTAZAR,

ancien éléve de VEcole de arts et manufactures ,
professeur a I’'Université de Madrid.

Multiplions I'une par 'autre les deux formules
tan A sin(p—0b)sin( p—c)
838 = sinp sin (p—a) ’

_ sin(p—a) sin(p—c)
tdng B= \/ sinpsin(p-—0)

et nous aurons, d’apres des réductions trés-simples :

B — sin( p—c)

ta Atan
63 €3 sinp ’
ou, cequi est €gal:
1
sinzAsiniB
2 2 sin(p—e)
sinp

1 2
- -B
cos 3 A cos 3
d’ou il vient:
1 1 1 1
- A cos - B-}-sin- A sin - . .
cos 5 A cos —I—sm2 stB _ sinp-tsin(p—)
"~ sinp—sin{p--¢)’

1 1 1 1
cos — A cos—B—sin- Asin~B
2 2 2 2
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Or, d’aprés des formules usuelles, le premier membre est
1
cos 5 (A —B)

égal a

cos% (A 4+ B)
et le deuxiéme a

tang é(?p—c) tang % (a+b)

’

tan‘c B tan, 1c
g3 83
donc

cos é (A—B) tang %(a-{—b)

= ’

1 1
cos 5 (A+B) tang 5¢
c’est une des analogies.

Divisons maintenant les deux formules (z), et il résulte

tan ! A
837 __sin (p—b)
= — R
tang 1 B sin (p—a)
2
ou
1 1
sin - - B
sin 5 A cos 2% sin(p—i)
1, . 1, sin(p—a)’
€os §Asm 3 B
donc

1 1 1 1
in = A cos - B—cos ~ Asin— )
sin 2A €os 5 cOoS 5 sm2 B _ sin(p—b)—sin(p—a)

T sin(p—>0) -+ sin(p—a)

?

1 i 1 1
sin - ~B+cos=Asin- B
2Acos2 —,—cos2 3

ou enfin
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.1 1
sin é(A——B) tang 3 (a—0b) .

’

.1 - 1
sin §(A+B) tang 3¢

c’est I’analogie conjuguée de la premiére.

Le triangle supplémentaire donne les deux autres.

QUESTION

sur des Ellipses homofocales.

PAB M. EUGENE JUBE,
professeur.

Etant donnée une série d’ellipses homofocales, quelle est
la courbe qui passe par tous les points de ces ellipses, ou les
normales sont paralléles & une droite donnée?

Soient I'; F’ les foyers de ces cllipses, les axes princi-
paux pris pour axes de coordonnées, el a, b les demi-
diamétres de 'une d’elles. Son équation sera a®y*4-0°x*=a’b’.
Le coefficient angulaire de la normale menée en un de ces

£

. ay .
points (x, y) sera T et aura une valeur % constante si ce
point appartient au lieu cherché.

Soit FF'=2¢, a’—b'=c", d’ou

ay . —Chx . —Cy
@ —cyx T T y—kx' T y—kx'’
et enfin '
2 2 ka—l 2
.zy(y——.r—— — .zy) =—cxy.

On trouve done pour licu géométrique x =20, y=0, el
Ihyperbole ¢quilatére concentrique aux ellipses |
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2 2 k2—1 2
Y =2y = —c\

k

Si le plan des ellipses est vertical, et que la direction con-
stantc des normales soit aussi verticale, on obtient la courbe
que décrit le point d’application d’un poids qu’on hisse au
moyen d'an fil ixé en F', et qui s'enroule sur une poulie en
F, et une autre mobile au point de suspension.

Note. 11 est évident qu'on trouve le méme lieu pour une
droite donnée de direction, et faisantavec Pellipse homofocale
un angle donné; lorsque cet angle est nul, on a la tangente.

Tm.

SOLUTION DE LA QUESTION 124 (t. V, p. 376).

PAR M. MOUTIER,
éléve au Collége de Versailles.

(Fig. 41.) Soit oMP un triangle dont le sommel fixe o est
sur une droite fixe oL située dans le plan du triangle,
on a:

oP=1; MP=L "2, et cos MoP—20MP) =:cos MoL.

Le licu du point M cst une lemniscate, et la tangente en M
passe par le centre du cercle circonscrit au triangle oPM.
(Serret.)
Je prends o pour pole ; oL pour axe polaire, et j’appelle
w, p les coordonnées du point M ; on a alors

cos MoP cos 20MP--sinMoP sin 20MP=cos w.
Or, dansle triangle MoP :

cosMoP=F—2; cosoMP=£T1,
20 2017

-

v
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"—_ 4_
et par suite sin MoP = l/_(_ip_g_p__}

; sinoMP =, etc.;

reportant ces valeurs dans la précédente équation, et rédui-
sant -

p*—Apicoswt-bp—1=0,

équation polaire d’unc lemniscate ayant pour axe, Paxe po-
laire; le centre V a pour rayon vecteur oV=1 ; et les som-
metssets',

os'=1+4y/2; os=|"2—1, etc.

Soit ¢ le centre du cercle circonscrit au triangle oPM , et
¢D perpendiculaire sur le milieu de oM ; alors

cD = 6—‘1\—12—%;

b
inais , d’aprés la formule R—_-(—:Tc,

oM = b2 = _M‘_’l{% S
2esinMoP V6" —pi—1
et cD= g . e -3

2 \/69’——94—1.
En désignant par 4 un certain accroissement da rayon
vecteur, et par & I'accroissement correspondant de Vangle :
. (R 4p—p—3
limite (—) = P——P—
k 4p'sin w
Sidonc je méne la sous-tangente polaire du point M :

e (B A" —p'—3
oT=¢lim (7;) T kpsine

Or, il est aisé de vérifier que

p(p'—3) bp—p*—3

= - ’

V 6p—pi—1 hp’sinw
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c’est-a-dire que 2cD=0T'; donc les trois points M, ¢, T sont
en ligne droite; donc enfin la tangente & la lemniscate au

point M passe par le centre du cercle circonscrit au triangle
oPM.

DEUX QUESTIONS D'EXAMEN

»
sur les Progressions par quotients.

PAR M. A. VACHETTE,
licencié és sciences mathématiques et physiques.

1° Trouver quatre nombres en progression par quotient,
quand on connait leur somme, celle de leurs carrés, celle
de leurs quatriémes puissances.
Il faut résoudre
z+y+ott=a
r+y 2 t=b
Xityitzid-ti=c
xli=yz.

Je pose x--t=x, et xt=y,; les équations données con-
tenant . et ¢ de la méme maniére qu’elles contiennenty et =,
la valeur de x donnera non-seulement x--¢, mais x -+ z, et
le probléme sera résolu. Comme on a

ytr=a—z, yz=(a—z)—2y=b—(z’—2¥)
y4+z4:(y'l —*—2,2 )a__ anznz(b_xla_*_gy'):___zylz:
=c—(x’—2y.+2/,
on aura a résoudre les deux équations

2z, —2ax—hky +a—b=0,
2Ax,—2y,) (2 —2y,—b)=~—hy '+ b'—c=0.
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et en remarquant que la premiére donne

2 (x} —2y,) = 2ax,— a'+b
et

a*4-b 2ax,—a’—b
5 =

x'—2y,— b=ax— 5 )

la deuxiéme deviendra

2
(2ax—a’+-b) Rax,—a’—b)—2y '+ b 3 ‘= 0,
ou bien *
, b—c
ha'x)—8adx, 4-a'—b'—2y >} 5= 0,

ce qui donne les deux équations
2x, ' —ax)=by,—a’+b,
ba'{xt—ax,)=8y '—al—b"+2c,
d’ou l'on tire, par la division,
2a*(hy,—a’+0)=8y '—ai—b4-2c,
8y —8a’y+-a*—2a’b—b’2¢=0,
201V 3@ b —ks
J.= 5 .
Comme x, ou x4z n’est jamais égal a 2, alors y, ou x¢ n’est

2

TR - . .
jamais égal a 7 valeur maximum du produit de deux fac-

teurs dont la somme est @, ce qui sert a rejeter la solution
ou le radical a le signe }-. On trouve ensuite , avec

= 20—/ Aa by —he L 9t Vab—atsy,
! 2 ) } St 2 -

. a=V 32" 49—V (@+by—he

= 3 , .
On combinera les deux valeurs de x, alternativement avec
celle de y,, et on aura d’abord x et:, ensuite y et z. La
question n’admet qu’une solution.
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Soit par exemple a=21, b—125, ¢=5729, on trouvera
y,=24 et x,=10 avec x,=11, ce qui donne pour la propor-
tion cherchée : 4:3::8:6.

Le probléme est impossible pour ¢ > g-ai; ) . Le maxi-
mum de la somme des cubes des termes d’une proportion par
quotient dont la somme et la somme des carrés sont connues ,
(@ by a+V3a1 2k

2 2 )

est c= donné par y,—a? et x, =

2° Trouver une progression par quotient, connaissant la
somme s des termes, la sommes, de leurs carrés, la somme s,
de leurs quatriémes puissances.

On a donc
lg—a lg"—a’ ligi—at
=S H 2 =35, -_4-—— = S‘ 2
q—1 7—1 q'—1
d’ou I'on déduit
lgta s, R i A T

~=m -

e g T s,
Prenant pour inconnues lg=x, @ =y et ¢, on a les trois
équations
z+y=m(g-+1),
x—y=s(g—1),
2y'=n(g"+1);
éliminant r et 7, on obtient
(m’4-s'—2nyq* +-2(m’ — s*)qg+4-m’+s*—2n=0,
équation réciproque, car clle doit donner aussi bien le quo-

tient du dcuxiéme terme par le premier que le quotient de
Pavant-dernier terme par le dernier. On en déduit :

. s’-—m’i\/(s’—— m')y—(s'— m'+4-2n)
T S m—an -

_ s’—m’i2\/(s‘-—lz) (n—m?)
- s'4-m'—2n
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Comme on a les valeurs
m-!—-s m—s m+s

+ 7.7—_'— g7+

on pourra trouver tous les éléments de la progression, etle
probléme n’aura qu’une solution.

Sil'on fait s=31, 5,=3%1 et s, = 69905, on en déduit
m=11 et n=205. On trouve alors g=2, et la progression
cherchée est ::1:2:4:8:16.

I faut, pour la possibilité du probléme, que les valeurs de
g soient réelles, ce qui exige que » soit compris entre s* et
m’, ou que s,s’ soit compris entre sis, et s,’s,.

SUR QUELQUES PROPRIETES

des Polygones et des Polyédres inscriptibles. — Expression du
rayon de la sphére circonscrite au tétraédre. — Rayons de
courbure des courbes @ double courbure.

PAR E. BRASSINE,
professeur a I'Ecole d’artillerie de Toulouse.

1° Si a, b, c désignent les trois cOtés d’un triangle dont s

est 'aire et R le rayon du cercle circonscrit, on a la relation
a.b.c a.b.e

trés-connue : R = T dou bs— —— - cela posé, con-
sidérons un polygone inscriptible , que nous décomposerons
en triangles par des diagonales partant d’un méme sommet ,
la formule précédente appliquée a chacun des triangles
prouve que quatre fois Vaire du polygone égale la somme
des produits des trois cotés de chaque triangle , divisée par le

rayon du cercle circonscrit, et comme le sommet d’ou par-
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tent les diagonales qui divisent le polygone est quelconque ,
il résulte ce théoréme général :

St Uon décompose un polygone inscriptible en triangles par
des diagonales partant d’un méme sommet , la somme des pro-
duits formés , en multipliant entre eux les trois cotés de cha-
cun des triangles, sera la méme, quel que soit le sommet d’ov
partent les diagonales qui opérent la division du polygone.

Ce théoréme comprend comme cas particulier la proposi-
tion qui donne le rapport des diagonales d’un quadrilatére
inscrit en fonction des cotés.

2° On arriverait & une proposition moins simple pour le
polyédre inscriptible, mais son énoncé suppose I'expression
du rayon de la sphére circonscrite & un tétraédre, en fonc-
tion des cotés de ce tétraédre. Or, en employant les mémes
lettres avec ou sans accent pour désigner les cOtés opposés
du tétraédre, nous représenterons dans notre formule ses
six arétespar a, a', b, U, c, ¢ (a, a' étant deux arétes oppo-
sées, etc.). Si V est le volume de ce solide et R le rayon de
la sphére circonscrite , nous écrirons, sans la démontrer, la
relation :

R= MLV V(@@ +bb'+ec) (ad + b —cc')(aa'+ cc';—bb') (cc’-|:bb’—aa’),

Si l'on désigne par 2p la somme aa'4-bb'+cc', Vexpression
g P ’ p
précédente s’écrira ainsi:

R= o0 Vp(p—ad) (p— 0¥ {p—ce).
3° Supposons que sur un plan trois points conséculifs d’une
ligne courbe m, m', m", aient pour coordonnées x, y,
xtdr, y+dy, x+2dx+-d'x, y+2dy+d’'y. Si on pro-
longe mm' jusqu’a Yordonnée du point " que nous suppo-
serons coupée en £, il est visible que le triangle

mm'm’'=mm" k—in"m’lc‘::—é (dx.dy—dyd'x) ;



— 298 —
en appelant ds le premier élément de la courbe, on aura,
d’aprés laformule du §1°, R= a—i—c , I'expression du rayon de
courbure de la courbe

_2dss ds?
T dmm'm" T (dad'y—dydiz)

Si M, M/, M" sont trois points conséculifs d’une courbe a

double courbure, dont le premier ¢lément mm' scra ds, le
. ds?
rayon de courbure de cetle courbe au point M sera R— or

A élant I'aire du triangle MM'M" ; maisles points M, M', M"
se projetant sur les plans des xy enm, m', m", et en consi-
dérant successivement mm'm" on MMM" comme les bases du
tronc du prisme formé par les six points M, M, M",
m, m', m", et mesurant de deux maniéres ce solide, on
trouve que Paire du triangle mm'm", que nous désignerons
par A'=Acosa, « étant angle du plan osculateur MMM
avec celui des x, y ; en appelant de méme A", A" les pro-
jections de A sur les plans des xz, yz, et remarquant que

A=V'A"FA”FA™, ona, pour le rayon de courbure,
ds? .
_— -ﬂrs—,:r_; ; mais, d’aprés ce qui précéde,
2VAIZ__I_AI'2+AV/'2
1 .
A'=§(dxd“y-—dyd’x); A", A", se déduisant de A, en

changecant les y ou les x en z.

On pourrait aussi exprimer R au moyen des rayons de
courbure des trois projections de la courbe, et on parvien-
drait & une relation asscz simple. Enfin il est évident que si

"

on désigne par E, €', €”, ¢” les angles de contingence de la
courbe a double courbure et de ses projections, relatifs au
point M et aux projections de ce puint, on aura, en appelant
R, R”, R" les rayons de courbure des projections de la
courbe :

QR’ASiniE:Rlzsinﬂel_i_RHﬂsinze"+R!Hﬂsinielll.
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Le cosinus des angles que fait le plan osculateur MM'M" avec

. A" AT AT
les trois plans coordonnés étant A’ T x o Oonaura

pour Y'équation de ce plan :
A.,"(.Z‘I—.Z') + AH(J,I_AV) -l‘ A’(Z’—Z):O,
x'y ¥', 2 élant les coordonnées d’un point quelconque.

4° Considérons trois éléments consécutifs, MM', M'M",
M", M'", de la courbe a double courbure, dont nous suppo-
serons les équations connues. Dans le plan osculateur
MM'M" formé par les deux premiers éléments, et par les
milieux de ces éléments, je ménc deux droites, r, 7/, faisant
avec ces éléments des angles égaux a ¢; ces droites se cou-
peront cn un point I. Dans le plan osculateur suivant, je
méne des droites 7, r”, faisant avec le second et le troi-
sieme élément des angles ¢, et se coupant en un point I' ; en
continuant ainsi, je formerai une courbe I1'l"..., dont on
pourra aisément trouver les équations en combinant I'équa-
tion du plan osculateur avee celle des deux cones consécutifs
dont les axes seront MM', M'M", et dont les génératrices fe-
ront avec ces axes des angles 9. Si nous représentons par
Pangle de deux plans osculateurs consécutifs ou I'angle de
torsion , ou (rouvera, géomctriquement ou analytiquement,
pour Yexpression de V'arc infiniment petit II' de la courbe
INL"..., Yexpression ds’=dr’--r"w’sin®¢; on pourrait trou-
ver aussi I'éguation de la surface gauche formée par la suite
des perpendiculaires ¢levées aux points I, I', I"... sur les
plans osculateurs consécutifs. Dans le cas ou ¢ = 90°, la
courbe IT'I"... sera le lieu des centres de courbure sur les
plans osculatenrs; la sur{ace gauche deviendra développable,
et la relation précédente deviendra ds’=dr’"+-w’r” qui a
¢lé déja donnée par M. Molins, Journal de Mathématiques,
t. VIII, p. 332.
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Note. M. Bérard a donné la relation suivante pour le rayon
de la sphére circonscrite au tétraédre :
a’h’c®
VAL
7, B, « sont les angles respectivement compris entre
ab, ac, be, on trouve B en changeant dans A : aenb, zen
B, et vice-versi; de méme C en changeantz et xencety;
il faut en déduire la relation , d’'une élégance si remarqua-
ble, de M. Brassine (Annales de Gergonne, t. VI, p. 228).
Tm.

R [A?+B24-C?]; A*=a"sin*z—2bc(cos a—cosBcosy);

THEOREMES

relatifs aux Propriétés focales des coniques.

PAR M. SUCHET,
professeur au collége Charlemagne.

1° Dans Dellipse, il existe une infinité de systémes de
deux cercles égaux ayant leurs centres sur Vaxe focal a
égale distance du centre de la courbe, et tels que si par un
point guelconque de Pellipse on méne a chacun d’eux une
tangente, la somme des deux tangentes est constante.
Quand le rayon des cercles devient nul, leurs centres don-
nent les foyers. D’ailleurs la longueur d'une tangente est
une fonction rationnelle de Yabscisse du point correspon-
dant de la courbe. Mémc propriété dans I’hyperbole en pre-
nant au lieu de la somme la différence des tangentes.

20 Dans les courbes du second ordre, il existe une infinité
de systemes composés d'un cercle ayant son centre sur I'axe
focal, et d’'une droite perpendiculaire a cet axe, tels que si
par un point quelconque de la courbe on méne une tangente



— 231 —
au cercle et une perpendiculaire a la droite, le rapport de
la tangente a la perpendiculaire est constant.

Note. Le premier {héoréme a été énoncé par M, Chasles
(Journal des Mathématiques, t. 111, p. 402. 1838), On y
trouve aussi le théoréme I'V dela page 64 du présent volume.

Tm.

THEOREMES

sur les Normales dans les coniques.

PAR M. BELLION,
¢éléve du collége Sainte-Barbe.

On sait que la tangente est divisée, au point de contact G
et par les axes, en deux segments BG, GC, dont le produit
est égal au carré du demi-diamétre conjugué de oG, dia-
meétre qui passc par son point de contact (fig. 43).

Treortme I. Il existe pour la normale un théoréme ana-
logue a celui de la tangente; et de méme que DG.GC=10",
de méme aussi GI.GK=0". En effet, les dcux'triangles rec-
tangles DKG et GIC étant semblables, on a :

DG:GI::GK:GC, dou GI.GK=DG.GC=0".

Tatoréme II. Le produit des segments que forme la nor-
male en un point avec chaque axe et le diamétre paralléle a
la tangente qui passe par ce point est égal au carré deautre
demi-axe.

En effet, on a, d’aprés le théoréme précédent .

GIL.GK=0b" et HG'= G0, sin'GoH=a"sin%y;
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do ¢
GL. GK. HG. HG=a"b"sin’y=a’l’, (1)

parce que «'et b' sont des demi-diamétres conjugués; d’un
autre coté,

OH’=KH. HI = (GK — GH) (GH —IG);
donc, en développant et en observant que
oH’++HG =a" et GL.GK=0",
il vient
1G.HG+GK.GH=a"}b"=a"+}". 2)

Or, les équations (1) et (2) montrent que le plus grand pro-
duit GK.GH =a?, et le plus petit IG.HG=0", c. q.f. d.

THEOREME

sur les Asymptotes de I hyperbole.
(Foirt. 1, p. 142.)

PAR M. HUET.

Théoréme. Si d’an point pris dans le plan d’'une hyperbole
on abaisse des perpendiculaires sur les asymptotes , et qu’on
prenne sur chacune de ces perpendiculaires la longueur de
Pautre, la diagonale du parallélogramme construit sur ces
deux lignes sera perpendiculaire a Ia polaire du point choisi ;
si le point est pris sur la courbe, ce sera la normale en ce
point.

La démounstration donnée pour Pellipse s’appliquant par-
faitement , je n’en parlerai pas; mais j’en donnerai une plus
géomélrique qui s’appliquera également a I'ellipse. Soit M
le point donné ; AB sa polaire ; abaissons sur les asymptotes
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les perpendiculaires MG, ME, et prenons MH = MG et
MF =ME; construisons le parallélogramme 1FMH, je dis
que la diagonale IM sera perpendiculaire 23 AB; Péquation
de la polaire d’un point dont les coordonnées sont "', =" est
Y'x+x"y=2m’; xy=n’ étant V'équation de la courbe,
faisant dans la premiére équation successivement x =0,
y=0, on obtient :

2 Im?2
OA=y= %32— et OB=x= "

" yn 9
d’ou OA:0B::y":2";
la figure donne
IF = MH = MG == x"sin 6, etc.
MF=ME=»"sin¢ donne MF:IF::5":x", ou, a cause
du rapport commun : AO: OB :: MF : IF. Or langle
MF=AOB; donc les deux triangles AOB, FIM sont sem-
blables comme ayant un angle égal compris entre cotés
proportionnels; donc l'angle IMF=0AB; or F =DM est

perpendiculaire a OA; donc IMAFD est perpendiculaire
a AB.

AUTRE DEMONSTRATION DU THEOREME 68.

( Voyez t, 11, page 327. )

PAR M. P. A, G. COLOMBIER,
régent de mathématiques a Béziers.

Nous avons donné (2. t. 111, p. 22) une démonstration
de cc théoréme; la suivante doit élre préférée cn raison
de sa simplicite.

ANN. DE MATBEM, V1. 16
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Démonstration. De ce que les quatre points O, S, O, §
(7. L. 111, fig. 5) sont harmoniquemeht situés sur PQ,lon a
§0:80'::8'0:8'0';
par suite, les points O, O’ sont des points conjugués par rap-

port au diamétre SS', c’est-a-dire que

0OCx 0C = 5—67 ? H
menons lerayon C'A a I'un des points d’intersection des deux
circonférences; en vertu de cette relation, la droite C'A est
tangenteen A alacirconférence qui passe par les trois points
0, O, A; par conséquent, si je joins CA, cette droite sera
perpendiculaire & C'A, et par suite les deux circonférences
se couperont orthogonalementen A, c. q. f. d.

NOTE

sur une Courbe dérivant d’une ellipse (*).

PAR M. J. DIENGER (de Sinsheim)

Soit St L=t a>b )
I'¢quation d’une ellipse ; menons du centre de cette courbe
a sa circonférence tous les rayons vecteurs possibles; pro-
longeons chacun d’eux de la méme longueur %, et cherchons
I'équation de la courbe passant par les extrémités de tous ces
rayons vecteurs.

Soient a cet effet x,, y, les coordonnées d’un point quel-
conque de I’ellipse, I'équation du rayon vecteur qui aboutit

a ce point sera y:,‘g'.z'; si 'on prolonge ce rayon de la lon-

gueur %, les coordonnées de son extrémité seront

(*) Du genre Conchoide, V. t. Il, p. 288. Tm.
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hy,
s I=ytt—
V x, +J’. Vi +y!

Pour trouver I'équation de la courbe cherchée, il faudra
éliminer x,, y, entre ces deux équations, et 'équation

r=x~+ ————

x|y
T =
A cet effet, posons x,=pcosz, y,—psine, on aura d’abord :
‘cos’e  sin’e '
a (20 ” ) =1
e (Tt ) @

et
x=pC0S e4% cOs e=(p+-k)cosc
y=psine}-hsine=/(p-|-k)sine;
de 12 on tire

F by =y, ou p=zty’ —27»Vx +r

cos’e= ————, sin‘e= —/——;
x4y x4y

d’ou enfin on obtiendra P'équation de la courbe cherchée en

substituant ces valeurs dans I’équation (2) :

(G+5) VEFr—r=etr. W

On peut facilement voir que cetle courbe est composée de
quatre parties identiques, comme ellipsc d’'ou elle dérive.
Les deux points de sa circonférence qui sont Ie plus éloignés
du centre de 'ellipse, qui est en méme temps aussi le centre
de notre courbe, se trouventsur I'axe des .r ; leur éloigne-
ment du centre est a-}-k. Les deux points les moins éloignés
du centre se trouvent sur 'axe des y & une distance b
du centre de la courbe.

Sil'on pose x=rcosa, y=rsina, r ¢tant le rayon vecleur
de la nouvelle courbe tirée du centre a un point de la circon-
férence, » 'angle que ce rayon fait avec 'axe des z, on aura
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pour ’équation polaire de la courbe en question :
_ ab
I'angle « étant compté depuis zéro jusqu’a 2=
Cherchons maintenant la quadrature de I'espace compris
entre I'axe des x, le rayon vecteur correspondant a 'angle

r

+4, (4)

a(z g), et la portion de la courbe comprise entre ces
deux lignes. On sait que cet espace est exprimé en général
par% S‘ r’d»; donc il est dans le cas actuel :

o

% @b S A L S du +

o @’sin*a--b’cos™ o Vaksin® a + bcos’ =

h3a
+ 2

P ©® d: h3
— 1_[,“ _do_:__ + bk o + pall ,
2V, 1—e'cos’x oV 1i—¢cos 2

—
e élant = ‘1-5‘———.

La premicre de ces deux intégrales se détermine de la ma-
niére suivante :

% dx e dx 1 S“" da .

So 1—e'cos’a 2 So 1-+tecose ' 2 )o1—ecosa
1 e - cos

=_————arc (cos= ——+——“> +

27— & 1+4-ecos
1 —e—~-cos«
————— arc (cos = ——+———)
2'/1_'_8: 1—ecos«
1 (cos b*cos’x — a’sin’x
= ———— arc _ 5] =
9 \/ 1—¢ \ bcos’a -} a’sin’a

a b'cos’z — a’si n’a)
= — arc | COS—= ~5——F——"7—- /-
20 b'cos’« a'sin’a
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Quant a la seconde intégrale, on a pour f = g%

I

gd da [P —=dp (7 dp
Y. Vi—ecosa Sf V1—esin' - S,e V1—esing
2

_ (5 d8 Ay
So V 1—e'sing So V1—esing -

=F (g: e)__F(ﬁ’ e):F(g, C)—F(g—fl, e)v
- . - ? dy
en désignant la fonction elliptique de § ———— par
oV 1—m’sin’Y
F (¢, m).
Sabstituant ces valeurs, on trouve pour I'espace cherché :

ab b’cos’:-—a‘sin’«) 4
— arc | c0s = ———————
4 b*cos’eta’sin’x

™ / a*—b T a’—b* Iy

Pour o= g , celte expression donne le quart de I'espace

entier renfermé par la circonférence de la courbe, dont cet
espace est :

T n_bz
abr-L40RF < = \/ “_a__) L (6)

L’espace compris entre Vellipse et notre courbe se troave

donc :
T a—-b .
4hbF <§ : \/T) A (7)

Si dans tous les points de la circonférence de V'ellipse pro-
posée (1) on méne des tangentes, et si du centre de I'ellipse
on abaisse des perpendiculaires sur ces tangentes , 1¢ lieu de
tous les points de rencontre des tangentes et des perpendicu=
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laires correspondantes est, comme on sait, une courbe re-
présentée par I'équation
(@)= by ®
L'équation polaire a cette courbe est donc
r=V a*cos'at-’sin’x. .
Celte courbe touche ellipse aux extrémités des deux axes
principahx , et elle est de méme composée de quatre parties
identiques. Son plus grand rayon vecteur.est a, tandis que
le plus petit rayon vecteur de la courbe considérée plus haut
est b4-1.

De laon voit qu’on peut prendre % toujours de maniére que
la courbe (3) soit tout a fait hors de la courbe (8), ce que
nous supposerons dans ce qui suit.

L’espace renfermé par la courbe (8) se trouve :

©

2 82 (@*cos’a—t-bsin'a)dx=(a’+0%) g
o 1
L’espace compris entre lellipse (1) et la courbe (8) est

1t
(a——b)’é, et 'espace compris entre la courbe (8) etla courbe

4bBF (’-;, \/“ —b‘>_|_ [2h'—(a—b)]. (9)

Si h=a—>b, ce qui peut avoir lien dans la supposition preé-
cédente, le dernier espace est simplement

\/“—}”—) + 7 (@b

Dauns le cas ou % est assez petit pour que les deux courbes
(3) et (8) s’entrecoupent, chacune de ces courbes sera en

(3) est:

4[)((5—1}‘1‘(

lvl.’-l

partie hors de I'autre; pour ce cas, Vexpression (9) est la dif-
férence de deux quantités , dont 'une est la somme des par-
ties de I'espace compris entre les deux courbes qui sont hors
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de la courbe (8), et 'autre, la somme des parties de cct es-
pace qui sont hors de la courbe (3).

Si I'on porte sur le prolongement des rayons vecteurs de
Vellipse (1) des longueurs &, 2k, 3h..., et sil'on fait passer
par les extrémités des longueurs %, 2h... des courbes, on
aura une série de courbes analogues a celle représentée par
Péquation (3). Désignant par premiére, seconde... courbe
celle qui passe par les extrémilés de 2, 2%..., on aura pour
I'espace renfermé par la ni¢me courbe :

abr—++4nbhF (g, \/a —:b > +n’lir
@

Vespace compris cntre la niéme et la (n-1)iéme courbe est

donc .
4bLF (g , \/ — — > +@nt)hom,

c’est-a-dire égal a 'espace compris entre la premiére courbe
etYcllipse plus 2 fois 'espace d'un cercle de rayon %. 11 suit
de 1a que les espaces compris entre deux courbes consécu-
tives croissent en progression arithmétique , et que la diffé-
rence des termes de celte progression est le double du cercle
dont le rayon cst égal & .. La courbe de l'ordre O sera ici
Vellipse primitive (*).

On peut se proposer 1a méme question que ci-dessus rela-
tivement & Vellipsoide; mais les intégrales qu’on rencontre
dans cette nouvelle recherche paraissent trop compliquées
pour qu’elles puissent trouver place ici. Il suffira d'indiquer
quelques reésultats. L'équation de la nouvelle surface est

EIETEy————

(*) Propriété intuilive, commune au genre cohchoide. Tm.
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et le volume du corps terminé par celte surface :-

abc = abehF(e, ) ach’F(e, k R}
An __3_+ (e, + (e, &) + =1,
Va—¢ Vao—¢é 3

¢ élant = arc (cos= i),v,:\/f__” sz\// b‘ ‘.
a a*—c b a'—c

BIBLIOGRAPHIE.

NoTioNs ESSENTIELLES D’ALGEBRE ELEMENTAIRE, comprenant,
outre les questions exigées pour le baccalauréat &s letires
et le baccalaurcat és sciences physiques, I'indication des
théories les plus importantes et les plus usuclles & P'usage
des éléves de philosophie et d’humanités, par A.-M. Laisné,
professeur de mathématigues au collége Rollin ; avec cette
épigraphe : Prodesse spes est et unus mihi labor. Paris, 1847,
in-8°, 32 pages. Chez Bachelier, Delalain, Hachette, li-
braires.

Les ouvrages bien écrits se lisent vite; jai parcouru
promptement cet exposé substantiel de I'algébre élémentaire.
11 peut servir aux humanistes a repasser rationnellementles
connaissances qu'on leur a enseignées et sur lesquelles ils
auront a répondre. Rien d’essenticl n’est omis ; les énoncés,
quoique resserrés, sont trés-intelligibles : c’est le caractére
d’une bonne rédaction. On donne avec quelque étendue la
théorie des quantités négatives. Il est des théories quon
n’explique bien qu’a ceux qui les savent : les expressions
négatives sont de ce genre: il semble qu’il faudrait distinguer
les quantités qu’on se donne, pour ainsi dire de prime-abord,
davec celles qui ne sont que des résultats de calcul; tels
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sont les termes isolés négatifs, les :—: , les -‘%-, les \/:-_1- ,ete.

On ne devrait expliquer ces derniéres qu’au momentqu’elles
se présentent, ou, en style de prospectus; au moment que
le besoin s’en fait sentir. On devrait ajourner la théorie né-
gative etn’en parler qu’apreés la résolution des équations du
premier degré.

D’aprés Lhuillier, I'auteur se sert des mots minuende et
minufeur pour distinguer la quantité dont on soustrait de
celle qui est soustraite. L’emploi de ces mots , dans le cours
dela science, est si peu fréquent, qu’on ne voit pas la néces-
sité de les établir. Il en est de méme de V'expression : quan-
tité sous-radicale, pour dire quantité sous un radical. G’est
surtout dans les ouvrages destinés aux jeunes gens qu’il faut
éviter les néologismes; mais on ne peut qu’applaudir a la
suppression de I'accentuation barbare autorisée par I'Aca-
démie dans bindme , polyndme, etc. M. Laisné, fidéle a sa
devise, a fait un ouvrage utile. ‘ Tm.

QUESTIONS.

149. A, B, G, D sont quatre points_pris sur une ellipse ,
et tels que les normales en ces points se rencontrent en un
méme point. Faisant passer unc circonférence par trois quel-
conques A, B, C de ces points, cette circonférence coupera
Pellipse encore une fois en un point D', diamétralement op-
posé au point D, {Joachimsthal.)

150. Soit a un point pris hors d’une ellipse, et bc la corde
polaire de ce point. Soit @' un point sur le méme diamétre
que a ct a égale distance du centre; abaissant de ce point
les perpendiculaires a'p, a'g sur les axes principaux, la



—_ %2 —

droite pg prolongée coupe l'ellipse en deux points &', ¢’; les
quatre normales qui passent par &, ¢, ¥, ¢' se rencontrent
er un méme point. {Joachimsthal.)

151. Supposons trois points m', m", m" sur uneellipse ;
menons par les points 7', m" des tangentes a cette courbe,
que nous supposerons se couper en un point T. Joignons le
point 7' au point =", et par le point T menons une sécante
paralléle a 1a corde m"m"’; cela fait, si on joint le point m"”’
au premier point ', la ligne de jonction 7"m' passe au mi-
lieu de la corde , interceptée sur la sécante partant du point
T et paralléle & m''m"’.

Cette proposition fera trouver le centre d’une ellipse lors-
qu’on connaitra trois points de cette courbe et deux tangentes
en deux des points donnés. (Brassine.)

" 152. Prenons un point K dans une ellipse dont ABest un
.diamétre.- Joignons les extrémités A, B de ce diamétre au
point K, et prolongeons les droites AK, BK jusqu’aux
points m', m", ou elles vont couper la courbe; menons aux
points ', m" des tangentes a V'ellipse, qui s¢ couperont en
un point extérieur T. Cela posé, la droite KT sera paralléle
au diamétre conjugué du diameétre AB. (Brassine.)

153. Trouver en coordonnées polaires sphériques le lieu
d’un point P sur la surface d’'une sphére tel que si ’on méne
de la des arcs de grands cercles aux sommets V,, V...V,
d’un polygone régulier sphérique, inscrit dans un petit cer-
cle donné, 1a somme des angles PV V,, PV, V,... PV,V, soit
constante. ‘ (Strebor.)

15%. Soit G le centre de gravité d'un triangle, H un point
pris dans le plan du triangle; joignons le point H aux trois
sommets et par le milieu de chacun des trois cOtés, menons
une paralléle a la droite qui joint lc sommet opposé au point
H; ces trois paralléies se renconirent au méme point K.
Cela posé, 1°les trois points G, H, K sont en ligne groite;
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2° on a GH = 2GK. (Théoréme de M. Paul Serret, éléve
d’Avignon).

155. Etant données quatre circonférences A, B, C, D dans
un méme plan, décrire une cinquiéme circonférence E ayant
son centre sur la circonférence A; touchant la circonfé-
rence B, de telle sorte que les axes radicaux de cette circon-
férence E par rapport & B et C se coupent sur un point de
la circonférence D.

156. Par un point M d’une conique on meéne les cordes
MA, MB, MC...; par les points ABC... on méne des droites
respectivement conjuguées aux droites MA, MB, MC...;
toutes ces droiles concourent en un méme point situé sur la
conique. (Paul Serret.)

MEMOIRE

sur la résolution de deux équations @ deux inconnues.

(Suite. Voyez page 54.)

PAR M, OSSIAN BONNET,
Reépétiteur A PEcole polytechnique.

Considérons enfin la cinquiéme des égalités (1), nous en

tirons
[R,, R]=[r, R]—[e» R,

d’ou, en appelant &, le plus grand commun diviseur eutre

roete,,
r c
[R,, Ra]::[d_:n Ra]_[d_ja R, |,

et substituant dans V’égalité (11)

c .
(12) [AU BA:]':[‘;‘/’ Ra:l'—l:;idudmd'uir: BJ
4 y Y3



— 24 —
e, c, ¢,
—[m B]_[ﬁ R ]-[2 R
NERY
Appelons en second lieu ;" le plus grand commun diviseur

entre et e dis que 'on aura

[4/, R]=[d/, R].

d,,l

1l suffit, en effet, de considérer les deux égalités
C r,
ZR=RQ+R, 2,
3 3
SR = I
d4l Rn - RaQé + d,g’

obtenus en divisant la quatriéme des égalités (1) par d, et la
cinquiéme par 4/, et de raisonner sur ces égalités comme
on Ya fait plus haut sur les égalités (a) et (b), ou sur les
égalités (c) et (d). La relation

[d4,,, Ra]:[dan, Rn]

permet de mettre I'égalité (12) sous la forme
r 4
@ o mi=| g | e »)
B 2 c, c,
~zza M- -l
. N
- [d_" ’ R3J§
4
il suffit de remarquer que

[28] = [z B] + @2 R

3 n] = [ mJren ma

et
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Appelons encore 4, le plus grand commun diviseur entre

T ot = je dis que I'on au
[démr P;3]=[d4'", R-] .
En effet, entre les deux égalités
R—R Q + Bi d (K4

C,
d' _‘B Q3+R3 dr’

éliminons R,; puis l'égalité finale obtenue, divisons ses

deux membres par 4. plus grand commun diviseur entre
r ¢, .o

d——“, et i il viendra
L} 2

c, _ , rnoon
m QaR-—R,Q, +R3 da’ d," d_'.
Or d," étant un diviseur de E’_dT' , ona
{2 rs
[d4", B Q ]_[d47"’ R3 dldll dl 7
donc
4", RQ.1=[4/",R],

.

C, .
puisque == T et par suite

sont premiers avec 7
23

d [R) d d ”

avec d,” ; donc
(4", R} _<' 4", Ry].

D’un autre cdté, si I'on élimine R, entre les deux équations

d, R R Q3+R3 d 1

(A

(1' : 3Qé+dr*)

el que , I'élimination faite , on divise de part c! d’autre par
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d," plus grand commun diviseur entre —* d’ :’, , il vien-
3
dra: ,
C C
d';u 5 R=R 3Q”+Qad'd”’
et 4" étant un diviseur de —*— 77 d —757, qui d’ailleurs est pre-
mier avec - et —->— , on trouvera de méme

d d !d "
(a4, R] Z[da’", R].
Nous conclurons de 1a
[d,g,”’ R3] z[d/", R'—]’
et par conséquent, en remarquant que
[d vdu’ J [d !d "d 'n’ 3:|+[d4,"’ﬂa]
et
) c’ ’ Uz nr
I AL R.J=[W ) Rx]+[d6 » R],
Fhat ot ] |2 ™3 4

que 'on peut écrire la relation (13) sous la forme

r, - N c
(14‘) [A47 BA]—“I: d”d [IR] JJ_[mﬁ ’ B]
c, ) _ c, [ s
—[d rdndma RJ I:d,:daud:yn Rx] [';1‘3,—(2;7:3 Ra]
{3 v

Appelons encore €,"" le plus grand commun diviseur entre

ré d 1)
d'd"d”’ d d”d"” je dis que Pon aura
474 4

[4", R]=[d/", R].

Pour le démontrer, entre les deux égalités
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C, r, r,
Ty W=RUHR g ar
c, ¢ .
aay 4R

éliminons R,, puis, I'égalité finale obtenue, divisons ses
deux membres par d," plus grand commun divisear entre

cl r ] .
E.'!T," et E;—l?’ et par Q,, qui sera facteur a tous les termes,

il viendra
cl " " r2 rS
d,’dﬂl'd;”Q B RQ +Ra d’ d'd,” dgldzud;"'.
Or 4" étant un divisenr de ———— T ”d s Ona

r, r, r.
d n R " (d m’ R3 i 2 - 3 —l;
[ Q ] dx' ‘inlti2 ds'dsnda n

donc
[d4"”, RQam] ; [damla Ra]v
", ”3 . cl
uisque —- ————77 Sont premiers avec - -———-
p q d ’ d,’ d,'” d3 d3" d3" p d,' d'll d," Y

et par suite avec £,"", donc
[d.é””’ R] ; [d4“”’ Ra]i

d’un autre coté, sion élimine R, entre les deux équations

r,

L', P ! "3 _3
(w QSR—RIQa +R3 d /d " d,’ H

03

dldu de R!Q',+Q3dydu7
et que, l'élimination faite, on divise par £,” plus grand
N
- d” d,{ da" , et par Q, facteur
commun a tous les termes, il viendra :

commun diviseur entre -—7

c, &

c mn
E-'d—,"d‘"' d'd" d",R_—R,Q '+Q' 'd"d'"’
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et d," étant un diviseur de m’;‘,T,,,, qui dailleurs est pre-

Cs

mleravecd,, d'd"’ d'd"d"”

on trouvera de méme

(4", R)) Z [, R],
nous conclurons de la
[d«s""’ Ra) = [dA,”'7 R]

et par suite, en remarquant que

- r ’
1 II IH’ J g ‘m " BJ +[d6m 7R3]
d d d dl. dﬁ d4 dﬂ

C, - cl !
|t | = 4w,

que P'on peut mettre I'égalité (14) sous la forme

=f—r gl —-__
(15) [A'4 9 BA] - [dl d "d“'”d,‘”” ,Ra] [dd.”d,’”dsl"’ 2 B]
- c
I d'd "d_'"d I IO A RJ—[W’ R-]

~z -

nn

Appelons enfin 4,""' le plus grand commun diviseur entre

s (4
d‘ld‘"d‘mdbuu et dd‘”d:"d_‘”" ’

[d;”", RS] — [d4ll!" , B]'

je dis que Y'on aura:

Pour le démontrer , entre les deux égalités

’.,

a7z CA=P R g g T

__c' ‘ ni
d‘ld,ﬂd‘;"' d/ ldIB RQ +B3Ql d!d"d!l!’

éliminons R,; puis, Pélimination faite, divisons de part
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et d'autre par <" plus grand commun diviseur entre

. ¢ £ 1 ™ .

a2 €L 77 g g el par Q, =Q" (*) facteur commun a
T 2 3773 3

tous les termes; il viendra :

mr ner rﬂ r."l
dd I/d I’Id II"Q A—BQ +R3 dd ’d " d d ”d " dgldgl’ d;/’ d;’".
Or, d/"" étant un diviscur de — ,ona:

dd !Id Ilfd mnt
T 2 3

nm nr nn rﬂ r.
[dﬁ' ’BQ, ]=[d1" R’ddd"d'd"d"' d’d"(;“d""]

donc :
[d4nm7 BQ:W"] = [d:s’mlv Rs]1

r2

r, R
puisque —, ’ T = » sont premiers
d d/ d" a'd'd"’ d/d)'d"d"

avec par suite avec d,"", donc :

c
———
dd‘“d’wdg "

[d4'lll/ , B] : I:d!.m"’ R;] ;

d’un autre coté si 'on élimine R entre les deux égalités

C r r r,
=5 Q' B=RQ,"4+R,— - 7
dl d—‘ d3ll Q + 3 d" d2 d’ d3 da"d’lll’

c, c

3 S " '
d’d”d”'d’d"d’R RiQ _i-Q ldlldtlll

et que, I'élimination faite, on divise par 4,"" plus grand

. . c, r
commun diviseur entre ———— el -——=—— ¢t par
d/dd, d.d, d;"

(*) On peut aisément calculer Q,’ et Q", et reconnaitre la justesse de la relation
Q.'=Q"; mais I’égalilé de Q' et de Q" lienlL & une cause générale qu’il est bon
d’indicuer, afin de montrer que, si les égalités (1) étaient en plus grand nombre
que cing, les quantités qui remplaceraient Q. et Q' dans les nouvelles égalités
que Pon aurait & considérer seraient encore égales. On peut remarquer que
Q:’et Q' sont, & un méme facteur prés, les dénominaleurs des valeurs de R et

o ) L€ 7.
R, déduites des equahonst—i-'-' B==RQ,+ R,d—; et :T Re=R.Q,+R, e
ANN. DE MATREM. V1. 17
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Q."=Q,, facteur commun a tous les termes, il viendra :

c, c, c,

2

Csn__ iy Q"
d'd"d rdm/dvd rd wd d”d'B Ban 2 d dndudun’

ner e : r . 3
et 4" étant un diviseur de m , qui d’ailleurs est
Cat e 4

c3 cn cl
d 7 ll3’d4', ’ d,’d3'/d4w ’ d,’d,”d;"dd"", on trou~

d " R] [d mn B]

de 14 nous concluons:
[déu”’ﬂ B3] = [d-i””,,B;I b

et par suite en remarquant que

premier avec -

vera de méme

r 7 B r "
[d !d“n‘;é:ud "t BSJ — I d :d ud ny‘d ””d 1y 1‘*‘ [d " R,]
4 4 -4 74 4

et

“ ¢ —_— ) ¢ n X
I\dd,”d;”d;”" B] - ‘.dd,”({,'”da’md;”” 9 B]+ [d4 » B]’

que Uon peut mettre Pégalilé (15) sous la forme

[A("'B/']:[dd lmduudmeJ

- c, .
——[‘W,Rl,l— rdu7B:| [d" 3]'

Acluellement les cingq quotients
(A ¢, c, ¢ ¢

g > g gl y
d‘, [lgld,s” dz d:‘, dg i d,'d:'d;”’d/,”” dd./ldzll d;””d“'"” ’

T

1 e (2l " it ;
d;d;d"d,"d,

‘¢ . - .
ai?’nsj d dn’R l [ yd/:dy/n RxJ’

sont premiers avec les solutions
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sont donc distinctes des solutions [d a7, ”'d R R]

cela nous montre que ces derniéres solutions sont égales A
[A,, B,); ainsi

i r
(A, B]= LW,, R:.] )

ajoutant cette égalité avec les égalités

(A, B = | gz B | + 140 B
(A B)= | i B | + (8, B]
(8, B)= | 7 R] + (4, B]
[A,B] = [;,BJ + [A., B).

précédemment obtenues ; il vient aprés réductions:

. .

[AaB]=[(_l,B]+ [ rdr;*R]+[ ldrdmsR]
i 7y ) Ty )

+ [ AddTd™ R‘J T [W’ R

Ce qui rameéne la résolution du systéme proposé, a la réso-
lution de plusicurs systémes composés d’une équation a une
inconnue et d’'une équation a deux inconnues, en nombre
deux fois moindre quc par la méthode de M. Bret.

On peut voir aisément que le résultat précédent coincide
avee le théorémede MM. Labatic et Sarrus. Pour cela je m’ap-

puicrai sur un théoréme d’arithmélique trés-facile a é:ablir,
et qui s’énonce ainsi : le plus grand commun diviscur entre
un produit abcd..., el unnombre » peut s’obtenir, en cher-
chant le plus grand commun diviseur ¢ entre a et n, le plus

grand commun diviseur <, entre b el 3 , le plus grand com-
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. " n -
mun diviseur ¢" entre ¢ et Fr etc., et multipliant entre eux

J
Ies plus grands communs diviscurs d,6',9"... Cela posé 4, étant
le plus grand commun diviscur entre 7, et ¢,, et " le plus

. 3 rl c N
grand commun diviseur entre 2 et - L le produit dd," sera

le plus grand commun diviscur 4, entre r, et 2, de méme

l 7
d, étant le plus grand commun diviseur entre r, etc,, d," le

C
plus grand commun diviseur entre 5’, et ;i-‘—,v , et d,"" le plus

r, c
7 RE

d)dd)" serale plus grand commun diviseur 4, entre r, et

grand commun diviseur entre le produit

CC c, C
ddd" = *. On verrait de méme que d,d,"'d/"'d," estle

C,C,C

plus grand commun diviseur d, entre r, et ll:ia’ et

d/d/d"d!"d/"" le plus grand commun diviseur d, entre r;

cc.c.cc,

dd.d.d,

[A,B]=[§,B]+ ’J,R]+[;;,R,]+
gl lan )

ce qui estle théoréme de MM. Labalie et Sarrus, seulement
établi pour les solutions multiples comme pour les solutions
simples.

,onadonc:
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NOTE
Sur les sphéres tangentes & quatre plans donnés.

PAR E. CATALAN.

On sait que si quatre plans se coupent de maniére a former
un tétraédre, on peut généralement construire huit sphéres
tangentes a ces quatre plans (*). De ces huit spheéres, la pre-
miére, intéricureau télraédre, est appelée sphére inscrite ; les
quatresuivantes sont (angentes chacune a une face du tétraé-
dre et aux prolongements des trois autres faces : elles sont
dites ex-inscrifes; enfin chacune des frois derniéres, inscrite
dans'angle diédre formé par deux faces du tétraédre ou par
les prolongements de ces deux faces, touche aussi les plans
des deux autres faces. Ces trotis derniéres sphéres se réduisent
a deux ou a une dans certains cas particuliers, dont on peat
voir la discussion dans Vouvrage de M. Olivier. Je me suis
proposé, dans cette note, d’'indiquer les relations qui exis-
tent entre les rayons de toutes ces sphéres. Je donne aussi,
sous une forme assez simple, les valeurs absolues de ces
rayons, en fonction des éléments du tétraédre formé par les
plans donnés.

Soient :

A, B, C, D, les aires des quatre faces du tétraé¢dre;
V le volume du tétraédre ;
r le rayon de la sphére inscrite;

(*) Géometrie descriplive de M. Leroy; Développ ts de Géométrie des-
criptive par M., T. Olivier.



— 264 —

@, B, v, ¢, les rayons des quatre sphéres ex-tnscrites ;
R,, R,, R,, les rayons des trois derniéres sphéres.

Nous supposerons, pour fixer les idées, A>B>C>D.

Si l'on joint par des droites le centre d'une quelconque
des sphéres aux sommets du tétraédre donné, on le décom-
posera cn quatre tétraédres, ayant pour bases les faces du
tétraédre donn¢, pour hautcur commune le rayon de la
sphére, et pour sommet commun le centre de la sphére. 11
est facile de voir, en outre, que cetle construction appliquée
a la sphére inscrite, donnera quatre tétraédres additifs. La
inéme construction, appliquée a unc sphére ex-inscrite,
donnera lieu a (rois tétracdres addilifs et a un tétraédre
soustraclif;; enfin, clle donncra, pour chacunc des trois autres
sphéres, deux tétracdres additifs et deux tétraédres sous-
tractifs. Nous aurons donc, en appliquant a chacune de ces
décompositions 'expression ordinaire du volume d'une pyra-
mide , ces trois groupes d’équations :

3V

2 =A4+B+C+D, 1)
§;=B+C+D-—A,
?ﬁl=c+n+A-—B,

v ' @)
Nep+atB—c,

7

§(¥=A+B—|—C——D,

3V

3V A4LB—C—D

T =A+B—C—D,
%:A-}-C—B—-D, ®)
3V

oy —B—C
T =A+D \
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II.
La somme des équations (2) donne :
1
B

d’ou, a cause de I’équation (1)

3V (34+5+0+5) =24 +B+C+ Dy,

1 31 1.1 2 .
;+§+;+5—;' %)

Ainsi la somme des inverses des rayons des sphéres ex-inscrites
est égale @ deux fois Pinverse du rayon de la sphére inscrite.

I11.
Les équations (3) donnent :
?,V(1 4o ] )—3A B—C—D
R, R,"R,/] T ’

D’ailleurs, si dela somme des trois derniéres équations du
groupe (2), on retranche la premiére multipliée par 3, on
obtient :

1 1 1
(55t

3

[

) = 6A — 2B —2C—2D;
donc
11 1 1 1 1 3
D) [ S Tl Pt e 5
(Ertr)=g+iti—a  ©

c’est-a-dire que, st de la somme des inverses des rayons des
sphéres ex-inscrites opposées aux petites faces du tétraédre on
retranche trois fois l'inverse du rayon de la sphére ex-inscrite

opposée G la grande face, on obtient pour résultat deux fois
la somme des inverses des rayons des sphéres de la troisiéme

espéce.
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Iv.

D’autres combinaisons des équations (2) et (3) donneront
encore :

1 1 1 3 1 1 1
2(R,+B, B)=5—imgmy ©

1 1 1 3 1 1 1
2<R=+K_R_,>=E—;—'_y——’ (7)

1 1 1 3 1 1 1
BTRR)S e @

Si deI’équation (5) on retranche successivement les équa-
tions (6), (7), (8), on obtient :

2 1 1 1 1
2 1 1 1 1
i ©
2 1 1 1 1
R i

Ces derniéres équations prouvent que ’inverse du rayon
de la sphére inscrite dans U'angle diédre formé par le prolon-
gement de deux faces, est égal ¢ la demi-somme des inverses
des rayons des sphéres ex-inscrites oppose’és aux deux aulres
faces, moins la demi-somme des inverses des rayons des sphéres
ex-inscrites opposées aux deux premicres faces.

Parmi les équations que nous venons de trouver, il y en
a qui rentrent dans les autres; ainsi I’équation (5) est une
conséquence , soit des équations (6), (7), (8), soit des équa-
tions (9).

Mais ces derniéres, jointes a 'équation (4), donnent qua-
tre équations distinctes.



— 257 —

VI.

Si, dans les équations (3) on suppose A-D=B-C, on
trouve R,=ow . Ainsi, quand la somme des aires de deuz des
faces du tétraédre est égale a la somme des aires des deux au-
tres faces, les sphéres de la troisiéme espéce se réduisent d
deuzx.

Si, avec A4+D=B-4C, nous supposons D=C, d’ou
A = B, nous aurons en méme temps R,—=w, R=w ; les
sphéres de la troisiéme cspéce se réduisent a une , sv les faces
du tétraédre sont équivalentes deux @ deux.

Enfin, si les quatre faces du tétraédre sont équivalentes
entreelles, R,=w, R,—=w, R,=x, et lcs sphéres inscrites
dans les angles diédres opposés a ceux du tétraédre se
transportent toutes les trois a I'infini.

VII.

Proposons-nous maintenant de déterminer les rayons des
différentes sphéres. Afin d’avoir des valeurs simples, nous
prendrons pour éléments du tétraédre formé par les quatre
plans, les trois cotés @, b, c dela face D, et les inclinaisons
X, ¢, v de D sur les trois autres faces A, B, C.

D’aprés les équations (1), (2), (3), les rayons des différentes
sph:¢res seront connus, si nous exprimons, en fonction des
données , les aires A, B, C, D et le volume V,

Du sommet opposé a la face D, menons la perpendiculaire
Hsur cette face, et 1s perpendiculaires p, ¢, r sur les cotés
a,b, c. Enappclant p', ¢, r' les projeclions de ces perpen-
diculaircs sur la face D, nous aurons ¢évidemment :

p'=pcesh, g'=qcosp, r=rcosv,
H=psin)=gsinu=rsinv;
puis, comme il est facile de s’en assurer :
2D=ap'+bg'}-cr,
2A=ap, 2B=bg, 2C=cr.



p'=Heot), ¢=Hcoty, r=H caty,
2D=H(a cot X -}-bcot p+ccot v).

La quantité a cot) 4-bcotp—t-ccotv est une certaine lon-
gueur. Pour abréger, représentons-la par 2/ ; nous aurons :

D D D ¢ D
H=—-,A=— _-i') =5 C=— i“

l 20 sin) 2(sin p 2/ sinv
Actuellement, le volume V du tétraédre est représenté par
1
-DH ; donc
3 D onc.

Di
V= T

Transportons cctte valeur et celles de A, B, C dans les équa-
tions (1), (2), (3), nous obtiendrons :

D ‘(“—"l"— c )+1,

r sin ' sinp ' sinvy

~

(~+-'——'—'—A +1,

2\sing * sinv  sin

l
sin ) Sl[ly.)—‘_ )
“-—+——'——'— +1,

. 2\sin i siny sin

)
G

sinA ' sinp ' osinv

D 1 c
) P A —1
R, z(sm /+Slﬂy- sm») ’
D 1(0 c b
=== ) —1,
R, 2\sin» * sinv sing
D 1/« b c
R, 2\sinz sinu sinv
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Si, dans la premiére équation, nous remplagons / par
sa valeur, il vient :

D 1 [a(1+cosk) + b(1+COSy)+c(1+COSv)-
r- 2 sin sinp. sinv ]’
ou
D 1 1 1 1
- == - b ot - -v |;
= Q[acolgl—{— coto—}—ccoth],
puis
2D
r— .

1 1 1
cot =2-}-b cot - t—
acot + cot2y+cco 37

Ces valeurs pourraient se déduire immédiatement de la

formule
2D

H= - .
acoti+b cotp-ccot v
Des simplifications analogues se rencontrent dans les au-
tres équations, et 'on trouve définitivement :

2D
o=
alan 1).—]—1; t1 ’c'cot1 ’
85 cotgrecolgy
2D
P=— b tana ] T
acol;)— tang§y+ccot§u
_ 2D
7—ac0t1 A b cot ! ctan 1,
3 3 ¥ 3"
. 2D
0= ’
a tan 11—}—btan ! + ctan 1v
85 g5t 83
2
R = D ,
Ao, 1 1
atang 5 ) b tang SE—¢ col 5"
R,— 2D ‘
t !, b 11 +-ctan 1,
—_ ) — - - g
atangs cot 5 ¢ 85
2D
R,=

1 1 1
acotz)z—b tang-éy._ctang§ v
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Note. M. Aubert, de Christiania, en Norwége, démontre

les relations suivantes. (Crelle, t. V, p. 163, 1830.)
=04y +RT=0" "R T=0"+ "R,
r—a =T — T — R4 R TR =0,
g7y = AR RI R

Ceci se rapporte a la notation de M. Catalan; voici celle
de M. Aubert, qui me semble plus mnémonique : R, rayon
dela sphére inscrite; R,, R,, R,, R,, rayons des sphéres ex-
inscrites ct rangés par ordre de grandeur; R,, R, R,
rayons des spheres ex-inscrites dans les bi-angles et aussi
rangés par ordre de grandcur.

NOTE
sur Uenveloppe d’une droite de longueur constante , inscrite
dans un angle rectiligne quelcongue.

PAR M. LE DOCTEUR JOACHIMSTHAL,
agrégé a I'Université de Berlin,

La marche suivante nous parait la plus simple pour par-
venir & unc équation symétrique entre fes coordonnées. Soit
y'angle des axes, qui est aussi 'angle dans lequel on inscrit
la droite de longueur /, on ales deux équalions

x Y _
; + —l)_ - 1:
a*+0"—2ab cos y=1*;

x et y étant les coordonnées du point de la droite mobile

avec 'enveloppe, on trouve, par les méthodes connues :

Px=a*a—bcosy); Ly=10%*b— acosy) (1) (Nouv. Ann.,
t. I, p. 266).
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Faisons a}-b=s; ab=p, et par conséquent

1
Btdpeos® 5 9=s"; I(xty) =s<c"—2psin’é 7 ) ;
Uixy = p¥%in?y — I*pcos y ;
d'ou '

1 3
Mxty) = [l’-HP cos® - 7] [l'-stiﬂ’ %/] .

Eliminant p entre ces deux derniéres équations, on obtient
évidemment une équation symétrique entre les deux coor-
donnécs.

NVote 1. Ces équations développées peuvent se meltre sous
la forme
Api+Bp'4-Cp+4+D=0,
A'p*+Bp'4-Cp+D'=0;
ou
A=sin’y; B=—0'cosy; C=0, D= —l'zy,

A'= hsin% sin’ é'/ . Bl=Al'sin® 15 » [5 sin? % «,—4].
C=4ltcos y; D=l [P—(x4)']5
L’élimination méne a cette équation finale :
[AB.BC'—AC”-+ AD'.ABJCD'— [AB'.BD'—AC.AD’] BD'+
+[AB.CD'—AD"]AD'=0.

AB' désigne, non un mondéme, mais le bindme alterné
AB'—BA', de méme BC’' désigne BC'—CB', et ainsi des au-
tres. C'est I’équation donnée par Bezout (Théorie générale
des Equations , p. 300). Le terme le plus élevé est évidem-
ment donné par le bindme [AD'—DA']®; ainsi 'enveloppe
est du sixiéme degreé. Faisant les calculs, on obtient :

AB'=— 30’sin‘y ; AC'=4{'sin’ycosy; AD'=Méisiny;
BC'=—4%c0s’y ; BD'=— Mi°cosy —3lxysin’y;
CD'=48xycos; ou M=I"—x"—y"—2xy cos+.
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Représentons les trois produits qui composent I'équation fi-
nale respectivement par P, Q, R, de sorte que l'on a
P—Q+4R=0, il vient:

P= —4l*xycos ysin‘y[4l'cos’y4-3Msin'y] ;
Q= —l"isin*; [M cos y+ 3xy sin*y] [—Mcosy - 9zy sin’y] ,
= —MU’sinby [120xy cos y—M'] ;
etdela:
sin’y [M3 + 27x%y’Osin’y] —

— 2y cos y [8/2c0s’y+9Msin’y ] —M'I'cos’y=0.
Lorsque 7 = g Yéquation se réduit & M3 + 272l =0
(voyez tome I, p. 266).

I1. Cherchons la polaire réciproque de cette enveloppe
relativement a 'ellipse donnée par I'équation y"+2*—0'=0;
désignant par x' ety' les cvordonnées du pole de la droite

A ’

{
mobile,ona 2' = b y = 7 (t. I, p. 305); mettant les

o

valeurs de a ¢t b dans larclation 2 =a”+ 0*—2ab cosy, et
otant les accent=, ou ublicat pour équation de la polaire ré-
ciprogue : Lyt y ' —2x) cos/)=0.

La discussion e cetle courbe est I'objet du travail qui suit.

HII. Soient p, g les coordonnces connnes d’un point de la
droite mobile dans une de ses positious, ¢t x, y les coor-
données du pole decette droite; on a, pour déterminer x el
y, d’abord I'équation qu’on vient de trouver, ct ensuite 1'é-
quation g y4-pxr==_, ce qui conduit a une équation du qua-
tricme degré ; mais si I'on a p=g, alors celte derniére équa-
tion fail connaitre x -y, et 'équation de la polaire réci-
proquc donne .2y ; la question est donc ramenée a une équa-
tion du sccond degré; nais ces divers cas ont été amplement
discutés pour 'enveloppe méme (page 180), et nous ne nous
y arrélerons pas.
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DISCUSSION
de la courbe représentée par Uéquation
2y — Uy’ x*—2xy cost) =0,
0 étant Uangle des axes.

PAR M. E. DE BOUTEILLER ,
Eléve de I'Institution de Reusse.

(Fig. 46.) Une remarque fort importante, et que 'on peut
faire a la simpleinspection du I'équation, consiste dans la par-
faite symétrie des variables, qui estmise en relief par la forme

Y 2xy Pevs 0—1" o’ +5°) =0,
sous laquelle on peut inctire I'équation. Cetie propriété in-
dique que la courbe est symélrique par rapport a la bissec-
trice de l'angle des axes, et par 1a la construction de la
courbe se simplifiera beaucoup.

Tous les termes de 'équation étant de méme parité, on
reconnait tout d’abord que la courbe a un centre et qu’elle
est rapportée a ce centre. Ce point appartient au lieu, car
I'équation est salisfaite par ses coordonnées ; mais la forme
que nous trouverons pour la courbe fera voir aisément que
C’est un point singulier.

Passons maintenant ala détermination de la forme de cette
courbe. En résolvant I'équation par rapport & », on trouve :

—lcos 02V Iz coss 4Lt (1)
x*—1{
_ —izxcosole Vicos v 2'— 1
-

lxr — leost == V' 2" — Dsin
y=

.

=
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La discussion sera plus facile en metlant cette expression
sous unc autre forme. J’emploie, pour la transformer, I'ar-
tifice connu qui consiste a multiplier la somme des deux
quantités dont on a la différence :

lx

lcosh== V z*—Lsin’

La conditlion de réalilé des valeurs de y est que 'on ait
x*—1’sin’6 >0, ou x> Isin%; si donc on cons(ruit une ligne
OA=Isin 6, ct que par lc point A on ménc une paralléle a
I'axe des », on est sur que tous les points de la courbe sont
situé¢s au dela de cette ligne. En ¢galanta 0 le dénominateur,
onauncvalear de y infinic; derz 2 =17 est une asymptote de
la courbe. Voyons ou la courbe rencontre la ligne AA',
c’est-a-dire cherchons la valeur de y correspondant a 'hy-
pothése x=I[sin9. Celle hypothése réduit y a [tang 6. Pour
construire cetle valeur, jéléve en B une perpendiculaire a
Vaxe; BGCscra égal a Zlang6; je le rabats sur BB', et parle
point B' je ménc une parallcle & 'axe des . Le point A sera
le point de tangence cherche.

Je cherche Vintersection de la courbe avec la ligne BB',

{ .
Sijefaisx=1, y =gy o prenant le signe - du ra-
dical; on sait qu'au signe — correspond une valeur infinie.

l
Il faut donc construire BG= ——; or, ona, dans le trian-
2039

l
gle OBC, OC= Pt Donc, en prenant la moitié de cette

ligne, on obtient le point G.
Je vais chercher la condition pour quele point G soit au-
dessous du point A'; il faut que on ait :

1 sin 0 1
<

R ) Ou_
2¢ost ~cosf’ 2

< sinb,

c'est-a-dire que 8 > 30°.
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Ainsi, dans le cas des axes dont I'angle est inférieur a 30°,
1a courbe affecte une forme plus rentrante. Pour 8 =30°, le
point G et le point A' sont sur une méme paralléle; pour
des valeurs de 6 supérieures a 30°, 1a courbe descend oblique-
ment de A' en G.

Cherchons maintenant en quel point la courbe rencontre
son axe de symétrie OS. Je fais x =y dansI'équation; il
vient :

xh 4 2x'leosb — 20x* =0,
ou x* 420 cos80—201= 10,
en divisant par x°, car la solution x =0 ne convient pas ala
question, on a:

.1
x'=20l'(1—c0s 0); x=2Isin 5 0.
Construisons cette valeur :

(Fig. 47.) BD — Isin % 0,

donc OE =2BD==ux. On obtient ainsi le point I en menant
la paralléle EI.

Maintenant que nous avons noté quelques points remar-
quables ct indiqué 1a forme générale de la courbe, cherchons
a la déterminer d’une maniére plus précise. Nous allons voir
ce que produit Yaccroissement de x sur les valeurs corres-
pondantes de ». Nous donnerons, dans cette discussion, au
radical le signe —, qui correspond a la branche de courbe
1GA'. Pour qu'a des valeurs positives de x correspondent
des valeurs posilives de y, il faut qu’on ait :

c0s'0 > x*— I'sin’0 ,
ce qui donne x < L. Pour ces valeurs de x inférieures a /, y
croitra avec x jusqu'a Pinfini, qui correspond a x =1.
Pour des valeurs supérieures a Z, y devient négatif , et la

branche de conrbe correspondant a ces valeurs est au-des-
sous de 'axe des x.

ANN. DE MATHEM, V1. 18
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Pour déterminer cette branche, je prends la valeur ab-
solue de y :

—lx —1
e r— =— ;
V ' —lsin*6—lcosd  V1—0Psin®  lcos®
x’ x

ladifférencecroitavec x, donc y décroit. Pour une valeur de x
trés-rapprochée de Z, y est négatif et trés-grand; & mesure
que x augmente, y diminue ; et pour x =oc, il se réduit a
y= —I, c’cst-a-dire que la paralléle y = — [ est asymptote
de la branche OS'. Cette branche rencontre Vaxe de sy-
métrie H a son point d’intersection avec la ligne EI pro-
longée.

D’aprés ce que I'on a remarqué de la symétrie de la courbe
par rapport a la bissectrice et au centrc, on peut aisément
compléter la construction dz 1a courbe et la tracer. (Fig. 48.)

Pour mieux encore particulariser 1a forme de la courbe,
déterminons le coeflicient d’inclinaison, et cherchons la po-
sition de quelques tangentes.

Ce cocflicient d’inclinaison est

2y’ 2y lcos0—20'x  Px—ay'—ylcost
2y (2°—0)-F 2xPcos 0 y(x"— 1", + xlcosb’

tang « = —

J’élimine y cntre cette équation et celle de la courbe

Ix* L cosbxr a2
z. — — — '
g (leose+V" ) Lcoso+V
A 1 1%)1
L.x‘___)__.z_f:: + ’xcos 0
leosb-+ V
f{lcos 04 V'~ S'—i*cosb(Zcosd+-V ~ )—ix*
tang =

(@—P) (leosd+V )+ Looso (Leosh + V' )

~flectuant et réduisant
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1* (cos® V/ x* — I sin” 6—Isin’0

lang o = 2 .
(Leost+V 2 —Psin'd)'V r— [*sin’6

Pour avoir les tangentes paralleles a Yaxe des -, il faut éga-
ler a 0 le coefficient d’inclinaison :

x’cos’ 6 — [’sin”0 cos?0 —=I’sin‘0,
d’on x == ltang6.

A ces valeurs de x correspondent les paralléles menécs par
les points A et A,

Pour les tangentes paralléles a I'axe des y, il faut éga-
ler a 0 le dénominateur, soit en posant x*—Z’sin’6=0, ou
x=:kIsin0, soit en posant 'cos’0 =x* — I’sin*0, x ==L
On peut remarquer que les asymptotes de la courbe se
trouvent au nombre des tangentes que nous venons de dé-
terminer : ce sont en effet des tangentes 2 infini.

Cherchons la tangente an point d’interseetion de 1a courbe
avec son axe de symétrie. Soit au point I par exemple; on a
en ce point x’=20*(1—cos9),

12(2—2c0s 9 —sin0)=/%(1—2c0s0 -}- c0s’0)==L(1 —cos &*).

On a alors :
tang « = [l cos 6(1—cos 6)—Isin’0]
13(1—cos)
_ €c0s8(1—cos 0)—sin®  cos6—1
1— cosb T 1—cos0

Il est facile de vérifier que cette tangente cst perpendicu-
laire a la bissectrice.

Dans le cas particulier ou 'angle des axes est droit, la
courbe prend une forme beaucoup plus simple ; I’équation se
réduait alors a

lx

ye=t—te=0, doi y = £ Ce—gy
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On voit de suite que x= — [ et x = [/ sont asymptotes;
de méme pour y=1 et y=—1, a cause de la symétrie de I’é-
quation par rapport aux deux variables.
Pour avoir le point ou la courbe est coupée par la bissec-
trice, je fais x=y,
xt—lxr*—x?=0,
2 (x*=20") =0.

x=0 donne Y'origine. Je supprime cette solution; il reste

x:l\/§

SOLUTION

d’un cas particulier du théoréme de M. Serret. (Question 146,
p. 216.)

PAR E. CATALAN.

Soit un paraboloide hyperbolique dans lequel les plans
directeurs sont perpendiculaires entre eux, on pourra le
représenter par z = xy, les axes étant rectangulaires.

Les lignes de courbure sont représentées par

. . o1 (=" —1)?
x +-7_ “a 1‘_}’— 422 =0’
ou par
\ \ :+1 (rl_l t
x+y+p@, xy—-pw, )=0;

= ct B étant des constantes arbitraires introduites par Vinté-
gration.
D’un autre coté, le lieu des points tels que la somme des
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distances de chacun d’eux a Paxe des x et a Yaxe des y soit
égale a ¢, est donné par
(22" P —20@7 -y -t =z ) (B ).
Pour avoir la projection de la ligne suivant laquelle
cette surface coupe le paraboloide, faisons z=uxy, et nous

aurons :
(2" —p*) —2¢* 227y 2" ") A ci=0.
—1
Or, si nous prenons ¢’ = (= e Y , nous verrons que le pre-
%

mier membre est idenlique avee

- (£— 1 az-—1

-3

Donc le lieu en question coupe le paraboloide snivant deux
lignes de courbure ; donc, etc.

HEXAGRAMME DE PASCAL,

PAR M. A. HAILLECOURT,

Ancien éléve de I’Ecole normale,
Professeur de mathématiques spéciales au collége royal de Tours.

Soit ABCDEF I’hexagone inscrit dans la conique donnée
par V'équation ¢(x, ) =0. (Fig. 45.)

Désignons par F (zr,y)=0 I'équation du troisiéme degré
qui représente les droites d’ordre impair, 1, 3, 5; par
F(x,y)=0 celle qui représente les droites d’ordre pair ; il
s’agit de montrer que six des neuf points communs a ces
deux lieux étant sur une conique, les trois autres sont en
ligne droite.
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Supposons la réciproque démontrée, savoir : si trois des
neuf points communs a deux courbes du troisiétme degré sont
en ligne droite, les six autres sont sur unc conique. La pro-
position directe s’ensuit aisément ; car, supposons que P n’ap-
partienne plus a MN, et soit P’ le point ou ED coupe MN,
l'intersection de P'B avec MF devrait appartenir a une co-
nique passant par FEDCB, ce qui n’est pas pas possible.

11 suffit donc de démontrer la réciproque.

Pour cela, prerons pour axe des x, la droite passant par
les trois points communs & F,=0, F,=0; F (x,00=0 et
F,(x,0) = 0 ayant les mémes racines, leurs premiers mem-
bres ne peuvent différer que par un facteur ¢, et par consé-
quent F,(x,0) — gF,(x,0) = 0 ; ce qui démontre que

Fx('rz;}/) - qF/a(‘z‘hy) :ycy(.z‘,}’)-

Or, tout point commun aux deux lieux F, =0, F, =0 est
aussi sur le lieu de V'¢quation y9(x,y) = 0, par suite sur
l'axe des - donné par y = 0, ou sur la conique de I'équa-
tion ¢{xr, ) = 0. Donc ...

Remarque. Cette démonstration, de méme que celle de
M. Roguet (tome 1IT, page 304), permet de supposer que
les lieux représentés par les équations F,—=0, I',==0, sont
quelconques du troisicme degré, au lieu d’étre 'ensemble de
trois droites chacune. La conclusion en est facile a tirer.

Note. Ce mode de démonstration, da a Bobillier, a été
appligué & I'hexagramme de Pascal par M. Gergonne, ct
ensuite & d’autres polygones inscrits par divers géomeétres, et
particuliérement par M. Pliicker. Tm.
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QUESTIONS.

157. Lorsque trois forces P, Q, R’, non-situées deux a
deux dans un méme plan, se réduisent a une scule force , la
somme des deux tétraédres construits sur les droites P, Q, R,
prises deux a deux, est équivalente aun troisiéme. (CATALAN.)

158. Si tang a:i—\/:, on aura aussi tang (a+0) =

£V —1, quelle que soit la valeur réelle ou imaginaire
de b.

139. Si par le foyer d’'une conique, on concoit analytique-
ment deux tangentes a la conique, les coefficients angulaires
de ces tangentes, par rapport & une droite quelconque prise
pour axe, sont représentés par ==}/ 1, les axes étant rec-
tangulaires.

160. 1° Soient 2 p le paramétre d’'une parabole; r, r,
les rayons vecteurs menés du foyer aux extrémités d’une

corde, normale a la courbe au point correspondant a r,
on a la relation :

1/, 1\ 1\
(=) (=22)=(r+ar).
2° I’angle = de la normale avec 'axe est donné par
—
Cos’'z = P
3° La distance d du foyer a la normale au point correspon-
dant a r, par
. 1
d'=r (r—-§ p) .

(Grorges Ritt.)
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161. Soient A et A’ deux points d'une ellipse; AN, A'N,
deux normales se rencontrant en N; » et »’ les grandeurs
de ces normales; p et p' les distances du centre aux tangentes
passant par A et A’', d le demi-diamétre paralléle a la corde
AA'; ona: 1° np4-n'p'=2d"; 2°si 'on méne les deux autres
normales passant par N, on a np-+n'p'+n"p"+4n""p"=con-
stante; 3° si A’'se réunit 4 A, onanp=d’, ou n est le rayon
de courbure; 4° celte derniére expression s’applique au rayon
de courbure d’une ligne de courbure de 'ellipsoide, d étant
le demi-diamétre paralléle a la tangente. (JOACHIMSTHAL.)

162. ABCDE étant un pentagone plan, représentons par
45 B, v, 9, €, les aires des triangles ABC, BCD, CDE, DEA,
EAB, et par ST'aire du pentagone, on a S°—S(a+B494-0+¢) +
af+ By~4-y94de4-:2=0. (Gawuss.)

163. Si d’un point donné dans le plan d’une ellipsc, on
méne quatre normales, les pieds de ces normales, le point
donné ct le centre del'ellipse, sont sur une méme hyperbole
équilatére, dont les asymptotes ont mémes directions que les
axes principaux de Dellipse; le point de moyenne distance
des pieds des normales, les centres de I'hyperbole et de I'el-
lipse , sont sur une méme droite conjuguée dans 'ellipse an
diamétre qui fait avec le petit axe un angle égal a celui que
fait avec le grand axe le diamétre qui passe par le point
donné.

RECTIFICATIONS RELATIVES
10 & une lecon d’arithmétique (Voir p. 204); 2° au Traité des
fonctions elliptiques de Legendre et de M. Perhulst,

PAR M. P. F. VERHULST,
Professeur.

1° Legon d’arithmeétique. A la page 5 de cet opuscule, je
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dis par inadvertance que 'erreur totale de la multiplication
abrégée a pour limite 1+a--b-}-c--d--e¢; il faut ajouter f &
cette somme, c’est-a-dire que U'erreur a pour limite la somme
de tous les chiffres du multiplicateur qui ont servi @ l'opéra-
tion, el qui en ont d leur droite, dans le multiplicande, plus le
premier chiffre quin’a point servi, plus une unité st le premier
chiffre du multiplicande en a plus d'un é sa gauche dans le
multiplicateur.

2° Fonctions analytiques. Tome III, p. 97, ligne 4, au
1 1

1
lieu de ﬁ'ﬁzz(lc’g) 2, il faut [J'GZ:;k(lc'g) %, cette faute est
d’autant plus perfide, qu’il faut refaire un assez long calcul

pour s’en apercevoir. Elle m’a induit en erreur dans mon

Traité élémentaire des fonctions elliptiques, ou il faut lire
1 1

q ——=

1
a la 7¢ligne de la page 229 : = 2bc(g 7% (3’6=11q b 2.

FORME REMARQUABLE

que peut prendre I’équation qui donne la somme des puissances
semblables des termes d’une progression arithmétique.

PAR M, RISPAL,
éléve de Pcole normale.

Si les termes sont @, b, c. . .. k, ! et laraison J, on sait que
Pon pose ordinairement :

b=a-s
c=b—|—8
d=c+ ¢

I=k+8
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puis on éléve chacun de ces hindmes & la n¥éme puissance , ce
qui donne:

b =a"+ ma"‘"&‘—}—-n—'(i—m—_—;—l) A+ .. mad™ s
=" mb™ A L. R e
Ay i L 4+ mks™ 5™

En ajoutant toutes ces égalités terme a terme on trouve :

m(m—1) -
——1j2—6(8m_g——lm )+...

+md™ (8, — )+ 8" (s,—1) ;

"=a"+md (sm—1—I""") +

ou bhien, en ordonnant
m(m—1)
1—2
+mi™ 7 L mdmT N —a" = (I} )" —a";
or le premier membre de I'égalité peut se mettre sous la
forme

mosm—y+ smegt . ... +md™ s, +0"s, = "+

m(m—1)
1—2

Sm A+ mIsy—1+ Fsm—gt . o o o +md" s, 4 0™, — 5.

Si donc on considére les indices comme des exposants, ce
premier membre peut s’écrire sous la forme symbolique :

(s 48)" —sm,
dans laquellc les exposants de s devront étre regardés comme
de véritables indices, et le coefficient de é™ sera s,, qui est
évidemment égal au nombre 7 des termes de la progression.
On pourra donc, avec ces conventions, écrire I'équation
symbolique trés-simple :
(548" —sm=("—a",
et comme ! =a -+ (n—1)7, on aura l4d=a-}nj, et
(s0)" — sm = (@ +nd)" —a™.
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S’il s’agit dela progression des nombres naturels, =1,
é==1, et la formule devient :
(1" —sm=14n)"—1.
Soit fait m=3, la formule devient en développant :

3s,4-3s,45,=3n+3n’4-n3;
mais S=n; §=—————;

donc 6s,--3n’ -} 3n - 2n==6n - 6n" +4-2n3,
s 2n*4-3n+n  n@n’+4-3n-4-1) — n(n-41) (2n-41)

! 6 6 2.3

QUESTION 147,
Trowver la développée de a’x™+ by = (£'+ y°)

PAR M. DE PERRODIL,
¢éléve du collége de la Fléche.

Voici un calcul qui conduit au résultat indique.
axdx + bydy — 2(x’+ y*) (wdx - ydy) =0
adzx’+ Udy*+ Uydy — b (xdx+ ydy) —

—2(x" -y dx'+ dy't-ydy) =0,
dy = ax—2(24y)x dy _ ax
dz—  Uy—2@+5)y dz— By’

a—2x'+y")=a,

U—2(z+y")=8,

Eiiz Y=+ x'a’(B — hy") 4827y _

ax’ g’

_ @t Oy) faxyet
- g3 o
_ (anx1+ pl‘ym)T
BEF 7yt baye

en posant, pour abréger,

Donc
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Soient X et Y les coordonnées courantes du lieu, on sait
quon a:
X=x-+Rcosea, Y=y -4Rsina;

ax .
cosa = -, sina= by -5

ag‘r‘+ ﬁ, ;)'-I . z+{$a 2)7
X = oBx (a’x’+4 0%y") + 4oy ’c‘-{-a.r(a’.r’-{—ﬁ
N T
K B e ) — 8atyp
= P
_ S —2) + e+ )]
aB ('~ 5") + hxtytet ’

X — XM — by B F Ay uc® 4 o) . cxd (2 4y>c) .
aB (X" ) 4 b2y ct aB (X" ) + hx'yiet’
calx®

= ap (xa+y=)z+4x2yacb
Remplacant « et § par leurs valeurs, le dénominateur
devient :
(49" [(2a"— ") a’x"} (20"— a’) By '] .
On a donc les deux équations :
. catx®
= Eed =) art @ —a)by]
2[)4
T ee—b) @+ @—a) by’
la valeur de Y se déduisant de celle de X en changeant a
en b, x eny, et réciproquement.

Je multiplie la premiére par 0, la seconde par z, et je les

2
éléve a la puissance - 3 il vient alors :

2 2 c’ab 2
,l bS 3 - 3 3 2’
N (e o s
33 ¢'ab 1
aY = {(x’+y°)[(Qa’-—lﬂ)a’x’+(2b’—a=)b*y’]s by
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Ajoutant, et prenant la racine des deux membres, il vient :
R qb B
2)\/a’Y‘+b‘X‘=;»—; ca 20,
( (Z+" )2’V @’ +(20-a*) by ™ (@=47)
Si I'on avait multiplié I'équation (1) par (2a*—0"), et la sui-
vante par (20" —a’), on aurait trouveé en ajoutant :

3) Q)@Y+ (2d— b b X =
. c’ab z
- {(x”—[-y"’) [(Ra*~—b")a’x'4-(20°—a™ ) b'y™) }
(22"—0%a’ x°4-(20"—a"a’y’.
Enfin, si Pon multiplie I'équation (2) par V'équation (3),
on trouve :

\/ Y +6°X° { (Qlf—a”)a'fy*’+(aa*—b’)b?xi}_—:w—bv.ab
L’énoncé de cette question doit renfermer une fante d’im-
pression. Voici le résultat indiqué : '

\/a’}%b?xs { (@b} @’ X (20" zf)b?Y?; =ab(a*—b).
11 différe du précédent en ce que dans 1a parenthése il y a ¢

2 2

a’x

EREY 2 2 2 2

, Oy’, aulieude a’y’, b'x°.
Observation. Jai copié 'énoncé tel qu’il m’a été adresse.
Tm.

3

QUESTIONS D’EXAMEN.

Résolution de quelques questions conduisant & des équations
qui peuvent se ramener d celles du second degré, par un
choix convenable d'inconnues auxiligires. (t.V, p. 389.)

PAR M. HUET.

Régent de mathematiques spéciales au collége de Toulon , licencié és sciences
mathématiques.

L.
On demande de trouver quatre nombres en proportion par
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quotient, connaissant la somme a des extrémes, la somme b
des moyens , et 1a somme c des cubes des quatre termes.

En appelant x, y, z, ¢ les quatre nombres cherchés, on a
a résoudre le systéme de 4 équations :

xt=y2 (1)

r+t=a (2

y+z=b (3)

Dby Pt i=c ®)

Les équations (2) et (3) donnent :
x34-3xt 4 3xt’ -3 = &l
Y3 +3y2 4 3yz* 28 =103
done &3y} 423 4 £ -3t (x+1) + 3z (y+2) =@ b
ou en ayant égard a (1), (2), (3), (4)
3xt(a+b)=a>+4b¥—c,
doir xt = % (5)
En combinant maintenaunt (2) et (5), on aura les valeurs de
x et ¢ ; puis en combinant (3) et (5), on aura celles de y et z.

11.

Trouver quatre nombres en proportion par quotient,
connaissant la somme a des cxirémes, la somme b des
moyens, et la somme ¢ des quatriémes puissances des quatre

termes.
On a immédiatement les équations
xt=yz (1)
r4t=a (2)
y+z=b 3
xi4yitzitti=c (%)

Les équations (2) et (3) donnent :
b4 b3t 4627t b’ 44 == aft
I Ay 16y - Ayzt - 2= b
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donc

LAy 2t 2t (27 3420 )+ 2y 2(2y +dyz+2z.) =a'+b4

ou a cause de (1) et (%)
fxt (2’ + " +72 + €+ 3xt) = at+-bt—c;
mais (2) et (3) donnent :
4 =a"—2xt,

: r42=0—2z;
donc 4y 42 =a 4 0 —hxt;
ct par snite on a:

bt (@4 0'— xt)y=al+bt—c

bt —
doir (@) LY = + ',
équation du deuxiéme degré en xt, et qui donnera:
xt=yz=M
et xt=yz=M

En combinant (2) et (5) , puis (2) et (6), on aura les valeurs

de xett.

Enfin en combinant (3) et (5) , puis (3) et (6), on aura les va-

leurs de y et z.
1I1.

Trouver quatre nombres en proportion par quotient, con-
naissant la somme a des extrémes, la somme & des moyens,
ct la somme c des cinquiémes puissances des quatre termes.

On a a résoudre le systéme :

xt=yz
xtt=a
y+z=0b

Pty i=c
Les équations (2) et (3) donnent :
2+ 52t 4+ 102 + 1026 45zt + t5 =a’
Y5523 4 10532+ 10y"2% + 5yzi4-2° = b°

(1)
@
3)
©
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donc
254y 54254054 Bt (3483420t +220) + 553 (¥ 3342y "2+
+ 2¢7’) = a’+b%;
ou en ayant égard a (1) et (4)
5xt (2343 + 23484 2xt (x + t ok y+2)] =@+ —ec.

Mais (2) et (3) donnent :

2432t 3l P =a

7t 3y'z 4 3y 2 =035

d’ou
L34y 342348 = @343 — 3t (x+4-t) — 3y z(y+3) = a’+b’ —

—3xt(a+b);
par suite

5xt[ad34 b3 —xt (a4-b)) =ab4-b5 —c;
) L. A0 as+ b5 —e
e

d'on x P xt- Slat0)
¢quation du deuxiéme degré en x¢ qui donnera :

=0,

xt=yz=M ()
xt=yz=MN (6)
Alors, en combinant (2) et (5), puis (2) et (6), on aura les va-
leurs de x et ¢; et en combinant (3) et (5), puis (3) et (6),
on aura celles de y et z.
1V.

On demande de trouver quatre nombres en proportion par
quotient, connaissant leur somme «, celle de leurs carrés b,
et celle de leurs cubes c.

On a a résoudre le systéme :

Zy =y% ()
xty+rtt=a (2)
4y 2+ e=b (3)
23 f 3P4 d=¢c )

Posons x—+i==x' (5), y+z=y" (6). Il en résulle y'+2'=a (7).
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Les équations (5) et (6) donnent
X =2 — 2t
Y +E=y"— 23
donc x4y 220 =a"+y" —2xt —2y3,
ou en ayant égard a (1) et (3)
baxt =a"4-y"” —0.
Mais (7) donne x4y —=a*—2x'y';

PR > Yo

De méme (5) et (6) donnent
23 =z"—2x " t—3x’,
rie=y—8y"s—3y 2,
d’ou
By =y S a4y,
et par suite de (1), (2), (&),

xlg I3—c
PO v
3a

Mais (7) donne

2} yi=a} —3a"y —3xly' =
=a’—-3xYy' (x'+y)=a—3ax'y;
donc

ad—c—3ax'y’
=22

3a
Des équations (8) et (9) on déduit

)

a—b—2xy' a*—c—3azly’'
4 - 3a ’

et par suile
,,  a*+ab—he
N R
En combinant ensuite (7) et (10), on a les valeurs de x' et 5.
La question est alors ramenée au probléme I, et par suitc
elle est résolue.

(10)

ANN. DE MATHEN, VI. 19
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V.

Trouver quatre ~ ombres en proportion par quotient,, con-
naissant la somme a deux nombres, la somme & de leurs
carrés, ct 1a somme ¢ de leurs quatriémes puissances.

On a les quatre équations

xt=yz (1)
x+y+z+t=a (2)
'ty r =0 3)
2y zid-ti=c. (4)
Posons

x4 t=x (5)
y+z=y, (6)

il en résulte
x'+y'=a. (7)

Les équations (5) et (6) donnent, comme dans le pro-
bléme 1V,
_a—b—=2xy'

Hl=——— (8)
Ces mémes équations donnent encore
Xihxit4-6x° bt -t =2
Y Hayia -6yt HhyBdai=y't
d’ou
ity ittt (2" 20+ 3 t)+ 2y 2 (2 + 227+ 3y z)—=x b4y "¢
ou a cause de (4) et (1)
haxt(x -y 42 3xt)=x"+y'i—c,
et a cause de (3)
bdxt(b4-3.ct)=x"t-L yli—ec, (9)
Mais de ’équation (7) on tire
ity i=al—22y' 22"+ 2" +32y),
ou a cause de
Az Fy" ) =2a"—4xly’
Tipyli=at—22' 2a°—2"y');
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par conséquent I'équation (9) devient
hxt(b4-3xt)=at—2x'y'(2a’ —x'y')—c.

Si dans cette équation on remplace x¢ par sa valeur (8), on
obtient une équation du deuxiéme degré en xy’, qui donnera
x'y'=M (10) et x'y'=M' (11).

En combinant alors (10) et (7), puis (11) et (7), on obtien-
dra les valeurs de ' et »'. La question est alors ramenée au
probléme II, et par suite elle est résolue.

VI.

Trouver guatre nombres en proportion par quotient, con-
naissant leur somme @, la somme & de leurs cubes, et la
somme ¢ de leurs quatriémes puissances.

On a i résoudre

xl=yz (1)
ztytzti=a @
e 1)
xhdyid- 2t tiz=c. (4)
Posons
zt=x' (5
rtz=y, (6)
on en déduit
x'+y'=a. (7)
On tire de {5) et (6), comme dans le probléme IV,
S_ Jat
POV v 8)
3a

On trouve d’ailleurs, comme dans le probléme V,

4"z.t(‘z‘2 +J’2+Za+t’—|—3xt):x’4+y’4_c ; (9)

mais

Zityti=at—2zy'(2a’—2y'),
et les équations (5) et (6) donnent

4y’ e =a'—2xy —htx.



— 28k —
En remplacant ces valeurs dans (9), on a
bxt(@®—2xy'+ 3xt)=ai—2x'y (2a’—xy")—c.

Si maintenant on substitue dans cette équation la valeur
de x¢ (8), on oblient une équation du deuxiéme degré en
x'y’ qui donne x'y'=NM (10) et z'y'=M' (11).

Combinant (7) et (10), puis (7) et (11), on connaitra 2’ et y’,
et par suite la question sera ramenée a la question I ou a la
question II, et par suite clle sera résolue.

VII.

On demande de trouver quatre nombres en proportion par
quotient , connaissant leur somme @, la somme b de leurs
cubes, et la somme c¢ de leurs cinquiémes puissances.

On a a résoudre les équations '

xt=yz 1)
wtytiti=a @
2y =0 (3)
2oyt t=c. %)
Posons toujours
r-t=x' (5)
r+=y' (6)
d’ou
x'ty'=a, (7
comme dans le probléme IV, on trouve
ad—b—3ax'y’
xt:—T—'}:—. (8)

Les équations (5) et (6) donnent
254524410230 102" 3 -5t -5 =25
Pi45yis10y32° 10y 45y 5 -25=y",

d’'ou

Sxt[x3-ty 34842t (x+y -zt t)] =2y 5—c,
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ou bien a cause de (3) et (2)
S5xt(b4-2axt)=x"+y'5—c; (9)
d’ailleurs de (7) on tire

&5ty S=ad—5zy [y =2y (' )],
ou a cause de
by i=ad—azly’
2y =a5—5xy'(a*—5axly’).
Substituant cette valeur dans (9), ona
52t(b42axd)=a’—5zy'(@*—5axy')—ec.
Si maintenant on substitue au premier membre de cette
équation la valeur de xz (8), on obliendra une équation
du deuxiéme degré cn x'y’ qui donnera x'y'=M (10),
Zy'=M (1)

Alors, en combinant (7) et (10), puis (7) et (11), on aura
les valeurs de x' et »', et la question sera ramenée au pro-
bléme III.

VIIL

On demande de trouver quatre nombres en proportion
par quotient, connaissant la somme a des extrémes, celle &
des moyens, et I’excés ¢ de la somme des cinquiémes puis-
sances des extrémes sur la somme des cinquiémes puissances
des moyens.

On a les équations

xrt=yz 1)

rt+t=a (2)
y+z=b 3)
28—y — 2=, %)

On tire de (2) et (3)
254524102 4-402° 352t 4-t5=a’
¥345y42-10y32°+10y 2345y 29425 =55,
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d’ou
25415 —y 525t St (322 422 3)
—5y2(y 342242y 523 =a’ —b5.
Mais on a
234200t 2at’ -3 = (-t —x*t—xt’
et

I3 42 a2 =y ) —y 2—y 2
donc a cause des équations (2), (3) et (4), on a
S5xt(@d—x"t—xt’)—5yz(b*—y’z—y 2" )—a’—bs—c,
ou
Sxt[ad—xt(x-+1)]—5yz [0’ —yz(y+z)]=a’—b—c,
ou encore, a cause de (2), (3) et (1),
S5xt{ad— b4 xt(b—a)]| =a’—b5—c,
équation du deuxiéme degré en x¢ qui donnera
xt=yz=M (5)
et
xt=yz=M". (6)

Alors , en combinant (2) et (5), puis (2) et (6), on aura
x et t; et en combinant (3) et (5), puis (3) et (6), on aura
v etz

On trouverait de méme quatre nombres en proportion par
quotient, connaissant la somme des extrémes, celle des
moyens, et 'excés de la somme de cubes des extrémes sur la
somme des cubes des moyens, ou I'excés de la somme des
quatriémes puissances des ex{rémes sur la somme des qua-
triémes puissances de moyens.

I1 existe un grand nombre de questions qu’on peutramener
au deuxiéme degré par des artifices de calcul semblables aux
précédents.



REGTIFICATION D'UN ARG DE CERCLE.

PAR M. J.-G. DOSTOR.,
Docteur é&s sciences mathémathiques.

1. Lemme. Soit ABG un triangle rectangle en C, AD la
bissectrice de I'angle BAC, DE une perpendiculaire a la bis-
sectrice AC interceptée entre celle hissectrice et I'hypo-
ténuse AB; faisons AB=a; AC=0, AE=a, AD=b,,0n a

2ab?
a,= +b,b—l/abn\/ +,,, (a+b)(@>—b) =

=b(a—b); a,—b, < 3 (a—-b).

Limites de 'arc du cercle.

2. Tarorkme (*). Lorsqu’on méne aux extrémités d'un arc
AC (fig. 42), moindre qu'une demi-circonférence, la tangente
AB et la droite CB perpendiculaire & la corde , qu'on tire la
bissectrice AD de I’angle BHC, et DE perpendiculaire sur
AD, puis la bissectrice AF de Uangle BAD, et FG perpendi-
culaire sur AF, et ainsi de suite ; la longueur de Uarc AG est
comprise entre les longueurs des cotés issus du sommet A, dans
chacun des triangles rectangles ABC , ADE, AEG...

Par le milieu de la corde AC élevons la perpendiculaire
IH ; cette droite passe par le centre O et par les milieux de
Yarc AHC et des lignes AD, AB; joignons KC.

On a AK=KC; par suite BK=KC; donc

corde AC<Tarc AHC<Ctang AB.

(*) Cet énonceé est extrait du Traité de Géométrie de Prosz , professeur i
Stuttgard , page 167, Stuttgard, chez F.-H. Koehler, 1842, 1.G.D.
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Ensuite les angles CAD, DAB ont pour mesures respec-
tives la moitié des arcs CH, AH; or ces angles sont égaux ;
donc la bissectrice AD passe par le milieu de I'arc AHC, et
y est divisée en parties égales.

Cela étant, menons la droite H2 perpendiculaire sur AD;
elle passe par le milieu de AD, et par suite par le milieu de
AE. On prouve comme précédemment que

corde AH<arcALH <tang A%.
Multipliant par 2, il vient

2AH < 2ALH <C2A#Z,
ou

bissect AD<arc AHC <C segment AE,
et ainsi de suite.

3. Evaluation approchée de Varc de cercle.

3. Tutorime. On peut assigner une ligne droite, dont
la différence avec un arc quelconque AHGC soit moindre que
toute ligne donnée.

En effet, la différence entre AE et AD est moindre que le
quart de la différence entre AB et AC (1) ; de méme la diffé-
rence entre AG et AF est moindre que le quart de celle

entre AE et AD, ou moindre que 11% de la différence entre

AB et AC, ctc. Donc, si I'on continue les bissections des
semi-divisions successives de 'angle BAC, on pourra trou-
ver une bissectrice, dont la différence avec le segment de
AB, dont elle est 1a projection, soit une fraction aussi petite
qu’on voudra de la difféerence AB—AC, ou une fraction plus
petite que la grandeur de toute ligne -donnée. Donc cette
bissectrice et le segment correspondant de AB, qui com-
prennent 'arc AHG, différeront chacun de arc AHC d’une
quantité moindre que toute ligne donnée.
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4. Remarque 1. Si Pon veut avoir la longueur de I'arc

AHC a moins de s prés, et que n représente I'ordre de la

bissectrice & laquelle il faut s’arréter, ou qui satisfait a cette
condition, on déterminera cette limite » de la maniére sui-
vante.

On observera d’abord que (1)
a—b,< 3 (a=b),

1
az_bz < Z (ax—bx)7

.............

1
n..x“"‘bn_x < Z (d”_,—— bn—:),

a,—b, < % (@p—0, )

Multipliant toutes ces inégalités membre amembre, etsup-
primant les facteurs communs aux deux membres de I'inéga-
lité résultante, on trouve

a,—b, << Zi;‘ a—

Or Yarc AHC est compris entre «, et b, (3); donc sa diffé-
rence avec chacune de ces deux lignes sera inférieure a
o™ silona

= 1

T

n

cequi aura lieu @ fortiori , Si

1
41; (a_'b)< 10"-'
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On en déduit, en prenant les logarithmes ,

m-+log (a_b)=<' nlog4;

par suite
= m--log(a—b)
> log 4 ’
c’est 1a valeur de la limite cherchée (*).

5. Remarque II. Les valeurs de «, etb,, a et),... se d¢-
terminent a I'aide des formules @, = -Z—(jr% , b,=Vab. On
peat simplifier le calcul en transformant ces formules en
deux autres, dont I'emploi est plus facile. A cet effet, on
posera
1 1 1

=(_i’ a‘=z.—, b = —.

O |-

a=—,b
La substitution de ces valeurs inverses dans les relations du
§ 1¢r les change dans les suivantes :

c,:% (ctd), d,=V ed. 9

A Taide de ces formules on calcule les valeurs de ¢ et d, ,
puis celles de c, et d,..., jusqu’a celles de c, et d,; les in-
verses de ¢, et d, scronta, et b,.

L/inspection des formules fait voir que la valeur inverse
de Parc AHC a pour limite une suite de nombres, dont les
deux premiers sont les inverses de AE et AD, et dont les swi-
vants sont alternativement moyens différentiels et moyens pro-
portionnels entre les deux qui les précédent (**).

6. CoroLLare. La différence de d.—c, est aussi moindre
que le quart de la différence d—c.

(*) Voir tome 1V de ces Annales, page 159. J.-G. D.
2 Cest 1a méthode d Archiméde. Voir Nouvelles Annales, t. 111, p. 5838. Tm.



Car, puisque la moyenne différenticlle % (c4d)> V'cd=d,
on peut poser

1 1
dl < -é C, -|— 5 d,
ou, en retranchant ¢, de part et d’autre,
1 1
dx—ct <§d’_§ C

. 1 e
mettant a la place deé ¢, sa valeur i (c+4), il vient

1 1 1 1
d— cd—-¢c—=d oud— 2 td—o).
2 c,<2 4c i ,oud, c,<4( c)

Rapport de la circonférence au diamétre.

7. Takorime. Lorsque U'arc AHG (fig. 42) est une partie
aliquote de la circonférence , les droites AC, AB sont les cotés
de polygones réguliers semblables inscrit et circonscrit; et les
droites AD, AE sont le double des cdtés des polygones sembla-
bles inscrit et circonscrit d’'un nombre double de cotés.

En effet, si Yarc AHC est la »° partie de la circonférence,
Varc AH en sera la 2.° partie; les cordes AC, AH seront les
cOtés des polygones réguliers inscrits de n et 2n cOlés; et les
tangentes AK , AM seront les demi-cotés des polygones ré-
guliers circonscrits de n et 2n cOtés. On peut donc écrire,
d&’aprés une notation facile a saisir,

1 1 11
AB—:C“—-;P'” AK:]Cn:-é';lpnv

1 T DU
AH=C,n:§;1}m, Al\l-"—‘é(;,ﬁ—-gé—'ipm

Or AK=KB, AH=HD, AM =MAh=Ah ="hE.
Donc



a=AB=C, = 1p,,
’: [A]
bx__—AD = 2021‘ = ’;Pzn 9
1
a=AE=2C, =-P
n

an*

8. ProsrimMe I. Exprimer les valeurs des périmétres des
polygones réguliers semblables inscrit et circonscrit de 2n
c6tés en fonction des valeurs des périmétres des polygones ré-
guliers semblables inscrit et.circonscrit de n cotés.

Si I'on substitue les valeurs [A] dans les formules (1), on
trouvera les relations

9P P —
T nln _— F
P"l P"l pﬂ’ pin VPﬂnpn’ [ ]

qui méneront aux valeurs cherchées.
9. Corollaire. Les formules (F), ou la substitution

1
des valeurs [A] dans 'inégalité d’_b’<i (a—1b), feront

facilement trouver que la différence
1
Pm_PM < Z (Pn—pﬂ)'

10. Remarque. Si I'on substitue dans les relations (F), a la
place de P, p.., P., p,, leurs valeurs inverses Q,,, ¢..,
Q. 9., on trouvera les formules plus simples

Q=1 Q+4); 7.=V T, [F]

qui conduiront plus facilement au méme but.

Ces formules donneront, comme celles de n° 6,

1
Don— Qm < Z (9n - Qn)
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11. Prosrime I1. Calculer la valeur approchée de la cir-
conférence au diamélre.

Poir Géométrie de M. Cirodde, 2™ édit., p. 174.
Géomélrie de M. Lionnet, 3™ édit., p. 162.
Géométrie de M. Finck, 3™ édit., p. 97 et suiv.
Géomeétrie de M. Catalan, p. 133 et 145.

FORMATION

des nombres premiers les uns par les autres, d’'aprés M. le
professeur Scherk (Crelle, X, p. 201, 1833).

Soit la suite naturelle des nombres premiers, I'unité omise,
2,3,5,7,11,13,17, 19 .....p,
p. désignant le néme terme de cette suite, ona:

pour z impair, p,—1=x3*x5+E7*x.....—p, .+2p, ;
pour n pair, p,=1=*x3x5xT7x...+p, . tp,. ..

Ainsi, tous les nombres premiers qui précédent p se trou-
vent dans p,, 'unité toujours avec le signe -|- ainsi que le
dernier, qui est - pris deux fois lorsque 7 est impair, et une
fois lorsque 7 est pair; quant aux signes, on peut toujours
faire que les derniers termes soient positifs pour 7 pair, et
ensuile un méme nombre de termes positifs et négatifs pour
les autres ; et quand 7 est impair, on peut faire que I'avant-
dernier terme soit négatif, et ensuile autant de termes posi-
tifs que négatifls.

Exemples -
2=-42,
3=-+1+42,

5=-41—2-4+23;
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7=+4+1—24345,
M=+1—2+43—5427,
13=+4+14+2—3—5+4+7+411,
1T=+14+2—3—547—11-12.13.

Cette loi de formation n’est fondée que sur I'observation,
et a été vérifiée jusqu’au nombre premier 499.

Il est d’ailleurs facile de voir que cette loi des nombres
premiers de rang pair ne saurait appartenir aux nombres
premicrs derang impair ; car un nombre premier de rang pair
est précédé de nombre impair de nombres premiers, parmi
lesquels est le nombre 2. De quelque maniére qu'on les com-
bine pour addition et soustraction, on aura toujours un
résultat pair. Donc, etc.

GRAND CONCOURS DE 1847. (Poir t. V, p. 447.)

QUESTIONS PROPOSEES.

Mathématiques spéciales.

Un triangle PQR étant circonscrit a un cercle, on forme
un second triangle ABC, dont les sommets A, B, C sont les
points milieux des coOtés du premier. Des sommets de ce
second triangle , on méne au cercle les tangentes Aa, Bb, Cc,
qui rencontrent respectivement en «, 0, c, les cOlés opposés
a ces sommets. On demande de prouver que ces trois points
a, b, c sont en ligne droite. On verra si le théoréme a égale-
ment lieu lorsque, a la place du cercle inscrit, on prend
une seclion conique quelconque tangente aux trois cOtés du
triangle POR ().

{*) Au moment de mettre sous presse, nous recevons une lettre de M. le pro-
fesseur J. A. Serret, ou se trouve une solution trés-simple de ce probléme.
Nous en enrichirons le prochain numeéro des Annales.
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Mathématiques élémentasres.

Soit donné dans un cercle une corde KK' et le diamé.
tre DD’ perpendiculaire a cette corde ;

D’un point O de la circonférence, on méne deux lignes aux
extrémités du diameétre et deux lignes aux extrémilés de la
corde ;

11 s’agit de prouver que la somme des projections des deux
premiéres lignes sur I'une OK des deux autres, est égale &
cette méme ligneOK , et que la différence des mémes projec-
tions est égale a l'autre ligne OK', c’est-a-dire que d et d'
étant les pieds des perpendiculaires abaissées des extrémités
du diameétre sur la droite OK ; ona

0d -+ 0d'= OK
0d — 0d'=0K'.

et

SUR L'ELIMINATION

par les fonctions symétriques, d’aprés M. Liouville. (Journal
de mathématiques, t. XII, p. 68, 1847.)

1. Euler, car on revient toujours a ce nom-la, a fondé
I’élimination surla communauté de racines entre deux équa-
tions; c’est ce qui a donné naissance au procédé du plus
grand commun diviseur. Au moyen des équations qui pré-
cédent 1'équation finale, ce procédé fait connaitre les
groupes de valeurs qui satisfont aux équations données , ce
qu’on ne pouvait obtenir jusqu'aujourd’hui par la méthode
des fonctions symétriques. Toutefois cet avantage de la mé-
thode des divisions est racheté par de graves inconvénients,
D’abord la longueur de calculs pénibles a exécuter, et qu’il
faut recommencer pour chaque exemple ; on a ensuite I'em—
barras des solutions étrangéres, que Bret, il cst vrai, nous
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a appris a écarter, mais qui donnent encore licu a des discus-
sions épineuses , comme nous le voyons dans un mémoire
publié récemment sur cette discussion, et dont I'analyse,
hérisée de formidables formules, ne semblerait pas propor-
tionnée a I'importance de P'objet, si le savant autcor n’avait
eu en vue d'autres conséquences. Par contre, I'équation
finale s’oblient, dans la seconde méthode, sans calcul pour
ainsi dire, par une simple ¢ranscription , puisque Warring a
donné les formules pour écrire immédiatement toute fonc-
tion symétrique des racines en fonctions des coefficients.
Bien plus, Yandermonde a calculé et réduit en tables toutes
ces fonctions, depuis la puissance de 2 jusqu’a la puissance
de 10, ce qui dépasse de beaucoup tous les besoins de la pra-
tique. Nous nous proposons de reproduire dans notre recueil
ces tables d'une extréme utilité dans Yanalyse appliquée ;
elles permettent, sans avoir besoin d'effectuer I'élimination,
de connaitre le degré d’un lieu géométrique. Il était donc a
désirer qu’on pit, au moyen de l'équation finale relative
a une inconnue, calculer les valeurs correspondantes de la
seconde inconnue. C’est ce nouveau service que M. Liouville
vient derendre ala science, en se servant d’'an moyen ingé-
nieux imaginé par Poisson.

2. Soient f'(x,»)=0, F(x, ) = 0, (1) deux équations alge-
briques 4 deux inconnues. On suppose qu’il n’y a pas de solu-
tions infinies, quon peut d’ailleurs trouver directement,
Posons x==t—ay, tet xr étant deux nouvelles inconnues.
Substituant cette valeur de x dans les équations (1), on a
deux équations entre les trois inconnues y, ¢, «, et élimi-
nant y, on oblient une équation entre ¢ et «, que ’on peut
concevoir ordoanée suivant les puissances de «; de sorte
qu’on aura Y(f,o)="yt-Fap -t 2P t4-—=0; ,2,9,t sont
des fonctions connues de ¢. Prenant les dérivées par rapport
az,o0na
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dy (lt
+ de d.{
dot
d__dv dv A2 ———
dx~  d. de Yidapli4 30y —

¥/, cte., indiquent les dérivées de ¢, ¢, pris par rap-
porta ¢,

Taisant « =0, on a généralement parlant =z ; donc
¥(x) = 0 n’est autre chose que I'équation qu’on obtiendrait en
éliminant y entre les ¢quations (1) Soient x, une des racines
de cclte équalion, et y, la valeur correspondante de y,,
on a donc x,=t—qy,; ct pour ces valeurs —;l—izy,,
quelle que soit la valeur de «. Faisant donc « =0, I'équa-
tion (2) donne:

)’
or ¥/ x) et '(x) sont des fouctlions connues; donc celte
valeur de x fait connaitre celle de y, ct ainsi des autres.

Obsertation. On voit donc que dans {¢,«} il n’est besoin
de calculer que les deux premiers (ermes 42 et 2.t

yl=—

3. Si ’'équalion ¥(x) = 0 a deux racines égales a x, alors

(x,)=0, ct commey n’est pas infini, il faut donc que I'on

alt aussi ,(x,) = 0; pour avoir la valcur de y, passons a la

dérivée seconde de Véquation prise par rapport a « de
¥(z,t)=0, 0n a:

dy | edyy de Ay de  db d*

2y dt | d'y Al | dy dit ) o
dodt dz ' dt* dz* ' dt di° 0, faisant « ;

alors
dt d't
Za = Z-—’=O’
d’\p d” ”
T (I)’ddt =1, (x,); —.*' (z).

ANN. DE MaTHEM. VI, 20
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Donce 24,(x,) + 29, (=)y. + ¢"(x,)y.’>= 0; x, entre donc dans
deux groupes avec deux valeurs généralement différentes
de y. SiY{xr)=0 a trois racines égales a x,, on a recours a
la dérivée troisiéme, et ainsi de suite.
4. Soient maintenant trois ¢équations a trois inconnues :
Six,r,2)=0,F(z,y,2)=0,¢(x,y,2)=0;faisons r=t— ay—tz
@, Gett étant trois quantités arbitraires; éliminant x,y, z

entre les quatre équations, et ordonnant I'équation résul-
tante par rapport azetf,ona:

‘!’(t’“)ﬁ) = ’41[ + “‘!’nt “I_ “"Pat +—
G4+ aBlt
B
de plus
dy dy dt + dy dt cde o de
doa T dt dx ’dp de ds— " dx Y ds

= 72

et faisant « =P = 0, t = et {t=1y(x); alors
ay | dy
d.L =T ;{—p "!}(‘r)ﬂ

donc

d: d
4‘.(.2‘) +Z‘i—y= 0; w.!),(l‘) + Zf-zz 0;

ainsi » et z sont connues dés qu’en connaifra x.

Observation. Il suffit donc de calculer les trois premiers
termes de ¥ (¢,«,8).

5. On pouvait aussi poser x=—t¢—ay — «’z; éliminant
x,¥, %, on obtient unc équation & deux inconnues ¢, «; et
raisonnant de la méme maniére, on voit qu’il faut aussi
calculer les termes en o,

6. Lorsque I'équation finale cn x ayant des racines égales,

il y correspond des valeurs égales de y, alors les deux courbes
représentées par les équations données ont pour point d’in-
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tersection un point de contact, d’un ordre indiqué par la
multiplicité des racines; si les valeurs de » sont inégales,
alors la paralléle 2 I'axe de x est au point d'intersection
tangente a I'une de ces courbes seulement, et selon la multi-
plication des racines, ce point est aussi d’inflexion visible ou
invisible.

7. La méthode des fonctions symétriques fournit I'équa-
tion finale, mais pas immédiatement ordonnée suivant les
puissances de l'inconnue; tandis que la méthode d’Euler
donne de prime abord l'équation ordonnée ; avantage pré-
cieux dans les questions ou il s’agit seulement de connaitre
certains coefficients de 'équation finale ordonnée. L’équation
somme de Bezout jouit aussi de cet avantage , et encore d’un
autre dont les deux précédentes méthodes sont complétement
privées; elle s’applique a toute espéce de solutions infinies,
et donne I'équation de condition qui entraine un abaissement
de degré dans ’équation finale, relative 4 une des inconnues,
sans que cet abaissement ait licu pour ’autre inconnue. Dans
les procédés d’Euler et de Waring , le coefficient du terme
le plus élevé est le méme pour chacune des équations fi-
nales, soit en .z, soit en y. Ce cocflicient égalé & zéro est 1a con-
dition pour que les deux équations s’abaissent simultanément
d’'uneunité; maissi I'on veut que 'une s'abaisse sans I'autre,
aucun des deux procédés n’en fournit le moyen, tandis que
le procédé Bezout a un facteur spécial qui satisfait a cette
condition. Voici comme s’exprime a ce sujet lillustre ana-
lyste : «Si c’est donc une perfection dans une méthode d’éli-
» mination, de ne point donner de facteur qui accroisse le
» degré général, il faut convenir que ce n’est pas la seule
» qui soit & désirer pour les besoins, et mére pour la certi-
» tude de V'analyse. Il ne faut pas toujours se proposer d’é-
» viter les facteurs que l'analyse présenle : quand Y'analyse
» est appliquée comme il convient & une question, elle ne
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» donpe rien qui n’ait quelque rapport & la question. Si,
oulre I'objet qu'on a particaliérement en vue, clle donne
certains facleurs que Yon ne prévoyait pas, ces facteurs
énoncent quelque chose de relatif a la question. En les
omettant, en les prévenant, on court le risque d’omettre

des connaissances utiles a la question, et méme d’admettre
des conséquences qu'elle rejette. G'est ainsi que nous
» verrons que faute de connaitre le facteur qui est le symp-
» tome de la dépression de I'équation finale, on serait exposé
& admettre des racines qui n’apparliennent nullement aux
équaltions proposées.

®

» Ce n’est donc un vice dans une méthode d'élimination ,
de donner des faclcurs a I’équation finale, que lorsque ces
» facteurs n’ont aucun rapport a la question. Mais ¢’cn serait
» un dans I'analyse de ne pas faire connaftre tout ce qui peut
» apparlenir ala question. » (Théorie générale des équations,
p. 224%).

Ces judicicuses réflexions auraient di faire accorder la
préférence a la méihode du célébre examinateur (7), la plus
analytique qu'on ait préscntée; elle obtiendrait cette pré-
férence, si 'on pouvait la délivrer des longucurs dout elle est

<

embarrassée, et qui rendent si pénible la lecture de la théorie
générale; ouvrage qui est encore resté aujourd’hui le plus
complet, le plus satisfaisant sur la matiére, ¢t dont on ne
saurait (rop rccommander I’étude aux jeunes professeurs
qui cullivent la science pour clle-méme.
Ceci nous rappelleledistique de Schiller, Die 727 issenschaft :
Ginem ift fie vie hehe, Limmlijdye @ditinn, Dem Undern,
Gine tidytige Kube, die ihn mit Butter verforgt.

*) On voit son tombeau dans Peglise da village d’Avon, qui est au bout
du parc de Fontainebleau. 1l repose & coté de Daubenton et de Monaldescbi.
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Voici une premiére traduction que nous devons a M. le
colonel d’artillerie de Bressolles -
Pour I'adepte qui la révére
La science est du cicl un lumineux reflet;

Quand pour le sectateur vulgaire
Elle n’est qu’une vache & lait.

Et une seconde, aussi en qualrain, du méme :

Au seuil du temple auguste o tréne la science
Deux flots de pélerins se pressent tour A tour,

Ceux-ci pour s'imprégner de sa divine essence,
Ceux-la pour demander le pain de chaque jour.

El enfin unc troisiéme en distique, par M. le colonel d’ar-
tillerie Nancy.
La science :
Pour I'un ¢’est de Dieu méme un sublime reflet,
C’est pour l'autre une vache a lait,
Nous citons ces traductions, pour montrer qu'on sait
encore faire des vers francais en France.

NOTE

’

sur la question proposée au concours général. Spéciales, 1847,

PAR J. A. SERRET.

Extrait d'une lettre @ M. Terquem.

Un triangle PQR étant circonscrit ¢ un cercle, on forme
un second triangle ABC dont les sommets A, B, C soient les
potnts milieux des ctés du premier. Des sommels de ce second
triavgle on méne au cercle les tangentes Aa, Bb, Cc qui ren-
contrent en a, b, ¢ les cotés opposés d ces sommels; on demande
de prouver que ces trois points a, b, ¢ sont en ligne droite.
On verra si le théoréme a également lieu lorsquw’a la place du
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cercle inscrit on prend une section conique tangente aux trovs
cotés du triangle PQR.

Lemme. Soient ( fig. 48) O le point ou le c6té RQ touche
la circonférence, et H celui ou la tangente Aa coupe le coté
PQ, les triangles semblables BHa et ACz Hdonnent la pro-
portion :

Ba BH

Ca —AC
ou en désignant par a, b, c les cOtés du triangle PQR qui
ont respectivement pour milieux les points A, B, C, et par

g, V' et ¢’ ceux du triangle AQH,

Ba 20'—5b
1 e I se———
1) Ca b
Cela posé, les deux triangles PQR et HQA étant circonscrits
au méme cercle sont entre eux comme leurs périmétres ; ils
ont d’ailleurs Vangle Q commun; ils sont donc entre eux

comme les rectangles des cOtés qui comprennent cet angle,
a L
cest-a-dire :: ab: 5 b', d’ou il suit que I'on aura :
a4+ 20"+ 2¢
a+4+b+4c
En second lieu, QO s’exprime aisément, comme on sait, a

Paide des cOtés de chacan des deux triangles PQR, HQA
circonscrits au cercle ; en égalant ces deux valeurs de QO

9 =Y
(@) =

on a:
2Q0=a+b—c=g+ ¥—¢,
d’ou

(3 2 = 20'4+2c —2b —a;
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portant cette valeur de 2¢’ dans I'égalité (2), on aura la va-
leur de &', savoir :
y 2ble—b)
a-t+c—3b’
enfin I'égalité (1) donnera :

Ba___ 3c—a—10b

@ Ca a+fc—3b

1" remarque. Il pourrait arriver que le point @ ne tombat
pas entre les points B et C; dans ce cas, il faudra changer
le signe du second membre de I'é:;uation (1); cn outre, on
devra changer le signe de ¢’ dans les ¢quations (2) et (3), ce
qui n’occasionnera en définilive que le changement de signe
du second membre de I'équation (4); d’ou il suit que le
rapport 1_035 est toujours égal a la valeur absolue de —————Z__‘}:Z:gz

2¢ remarque. Les mémes choses subsisteraient si on rem-
placait le cercle inscrit par V'un des cercles exinserits; il
suffirait en effet de changer le signe des nombres qui repreé-
sentent les cotés dont les prolongements touchent la circon-
férence.

Démonstration du théoréme.

Ch Ac

a
Les trois rapports -, —, —
pports Ca’ AV’ Be

étant les valeurs absolues

des fractions

a+b—3 b4+c—3a a+c—3b
atc—30" a+b—3c bdc—3a’

dont le produit est V'unité, on aura :
Ba.Cb.Ac=Ca. Ab.Bc.

Dailleurs les points , b, ¢ sont respectivement sur les cotés
du triangic ABC, ctles droites Aa, Bb, Ce ne peuvent ja-
\
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mais se couper en un méme point, puisque alors on pourrait
mencr par ce point trois tangentes au cercle; donc, par un
théoréme connu, les trois points a, &, ¢ sont en ligne droite.

Remarque. D'aprés I'une des remarques précédentes, la
conclusion sera la méme, si ’on substitue au cercle inscrit
I'un queclconque des trois cercles exinscrits au triangle.

Extension du théoréme aux coniques.

Si T'on substitue au cercle une conique quelconque, le
théoréme subsistera. Supposons d’abord qu’il s’agisse d’une
ellipse ; on la placera sur un eylindre droit a base circulaire
convenablement choisi ; le triangle PQR se projettera sur le
plan de la base du cylindre suivant un triangle P'Q'R’ cir-
conscrit au cercle de base , et dont les cO!és auront pour mi-
licux les projections A,B,C' des points A, B, C; les projee-
tions a', o', ¢’ des points @, b, ¢ seront en ligne droite ; donc
les points @, b, ¢ lc seront aussi.

Le théoréme scra également vrai pour une parabole,
puisque celle-ci peut étre considérée comme limile d'une sé-
rie d’ellipscs.

Enfin, des considérations fort simples I'étendent, comme
on va voir, a I'hyperbole. Dans le cas ou la conique donnce
est une cllipse, son ¢quation sera

L+ L=1
P q9

L’équation de la droite ab devra étre satisfaite par les coor-
données du point c, et celaidentiquement , en sorte que cette
idenlité ne sera pas troublée si I'on remplace partout ¢ par
q\/:T; d'ou il suit clairement que le théoréme subsistera
pour 'hyperbole.

Le théoréme que nous venons de démontrer est sus-cp-
tible d’'une autre extension. 11 a cncore licu, en cffet, si ’'on
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prend pour A,B,G, non plus les milieux des cotés du triangle
PQR, mais trois points queiconqucs sur les cOtés, tels que
les droites qui les joignent aux sommels 0pposés se coapent
en un méme point.

Soient donc PQR un triangle dont les cotés touchent une
conique quelconque, et A,B,C (rois points pris sur ces colés
et tels que les droites PA, RB, QC se coupent cn un méme
point; soient aussi a,b,¢, les points ou les tangentes respec-
tivement menées a la conique par les sommets du (riangle
ABC rencontrent les cotés opposés.

Joignons les différents points de cette figure a un point
quclconque pris hors de son plan, et coupons les rayons ainsi
obtenus par un certain plan; on aura sur ce plan unc pro-
jection de la figure primitive, ct si Pon représente la pro-
jection d’un point par la letire accentuée qui désigne ce
point, on verra aisément que les droites P'A’) R'B', Q'C’ se
coupcront en un méme point. Or on peut faire cn sorte que
deux des trois points A'B'C’ soient les milicux des colés du
triangle P'Q'R’ sur lesquels ils se trouvent ; donc il en sera
de méme du troisiéme. I1suit de Ja que d'aprés ce qui a été
démontré plus haut, les points @',0',¢’ seront en ligne droite,
donc les poinls a,b,c le seront également.

DIVISEURS COMMENSURABLES DU SECOND DEGRE.

PAR M. ABEL TRANSON.

L’objetde cette note est de faciliter la pratique dela méthode
exposée par fea M. Durville (Nouv. 4nn., (. IV, p. 329).

1. Suit F{x)=0 I’équation proposé¢e. Si on divise F.x)
par x’-+px — g, on aura l'identité
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Fz)=(@'+pr—q)Q+Mx+N,

dans laquelle M et N sont des fonctions rationnelles et ¢n-

tiéresde p et q.

Pour que x’4 pxr — g soit diviseur de F(x), on doit avoir

M =0, N=0, équations en p et ¢ dont les finales seront

(m—1)

du degre ’-71—5—— , si m est le degré de F{x)=0. Mais, eu

égard a la recherche des diviseurs commensurables, on peut
éviter V'élimination. En effet, premiércment le nombre g ne
pouvant étre que I'un des diviseurs du lerme tout connu de
F(x) = 0, puisqu’on réduit la recherche actuelle au cas des
diviseurs entiers , il ne resle qu’a associcr a un tel nombre g
quelque détermination convenable du nombre p. Imaginons
donc que les deux équations M=10 et N =0 aient été or-
données par rapport a p; de plus, représentons par G et H
les parties ind¢pendantes de celte lettre d’ordre, dans M et N
respectivement. G et H sont des polyndomes entiers en g , et
le caractére d’unc valeur de ¢ appartenant a un diviseur com-
mensurable et entier, x’+ px — g, c’est que, substituée
dans les polynémes G et H, clle donne pour résultat deux
nombres g et 2 ayant, parmi leurs communs diviseurs , la
valeur correspondante de p. C’est sur cetlte remarque ingé-
nieuse qu’est fondée la méthode de M. Durville.

1. La premiére observation propre a faciliter cettc mé-
thode, c’est que les polynomes G ¢t H peuvent a leur tour
éire formeés presque sans calcul. Clest a eux , en effet, que
se réduisent respectivement M et N, dans la supposition de
p=20; or Pidentité

F(z) = (24 pz—q)Q+ Mz + N
devient, dans cette méme supposition :
F(x) = (¥"—¢)Q,+ Gx 4 H.

Et alors on voit que G est 'ensemble des termes qui con-
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tiennent V? dans F(V/3) ; H est en méme temps Pensemble
des termes rationnels.

Pour fixer les idées, je suppose que le degré de F(z) soit
impair, de la forme 2 4-1 ; on modifiera aisément les résul-
tats pour la forme paire.

Soit donc I'équation proposée

F(x) = A2V 4 A 2" A 2™ ... A, x+A
On posera immédiatement :

6 =Ag"+ A"+ AG " e A,

H=Ag"+Ag"7"+ ccoceevnnn. AL
Et C’est dans ces deux polyndmes qu’on devra substituer pour
g un diviseur quelconque de A, ,, positif ou négatif. Mais,
comme aprés une telle substitution , le nombre ¢ devient né-
cessairement diviseur d= H, s’il arrive que ce méme nombre
q ait un diviseur commun avec A, , ce diviscur commun
devra étre essayé ( dans le sens positif ou négatif) ponr valear
de p. Cest pourquoi, daas la recherche actuelle, on devra,
avanl tout, déterminer le plus grand commun diviseur des
deux derniers coefficients A, et A,, ... Soit D ce plus grand
commun diviseur. Avec q diviseur de A,, .., on essayera pour
p tout diviseur commun @ D et q.

Ces premiers essais accomplis , et en supposant I'équation

débarrassée de tout diviseur du second degré correspondant,
on pourra sans inconvénient considérer les valeurs g et k que

H
prennent pour un méme nombre ¢ les polynomes G et —.

III. Soit donc p un commun diviseur de geth. Il ya,
dans I'essai des nombres p et ¢, indépendamment des carac-
téres d’exclusion qu’en tire des deux conditions :

1._._+F;”_ p = (entier) ; 1{(—;{%= (entier) ;

il y a, dis-je , une précaution a observer qui procurera sou-
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vent une grande simplification dans le calcul. C’est qu’il ne
faudra entreprendre la division de I'(x) par x4 px — ¢,
qu’aprés avoir ordonné le dividende et le diviseur suivant les
puissances croissantes de x, comme déja MM. Thibault
( Nouv. Annales, I1, 517) et Finck (Traité d’.41gébre, 2« édit.)
le pratiquent pour la recherche des diviseurs rationnels et
entiers du premicr degré. On aura ainsi I'avantage d’étre sou-
vent averti de Vimpossibilité d’un diviscur, bien avant d’avoir
poussé la division jusqu’au deraier terme du quotient.

On peut d'asillcurs obtenir un nouveau caractére d’exclu-
sion comme il suit. Si M et N ont été ordonnées par rapport
alalettre ¢; soient I et L les parties indépendantes de la
lettre d’ordre, respectivement dans M et N. Toute valeur
convenable de p élant substituée dans I et L donnera deux
résultats Z et /, multiples de la valeur cerrespondante du
nombre g. Or I ct L résultent dans M et N de la supposition
g=0; ct Yidentité

F(2)= (24 pr —g)Q+ Mz +N
donne, dans cette supposition :
Flx)=(2"+px)Q,+ Ix+ L;

d’aprés quoi on voit aisément que / est le méme que F(0) ou
A,y i de plus, on a —ip-|-{=TF(—p); d'oi résulle :

= Ap" ' — A p T —A,,.

Oril est clair que A,, ., est multiple de ¢ ; mais la condition
Agp— A,p"‘;’-{- ..... —A,, =m(q)

donnera pour p un caractére utile.

Eunfin, on pourra encore s’aider des remarques suivantes
qui ne sont, a vrai dire,, qu'une application aux diviseurs du
second degré¢ x*+ pxr— ¢ des moyens proposés par M. Dur-
ville pour ceux de degré supérieur.
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IV. La qulcstion élant réduite a trouver les diviseurs com-
muns qu’acquiérent les polyndmes G et H, lorsqu’on y sub-
stitue certains nombres a la lettre d'ordre ¢, il sera aisé de
remplacer dans celle recherche le systeme [G, I} par des
sysi¢mes plus simples; et cela a Vaide d'un calcul analogue a
celui de I'élimination par la méihode du plus grand commun
diviseur,

Observez premiérement, d’aprés la valeur ci-dessus des

polynomes G et I, que leurs cocfficients ne sauraicnt avoir
un diviseur commun,

Mais les cocflicients de G pourraient admettre un commun
diviscur g ; ct ceux de II un autre commun diviseur %, et

alors on pourra subslituer au sysléme proposé¢ les trois
systémes suivants :

1° av H-
g avec 7
G

20 k avec —;
g

3° (—; avee -I—[
g h

I
Et d’abord, un systéme tel que g avec 7 ol bien % avec
G . o a s .
—, scra bien facile a résoudre; car, pour le premier, par
g

. n
excmple, on substitucra toutes les valeurs de ¢ dans 5o e

on rcconnaitra & chaque fois les diviseurs que le résullat
acquiert cn commun avec g ; ainsi on n’aura a faire de sub-
stitution que dans un seul polynéme. Et ¢’est a cela que nous
rameénerons le calcul pour le troisiéme systéme, que nous
représenterons encore par [G, H] ; mais en supposant qu’au-
cun des deux polynomes G et H n’admelle un facteur numé-
rique.
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Soit divisé G par H, et le résultat dela division représenté
par aG=HQ+Rr,

a est le plus petit nombre par lequel il a fallu multiplier G
pour obtenir un quotient et un reste entiers; r, est le fac-
teur numérique commun a tous les termes du reste.

Dés lors on prouvera aisément que a et r, sont premiers
entre eux, et que G et H ne peuvent acquérir par la substi-
tution d’'une valeur de ¢ aucun autre facteur commun que
ceux qui seront acquis en méme temps aux systémes

[H,r] et [H, R].

On divisera H par R, , et en appliquant ici le beau théoréme
de Labatie, on remplacera de nouveau le systéme de [H, R ]
par deux autres plus simples :

[R,,r]et [R,R],
et ainsi de suite.

V. Application. Soit I'équation
xi—6x34192"—30x+24=0,
donnée en exemple par M. Finck (p. 358 du ZTraité &’ 4!-
gébre, 2° édition). On a ici :
G=- 69—30, H=q"1944-24.

Ce systéme, en adoptant une notation déja admise dans la
théorie de I’élimination, sera remplacé par le suivant :

[H, 6] + [g+5, 46],

ou méme par
(H, 6] +- [¢+5, 2],

puisque aucun diviseor de 24, substitué a ¢ dans g5, ne
peut lui faire acquérir le diviseur premier 23.

Etudions donc premiérement le systéme [g-+5, 2], lequel
n’admet évidemment pour ¢ que des nombres impairs.
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Et comme on suppose qu’on ait préalablement essayé les
diviscurs dans lesquels p et g sont ==1, on voit que ¢ ne
peut avoir ici que les valeurs + 3, avec lesquelles on pourra
essayer p=1-2.

Examinons donc les quatre formes :

xr’4-2x43;
x’~-2x—3;
x'—2x+43;

2'—2x—3;

or les valeurs f/1)=8 et f(—1)=80 font exclure immé-
diatement la premiére et la troisiéme.

J’essaye ensuite par la division les seconde et troisiéme ,
en ordonnant selon les puissances croissantes, et I'impossi-
bilité se manifeste dés les seconds termes des quotients.

Dés lors les essais doivent se porter sur le systéme

lg"+19 g-+24, 6],
et comme 6 est diviseur de 24, on doit essayer premiérement,
avec chaque valeur de ¢ mulliple de 6, les valeurs de p qui
en sont diviseurs. Pour commencer par les formes les plus
simples, ¢=+-6 avec p= =1 ; elles se trouveront exclues
immédiatement par la simple considération de f(41) et
S (—1).

On passera donc & g=:6 avec p=-+3, d’ou les formes

x'4-3x4-6
x'+3xr—6
x'—3x+46
x'—3x—6.
La premiéres’exclut par la méme considération de_£(1) ou

f(—1) ; la seconde ne permet pas de pousser la division aun
dela du second terme, etla troisieme réussit.
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PROBLEME SUR LES POLAIRES.

PAR M. JOACHIMSTHAL,
Professeur agrége & I’Université de Berlin.

Probléme. Etant donnés un point. (o) et sa polaire par rap-
port a une conique, dont les inlersections avec la polaire
soienl { /') et (g) (7), trouver le point de rencontre (R) des
deux normales sans se scrvir des points { f) et (g).

Solution. 1. Soicnt ¢p, cq les dircclions des axes princi-
paux, et ¢ le centre de la conique; menez co qui rencontre
la polaire de o en r, prenez or = rs, alors le point demandé
sera dans la perpendiculaire s¢, abaisséc du point s sur la
droite pq (fig. 49).

2. Construisez le rectangle cpe,q; joignez ¢, et o, ct le
point demandé scra dans la perpendiculaire cd abaissée du
centre ¢ sur co.

Par conséquent, le point R, ou les lignes ed, st se cou-
pent, scra cn méme temps le point de rencontre des deux
normales.

La construction ne subit que des changements légers, en
supposant le point o dans Uintéricur du triangle peg.

Si pg devical une tangente & la conique, les trois points
0, ry s cuincident, ct on oblicnt une nouvelle construction
du centre de courbure.

Si la ligne pg devient une sécante idéale, la construction
subsiste encore sans avoir la méme significalion que pour le
cas des deux normales réclles.

(*) Les deux points f et g ne sont pas indiqués dans la Ggure.
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DEFINITIONS PRECISES ARITHMETIQUES

des racines et des logarithmes incommensurables.

PAR M. GUILMIN,
Ancien éléve de I’Ecole_normale.

1. Qu’est-cc que la racine carrée d’'un nombre qui n’est

pas un carré parfait? Qu’est-ce que Va, par excmple? Dans
la géoméiric, on rencontre ce nombre et on congoit parfai-
tement son cxistence ; ¢’est pour nous alors un nombre bien
déterminé. Mais ne scrail-il pas bon de définir arithmé-
tiquement, d'une maniére précise,, indépendamment de toute

app'ication, ce qu’'on entend par V22 Cest ce que nous al-
lons cs:ayer de faire (7).

2. Nous avons remarqué que le calcol de \/2-, a des
approximations décimales de plus en plus grandes, cffectué
d’aprés la définition et la régle données en arithmétique,
conduisait a desnombres qui, s'ils ne croissaient pas toujours
nécessairement, au moins ne décroissaient jamais. Nous nous
sommes demandé si cela élait particulier aux approxipations
décimales, surtout en voyant quc le calcul de celte méme
racine de 2 & moins de 1—, de 1, de ! , de 1, était loin de

5 6 7 8
conduire au méme résullat ; car la premiére racine approchée
est plus grande que chacunc des (rois au'res.

I’examen de la question nous a conduit 4 formuler celte
proposition générale : Si U'on prend successivement la racine

(") Voirt. V1, p. 110. Tm.

ANN. DE Matnew, VI “@
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carrée d’'un méme nombre , Ve par exemple, & moins de
deux fractions —:; et :—l , telles que n soit multiple de m, la
seconde racine approchée n’est jamais moindre que la pre-

. . L1 R .
miére. Par exemple, la racine de 2 a T preés ne saurait
. — , .1
étre moindre que }2 calculée a 5 prés.

. b .

En effet, soient -g et - les deux racines approchées. Si
a b 3a b
—était plus grand — it—> . i ;
g était plus grand que 5’ on aurai 15> w Mais le carré

a 3a . .
de 5 ou de T est moindre que 2, et contenu dans 2. Donc

9

b
75 0e serait pas le plus grand nombre de quinziémes dont le

carré soit contenu dans 2, ne serait pas la racine de 2 &
1 . P \
P prés; ce qui serait contraire a 'hypotheése.

— 1 1 .
En calculant 12 4 — prés, on trouve des nom-

10’ 157 20
. LT . N 1

bres égaux a 3 qui est la racine de 2 4 moins de 5 Cela

peut-il toujours continuer ainsi ? Il est évident que non. Mais

7
quand la valeur approchée sera-t-elle plus grande queg? Pour

. P S
le savoir, partons du calculde notre racine, a 5 prés : on a

multiplié 2 par 5, extrait la racine du produit 2 X 5 & moins
d’une unité, ce qui a donné 7. Désignons, pour généraliser,
le reste de cette opération par r (ici r=1). Nous avons
2 X 5* = 7' r. Multiplions les deux membres de cette éga-
lité par le carré d'un nombre entier indéterminé ~ ; nous

avouns :
XX =TXnrt+rXn. (1)



Nous voyons déja que la racine carrée de 2 X 5" X ' a
moins d’une unité sera au moins 7 X n, et la racine de 2 &

7
53 ce qui démontre

autrement la proposition énoncée plus haut. Continuons :
. 1 7Xn

e laracine de 2 4 moins de —— surpasse il

pour que lar oin 55n pa 5xn’

. 1 . TXn
moins de —— , au moins de =
dXxXn axXn

suffit que le deuxiéme membre de Pégalité (1) soit au moins
égal & (7Xn-+1)*; car laracine approchée sera alors 55 _H

Mais (7 X n41) =7 Xn4+2X7Xn+1. Comparant a
’égalité (1), on voit qu’il suffit pour notre but que l'on ait

rXn’>2xX7Xn ou bien rXn>>2X7, ou enfin n>z><1

En prenant pour z le nombre entier immédiatement supé-

rieur a ce quotient, on sera cerfain que 12 calculée a moins

1 — 1
a un nombre plus grand que V2, a - prés.
de 5% sera un plus g q > & = pres
Dans notre exemple, » =1. Il faut prendre » > 14; prenant

1

r=15, nous cherchons la racinc & moins de ——— = _—.
dX15 715

106 7 105
On trouve — 75 ! tandis que 5= En prenant un quel-

conque des multiples de 5 inférieurs & 515 pour dénomina-
teur de la fraction d’approximation, V'approximation n’a-
vance pas. Ce n'est pas a dire qu'il en serait ainsi pour tout

. PP . 1
dénominateur inférieur a 75. On voit de plus que 73 est une
TSP . e~
limite inférieure de la différence entre }/2 et 5 en ce sens
TN L cps A
que <5+§3 estinférieur a 2 aussi bien que T lui-méme .

k. Maintenant que nous avons un moyen assuré d’avoir
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des racines approchées croissantes, revenons a notre sujet
principal. Qu’est-ce que V2.

Calculons 2 a des approximations décimales sacces-
sives poussées aussi loin que Pon voudra. Ecrivons sur deux
colonnes: 1° les racines approchées par défaut ; 2° les racines
correspondantes approchées par cxcés, lesquelles ne sont
autre chose que les premiéres augmentées chacune d’une
unité décimale du dernier ordre. Voici lc commencement des
deux suites.

1,4 1,5
1,41 1,42
1,514 1,615
1,4142 1,46143
1,41421 1,41422

DR DY

« e o e e s L

Deux nombres correspondants des deux suites, a partir
des seconds nombres , sont compris cntre les dcux nombres
fmmédiatement supéricurs - 1,41 ct 1,42, par exemple, sont
compris entre 1,4 et 1,5. Un nombre de gauche peut étre
quclqucfois égal a son supérieur ; le nombre de droite, d’au-
tres fois, égal au sien.

Supposons que 'un de ces cas se présentant, deux ou plu-
sicurs nombres consécutifs de la colonne de gauche étant
ézaux, on ne conserve, chaque fois, que I'un de ces nombres,
en supprimant tous les autres, ainsi que leurs correspondants
de droite. Cela fait, rous pouvons cerlaincment établir les
conséquences suivantes : Les nombres de lacolonne de gauche
forment unc suile croissanle; ces nombres ont cependant
upe limite supéricure, car aucun d’cux ne peut dépasscr un
quclconque des nombres de la colonne a droite. Les nombres
de celte colonne de droite forment une suite décroissante; ils
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ont une limite inférieurc , car aucun d’eux ne peat éire infé-
riear & un nombre quclconque de la colonne de gauche. Les
dcux limiles dont nous parlons sont, par leur nature méme,
compriscs entre deux nombres correspondants quelconqucs
“des deux colonnes. Or on peut trouver deux nombres corres-
pondants dont la différence soit unc unité décimale aussi pe-
tite que 'on voudra. Donc la différence entre les deux limites
en question est moindre que tout nombre assignable; donc
ces deux limites sont un seul et méme nombre. Cette limite

commune est cc qu’on appelle 12,

Pourquoi? Cest que 2 est la limite des carrés des nombres
de gauche, aussi bien que des carrés des nombres de droite;
limite supéricure pour les uns, inféricure pour les autres.
On sait, en effet, que les carrés des nombres de gauche sont
tous inféricurs a 2; les carrés des nombres de droite tous
plus grands que 2. Ce nombre 2 est donc compris entre les
carrés de deux nombres correspondants quelconques. Par
ccla méme que la différence entre deux de ces nombres
correspondants, @ et a3, décroit au-dessous de tout
non:bre assignable, il en est de méme dela différence de leurs
carrés (*). N arrivera donc alors quela diffirence entre 2 et
chacun de ces carrés sera moindre que (out nombre assi-
gnable, quand ces nombres approcheront de Ieur limite.
2 est évidemment le carré de la limite de ces nombres, et on
a bien fait d’appeler cette limite, V3.

Mais, d’aprés ce qu'on a dit précédemment, 2 ¢tant un
nombre cuticr quelconque, nous pouvons, en prenant des

1 1

. =, 1
valcurs approchées de Vaa -, ——y —m— , ... OU
n nXp nxXpxq

*) (@+=)2—a2=2a+2=X28+7)=7>atat+s) Or ata+d est moindre
que le double de a+ #, ’est-3-dire du plus grand nombre; or a+ ¢' est moindre
que 1,5 le premier des nombres de droite. 2% 1,5% ¢ ou 34" est donc une limite
supérieure de la différence des carrés.



— 318 —

1 1

o2n’ hkn’ 8n
pareilles aux précédentes, et arriver aux mémes consé-
quences pour les limites des nombres écrits dans ces deux

. A
plus simplement, a— , , former deux colonnes
n

colonnes. Nous serons tout aussi fondés a appeler /2 la li-
mite commune des nombres de nos deux nouvelles colonnes.
Cependant, a ne voir que les deux tableaux, il ne parait pas
évident que les deux limites soient les mémes pour les nom-
bres décimaux du tableau que nous avons écrit, et les nom-
bres du tableau que nous venons d’indiquer sans 1’écrire.
Ne peut-on pas croire a deux limites différentes, et 7, &

deux définitions pour /"2, qui n’en aurait alors aucune ?

Non ; car l'une et Iautre définition sont fondées sur cette
proposition : 2 est la limite des carrés des nombres de chaque
suite décimale; 2 est la limite des carrés des nombres des
deux nouvelles suites obtenues en changeant la fraction pri-
mitive qui marquait approximation ; supposons , comme il
est dit plus haut, deux limites différentes, et 7', pour les ra-
cines approchées des deux tableaux ; prenons deux nombres
al'extréme voisinage de chaque limite dans les suites cor-
respondantes, 'un inféricur a /, 'autre supérieur a /'; la
différence entre ces deux nombres aurait une valeur déter-
minée plus grande que [—7'; la différcnce entre leurs carrés,
qui comprennent le nombre 2, aurait aussi une valeur dé-
terminée (*). L’un de ces carrés, au moins, aurait avec 2 une
différence qui ne pourrait étre moindre qu’un nombre assigné
quelconque, comme cela doit étre cependant pour les nombres -
des deux tableaux, quand on approche suffisamment de la

(") Cette différence entre les carrés serait au moins égale a 2(1,4)x(I—1'), ou
bien a 2xox(I—1'), en appelant @ le plus petit nombre de la suite de gauche,
deuxiéme tableau. On tire cette liinite de la formule 2ad+ 3= (281 ")J'; 1,4 ou
2 étant moindres 'un ol 'autre que a.
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limite de chacun. On peut faire, au lieu de la démonstration
précédente , celle que nous faisons plus loin a propos de lo-
garithmes, pour prouver l'identité de toutes les limites. Tout
ce que nous venons de dire s’applique évidemment a la ra-
cine carrée d'un nombre quelconque, entier, fractionnaire
ou incommensurable, mais bien déterminé. Cela sapplique
méme 4 une racine quelconque.

n étant d’ailleurs un nombre entier quelconque, on voit
quel’on arrive 4 la méme limite, quelle que soit la fraction
primitive marquant I'approximation. On peut employer le
méme raisonnement a I'égard d’autres nombres appelés in-
commensurables , pour les définir au peint de vue purement
arithmétique.

Faisons-le pour les logarithmes.

Sur la définition des logarithmes incommensurables.

Considérons le systéme de logarithmes dont la base est 10.
Ecrivons les deux progressicns :

+:1:10:100:1000:10000:100000.....

1) 0. 1. 2. 3. 4. 5. el

et faisons quelques remarques préliminaires. Quand on insére
entre les termes de la progression géométrique considéres

2 4 2 un nombre indéterminé 2 de moyens, on a pour raison
mi-1

nouvelle g==V/10; ¢ étant plus grand que 1, car ¢**'=10,
tous les termes de la nouvelle progression vont en croissant
et peuvent dépasser toute limite donnée. On sait de plus que
I'on peut toujours choisir m assez grand pour que deux
termes consécutifs de grandeur finie, pris dans la nouvelle
progression, aient entre eux une différence aussi petite
que Fon veut. La formule générale d'un terme de cette
mi1
nouvelle progression est ¢"= Vo,
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Considérons deux progressions géométriques ainsi obte-

nucs, cn prenant deux valeurs differentes , m et m', de m;
prenons un terme dans chacune d'elles, et comparons entre

m+t m'4t
cux ces deux termes ¢"= /10" et ¢'=V"1¢™. Pour savoir

quel est le plus grand des dcux, il suffit de comparer les

deux fxachons

est

——— Si, par exemple,

n
m +1 m--1
myl

plus grande que il est cerlain que V10" est plus

m’+1 ’
m'41
grand que 110™; en effet , on peut réduire ces fractions

n n' . , . . N N
pra et A au méme dénominateur D. Soient D et D les
mit D
deux résultats On voit facilement que V 10"= \/10N et
m'+t : 5/

VN = V 10~ (*. On sait que % est plus grand que D’
D
ou N plus grand que N'. Donc 10¥ > 10, et V/10% plus
grand que \D/m’, ce qu’il fallait prouver.
Ecrivons la progression géométrique pour les cas de
m-+4-1=10; insérons lc méme nombre m de moyens cntre les

termes de la progression arithmétique (1); nous aurons ainsi
les deux nouvelles progressions

81 \/10 \/10’ \/ws \/10" \/w"'\/w"
? 9 3 10 11 12
10 . '1_()' . i_o eee '1'—0 . 10 . 10 etere

m+t
+
(") Légalite l/wn-l/wn, revient A celle-ci , 10 nRD__ NmH), Or”T‘-

étant égal a b’ n x D==N x (m+1). Donc I'égalité précédente cst vraie, et la

premiére aussi.
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Si nous faisons la méme chose dans le cas de m 41 =100,
nous aurons un troisiéme systéme :

100 100 100 100 100
(-:—:-1:VTO:\/E*:VES.....\/W“:\/10"".....
O 100 101
? . 0. Tb"‘o . -1—&') . m “tene -1_66 . 1—66 .....

et ainsi de suite indéfiniment.

De méme que tous les termes des progressions (1) font
partie des progressions (2), tous les termes des progressions
(2) font partic des progressions (3). On peut considérer le
systéme (3) comme obtenu en insérant neuf moyens entre les
termes, pris deux a deux de chacunc des quatre progressions
(2). Si on écrit le systéme (4) pour m 41 =1000, on verra
de méme que ce systéme (4) sc déduit de (3), de la méme ma-
niére que (3) de (2). m -1 croissant indéfiniment , deux
termes conséculifs d’une progression géomélrique pourront
différer aussi peu que I'on voudra; de méme pour la progres-
sion arithmélique correspondante.

Tout cela posé, considérons un nombre quelconque, 7 par
exemple. Il est compris entre deux termesde la progression
géomctrique (2), comme entre deux termes de la progression
géométrique (3), ct ainsi de suite. On ne saurait d’ailleurs

myi
avoir V/10"=7 pour des valeurs entiéres de m--1 et n, car il
en résalierait 7" = 10", ¢galité impossible. Pour avoir les
nombres qui comprennent 7 dans une progression quelcon-
que, on observe qu’on doit avoir

m_“

. m.p
Vior <1< V10",

10’» < 7m+|< 10n+:.

d’ou

m--1 étant un nombre donné, ct z un nombre cherché. On
élévera 7 a la puissance m-+1, on comptera les chiffres du
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nombre obtenu; si on trouve p chiffres , 7™ sera compris

en 107~ et 107; n=p—1; n étant ainsi trouveé, on aura, a la
m4t m+1

fois, les deux nombres}” 10" et \/10'”“, qui comprennent 7

dans chaque progression géométrique, et les deux nombres

n n+1 . ; . .
et —i-, écrils sous ceux-la dans la progression arith-
m-4-1 m-4-1

meélique correspondante.

Il nous sera donc possible de former le tableau suivant -
En suivant l'ordre des progressions géométriques tel qu’il
est indiqué ci-dessus, nous écrivons sur deux colonnes ver-
ticales, 1°les termes immeédiatement inférieursa 7; 2° les ter-
mes immédiatement supérieurs , en mettant a coté 'un de
P'autre les deux nombres qui comprennent 7 dans une méme
progression géométrigue. Sur deux autres colonnes verticales,
que nous faisons correspondre aux précédentes, terme a
terme, nous metions les nombres qui dans les progressions
arithmétiques correspondent aux termes des progressions
géoméltriques que nous venons d'écrire. Voici le commen-
cement de ces suiles :

@ ® (@) )
D e
1 10 .0 1

10 10
Vios Vie 0,8 0,9
100 100
V'108¢ V105 0,84 0,85
1000 1000

e i
V1056 V1085 | 08% 0,346

Deux termes correspondants des colonnes (a) et (b, a
partir de la deuxiéme lizne horizontale , sont compris cntre
les correspondants supérieurs : il en est de méme de deax
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termes correspondants quelconques des colonnes (a') et (&').
100 100

Par exemple : 1/10% et V/10% ne peuvent étre moindres
10

10
que V10°, ni plus grands que }"10°. En effet, 7 étant com-
10 10

pris entre V108 et Vm’, qui correspondent aux termes
0,8, 0,9 de la progression arithmétique (2), si 'on cherche
les termes qui comprennent (7) dans la progression géomé-

trique (3), on doit trouver deux des termes qui s’intercalent
10_ 10 -
entre 1108 et V10° quand on passe des progressions (2) aux

progressions (3). Les deux termes correspondants de la pro-
gression arithmétique (3) scront deux des termes intercalés
entre 0,8 et 0,9 ; I'un de ces termes pouvant étre 0,8 ou 0,9.

Aprés tout ce que nous venons dg dire, on pourra répéter
mot pour mot, au sujet des colonnes (a) et (b), ce qui a été

dit des deux colonnes verticales formées a propos de V2.
Seulement, pour la conclusion derniére , observant que 7 est
constamment compris entre deux termes correspondants de
ces colonnes (a) et (4), on conclura que la limite commune
des nombres de ces colonnes est 7.

En répétant de nouveau, et mot a mot, ledit raisonne-
ment cité, on conclura que les nombres des colonnes (a’) et
(0"} ont une limite commune vers laquelle ils tendent indéfi-
niment en correspondant toujours dans les progressions suc-
cessives aux nombres des colonnes (a) et (b). Concevant donc
continuée indéfiniment la comparaison des progressions telles
que (2), (3), (4) ....., on trouve des nombres différant de (7)
d’'une quantité aussi petite que l'on veut, correspondant a
des nombres des colonnes (a') et () continuées suffisamment
loin. On est donc fondé a établir cette définition : Le loga-
rithme d: 7 n’est autre chose que la limite des nombres (a)
el (), limite dont nous avons prouvé V'existence.
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6. Il y a une infinité de maniéres d'arriver a cetle limite
qu'on appelle logarithme de 7.

Au licu de faire m -1 =10, on pcul lui donner une va-
leur queleconque p; puis, pour continuer, une valeur mul-
tiple quelconque de p; m +1=p X g; puis encore une
valeur multiple p X ¢ X r, et ainsi de suite. Tout cc que
nous avons dit scra vrai. Tous les termes de la progression
géométrique obtenue pour m 1 =p feront parlic de la pro-
gression oblenue pour m—-41=p X ¢. On passera évi-
demment de la progression (m 41 =p) a la progression
m+1=(pXq), cninsérant ¢ — 1 moyens entre les tirmes
pris deux a deux de la premiére de ces progressions. Dail-
leurs, m -} 1 croissant ¢t pouvant croitre au dela de toute
limite, de cette maniére-la aussi bien que si m 41 égalait
10", deux termes consécutifs d’une progression géométrique
obtenue pourront différer aussi pcu que I'on voudra. D’ail-
leurs — 1 peut décroitre indéfiniment. On peut

P Xqg Xr..
donc, pour nos hypothéses actuclles, recommencer tout le
raisonnement précédent, etarriver a former un tableau sem-
blable a celui que composent les colonnes (a), (b), (a'), (V).
On arrivera a cetie méme conclusion que le logarithme de (7)
est la limite des nombres des colonnes remplacant (a') et {4').
Ce qu'il faudrait faire voir, c'est que cette nouvelle limite,
quels que soient p X g X r...., ne saurait diflérer de celle
qui exisle pour les nombres (a') et (0'). Admetions que ces
deux limites difiérent ; soient £ la limite de la suite décimale,
et /' la limite de la suite nouvelle, que j'appelleraisuite frac-
tionnaire. Supposons  plus grand que /. Puisque la diffé-
rence L — ' cxiste, on peut la regarder comme étant plus

1
grande qu’un certain nombre commensurable e H pouvant

étrc un nombre trés-grand. Dans la suile fractionnaire



— 325 —
des nombres inféricurs a 7, on peut prendre un nombre

1
% dont le dénominateur N soit plus grand que H. Alors N

est moindre que TR
N inférieur & ' est inféricur a Z, et différe de ! d’'une

quantité plus grande que {— ¥, plus grande que lli_’ ct en-

A
core plus grande que -Ii\— 11 résulte de la que ——I\.{_—', terme

s . . . . A
de la dcuxiéme suile fractionnaire correspondant a — est

N
encore moindre que ! d’une certaine quantité que nous dési-
gnerons par k. Mais on peut prendre dans la suile décimale

des nombres inférieurs a Z, un nombre qui cn differe d’'une
s q

!

. . A Coe
valeur moindre que £. Soit 07 le nombre ainsi choisi. On

kr N
oA At N — :
aurait - > —jl(;_ Par suite, V108 > }/104H, ce qui

10%'

est absurde; car, d’aprés nos raisonncments, V102 est
N

moindre que 7,ct ¥ 104+ plus grand que 7. On voit donc
que log. 7 est un nombre bhien déterminé ; qu’on arriveraala
méme valeur pour ce logarithme, quel que soit le mode
d’approximation adopté.

7. Nous avons donné quelque étendue aux considérations
précédentes. Elles sont fondées sur cetle ‘rcmarquc géné-
rale : le plus grand nombre de »*me contenu dans la va-
leur d'un nombre incommensurable A | n’est jamais moindre
que le plus grand nombre de p*™* contenus dans ce nombre
A, si p est un multiple de 2; ce qui se démontre comme on

b .
’a fait pour % et 5 valeurs approchées de 2. Pour em-



ployer les considéralions précédentes afin de définir arithmé-
tiquement un nombre incommensurable A, il soffira donc
gu'on ait le moyen de déterminer le plus grand nombre de
n*mes contenus dans A, n étant quelconque ; et on le peut,
dés qu’on a, pour détermnier A, une méthode d’approxima-
tion quelconque, le développement en fraction continue,
par exemple.

COMPOSITIONS ECRITES

Des sept séries dans lesquelles on a partagé les candidals d
U Ecole polytechnique , é Paris, en 1847. (Voir t. V, p. 702.)

L

Discuter lc lieu de I'équation x™ 4 y™=a™.
Trouver I'équation de sa tai:zente,
Calculer, a un milliéme prés, I'expression x:5—+—‘—/—7; .
8-+ V11
Thermométre; attractions et répulsions magnétiques ;
dispersion de la lumiére.

11
Discuter lelicu de I'équation polaire p=asin0cos i ' v. 263).
Trouver I'équation de sa tangente.
Continuité des fonctions algébriques. exj-. -atielles et
logarithmiques.
Machine pneumatique ; chaleurs spécifiques.
IIT.
Discater le lieu de I'équation y = « tang (%) .

Trouver Péquation de sa tangente.
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Exlraire, avec une approximation donnée, les racines
des nombres quelconques entiers ou fractionnaires et des
quantités imaginaires de la forme a==0 V' —1.
Machine pneumalique ; chaleurs spécifiques.

Iv.

Discuter le lieu de I’équation y» = x 4 a sin (‘;)

Trouver I'équation de sa tangente.

Conditions d’équilibre d’une baguette homogéne s’ap-
puyant a ses deux extrémités sur deux droites fixes, ayant
une position quelconque dans I'espace.

Tension des vapeurs; condensateur électrique; para-

tonnerre.
V.

Du sommet A de Pangle droit BAC on méne une droite
quelconque ; des points B, C on abaisse sur cette droite les
perpendiculaires BP, CQ; trouver le lieu des points M de
ces droites pour lesquels AM° = AP X AQ.

Théorie de I'homogénéite,

Généralisation des formules trigonométriques.

Machine pneumatique; poids spécifiques et instruments
propres a les déterminer.

VI.

Trouver la longueur d’une corde divisant la surface d’'un
cercle donné dans un rapport donné.
Construire géométriquement I’équation a laquelle on ar-

rive.
a

NN
sm< A )
Trouver I'équation de sa tangente.
Barométre; loi de Mariotte ; bouteille de Leyde.

Discuter le lieu de I'équation y =
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VIIL

Trouver le lieuw de I'équation p=a— b9, et celui de

Péquation p = ﬁ.

Trouver I'¢quation de la tangente de chacun de ces deux
lieux.

Trouver le licu des projections d’'un sommet d’une sec-
tion conique sur toules ses tangentes,

Electrophore ; hygrométre a cheven ; variations de inten-
sité de la lumiére a raison de la distance ct de l'inclinaison
des surfaces.

QUESTION.

16%. A, B, C, D étant quatre points pris sur une cllipse,
tels que les normales en ces points convergent vers le méme
point; a* 4 b’x* =a’l* élant I'équation de Tellipse, les
cordes AB, GD sont conjuguces relativement a 'byperbole
aly’ — 0’2" = — a’l"; axes reclangulaires.

RECTIFICATION
Relative @ un théoréme sur les foyers.

Le théoréme IV de la page 533, tome II, doit étre ainsi
éncncé : « Le produit des distances d’'un point de la courbe
» aux deux foycrs divis¢ par le produit des distances de ce
» mé:ne point aux deux directrices, donne un quotient con- -
» stanl. »

Nous devons celle importante correction, qui devait ¢tre
faite depuis longlemps, & I'amilié de M. Catalan. Tu.
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UNIVERSITE DE DUBLIN; 1846 ( 7. t. V, p. 515).
Programme d'agrégation (Soctus, — 1847) (*).

MATHEMATIQUES,

M. Graves, professeur.

1. Donner une méthode géométrique pour mener une tan-
gente a une ligne plane du troisiéme ordre par un point pris
sur la courbe.

2. La méme construction donne le cercle osculafcur.

3. On peut faire Ies mémes constructions pour une courbe
plane d’ordre quelconque.

4. On pcut délerminer de la méme maniére, pour unesur-
face d’ordre quelconque, ct le plan tangent ct le cercle qui
oscule les lignes de courbure en un poiut quelconque.

5. Propri¢lé remarquable des cordes menées d’un point
dooné aux points ol le cercle osculateur rencontre la courbe.

6. Un théorémequclconque sur les asymptotes rectilignes
descourbes duni¢me ordre élant démontré, ilenrésulle desuite
un théoréme plus général sur les tangentes dout les points
de contact sont en ligne droite : par exemple, on sait que
toutes les hyperboles qui ont a Vinfini quatre points de con-
tact avec une ligne du troisiéme ordre, ont le méme centre,
et que les trois centres répondant aux (rois asymptotes sont

sur ure méme droite. Quelle est la propriét¢ générale ana-
logue des tangentes?

(") Programme en latin; cette agrégalion correspond probablement A notre
agrégation pour les facultés et dont le programme doit paraitre en 1848,

ANN. DE MaTniM, VI 22
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7. Dans les courbes sphériques, la distinction entre les
branches hyperboliques et paraboliques n’existe pas.

8. Elant donnée I'équation d’une courbe en coordonnées
rectilignes , comment cherche-t-on la nature du point singu-
lier silu¢ a une distance infiuie ?

9. £ ety ¢lant les segments réciproques qu’une 1ahgente a
une courbe fait sur Ies axes rectangulaires, 'équation du
ni¢me degré entre ct» estune courbede la niéme classe, c’est-
a-dire une courbe qui cst 1a polaire réciproque d’une courbe
de nitme degreé.

10. Cette équation peut généralement se mettre sous la
forme PQR... -+ p2y—2 =0; ou les fonctions PQR... en
nombre 2 sont du 1% degré; Qn— est une fonction de
Yordre n— 2 et p-une constante.

11. lnterprétation géométrique des équations P=0;
Q=0; R=0; clc. Qo2 =0.

12. Etant donnée I'équation d'une courbe de troisiéme
classe sous 1a forme PQR + 1.S* =0, on demande 'interpré-
tation géométrique des ¢quations P=0; Q=0; R=0;
S=o0. ‘

13. Le théoréeme remarquable de Cotes sur les transver-
sales coupaut une ligne du niéme ordre dérive de la conside-
ration des derniers termes de 'équation entreles coordonnées
rectilignes ; un théoréme analogue cxiste pour les lignes de

1a niéme classe.

14%. Dans un triangle sphérique, on donne la base et 'angle
opposé; quelle relation existe entre les variations des cotés?

15. Le méme théoréme existe pour un triangle formé sur
une surface quelconque par trois lignes géodésiques (les plhs
courtes).

16 DMémes données; quelle est larelation entre les varia-
tions des angles a la base?

17. Déduire de la relation entre les variations des cotés la
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formule fondamentale pour la comparaison des fonctions
elliptiques de la premiére espéce.

18. Mémes données; quelle relation existe entre les varia-
tions des cOtés et la variation de la perpendlculalre abaissée
du sommet sur la base ?

19. De ce théoréme, on déduit de suite la relation fonda-
mentale entre trois fonctions elliptiques de la seconde espéce.

20. Interprétalion géométrique de cette formule par des
arcs elliptiques. Que siguifie le terme ¢*sin ¢ sin ¢ sin. §?

21. ¢etd étant les amplitudes des deux arcs compliémen-
taires dans Dellipse, on demande la relation entre les dia-
meétres de Dellipse qui font desangles ¢ ct ¢ avec le petitaxe.

22. La fonctlion sinam (u) est périodique, que u soit réel
ou imaginaire.

23. De la, les fonctions elliptiques sont douces d’'une
double périodicité , une réelle et I'autre imaginaire , pourvu
que le module soit récl.

24%. On sait que les fonctions complétes de troisieme espéce
dépendent des deux autres espéces. On peut déduire de la,
sans pcine, le théoréme de Legendre sur les fonctions com-
plétes de premiére ct deuxiéme espice qui ont des modules
conjugueés.

25. Les fonctions de troisiéme espéce, a paramétres loga-
rithmiques , peuvent étre réduites a des fonctions a deux ar-
guments.

26. Développement en série de la fonction 6.

27. Développement en série de la fonction F (c,9), suivant
les sinus des multiples de o.

28. Développement de F (c), suivant les puissances du
module.

29. Qu’y a-t-il de remarquable dans I'équation différen-
tielle entre F(c) et 6?
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30. Quelle courbe est vulgairement proposée pour repré-
senter les fonctions elliptiques de premiére espéce?

31. Quelle est la courbe sphérique dont I'arc représente
une fonction de troisiéme espéce ?

32. Quel doit étre fe cOne pour que 'arc de 1a courbe sphé-
rique représentc une fonction de premiére espéce?

33. Ou une fonction de seconde espéce ?

34. Quclle scra la courbe sphérique si I'axe principal in-
térieur du cone estun diamétre de la sphére? quelle fonction
elliptique représente-t-clle?

35. L’une et 'autre courbe peuvent facilement se déduire
de 1a section sphéro-conique.

36. Dcux surfaces confocales du second ordre se coupent
orthogonalement ; quelle cst la propriété corrélative des sur-
faces ayant le méme centre ct les mémes plans directeurs?

37. Suivant quelles lignes se coupent de telles surfaces?

38. Dans quclies surfaces du second degré les lignes de
courbure sont-elles planes?

39. Quclle que soit la surface, si la ligne de courbure est
plane, 'angle entre ce plan ct un plan tangent , mené par un
point de la ligne, cst invariable.

40. La détermination de la ligne géodésique sur la surface
de Vellipsoide dépend d'une équation différenticlle du second
ordre. Quclle est 'interprétation géométrique de l'intégrale
premiére? V

41. Toutes les lignes géodésiques partant d’un ombilic
convergent vers ombilic opposé.

52, Tous les arcs géodésiques joignant deux ombilics op-
posés sont de méme longueur.

43. La somme ou la différence de deux arcs géodésiques
partant de deux ombilics vers un point quelconque d’une
méme ligne de courbure est invariable.

44. Il existe un théoréme général pour des lignes géodcé~
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siques menées d'un point quelconque a unc ligne de courbure
donnée et renconfrant une seconde ligne de courbure.

45. Deux arcs géodésiques touchent des lignes de cour-
bures donnces et se coupent orthogonalement; quél est le
lieu du point d'intersection?

46. Si ondéveloppe f(x) dansunc série procédant suivant
les sinus ou cosinus des mulliples de », comment faut-il for-
mer les coeflicients ?

47. Quel développement doit-on choisir pour qu’il soit
vrai pour des valeurs de x compriscs entre = et —n?

48. Ce développement subsiste~il encore lorsque f(x) de-
vient discontinue pour une valeur particuliére r =a?

49. Comment peut-on connaitre les caractéres de la con-
vergence de cetle série?

2 sin (i .
50. Quelle est la limite dec lintégrale S ,(L ) 0y 8
2 Slw
croissant indéfiniment?
s . N (B siniw
51. Dela, la valcur ultime de 'intégrale S S() on de.
% w

52, Quellb est la valeur de cette intégrale lorsque f{w) de-
vient disconlinuc pour w=0?

33. Quelle est la position d’une courbe dont I'ordonnée est
égale a unc série procédant suivant les sinus et les cosinus
des mulliples de x?

5%. Comment faut-il transformer la formule pour une sé-
ric procédant suivant les sinus et cosinus de x multiple,
quand on adopte les limites — Z et -}-£?

55. On peut déduire des mémes formules une expression
triple de f{x) sous forme d’intégrale double.

56. L’ordonnée d’une ligne brisée pcut s’exprimer en
fonction de Yabscisse.

57. En cherchant la fonction de la variable x qui est com-
prise entre les limites

r=—1; x=-1,
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nous tombons sar e intégrale définie digne de remarque.
58. Donner la démonstration de la formule

10° kf(a)da _
._S-—ovk’—*- ((l*—.l')’ '_f(‘r)

T
qui a licu 4 diminuant indéiniment.

59. Déduire de 1a le théoréme de Fourrier.

60. Le théoréme de Fourrier peut s’étendre aux fonctions
a plusicurs variables.

61. Dans la transformation de l'intégrale double , que de-
vons-nous substituer a la place de I'élément dady?
62. Donner une cxplication géomélrique de ce change-
ment. ’

63. Usage des intégrales définies dans la solution de I'é-
quation différenticlle du niéme ordre.

6%. La solution d'une telle équation différentielle peut
s’¢crire sous forme d'une intégrale multiple.

65. Si les coefficients sont constants, I'intégrale multiple
peut se transformer dans une somme d’intégrales simples.

66. Si les constantes sont les coefficients d’'une équation
algebrique ayant des racines ¢gales , comment faut-il chan-
ger la forme de 'une et de 'autre solution?

Note. On voit, d’aprés ce programme , que dans la savante
universil¢é irlandaise , les études analytiques et géométriques
sont portées a la hauteur du niveau actuel; en effet, 'ana-
Iyse et la géométrie sont pour ainsi dire les deux yeux de la
science, et c’est I'éborgner que de vouloir 'emploi exclusif
d’une de ces méthodes; mais nous comprenons , sous le nom
de ¢éométric, non pas celle qui est emprisonnée depuis tant
de siccles dans le systéme cellulaire des coniques, mais la
science qui s’occupe des propriétés générales de I'espace, telle
qu’elle est enseignée aujourd’hui en Sorbonne , scus le nom de
géomeétrie supérieure, par un de ses plus célébres promoteurs
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On regrette de ne trouver ici aucune question sur une théorie
acquérant de jour en jour plus d’importance , sur la théorie
des nombres. C’est une lacune qui, on peut Iespérer, ne
subsistera pas toujours.

pHYSIQUE (7).
M. Mac Cullagh, professeur.

1. Donner Yexpression de I'action du solcil et de la lune
sur la mer dans un lieu donné. ‘

2. Par quel calcul Newton détermine-t-il la hauteur de
la mer par la théorie dite de I'équilibre?

3. Déterminer la hauteur de Veau, ayant égard a sa den-
sité. .

4. Comment le coefficient de la hauteur de I'eau dépend-il
de la densité de 'cau?

5. Par quelle expérience connait-on la densiié moyenne de
la terre? Décrire I'expérience de Cavendish et donner les élé-
ments du calcul.

6. Exprimer la hautcur totale de I'cau dans la théorie de
Péquilibre, en coordonnées astronomiques.

7. Trois espéces de termes & remarquer dans cette ex-
pression ; quelles oscillations ces termes déterminent-ils?

8. Expression de Toscillation semi-diurne.

9. Pourquoi le retard des marées de jour ¢n jour, dimi-
nue-t-il des syzygies aux quadratures , et angmente-t-il des
quadralures aux syzygics?

10. Dans la théorie dynamique de Laplace, quelle est 'hy-
pothése sur la forme ct la profondeur de la mer ? D’ou vient
la nécessité de cette hypothése?

(*) Sous ce nom, on comprend la mécanique et ’astronomie.
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11. Comment, dans cetle hypothése, faut-il former les
équaticns du mouvement des caux?
12. Inlégrales particuliéres données par Laplace.
13. Quclle est I'oscillation diurnc en hauateur ? Dans quel
cas cst-clle nulle ?

14. Quel cst Yeffet des marées sur la précession des équi-
noxes?

15. Comment faut-il caleuler la précession des équinoxes?

16. Siles trois moments principaux d’un corps sont égaux,
son mouvement de rofation n’est pas sensiblement changé
par l'altraction d’un corps éloigné.

17. D'apreés quclle loi la vitesse de rotation change-t-elle,
si le corps se refroidit ou s’¢chauffe ?

18. L'équation générale d’équilibre d’ansystéme de points,
telle qu’clle est donnée par Lagrange , combicn comprend-t-
clle de conditions ?

19. Quecl scns Lagrange attribue-t-il aux facleurs dans
cetle équation?

20. Si l¢ corps cst conlinu, il y a dcux espéces de condi-
tions ct deux espéces de forces appliquées.

21. Equation générale de 1'équilibre en ce cas.

22, Comment faut-il traiter cetle équation, si clle ren-
ferme dcs conditions différenticlles ?

23. Combicn peut-on se donner de condilions indétermi-
nées ?

24. Dans les problémes de mécanique ct dans les problémes
de géomélric qui dépendent du calcul de variation, on fait
usage de multiplicateurs; sonl-ils de méme naturc dansl'un
et I'autre cas?

25. En quoi différent les variations des coordonnécs dans
ces deux genres de questions ?

26. Combicn y a-t-il d’équations finales indéfinics dans les
questions de mécanique ? Combicn en géométrie ?
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27. Quelle est I'équation d’équilibre d’un fil flexible ou in-
flexible d'aprés Lagrange?

28. Que signific lc facteur dans cette équation?

29. Si ce fil est appliqué contre une surface donnée , com-
ment faut-il traiter la question ?

30. Déterminer dans ce cas la réaction de la surface,

31. Quelle est I'équation d’équilibre d’un fluide incompres-
sible d’aprés Lagrange ?

32. Comment en déduit-on les équations ordinaires de
I'équilibre d’un (luide?

33. Comment Navier emploie-t-il I'équation générale de la
dynamique pour exprimer 1’équilibre d’un corps solide, ho-
mogctne, élaslique ? '

34. Dans cetle équation, le moment des forces internes
du solide ¢lastique est une fonction de six quantités différen-
ticlles {intégrale sextuple).

35. Le changement de distances entre les particules voi-
sines dépend de ces six quantités.

36. L'expression du moment des forces interncs cst-clle la
méme lorsque le corps n’a pas la méme élasticité dans toutes
les directions?

37. Dans un corps solide homogéne, peuvent se propager
deux espéces de vibrations. Quelle cst la relation entre les
vilesses de ces propagations ?

38. L’éther lumineux dans un corps cristallis¢ étant trou-
blé, trouver lc moment 8V des forces internes ; quelle est la
forme générale de V?

39. Définition des axes principaux d’un cristal.

40. Unc onde plane se propageant dans un cristal, trou-
ver la loi de propagation.

41. Démontrer que les vibrations se font dans le plan de
Ponde,
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42. Comment détermine-t-on analytiquement la direction
des vibrations dans le plan dec Vonde?

43. Quesignifie cette condition, géométriquement ? Existe-
t-il deux directions ?

44. Quelle estla vitesse de propagation dans 'une et Pautre
dircetion ?

45. En quoi ces lois s’accordent-clles avec la théorie de
Fresnel? en quoi en difféerent-elles ?

46. D'ou Fresnel conclut-il que les vibrations du rayon
polaris¢ sont normales au plan de polarisation? Au vrai, ne
sont-elles pas paralléles & ce plan?

47. Les vibrations sont toujours perpendiculaires au rayon
dans la théoric dynamique, ct pas de méme dans la théorie
de Fresnel.

48. Comment faut-il définir la surface des ondes?

49. Comment Huyghens démontre-t-il la loi de Snel-
lius (") ?

50. Quelle cst la loi de la réfraction dans un milieu cris-
tallis¢ ? comment la démontre-t-on?

51. Ces lois peuvent se déduire de la forme des intégrales
particulicres. ’

52. Comment la loi de Snellios est-clle démontrée par
Newton? Quelle est la vitesse de propagation selon Newton?

53. Comment Newton explique-t-il Ie phénoméne de la
réflexion totale ?

5%. Dans ce cas comment, dans la théorie ondulatoire,
démontre-t-on Pabsence de tout rayon réfracté ?

55. Quel est aiusi le mouvement propagé dans le second
milicu? En chercher les lois.

56. Trouver lcs conditions i observer dans la surface com-
mune aux deux milieux.

*} Loi de refraction de Descartes.
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57. Ces conditions peuvent s’énoncer briévement.

58. 1l existe encore une autre condition, mais qui est
renfermée dans celle-la.

59. D’aprés ces conditions, il résulte que la phase n’est pas
changée, s'il existe un rayon réfracté. ’

60. Si la réflexion est totale, la phase est-elle changée
par la réflexion ?

UNIVERSITE DE FRANCE.

Concours d’agrégation pour les sciences mathématiques,
année 1847 (voir t. V, p. 513) ().

Composition d’analyse.

1° Lorsqu’un cercle roule sur une ligne droite de maniére
qu’un point de la circonférence décrive une cycloide ordi-
naire, tout point situé dans le plan du cercle décrit une
courbe analogue a la cycloide et dont on demande I'équation.

On fera voir que les courbes ainsi décrites se confondent
avec celles qu’on a appelées cycloides allongécs ou raccour-
cies, et qui seraient décrites par un pointde la circonférence
du cercle mobile, mais dans I'hypothése ou Vespace recti-
ligne parcouru par le centre du cercle, au licu d'étre juste-
ment égal ala longucur de 'arc dont les partics sont venues
successivement s’appliquer dans le méme temps sur la droite
fixe, serait plus grand ou plus petit.

2° On donncra les formules pour la quadrature des cy-
cloides allongées ou raccourcies, et 'on dira dans quel cas on
peut les couper par des paralléles a la droite sur laquelle

{*) Agrégation pour les colléges.
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s’appuie la circonférence du cercle mobile, de maniére que
les segments retranchés soient équivalents a des carrés que
P’on puisse construire géométriquement, c'est-a-dire avec la
régle et le compas , au moyen des données de la figure.

3° On donnera les formules pour la rectification de ces
mémes courbes, et Yon démentrera le théoréme de Pascal
qui revient 4 assigner les axes d’unce ellipse de laquelle dé-
pend la rectification dela cycloide allongée ou raccourcie.

4° On saura gré aux candidats des recherches qu’ils pour-
ront faire, sile temps le leur permet, pour déterminer les
tangentes, les rayons de courburc, les développées des
courbes dont il s’agit, ct pour monlrer ce que deviennent les
proprictés les plus saillantes de la cycloide ordinaire quand
on passe a la cycloide allongée ou raccourcie.

Composition de mécanique.

1 Question. Montrer succinctement comment on trouve
la variation de la vilesse angulaire , produite par des forces
continues ¢ui agissent sur un corps.

2° Question. Une sphére homogéne se meut sur un plan
horizontal, a l'origine du mouvement; le centre de la sphére
a unc vilesse connue dirigée parallélement au plan, ct 'on
connail parcillement le mouvement initial de rotation de la
sphere autour de son centre ; la spliére éprouve de la part du
plan unc résistance horizontale appliquée au point de con-
tact et de sens contraire a la vitesse absolue de ce point. Tout
cela posé, on demande .

1° De donner les éguations différenticlles du mouvement
et de démontrer que la résistance horizontale reste constam-
ment paralléle 2 une méme droite pendant la durée du mou-
vement, quelle que soit laloi suivant laquelle elle varic d’in-
tensité ;

2° Dec donner complétement les lois du mouvement dans
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le cas particulier ou 'intensité de la résistance horizontale est
constante.
Composiiion du jury d’examen.

MM. Cournot, inspecteur général de I'Université, prési-
dent ; '

Lebesgue, professeur a la faculté de Bordeaux ;

Briot , professeur a la faculté de Lyon;

Sonnet, docleur és sciences , agrégé és sciences ;

Vernicr, professeur de mathématiques spéciales au collége
royal Henri 1V.

Vote. On peut consulter pour la deuxiéme question de mé-
canique, dcux mémoires de M. Cournot , sur le mouvement
d’un corps sur un plan fixe, ayant ézard au frotllement.
(Crelle, t. V ct VILI, 1830 ct 1832, en francais.) Tm.

JOURNAL DE CRELLE. — 1846 ().

PREMIER CAHIER.

1. Sur les substitutions du premier ordre ct sur la trans-
formation des intégrales elliptiques dans la forme normale;
par le professcur H. Richelot, a Konigsberg. 1-29.

(L’auteur donne une méthode uniforme pour transfor-

d
mer lintégrale ——— Y dans la forme normale
VA+.. +Cyh
dy ' .
————— au moyen dc la forme du premier ordre
V11— k2 sin'y
x
5=tz
r-sx

(*) Ce sont les quatre derniers cahiers qui aient paru; nous donnerons de
méme le contenu des cahiers a paraitre, et en rétrogradant nous reviendrons
sur les années précédentes de celle précieuse collection, unique en son genre,



2. Recherches sur I’élimination et la théorie des courbes;
par A. Cayley, de Cambridge. 30-45. (En rancais.)

(Théorie analytigue da nombre de points d’inflexion, de
tangentes multiples, clc., et autres théorémes sur les courbes
en génceral et sur la théorie des fonctions rendues homogénes,
duc a M. Hesse; progrés considérable de la géomélrie car-
tésicane, et qui parait étre complétement ignoré en France.
Nous en parlerons prochainement.)

3. In solationem ®quationum algebraicarum disquisitio;
auctore C. J. Malmsten, prof. Upsal. 46-74.

(L’auteur démontre ce théoréme, qu’Abel a énoncé, et
dont il a esquissé la démonstration : Si une équation irréduc-
tible de degré p. (.nombre premier) estrésoluble algébrique-

1 2
ment, les racines ont cetle forme x=A+R “+ R2'”‘+...RF_"";

A cst rationnel et R, R ... I{ﬂ__l sont racines d’une équa-

tion du p—1itme degré, ct dont les coeflicients sont des
fonctions rationnelles des cocfficients de 'équation donnée;
de 1a on deduit Pimpossibilité de résoudre I'équation du
5° degré, et par cons¢quent les équations de degré supéricur.)

4. Sur la formule de Lagrange etson application a la for-
mation des sérics; par J. Dienger, professeur a Sinsheim ,
pres Heidelberg. 75-100.

Fac-simile d’un manuscrit de Ferrari.

DEUXIEME CAHIER.

5. Addizione alla memoria intitolata : Nuove applicazioni
del calcolo integrale relative alla quadratura delle superficie
curve e cubature de’ solidi, inscritta nel tomo 31 di questo
giornale, p. 12, dal sig. D. Barnaba Tortolini, prof. di
mat. trasc. all’ Universita di Koma. 101-121.

(Premicre surface cngendréc par les projections du centre
d’une ellipsoide sur ses plans tangents; seconde surface en-
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gendrée de la méme maniére par le moyen de la premiére ,
et ainsi de suite; et ensuile surface enveloppe des plans per-
pendiculaires aux rayons vecteurs d'une surface donnée.
Tout est ramené a des intégrales elliptiques.)

6. Sur la dispersion dela lumiére dans ’atmosphére ; par
le candidat R. Claudius, a Berlin. 122-147.

(C’est Tessai d’une théorie mathématique de la lumiére
diffuse. On y discute les idées photométriques de Lambert.)

7. Note sur les hyperdéterminants; par M. A. Cayley, de
Cambridge. 148-152. En francais.

(La théorie des hyperdéterminants a été donnée par I'an-
teur au tome XXX, cahier 1.)

8. Recherches sur le calcul des probabilités ; par M. Ot-
tinger, prof. al'Université de Fribourg en Brisgau. 153-191.

(C'est une continuation. Une urne conticnt 2 boules , por-
tant les nombres 1,2,3...n; on tirc une boule et on la remet,
et ainsi plusicurs fois de suite; quelle est la probabilité qu’il
sortira k fois cons¢cutivement , une boule comprise dans la
série r, r--1, r-2, r4+3, r-m—1, ret m étant des
nombres donnés.)

Fac-simile d’'un manuscrit de Ferroni.

TROISIZME CAHIER.

9. Résolution algébrique des équations du 9¢ degré,
jouissant de la propriéi¢ qu'une certaine fonction rationnelle
et symétrique donnée de deux racines, est ¢égale a une
troisiéme racine, par exemple I''x_, x

F(x

)= x_, et aussi
n P

2 Ed =T F(xp, z )==x"; par M. Olto Hesse, pro-

fesseur extraordinaire (*) & I'Universit¢ de Konigsberg.
193-208. '

(*) Autorisé, mais non titulaire.
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(Cette solution, indiquée par M. Jacobi, est suivie de con-
sidérations géométriques, ct I'on démontre que toute ligne
d’ordre n & 3n(n—2) points d’inflexions ; et ensuite le théo-
réme de M. Poncelet : Lorsqu’'une droite passe par deux
points d’inflexion d’une ligne du (roisiéme ordre, elle passe
aussi par un troisiéme point d'inflexion.)

10. Sur les séries infinics et leur représentation en expres-
sions finies; par J. ‘Dienger, professeur 4 Sinzheim, prés
Heidelberg. 209-243.

(Formalion dediverses séries convergentes.)

11. Dec criteriis quibus coguoscatur an equatio quinti
gradus irreductibilis algcbraicc resolvi possit; auctore
Eduardo Luthero, phil. doct. Regiomont. 244-254.

(L’auteur démontre que lorsque I'équation est résoluble,
1a résolvante est toujours décomposable en factears rationnels,
ct lorsqu’un des facteurs est du premier degré, l'autre da
cinqui¢me degré irréductible est toujours résoluble algébri-
qucment.)

12. Queclques problémes de la théorie combinatoire; par
le professcur Weiss, & Munich., 255-269.

(Nombre de termes ct divers genres de combinaisons.)

13. Sur quelques théorémes de la géométrie de position;
par M. A. Cayley. Suile du mémoire, tome XXXI, p. 213
(en francais).

(Sur les vingt points donnés par les soixante droites , dans
le théorcme de Pascal.) Théoréme de M. Steiner.

1%. Cas analylique particulicr dans la théorie de la mani-
velle; par I'éditeur. 276-279.

15. Deux problémes de géométrie avec les solutions.
280-28%.

1° Par quatre points dans un plan, mener quatre droites
de maniére qu’elles forment un carré; 2° par z points
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donnés dans un plan, mener # droite de telle sorte qu’clles
forment un polygone de n colés, dont les angles soient
donnés et dont Yaire soit donnée {ce dernier probléme cst
résolu par I’éditeur). Fac-simile d’'un manuscrit de Fontana.

QUATRIEME CAHIER.

16. Recherches sur la série

G 0=gN1=F) =)0 =g 1Pt =g

=) (=) (1—g)(1—"™)
par E. Heine, professeur particulier (privat-docent)a 1’Uni-
versité de Bonn. 285-328.

(Se rattache au travaux d'Euler et de Gauss sur les courbes
hypergéométrigues.)

...

17. Sur lcs courbes du troisiéme ordre: démonstration
analytique ; par M. Piiicker, a Bonn. 329-336.

(Démonstration analytique intuitive des théorémes de géo-
meétrie énoncés par M. Steiner au tome XXX; Yauteur fait
usage d’un systeme de symboles au moyen desquels, pour
ainsi dire, il écrit les figures.)

18. Note sur le théoréme de Pascal; par M. Pliicker.
337-340. En francais.

(Théoréme des vingt points de M. Steiner, rectifié et dé-
montreé.)

19. Géométrie analytique des courbes tracées sur les sur-
faces de second ordre et classe : on entend par ces mols les
deux surfaces hyperboloides; par M. Pliscker. 341-336.

Voici I’énoncé de divers théorémes -

I. Toules les propriétés des droites dans un plan peuvent
sc transporler sur des courbes planes tracées sur un hyper-
bolvide, ct passant par un méme point.

I1. Si dans unc courbe planc tracée sur une surface du

ANN. DE MaTHEN, VI 23



— 346 —

second degré, on inscrit un hexagone formé de courbes planes
passant par le méme point fixe, les cOlés opposés se coupent
respectivement en trois points dans le méme plan que le
point fixe. — Si I’hexagone est circonscrit, les trois courbes
planes passent respectivement par le point fixe et par deux
sommets opposés se coupent encore cn un méme second
point; et divers théorémes sur la projection stéréographique
de ces courbes.

20. Sur une nouvelle génération mécanique des surfaces
de second ordre ct seconde classe; par M. Pliicker. 357-359.

21. Obscrvation sur la disserlation: géométrie analyli-
que, ctc. (v. 89); par M. Plicker. 360-376. (Propriété
stéréographiquc.)

Fac-simile d’'un manuscrit de Paoli.

PROBLEME DE MALFATTI.
SOLUTION GEOMETRIQUE.

Démonstration de la solution du probléme de Malfatti, donnée
par M. Steiner, p. 178 du tome I, cah. II (Crelle); par
M. Zornow, professeur au collége de Kneiphof, é Kenigs-
berg. (Crelle, X, p. 300, 1833, en francais.)

On trouve dans le tome I de ce journal une construction
trés-remarquable du probléme suivant, connu sous le nom
du probléme de Malfatti : A un triangle donné quelconque,
inscrire trois cercles de maniére que chacun d’eux touche ex-
téricurement les deux autres, et deux c6(és du triangle. Cette
constraction, également distinguée par sa simplicité et son
‘élégance, n'a pas été démontrée par son auteur, et & ce que je
sache, nulle démonstration n’en a été publiée depuis ce temps-
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la. C’est ce qui mefournit 'occasion decommuniquer aux géo-
métres la démonstration suivante, qui me parait assez simple
pour mériter leur indulgence.

Commencons par quelques considérations connues.

1. Soient (fig. 50) a et b deux cercles (*) qui se touchent
exlérieurement par leur point de contact z; menons une
tangente commune z w". Soit #” ¢ une autre tangente, qui
rencontre la premiére au point #", on aura:

W =y =z = ‘/(a b).

2. Etant mené par «” et ¢ un troisieme cercle quelconque
¢, (™), qui coupe a et b dans deux autres points y et x, la
droite ¢, w'"' scra perpendiculaire a la droite «"¢". En méme
temps la droile "y sera perpendiculaire a ladroite a ¢,, qui
joint les centres des deux cercles a et c,.

3. Les cercles @ et b peuvent étre touchés dans les points
y et x par un méme cercle c. ‘

4. Soit A’ le point de rencontre des deux droiles ac, et
u" ¢" prolongécs convenablement, la droite Aly touchera le
cercle @ au point y, et par suite aussi le cercle ¢ dans le
méme point.

5. Soit décrit du centre ¢, un second cercle, qui touche
u" ¢ an point w' (**"). Le point A’ sera le point de simili-
tude extérieur des deux cercles a et c,, donc la droite A'y
touchera aussi le cercle c,.

6. Réciproquement la tangente y f commune aux cercles
a et ¢, menée par leur point de coutact y, touche le cerclec,.
De la méme maniére, on prouve que la tangenie x s, com-

y

(*) Nous désignerons, pour abréger, le cercle, son ceulre et son rayon par la
méme letire de 'alphabet.

{**) Ce cercle n’est pas construit dans la figure, pour ne pas la rendre trop
compliquée.

(***) C’est ce cercle et son rayon c,»", que nous désignerons désormais par ¢,
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mune aux cercles b et ¢, menée par leur point de contact ,
touche le cercle c,.

7. Les droites z w", xs, yt se coupent dans un point
unique P, que I'on peut regarder comme le centre du cercle
inscrit au triangle a b c. D’ou suit :

abe
zP._xP—yP—-\/ a+b+c

8. Le point P étant le point de similitude intéricur des
deux cercles e, et ¢, les trois points ¢,, P, ¢, sont sur une
méme droite, et par suite les deux triangles cP et ¢,Ps sont
semblables. On tire de la -

9. Px:sx=c:cc;ou V('—_ﬁ%&_—):l/(ab):c:c,—{-c;

d’ou vient: ¢,4¢c=V/ ¢(a+b-+-c), ou bien ¢,=c(a+}+0—2c,).

10. Soit as' la tangente menée du point @ au cercle c,,
ona:

(as')=(ac) —c = (a—¢)+ab—c'=a(a+b— 2c)_

11. Soit «' ¢’ une tangente extérieure commune aux cer~
cles @ el ¢, ct qui ne rencontre pas le troisiéme ; si elle
coupe la droite P y au point w', on a, comme ci-dessus (1) :
w'u'=w'v'=w' y =/(ac), ¢l par conséquent :

cs' uw __\/ o
as' ua =
On voit par la que les deux triangles rectangles c,as' et
' au' sont semblables, d’ou suit: <<c,as'=<<w' au'.

12. Soit A le point de rencontre des deux droites u's', u''¢",
le cercle a étant inscrit au triangle AA’' w/', on a toujours :

<wau 4+ <<AaA'=2R.
On aura donc aussi :

<Aas+4+ <<AaA'=2R.
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On voit par la que les droites Aa et as' se confondent en
une droite unique, c’est-a-dire : la droile Az, qui divise en
deux parties égales l'angle A formé par les deux droites
u'v' et u'v", touche en méme temps le cercle c,.

13. Soit de plus « V tangentc commune cxtérieure aux
cercles b et ¢, et qui ne rencontre pas le troisiéme cercle a;
soient B et G ses points de renconire avec les droites «''v" et
u'v'y on prouve dela méme maniére que la droite BC touche
le cercle c. Donc un triangle ABC étant circonscrit aux trois
cercles a, b, ¢, de maniére que chacun de ses cOtés touche
extéricurement deux de ces cercles, si 'on partage les an-
gles A, B, C en deux parties égales au moyen des droites
A0, BO, CO, le cercle ¢, sera inscrit au triangle ABO.

1%. Réciproquement le cercle c, inscrit au triangle ABO,
est touché de deux des trois tangentes aP, yP, zP, menées
aux cercles a, b, ¢ par leurs points de contact communs
a,y, s, et touche en méme temps le coté AB au méme
point w”, auquel il est rencontré par la troisiéme (an-
gente Pz,

15. Soicnt de plus &, et b, les cercles inscrits aux deux
autres triangles BCO et CAO, on prouve de la méme ma-
niére qu'’ils sont touchés respectivement des droites yP, zP,
et des droites zP, xP. Donc du point 4", auquel Ie cercle ¢,
touche le coté AB, on peut mener une tangente Pz commune
aux quatre cercles a, 0, a,, b,, et qui touche cn méme temps
les deux premiers a leur point de contact commun.

16. Elant donné le triangle ABC, si 'on cherche les trois
cercles a,b,c, déterminés de maniére que chacun d’eux touche
les deux autres et en méme temps deux des cotés du triangle
ABC, on partagera en premicr licu les angles A, B, G en
deux parties égales au moyen des droites AO, BO, CO; aprés
cela élant inscrits aux triangles BCO, CAO, ABO les cercles
a,, b, c, dont le dernier touche AB au point w", si I'on méne



— 350 —

du point w" une tangente au cercle a::'telle’ment choisie
quelle touche en méme tempsle cercle b,, ce qui est toujours
possible , clle touchera aussi deux des cercles cherchés a et b,
qui sont par 1a entierement déterminés. Par une construc-
tion 'semblable on trouve le troisiéme cercle c.

La constructicn précédente du probléme de Malfatti est
précisément celle qui a ¢té donnée par M. Steiner a len-
droit citeé.

Keenigsberg, le 30 octobre 1832.

Note. M. Pliicker a donné aussi une solution syntkétique
de ce probléme (Crelle, XI, p. 117, 183%) et méme une sola-
tion de ce probléme général, résolu d’abord par M. Steiner:
élant donnés trois cercles, décrire trois nouveaux cercles dont
chacun toucheles deux autres et deux des trois cercles donnés
(Crelle, XI, p. 356). 11 serait a désirer que M. Finck voulit
bien nous faire connaitre compléiement la méthode si féconde
du symbolisme et des cocflicients indéterminés appliqués a la
géoméirie ct dont M. Pliicker a déduit de si beaux théorémes
(Poir t. 111, p. 147, 401, 573, et t. V, p. 60).

VERIFICATION ANALYTIQUE
de la formule, question 69. (11.327).

PAR M. LEBESGUE,
Professeur a la Facult¢ de Bordeaux.

1. Soient @, b, ¢, trois quantités positives, rangées par
ordre de grandeur (@ << b < ¢). L’équation

abe = x{aVhr—a + bV ir—b = Vizr—| (a)
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ou le signe supérieur est pour a’ 4 *>>c¢* ou =&, et l'in-
férieur pour @’ b* << ¢*, est satisfaite par
abe abe

e j—
.

V (atb+c) (—a+tb+c) (a—b+c) (atb—c) VU

T ==

Les quatre radicaux étant pris positivement.
La division par x3 réduit la premicre équation a celle-ci:

——

abec c?
:Z'—.—.Z-"-.Z‘_ \/ "’+ \/4___*- 4‘—'?'(b)

Orona:
=(aHb+0) (—a-pbtc) (a—bte) (a+b—c) =
{(b-{—c)’——a’; {a’— 3 -c)’} =
= {ch-}—(b’—{- ¢ —a’)} {2c— "+ —a’)}
=40 (b’ " —a’) ' =2(a’ V' -a’ -0 ¢) — (ai4-biH-c*) =
=a'(0*+c—a’) + b’ (@’H-¢"—b") F-c @+ b*—c").

De 1a on tire -

b’ I 2\ 3 3 U
1° 4—-—.9-,= Yio—a =4—-i,écause deZ = Z—,
b2t be x x be
de méme
9 2_b2 2 bn
20 h___g_’______(a—}—c ) =4——;écausede£=zy,
[} ac x x a
3 4"""-—.= aybi—c ) —4-——6—, a cause de f:ﬂ.
a’b ab x X ab

Ces valeurs réduisent I'équation (a) a celle~ci:

U _ _V_U_ (b’+c’——-a’> + LU (a’+c’——b’> V) ( 4.8 +0— )
— _— 20 ’

abe . be be ac ac ab
ce qui revient a :
U=a’(b'+c"—a’)+b"(a"+¢"— ') +c(a’ +-b"—e?).
N. B. Pour a*+6*—c*=0; U=4a*p 'x__,— Vir—¢
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Le troisiéme terme du deuxiéme membre de I’équation (a)
disparait.

II. Quand les trois nombres a, b, ¢ peuvent étre regardés
comme les (rois cOlés d’un triaigle, voici la signification
géométrique de I'équation (a). Soit x le rayon du cercle cir-
conscrit au triangle ABC et O le centre, Cna .

ABC=BOC 4 AOC= AOB,
selon que le centre cst intéricur ou extérieur au triangle.

AOB devient nul pour x=§.
Or .
a A, B Vo e LV
BOC ——é\/.r —Z—'Za‘/4l —a’, AOC-—ZbVlhr —b
I —
AOB=—cl/4.r”—c'; ABG:iabsinC; sinC= ! E
2 2 x’
1 abe ..
d’ou ABC = iy , de 1a T'équation

abe 1

e = i aV4.L —a + bV4.r‘—b‘ l/ bx*—c’,

qui revient a I'équation (a).

Comme on a aussi :

V(a+b+c) (—a+b+e) (a= b+c) (a+d—c)
4 b

ABC =

il en résulle :
abe

TZV (atbtc) (—atbic) (a—bte) (atb—c)
Ainsi cetle valeur de 2 satisfait & I'équation ().

III. L’équation () est satisfaite par x =, Cest le cas
de U=0; a b=c. Il n’y a pas triangle.

L’équation () est satisfaite par @ - b <<e¢, il 0’y a plus
de triangle, U cst négalif , et x imaginaire.
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La démonstration algébrique cmbrasse tous les cas.
Prouver que 'ona :
4sin AsinBsinC =sin2A +sin2B4-sin2C. (¢
quand A+ B+ C=2 quad.
L’équation (c) revient a I'équation (0).

SOLUTION DE LA QUESTION 46 (t. I, p. 517).

Théoréme de géométrie sur les pyramides.

PAR E. CATALAN.

De toutes les pyramides ayant méme angle polyédre au
sommel et méme hauteur, la plus petite en volume a pour cen-
tre de gravité de sa base le pied de sa hauleur.

La base est déterminé¢e par un plan langent & une sphére
ayant pour centre le sommet de la pyramide, ct pour rayon
la bautcur, que nous adoptons pour unité.

Prenons le sommet pour origine des coordonnées rectan-
gulaires; chaque aréte sera déterminée par les angles qu’clle
forme avec les trois axes.

Soient x, y, z les coordonnées du point ou le plan de la
basc touche la sphére, nous aurons :

24y =1. ¢)

Soient ensuite @,y B, 7 les angles que forme, avee lcs
axes, la Vprcmiérc aréle, et x,, y,, 2z, les coordonnées du
point ou cette droite perce le plan tangent, nous aurons
encore :

‘ T Y o B
cosa, cosP, cusy, 4

3

[ =

xxtyytss=1; @
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en posant :
!, =xcos 2,y cos B, -} z cosy,. 3

X, ¥y %, sont les coordonhées du premier sommet de la
base, et il est facile de voir que Z, représente la longueur de
Iaréte qui répond a ce sommet.

On aurait des équations de méme forme pour les autres
sommels.

Projetons, sur le plan des xy, la base de la pyramide, et
soit 2C 'aire de cette projection, nous aurons, par une for-
mule due a de Stainville :

QCTZ(J‘,)’,—— 1‘2.}/1)‘ (4)

Mencns, de Porigine des coordonnées, des rayons vecteurs
3,5 9,... aux différents sommets du polygone situé sur le plan
des xy ; soient 4, 9,... les angles formés par ces droites avec
la partie posilive de I'axe des x, nous aurons :

x,=9,¢080,, x,=4,c0s0,...
y.=0,sinb, y,=3d,sin0,...;
donc
LYY, =0,0,510(0,—0,),
et comme '
o, =l siny,, ,=/ siny,...,

la formule (4) devient :
2C =3[/, siny, siny,sin(d, —0,). ()

Actuellement I'angle que forme la base de la pyramide avec
le plan des xy, a pour cosinus z ; donc, en représentant par
2P l'aire de cetlte base ,

2P = ;zlll,sm . Siny, sin(, —90,). {6)

Dans cett¢ derriére équation , ¥,,7,, /... sont desfonclions de
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x, y, z; les autres quantités sont indépendantes de ces va-
riables : d’ailleurs, comme le minimum du volume répond
évidemment au minimum de la base, la question est ramenée
4 un probléme de calcul différenticl.

Posons =i/, sinv, siny, sin(0,—¢,) =F(x, ¥, 2); en différen-
ciant la formule (6), par rapport aux trois variables, et
égalant & zcro cette dilférentielle, nous aurons :

dF | dF, dF
2of 77 il dz) — R N =—0.
s ( e+ A+ dzdz) 2d:F (z,y,3) =0

A cause de I'équation (1), on a xdx -+ ydy 4 2dz=0; donc
Péquation précédente devient :

dFdx-i— dy> + (F—z%) (zdz—-ydy) = 0.

Actuellement x et y sont des variables indépendantes , donc
dF\ AF dF
+x<F—zd 0, a(—j‘—‘y—l‘ <F——AE> 0.

Je multiplie la premiére équation par y, la secconde par x,
et je retranche; ce qui me donne simplement :

dF dF 7
Développons cette formule ; on a :
d.ill, dr
= + =/l cos2, 41 cose, =+l (x.+4x);

le premier membre de I'équation (7) équivaut donc a
Y3l siny,sing,sin(s,—0).(7.+-2,) =y9,5in0,—0).(z.+,).

8.9,sin(0,—0,) est le double da triangle ayant pour cOtés
les deux rayons vecteurs d, et d,; x, -z, est le double
de Vabscisse du milien de sa base; appclons ¢, Vaire de-ce
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triangle élémentaire , et g, I'abscisse de son centre de gravité,
nous aurons :
24,5,5in(0, — 0,).(x,+ x,) = 6215, = 12CX.
En désignant par X I'abscissc du centre de gravilé de la
base, 1'équation (7) devient donc :
x Y

_——= 8

=% ®)
ainsi les coordonnées du point dec contact cherché sont pro-
portionnelles a celles du centre de gravité de la base : c¢ qui

démontre le théoréme. (Aot 1840.)

THEOREMES

sur les polygones inscrits dans une conique, et solutions des
questions 1C8, 109 et 110. (¥ oir p. 112.)

PAR M. PAUL SEBRRET,
Eléve d’Avignon.

1. Tueorime I. Soient deux quadrilatéres ABCD, abed
inscrits dans la méme conique : si I'on prend successivement
chaque ¢6ié AB du premier quadrilatére, qu’on cherche les
deux points de rencontre AB " b, ABcd de ce colé, avee
le coté homologue ab ct son opposé cd du second quadrila-
tére, on oblicndra huit points de rencontre, qui seront si-
tués sur unc méme conique (*).

Démonstration. Prenons les deux c6tés homologues AB et
ab pour axes des y et des x.

Soit (1) Ay’+DBxy 4+Cx*+4+Dy+Ex+F=0,

(*) On est pri¢ de (aire les figures.
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Péquation de la conique. Les systémes des droites AD,BG ;
ad, be seronl représentés par les équations suivantes :
(2 Ay'+Bxy4Cx 4Dy +Ex4F=0. [AD, BC].
3) A'y+B'xy4Cx*+D"y+Exr+F=0. [ad, bc].
Cela posé, retranchons successivement (2) et (3) de (1),
nous obticndrons ainsi les équations des droites GD, ed.

CD, (a); (B—B)y+ (C—C)x+4E—E=0.
cd, (l’) 3 (A—An))’—l— (B—B")x+4D—D"=0.

Retranchons (3) de (2), I'équation résultante :

(0 (A—A")y*+ (B—B") 7y + (C—C) "+ (D—D") y +
+ (E'—E)x=0;

sera satisfaile par les coordonnées des cing points, AB - ab;

— . s e e | e

AD "ad; AD bc; BG ad; BG' be; la conique qu'elle re-
présente passcra donc par ces cing points. Démontrons de
plus que cette méme conique (¢) passe par les trois points

1o Elle passe par CD °cd; car si x et y désignent spécia-
lement dans (a) et () les coordonnées du point CD “cd , en
multipliant (a) par x, et (b) pary, on aura les deux éga-
lités :

(B—B") xy 4 (C—C) 2’ + (E—E)x=0

et (A—A"y+(B—DB")zy + D-D")y = 0.
Par suite, en retranchant la premiére de la seconde, on aura
I'égalité :

(A—A")y*+ (B'—B")xy+(C'—C)x*+(D—D") y+(E'—E) =0,
égalilé qui n’cst autre chose que V'équation de la conique (c) ,
dans laquelle x ¢iy sont remplacés par les coordonnées du
point CD "¢d; donc, cte..

90 Elle passe par AB " cd. Faisant en effet 2 =0, dans {b)



et (c), on arrive dans I'une et I'autre équation, a la relation
A—A"Yy+D-D"=0.

3° Elle passe par ab " CD. Faisant de méme y =20, dans
(@) et (c), on arrive pour I'une ct I'autre équation a la rela-
tion (C—C')r + (E—E)=0.

La proposition est donc démontrée.

Conséquences.

2, Le théoréme de M. Plicker, qui fait 'objet de la ques-
tion 108 (tom. V, p. 112), n’est, dans le cas général, qu’une
conséquence du théoréme précédent , et méme qu’une con-
séquence restreinte. On peut en effet énoncer généralement
le théoréme suivant :

Tueorinme I1. Soicnt deux quadrilatéres ABCD , abed in-
scrits dans la méme conique.

—_— e e —

méme droite XY. Généraleient: 1° le point AD " ad sera
sur la méme droite XY ; 2° ies quatre poiuts

AB od, BC ad, C0 " ab, AD T,
seront sur une seconde droite xy.

Démonstration. Dans le cas ordinaire, les buit points sont
sur une méme conique; donc, comme une conique ne peut
étre coupée cn plus de deux points par une droite, et trois de
ces points sont sur une méme droile XY, la conique, lieu
des huit points, sera remplacée par un systéme de deux
droites XY, xy. Donc, déja, les huit points seront répartis
sur deux droites.

Or, 1°je dis que dans le cas général, AD " ad sera sur la
droite XY, qui contient déja les trois points AB " ab, BC " be,
€D "cd.
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En effet, dans le cas général, aucun des trois points
AB cd, BC ad, CD’ ab, nese trouve sur XY ; car si, par
exemple, AB ¢d était sur XY, comme BA " ba s’y trouve
déja, il ne pourrait arriver que deux choscs : 1° ou bicn ab
et cd rencontreraient la droite AB en deux points différents,
et alors la droite AB serait la droite XY eclle-méme, ce qui
est un cas trés-particulier, ct que I'on doit méme rejeter,
car alors la droite bc passerait par le point B, ce qui amé-
nerait ou une absurdité , cu 'hypothése que les deux qua-
drilatéres auraient un sommet commun; 2° ou bien ab et cd
se rencontreraient au méme point de AB, c’esl-a-dire au
point O, ce qui est encore un cas particulier.

Ainsi donc généralement les trois points AB 'Z';l, BC ad,
CD " b sont sur xy; et je dis que AD " ad ne saurait étre sur
xy. Car, comme BC " ad cst déja sur cette droite, on retom-
berait dans les cas particuliers de tout a I'heure. De méme

AD’ be ne peut étre sur XY, Dong enfin, généralement, etc...

Note. J’ai cherché a déduire directement des considéra-
tions précédentes, les modifications que peut subir le théo-
réme dans les cas particuliers qui peuvent se présenter , je
n’y ai pas réussi. Dans ce qui suit, je supposerai le théoréme
de M. Pliicker, démontré pour tous les cas.

Généralisation du théoréme de M. Plicker.

3. Treoreme ITI. Soient deux polygones ABCD. ....KL,
abed. . . ..kl d'un nombre pair 212 de cdlés, inscrits a la
méme conique ; les cOtés homologues AB,ab.... donnent 2n
points d'intersection; si 2z — 1 de ces points sont sor uune
méme droite XY , le point restant sera sur la méme droite.

Soit en effet le théoréme vrai pour les polygones de quatre
et de 2n cOtés, je dis qu’il sera vrai aussi pour les polygones
de 2(r 1) coOtés.
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Soient en effet ABCD....HKLMN, abed....hklmn, deux
polygones inscrits de 2 -}- 2 cOlés; menons les diagonales
AL, al. Par hypothése lcs 27 + 1 points AB" 25, CD " ¢d,...
DK 7k, KL & ; LM “Im, MN mn sont sur une droite XY;
et il faut prouver que AN" an est aussi sur XY.

Or lcs diagonales AL, al décomposent chaque polygone

total en un quadrilatére, et un polygone de 22 cOlés inscrils
T'un et T'autre.

Dans les deux polygones de 2» coOtés ABCD......HKL,
abed......hkl, par hypothése les 22—1 points AB ab,
BCbe...... HK " hk, KL % sont sur XY; donc AL al est
sur XY.

Dans les dcux quadrilatéres ALMN, almn, les deux points
LM “%m, MN " mn sont sur XY ; mais AL "l est sur XY ;
donc le théoréme étant vrai pour les quadrilatéres, AN “an
sera aussi sur XY.

Donc, le théoréme étant vrai pour les quadrilatéres, le
sera pour les hexagones, les octogones, etc., c’est-a-dire
ponr tous les polygones inscrits d’un nombre pair de colés.

Corollaire I. Pour un systéme de deux polygones inscrits
dans la méme conique d’'un nombre impair quclconque,
2n+ 1, de cOlés on aura un théoréme analogue a cclui da
§ 3, cn prenant pour 2u+2iéme coté, les tangentes ct des
somme(s homologues. Ainsi, soient ABC....HKL, abe....hkl
deux polygones inscrits de 2.2+ 1 cOtés, désignons par TA
el ta les tangenles aux points A et ; si les 2241 points de
concours des cotés homologues des deux polygones, sont sur
une méme droite XY , le point TA * za sera sur XY ; de méme

TB " tb sera sur XY , et ainsi de suite ; on a donc ce théo-
réme -
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TakoriME : Soient deux polygones ABC....KL, abe....kl
de 21241 cOlés inscrits & la méme conique; si les 2241
points de concours des c6lés homologues sont sur une méme
droite XY, les 222 4-1 points de concours des langentes me-
nées par les sommels homologues seront sur la méme droite
XY.

Corollaire II. Par la théorie des polygones polaires réci-
progucs, on arrive a un théoréme général pour les polygones
circonscrils aux coniques, analogue au théoréme généralis¢
de M. Plicker, ct que j’énoncerai pour deux quadrilaléres.

Tutorene IV, Soient ABCD, abed deux quadrilatéres cir-
conscrits & la méme conique, si les trois droiles Aa, Bb, Ce
se coupent cn un méme point O, la droile Dd passcra aussi
par ce point.

Corollaire III. Le théoréme généralisé de M. Plicker,
¢énoncé sous unc autre forme , donne un théoréme qui n’est
autre que celui de M. Finck. (Question 53), dans lequel on
remplace lc systéme des n droites concourantics , par une
conique, théoréme que voici : )

Tnioreme V. Soient 22—1 points X, , X,....in_1 sur la
méme droile; soient pris un nombre quelconque de points
A,, B,, C..... sur une conique située dans le méme plan que
la droite; cn les joignant au point X,, les droiles résuliantes
coupent la conique en de nouveaux points A,, B,, C,..., qui
joints cux-mémes au point X,, donnent des droites qui déter-
minent sur la conique de nouveaux points A,, B;, C,..., ctainsi
de suile. Soicnt ainsi Agn, Bon, Con... les points déterminés
sur la conique par les droites joignant le point Xop—¢ aux
points Azp—s, Ban—y, Con—y....; les droites A,Azn, BBon,
C.Can.... concourront en un méme point Xop, silué sur la
droite X, X5, ;.

Pour démoantrer la proposition, il suffit de considérer les

ANN. DE MaTHEW. VI, 24
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polygones de 2~ cOtés inscrits dans la méme conique A,AA,...
Agn—1Azg, et BB,B;... Byp—(Bsa. ‘

Par hypothése, les 2n—1 points A A, BB, A.A, BE,...

Aon—1Aan” Bin—iBin ; o ce qui revient au méme, les points
X,, X,... Xan—1, sont sur une méme droite, donc, d’aprés
le théoréme géncralisé, le point restant AAq BBy, sera
aussi sur la droile X, Xo,—; ; ou en d’autres termes, les droites
A, Aan, B.B2n concourront en un méme point de la droite
X,....Xon—1. Il est d’aillcurs évident qu'’il suffit de considérer
le cas ou Pon prend deux points A,, B, sur la conique.

&. De la combinaison du théoréme généralisé de M. Pliicker,
avec le théoréme de Pascal sur ’hexagone inscrit , se déduit
une démonslration trés-simple de la question 109, la ques-
tion 110 sc déduisant elle-méme de cetle derniére. Voici
Ténoncé de cette question.

Tukorime VI. Soit un polygone de 4m -2 cOtés inscrit a
une conique; les cOlés opposés donnent 2m -1 points de
rencontre; si 2 de ces poinls sont sur une méme droite ,
le point restant scra aussi sur cette droite.

Ce théoréme est comme on voit une généralisation de celpi
de Pascal.

Démonstration. Soit pris par exemple un polygone de dix

cOlés ABCDE abede; les quatre points AB al, BC' bc,

cn’ c—d', DE de sontsur une méme droite XY;le pointE; "Ae
sera aussi sur XY.

Menons les diagonales Ac, aC.

Nous décomposons ainsi le décagone en un hexagone
ABCalc, et les deux quadrilatéres opposés Acde , aCDE.

Par hypothése AB” ab, BC " be sont deux points sur XY,

donc le point Ac” Ca est aussi sur XY.
Considérons les deux quadrilatéres, et appliquons le théo-
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réme de M. Pliicker, les trois points Ac ' aC,cd ' CD, de DE
sont sur XY, donc Ae” E estaussisur XY.

Maintenant supposons qu’au lieu d’étre des quadrilatéres,
les figures opposéces aCDE, Acde soient des polygones d’un
nombre pair quelconque de colés aCDE....KL, Acde....kl,
le théoréme de M. Pliicker servira pour ces polygones, -
C'est-a-dire que, puisque par hypothése CD " cd, DE "Ze....
KL % sont sur la droite XY, que d’aillcurs Ac " Ca est aussi
sur XY, le point A7’ oL sera aussi sur XY. Maisalors le po-
lygone ABC....KLabc....kl aura 4 4 4m—2 =4m -2 cOlés.
Le théoréme est donc démontré.

Corollaire. Par la théorie des polygones polaires réci-
proques, on déduira sans peine du théoréme précédent la
démonstration de la question 110, ou du théoréme suivant.

Takorime VII. Soit un polygone de 4m -2 cOlés circon-
scrit 4 une conique, les droites qui joignent les sommets op-
posés forment 2m-}-1 diagonales; si 2m d’entre elles se
coupent au méme point, la diagonale restante passera aussi
par le méme point.

5. Scholie. Tous les théorémes précédents sont applicables
aux polygones inscrils ou circonscrils aux lignes cono-sphé-
riques, ainsi que nous le verrons dans un prochain article
sur la démonstration des questions 116 et 117, relatives a
ces lignes.

QUESTION 160 (t. VI, p. 271).

PAR M. JULES MOUTIER,
éléve du collége de Versailles.

1° Soient 2p le paramétre d’une parabole, r, 7’ les rayons
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vecteurs menés du foyer aux extrémités de la corde nor-
male a la courbe au point correspondant a r, on a la relation

- / 3
[r-——gJ [r’—z] = [r-]—g] .
2° « ¢tant Pangle de la normale avec l'axe de la parabole
€OS =£—.

2r

3* d étant la distance du foyer a la normale:

P =r(r—L).
‘ r(r 2) (Georges Ritt.)

Solution 1. x', y' étant les coordonnées du point corres-
pondant & », I'équation de la normale en ce point est

’

' Y ’
— ! = e (x—a). 1
Y~y ( ) 1)

Les abscisses x', 2" des points d’intersection de la normale
avec la courbe , sont données par ’équation

[ﬂ~%@—ﬂ]=#&

dans laquelle les produit des racines

Za’'=(p42);
or
T ST
r_x—|—2, r=ux +2,
donc

2. D’aprés I'équation (1)
' P P P

gr=—=; €08 "a = =
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3. Le carré de la distance du foyer a la normale,
=y +Lz—a)=0
p
est, d’aprés une formule connue,

&= y"% = x'(x'+12’) = (r-]-g)r. C.Q.F. D.

QUESTION 158 (t. VI, p. 271).

PAR M. JULES MOUTIER,
élévedu collége de Versailles.

Si igz===1/—1, on aura aussi fg(a -} b) === }V'—1,
quelle que soit la valeur réelle ou imaginaire de 7gb.
Posons (gh =« V/—1; a«, B pouvant étre nuls, posi-
tifs ou négatils :
=V T fed VT aBENVTT
1+l —)—1 1BV 1
Le module de cette expression étant 'unité, nous poserons
«+@BE=)V=T

1i§$a\/:—i

tgla+ 0=

= cosp+sing V' —1;

a-(B=1)l 1 =(1=Ep)cosp-+-sing(1 =)V "1 zacossl —1zkasing,
ce qui revient aux deux équations :
a= (1) cosp =t «sine,
BE=1=(1 %= B)sinp-acose.
En éliminant sin¢ , il vient cose = 0; donc

?=(21t+1)-12:,
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et par suite
sing==1;
donc enfin

glatb)y==+=V="1.

QUESTION 159 (t. VI, p. 271).

PAR M. JULES MOUTIER,
éléve du collége de Versailles.

Si, par le foyer d’une conique, on concoit analytiquement
deux tangentes a la conique, les cocfficients angulaires de
ces tangenles par rapport a une droite quelconque prise pour
axcs, sont représentés par =/ — 1 ; les axes élant rectan-
gulaires. Soit, par cxemple, une ellipse

ay’ 4 Vxt=a’l’,

Péquation générale des tangentes a cette courbe est

r=w+\Vad + 7,
pour la tangente passant au foyer

ac+Vad + =0,
d’ou
a==)—1.
Soit maintenant une droite y» —=+yx &, si V est 'angle

qu’'clle forme avec les tangentes passant par le foyer,

=V "1 —y
1&7\/3 ’

et d’aprés le théoréme précédent

tgV==%

gV =V 1. C.Q.F.D.
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SOLUTION DE LA QUESTION 149.

PAR M. DE PERRODIL,
éléve du collége de la Fléche.

(1) @y*+-b'x* = a’b*, étant I'équation de la courbe; «, 8
les coordonnées du point de concours des quatre normales,
les quatre points donnés sont situés sur la courbe

(2) cCxy—a’oy +-0'Br=0.

Eliminons y entre (1) et (2).
(A) cixi—2a’c’ex+a’ (@’ +0'F —ch) 2 +2aic’ axr—ade’=0.

Soit (3) (¥y—¢q)*+ (x—p)*=r", le cercle qui passe par
trois points quelconque des points donnés. Eliminons y entre
(1) et (3).

(B) ctxt—ha’cpri+2a’(22°p+20°¢"+ Re") '~ 4a'R'px +
: +a*Ri—4a'l’q* =0.
Dans cette derniére équation
R=p'+tq¢' 4 0'—r.

Il reste & démontrer que pour des valeurs convenables de
P, q et R, les équations (A) et (B) ont les mémes racines au
signe prés de 'une d’elles. Supposons donc que p, ¢, R soient
des valcurs récllement capables de remplir ces conditions.
Ajoutons (A) et (B), lesderniers termes se détruiront, et I'on
pourra diviser par x.

. . |4’ PR’ ’+‘>c’R‘
(© 2ii—2acEpriat+a’ | ” P iy 9 } z+
+ 2a* (¢"«—2R’p) =0.

Retranchoiis (B) de (A), nous aurons ude quation qui

devra étre identigité avec la précédente.
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Ip—a) 23 ad+ Vg —ct } >
(D) 2“# (-‘P a)x + {__Ea?pa_4baqm_gcinn x +

+22* (e -2Rp)r—a’ (R*— 40°¢*+ a’«”) = 0.

Les é¢quations de condition d’identité seront, en y joi-
gnant celle qui indique que les derniers termes de A ct de B
sont de signes contraires :

(1) 4a’p'+4b'g*+2c°R°— (@0’ +-b'p'—clf) = 2a*(hp"—<),

2 2 1‘+2 2
@) 4P+ + 2R (@0 + b p—c)y = P (CQP Rr),
——t
(3) . ... 220QRp—c) (p—a)=CR*—41’¢"+ a’’).

B e Ré=4bg o'
q

Je dis queffectivement (1) est conséquence des trois autres.

Substituant R* tirée de (4) dans le second membre del'é-
quation (3), et réduisant, il vient : R*(2p—3) = ¢*=.

Substituant dans le second membre de I’équation (2) , il de-
vient :

' c’z
3 3 2\
[2e 20+ 5 =

Par conséquent ’équation (2} devient, en remplacant R# .

ou R*(2c'42R*42¢%).

20’0+ 2.40°qg" + 2R*c* = 4a’p’ +40°¢* + (@’ + U’ —¢¥) ;
ou bien, ajoutant 4a’p’ aux deux membres,
iap'+ 40 g+ 20R — (@« U — ¢*) =2a” (§p*—2).

Résultat parfaitement identique avee (1).

ANNONCE.

L’arithmétique de M. Lionnet et celle de M. Guilmin
viennent de paraitre. On en rendra comple.



SOLUTION DE LA QUESTION 150.

PAR M. DE PERRODIL,
éléve du collége de la Floche.

Soient p et ¢ les coordonnées du point a; sa polaire aura
pour équation

(1) Apy+Bgqr—A'B*=0;
la droite qui joint les picds des coordonnées du point a
diamé(ralement opposé , scra

@) gy+pr+pg=0.

Multiplions ces équalions I'une par I'autre, nous aurons un
lieu qui contiendra les quatre points b, ¢, V', ¢, savoir :
PIA Y+ B 2’ —A'B )+ (A% g —A'Bq) y + Bp(g*—A%)x=0.
La combinaison de cette équation avec celle de Vellipse,
donnera un lieu passant cncore par les quatre points b, ¢,
v, .

Or, en vertn de I'équation A’y* B2’ —A’B =0,
I'équation précédente sc réduit a

@) (Ap+Bq)ry+A%(pP—B)r+Bplg*~A)xr =0,
qu’on peut rendre idertique avec
(A’ —DB)xy 4 Boy — ABr=0;
or l'intersection de ce lien avec I'cllipse donne quatre points,
ol les normalcs concourent au point [«, B], donc aussi les
quatre poinis d'intersection de I'hyperbole (2; jouissent de Ia
méme propriélé. D’ailleurs les conditions d’identité, savoir :
A _(M—g)Bp B (pP—BAYg
A'—B T AP+ B¢’ A—B T Ap 4 B¢

donnent immédiatement les coordonnées «, 8 du point de
concours.
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SOLUTION DES QUESTIONS 149 (p. 241), 163 (p. 272)
et 164 (p. 328).

PAR M, MENTION, )
éléve du collége Louis le Grand.

Je m’appuierai sur ce théoréme bien connu :

« Si quatre points d’une ellipse sont sur un méme cercle,
les colés opposés du quadrilatére qu'ils forment sont égale-
ment inclinés sur les axes.» La réciproque est vraie. (¥ oyez
Géométric de Bobilicr, iignes ‘courbes, premicre section,
prop. 6.)

Je vais en effet prouver que les droites AB et CD sont éga
lement inclinées sur les axes, toutefois aprés avoir établi
quelques lemmes préliminaires.

1. Equations donnant les coordonnées des pieds des nof-
males.

Les résultats de I'élimination de x, puis de y entre les
deux équations a’y’ -+ b’x’ =a'b’, b'pr— a’ay 4-c’xy =0,
sont :

clyt 4 208y By (@' P b’ —eh) — 204’y — 0% =0,
cixh—2a" 54 a* 2 (@’ B Ve’ — ¢*)—2atPar— 4’ = 0,

résullats qui mettent en évidence la derniére partic des pro-
prietés énoncées (Question 163). La premiére partie est mise
en évidence par I'équation b'fx — a’xy +- cxy =0; car de
ces équations on tirc que les coordonnées du centre des
moyennes distances sont

b’ﬁ a’a

2c*’ 2¢*
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D’ailleurs celles du centre de 'hyperbole équilatére sont
VB ax
-_—, —, elc., etc.
. C C
11. Coefficient angulaire d’une corde de I’hyperbole équi-
latére.
(Xl («"y") étant les extrémités de cette corde, le coeffi-
‘cient est
“.7 "
vz
Si les points sont des pieds de normales , on a la relation

. bg x!+ x_" [l,fxy")’"
au yl +,}’” - b;p‘rrxu'

III. Actuellement soient (.z",Ay’) z®B ") (z, y) (, y,)
les pieds des normales, il s’agit de prouver que les coeffi-
cients de AB et CD sont égaux et de signes contraires, et que

b’(x —{-x”) b (x,+x) ou 42 oz — .z',‘

T a0 T ety r+r r—r
or

—.__ Y xtx)
X, @ (y.+y)
il reste donc a prouver qu’on a
'+ )',+.Y o LE+2 _rity,
Yy T Vet @0 ty) ata

Mais la relation n IT permet de substituer a chacun des denx
membres les suivants :

a’ay'y" b'Br,x,

FEr +a‘v,y,’
en sorte que définitivement la démonstration diu théoréme
dépend de celle de I’égalité :
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a,yy:y" b‘ Brlx’
biex'e" T abay,y,

Or a*2yy"y.y,= 08 'x,x,2'x", qui est rendue évidente
par ce qui a été indiqué au n° I.

SUR LES BRANCHES INFINIES DES COURBES ALGEBRIQUES (*).

PAR M. HAILLECOURT,
ancien éléve de 'Ecole normale.

On sait que

10 Le coefficient angulaire de tout rayon vecteur infini
men¢ par Vorigine, doit étre racine de I'équation F(c)=0,
obtenue en remplacant x par 1, y par ¢ dans les termes du
plus haut degré de I’équation de¢ la courbe ea la metlant
sous la forme

o =f{x,y)=x"F(c)+ 2" "¢(c) —x"}(c).

20 Si a unc racine y dc I'équation F(c) =0 correspond une
branche infinie hyperbolique ct parabolique , sa tangente a
TI'infini a pour cofficicnt angulaire cette méme racine.

3° Si y = bestasymptcte a une branche infinie, 2™ manque
dans I'équation et la plus haule puissance x* est multipliée
par uuc fonction de y s’annulant poury =12, et par suile de
la forme (y —0b)'=(y), c’est-a-dire que l'équalion a la
forme

o=f(z,y) =a"(y—bfn(y)+=""....

11 s’agit de démontrer les trois théorémes suivants, dont le
troisiéme est évidemment une conséquence des deux autres :

TutorkMe I. Le nombre total de branches infinies paralléle

(*) Voir page 217.
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d une méme direction est pair pour toute courbe représentée par
une équation entiére et rationnelle.

Takonene II. Les branches hyperboliques sont en nombre
pair.

TreortMe III. Les branches paraboliques sont en nombre
pair. .

I. Soit prise pour axedes x la direction du rayon vecteur
infini, F(c) =0 a une racine nulle et est de la forme ¢'=(c},
on a donc :

o=f(x,y) =x"c"x(c) } 2™ "....

On peut toujours supposcr ¢ impair : cn effet, si g était
pair, on pourrait mulliplicr toute I'équation par y, ou son
égal cx, d'on

o=y f(x,y) =x"t'c"'n(c) f-2™....
et comme I’'axe de x, ainsi introduit dans le lieu géométrique,
représente deux branches infinics, il cst clair que la dé-
monstration n’est pas altérée. ,

Soit donic ¢ impair. Si, dopnant a ¢ des valeurs détermi-
nées —%, ., aussi pelites qu'on veut, on fait croitre x
a parlir d'une valeur fivic, les deux premiers termes
2™ (k), —x™h'=(—h) donnent leurs signes aux développe-
ments correspondants. On voit ainsi qu’il y a un nombre im-
pair de branches infinics entre les deux concourantes y =—1%,
y=-", et comme ce qu'on dil pour x positif peutse répéter
pour x nézatif, le théoréme I est démontré.

II. Soit maintenant pris pour axe des x une asymptote.

L’équation est de 1a forme

o=f(x,y)=x"y'n(y)+....

On peut toujours, comme plus haut, supposer ¢ impair, et
dela méme maniére on démontrera que tant au-dessus qu’au-
dessous de l'axe des « il y a un nombre impair de branches
infinies comprises entre deux paralitles r=—h, x=4-h;
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par conséguent up nombre pair de hranches ayant uge asymp-
tote commune.

Donc le nombre de branches ayant leur asymptote paral-
1¢le est pair, ce qui démontre le théoréme IT.

Remarque. 1l a été démontré qne toutc asymplote rectiligne
est asymptote & au moins deux branches.

On voit de plas que si les deux nombres de branches in-
finies, ayant 'une un scns et l'autre le sens conlraire, ne
sont pas égaux , la différence est un nombre pair.

Scholie générale sur les branches infinies des courbes.

Elle se résume en cetle proposition, quin’a besoin d’aucune
démonstralion spéciale :

Suit F(¢,u)=01'¢quation d’une courbe rapportée a des coor-
données ¢,u, assujettie sculement & la condition que le point
délerminé par ¢,u passeal’infini dés qu’une aumoins des coor-
données prend elle-méme une valeur infinie. — Si la courbe
donnéc par I'équation en coordonnéesrectilignes F(x,y)=0a
une brancheinfinie qui ait pour asymptotc la droite y=cx+d,
la courbe F(¢,u)=0 a une branche infinie qui a pour asymp-
tote la ligne u=ct-}d.

Si t=w, u=p, on a le systéme polaire ordinaire, et a
chaque asymplote rectiligne y=cx -d correspond la spirale
asymptotique p=cw-+d.

PROBLEME 155 (p. 243).
PAR M. HUET (CBAMESJ’FGUSTE),

Supposons le probléme résolu. Mepons HB, HC, HE
(fig. 52), la tangente HG axe radical de E et B, et HF axe
radical de E et G, soit b lerayon de B | ¢ celni de C, et x celai
de E. Nous aurons :
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EN’ — BH' = 2"—0",

HC—EH*=c'— 2",
Ajoutant, il vient:
' HC'—BH’ =c¢—{*,
quantilé constante; le point H sera dans l'intersection de
deux lieux géométriques dont I'un est le cercle, et I'autre
une droite facile & construire. H étant connu, on ménera
HG tangente a B. Puis menant BG, le point de rencontre E de
cette droite avec A, sera le centre cherché.

Note. M. Moutier de Versailles résoul le méme probléme,

en remarquant de suite que H est le centre radical des trois
cercles B, E, C; la solution est immeédiate ; il y en a hust.

DEMONSTRATION
du Théoréme de M. Serrct (Question 146, p. 2186).

PAR M. OSSIAN BONNET,
Répétiteur & PEcole polytechnique.

L’équation du paraboloide hyperbolique étant
z=uxy,
les lignes de courbure seront représentées par la double
équation différentielle -
dx + dy
Vite  Vitr
Or, on tirg aisémen| de ceife équation

VIFyde 422 o\ Tizdy = 2% _ o,
Vito Vi+y

ou intégrant
zV 14y £sV 1+ = =const.,

c’est-a-dire
V2§72 =V y*+2'=const.;

ce qui prouve la proposition.
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Note. Voir p. 268; c’est & tort que nous avons mis cas
particulier, carle théoréme n’a licu que pour ce cas , comme
on peut le voir dans le mémoire de M. Serret (Journal de
mathématiques, XI1I, p. 248, 1847).

PROBLEME DU GRAND CONCOURS DE 1847.

PAR M. J. BONNEL,
candidat admissible & PEcole normale.

Fig. 55. Dans un (riangle quelconque PQR, on joint deux
a deux les milieux des cotés; on forme ainsi un nouveau
triangle ABC ; puis, par chacun des sommets de ce triangle
on m¢éme des tangentes A la circonférence inscritc dans le
triangle donné PQR.

Ces tangentes rencontrent les cOlés opposés du triangle
ABC en trois points a, b, ¢, qui sont toujours en ligne droile.

Démonstration.

Projctons la figure de telle sorte que le cercle demeure un
cercle, et que les deux points @, b soient transporiés a I'in-
fini. (La théorie de la perspective montre que cela est tou-
jours possible de deux maniéres.)

La droite Aa devient alors paralléle a Be, par suilte se con-
fond avec PQ. De méme Bb se confond avec PR, et les mi-
lieux des colés PQ, PR devenant des poiots de contact, il cn
résulle que PA =PB; le triangle circonscrit cst équilatéral.

Or, dans le cas du triangle équilatéral, le théoréme est
évident , car les trois points de concours sont a l'infini ; donc
le théoréme subsiste pour un triangle quelconque.

De plus, une section conique peut étre considérée comme
la projection d’un cercle ; donc le théoréme s’étend aux sec-
tions coniques.

Nota. Dans lc prochain numéro nous donnerons la com~
position couronnée.



GRAND CONCOURS (année 1847).

( Fig. 56). Un triangle PQR étant circonscrit a un cercle,
onforme undeuxiéme triangle ABC, dont lessommets A, B, C,
sont les points milieux des cOtés du premier. Des sommets
du deuxiéme triangle on méne au cercle les tangentes Aa,
Bb, Ge, qui rencontrent respectivement en a, b, c, les cOtés
opposés a ces sommets. On demandc de prouver que ces trois
points @, b, c, sont en ligne droite.

On verra si le théoréme a également licu lorsque, 4 la
place du cercle inscrit, on prend une section conique tan-
gente aux frois cOtés du triangle.

PRIX D'HONNEUR.

PAR M. CARON (JULES ),
Né le 14 novembre 1829, a Gien ( Loiret), éléve interne au collége royal

Saint-Louis, classe de M. AMIOT.

Aprés avoir effectué les constructions indiquées par 1'é-
noncé , nous allons chercher les polaires des points, b et c;
si nous démontrons que ces polaires se coupent en un seul
et méme point, il sera démontré par 1a méme que abc est
une ligne droite.

a apparlient a la tangente Az, donc sa polaire passe au point
de contact /; d’'un autre coté, a se trouve sur la droite BC;
sa polaire passe donc par le pole de BC. Soient 72, n, T, U,
les points de tangence de Bb, Cc, PR, QR ; B est le pole de
mT, C est le pole de nU, d’ou le pole de BC est en D, point
d’intersection des deux lignes mT, nU, et la polaire de a
est DZ,

»

AXx. DB Matnan. V1, 25



Les polaires de b et de ¢ se déterminent par la méme série
de raisonnements et de constructions ; a polaire de b est Em,
la polaire de c est Fn. Soit H le point d’intersection de D/,
Em, nous allons démontrer que Fr passe en H.

Ces trois droites sont trois transversales menées par les
sommets du triangle DEF. Pour qu’elles se coupent en un
méme point , il faut et il suffit que, des six segments qu’elles
interceptent sur les cOtés du triangle, le produit de trois
quelconques non consécutifs soit égal au produit des trois
autres. Tout se réduit donc a vérifier la relation

() FI. En. Dm=El. Fm. Dn.

Nous savons que la perpendiculaire abaissée du pole D sur
la polaire BC passe par le centre; elle est d’ailleurs perpen-
diculaire a PQ, qui est paralléle 2 BC; donc elle passe par
le point S de tangence de PQ.

Joignons de méme ET', FU : ces trois lignes se coupent en
un méme point, qui est le centre O du cercle donné ; donc
les segments qu’elles interceptent sur les cOtés du triangle
DEF satisfont a la relation de condition :

(1) FS.EU.DT=ES. DU. FT.

On a d’ailleurs , d’aprés les propriétés des sécantes dans le

cercle :
FS. Fl=Fm.FT.

EU. En=El ES.
DT.Dm=Dn.DU.

En multipliant membre 2 membre, il vient :
(2) FS.EU. DT. FI. En. Dm =FT.ES. DU. Fm. EL Dn.

Sil'on tient compte dela relation (1), on retombe sur
Iégalité () qu’il s’agissait de vérifier ; donc les trois polaires
des points a, b, ¢, se coupent un un méme point; done ces
trois points sont en ligne droite.
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Pour une conique quelconque, la ligne qui joint le pole
et le point de contact de la tdigente paralléle a la polaire
est le diamétre conjugué des cordes paralléles a la polaire;
donc les droites DS, ET', FU, se coupent en un méme point,
qui est le centre de la conique (pour la parabole, le point
d’intersection est a l'infini, et les droites sont paralléles);
donc la relation (1) est satisfaite. En second lieu, d’aprés le
théoréme de Carnot, des 12 segments interceptés par une
conique sur les cOtés d’un triangle, le produit de six
quelconques non consécutifs est égal an produit dessix autres;
donc la relation (2) est encore satisfaite ; donc 1'égalité (),
conséquence des relations (1) et (2), a également lieu, et le
théoréme s’étend & une conique quelconque.

(") Ce théoréme a également lieu toutes les fois que les
points A, B, G, sont tcllement choisis sur les cotés du
triangle PQR, qu'en joignant PC, QB, RA, ces transver-
sales concourent en un méme point. Nous ne ferons qu 'indi-
quer la démonstration.

Dans I’hypothése ci-dessus énoncée, si 'on prolonge les
cOtés du triangle ABC jusqu’a fcur intersection avecles cotés
respectivement opposés du triangle PQR, les trois points
d’intersection sont en ligne droite, et cette droite est préci-
sément la polaire du point d’intersection des lignes DS, FT,
FU. Donc ces lignes se coupent en un méme point, et la
relation (1) est satisfaite. La relation (2) est d’ailleurs aussi
satisfaite. Par suite, I'égalité (=) est vérifiée , et le théoréme
est généralisé.

On voit maintenant pourquoi, dans I'hypothése particu-
liere ou A, B, C, sont les points milieux des cOtés du triangle
PQR, les lignes DS, ET, FU, passent par le centre de la
conique; car chaque coté de ABC étant paralléle au coté op-

(") Ce qui suit a été ajouté par le lauréat.
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posé de PQR,, les points d’intersection , qui, & la limite, ne
cessent pas d’étre cn ligne droite, se transportent a Yinfini ;
le pole de cetle droite, située a V'infini, sera le centre de la
conique; DS, ET, FU, doivent donc se couper au centre.

NECROLOGIE.

DURVILLE.

L’Université et Penseignement ont fait une perte sensible
dans la personne de M. Lonis-Marc-Marie Jeanson-Durville,
licencié és sciences mathématiques, licencié és sciences phy-
siques , docteur en médecine , professeur titulaire de mathé-
matiques élémentaires au collége royal de Saint-Louis, et
chargé par alternat de la troisiéme division de mathéma-
tiques spéciales du méme collége.

Durville est né a Paris, le 29 novembre 1805. Aprés
avoir étudié avec une égale ardeur les diverses branches des
sciences , soit mathématiques, soit naturelles, il s’était livre
par choix a I'enseignement des premiéres. Il subit avec suc-
cés les épreuves du concours et obtint le titre d’agrégé dans
deux facullés; plus tard, il se fit recevoir docteur en mé-
decine.

Durville a peu écrit. Les deux mémoires dont il a enrichi
nos Annales, Sur les divisions rationnelles du second degré
(juillet 1845) et des degrés supérieurs (septembre suivant ),
permettent de juger ce qu’il aurait pu faire s’il S'était livré
aux recherches mathématiques. Mais ses préoccupations s'¢-
taient dirigécs de préférence vers les spéculations physiqucs,
principalement sur la force expansive des gaz en général et
de la vapeur d’cau en particulier. 11 était parvenu a des sim-
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plifications notables dans la construction des lotomotives et
autres appareils & vapeur dont I'industrie fait usage. Ses
idées se trouvaient déja réalisées sur des modéles en petit ,
lorsque la maladie et Ja mort sont venues le surprendre.
L’excés du travail auquel il se livrait depuis quelque temps,
pour mener ses idéesa bonne fin, avait occasionné, a ce
qu’il parait, un affaiblissement général du systéme nerveux
qui amena sa fin prématurée. Il est mort lec 30 mars 1847,
dans sa quarante-deuxiéme année, vivement regretté de
tous ses collégues, et de ses éléves qui I’aimaient et 'hono-
raient comme un pére.

Il laisse deux enfants, une fille et un fils. M. de Salvandy,
ministre de I'instruction publique , dont I'active bienveillance
pour le personnel de son département est devenue prover-
biale, s’est empressé, proprio motu , d’accorder unc bourse
au plus jeune des deux enfants. A.J.H. V.

USAGE

De la méthode des multiplicateurs indéterminés, pour la
démonstration de quelques propositions de géométrie analy-
tigue. — Remarque sur la méthode & employer pour dé-
monlirer les principaux théorémes relatifs aux diamétres
conjugues.

PAR M. E. BRASSINE
Professeur aux écoles d’artillerie.

10 La méthode des multiplicateurs indéterminés, dont on
donne en algébre un exemple pour la résolution des équa-
tions du premier degré a plusicurs inconnues, et qui est
d’une si grande importance dans la mécanique, peut aussi
servir a la démonstration trés-simple de plusieurs proposi-
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tions de géométrie analytique, comme nous allons le faire
voir par les exemples suivants.

(*) Théoréme de Pascal sur I’hexagone inscrit dans une co-
nique. Supposons un quadrilatére inscrit dans une conique,
dont les coOtés opposés ayant pour équation y —ax--0b,
y=dx+b et y=oaxr- 8,y =dx-4+p, I'équation de la
courbe passant par les quatre sommets du quadrilatére sera
évidemment :

(y—ax—10) (y—a'x—b") 4\ yr—ax—B) (y—x—f')=0. (1)
(Cette équation renferme un coefficient indéterminé X, qui
permettrait de fairc passer la courbe par un cinquicme
point, ce qui prouve que la forme précédente est la plus gé-
nérale possible). Sur le coté y =a'a -0 construisons un
second quadrilatére inscrit daus la méme conique ef désignons
les équations de ses cOtés opposés par

y=dx+l, y=a"x4+0" ety=mx—+tn, y=m'z-4n'
L’équation dc la courbe pourra cncore prendre la forme :
(y—dx=b\(y—a"x—0")+u(y—mx —n)(y—m'x—n')=0,(2)
et par unc détermination convenable de X et p et aprés avoir
respectivement divisé les équations (1), (2) par 1) et 1},
ces équations devront devenir identiques terme a terme,
puisqu’elles représentent alors la mesurc courbe ; cela posé,
en faisant abstraction de la droite y =a'xr -0, commune
aux deux quadrilatéres, les six autres droites forment un
hexagone dont les cotés, opposés deux a deux, sont :

y—ax—b=0,y—a"x—0"=0, y—wxr—pE=0, y—m'x—n'=0,
y—dr—f=0, y—mr—n=0.

Or, les equahons (1), (2), préalablement multipliées par

devant rester identiques quel que soit x, si

T-T——A 1+

(*) Voir t. III, p. 304; t. VI, p. 269.
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on appelle X,, Y,, X, Y, les coordonnées communes aux
cOtés opposés des deux derniers systémes ci-dessus, on
aura identiquement ,. d’aprés les équations (1) (2), les rela-
tions :

1
Y e —_— i — m
1Jrl( —0) _1+F(Y’ X, —b)
— U n
et ——1_H(Y3 —b)=17= + (Y,—a"X,—b").
Comme d’aillenrs la relation generale
1 "
m(y—-a.r—-b) + —(y—a'zr—10")

est évidemment satisfaite par les coordonnés X, Y, com-
munes aux deux coOtés opposés y =ax -+, y =a'x+ 10",
il résulte que les points d’intersection des cOtés opposés de
I'hexagone, dont les coordonnées sont X.Y,, X,Y,, X,Y,,
sont situées sur la droite dont I'équation est
i:i-—k(‘y ax—D) —T(y-—a".z' —b").

Remarquons que si deux co6tés opposés d’un quadrilatére
inscrit deviennent des tangentes, les deux autres cotés se
confondront avec la droite qui passe par les points de con-
tact, et I'équation (1) de la conique prendra cette forme
simple (y —ax—2b)(y —d'z—b)+Ny —axr—p§)'=0,
qui peut étre souvent utile.

2° Imaginons inscrits dans la section conique deux qua-
drilatéres qui r’aient pas, comme précédemment, le c6té
y—ax—1V =0 commun; mais supposons ce cOté com-
mun remplacé par deux cotés distincts y —a'x —b' =0,
y —hx—k=0, les équations (1), (2) de la conique seront
remplacées par les suivantes :

(y—az—b)(y—a'z—b) )} y—ar—f)( y—s'z—g)=0, (3)
(y—hz—k)(y—d'z—b")+p(y—mx—n)(y—m'z—n')=0, ()
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qui seront identiques pour desdélerminations convenablesde)
et de p. Cela posé, considérons I'équation de la conique
1—_1_—1<y-—ax-b) (y—a'z—b) =;:’L—; (y —hz—R)(y—a'z—", 5)
laquelle passera par les qualre points d’'intersection des
droites dont les équations sont au premier membre avec
celles dont les équations sont au second membre, mais
d’aprés I'identité des équations (3), (4), les coordonnées qui
annulent simultanément les deux produits

(y—mz—n)(y—m'z—n), (y—ax—p)(y —od'z—f),
rendent identique I'équation (5), ce qui fait que huit points
d’intersection se trouvent sur la conique (5). Maisles inter-
sections des cOtés y —a'x—b'=0, y—hxr—k=0avecla
courbe, peuvent étre réunies par autant de cordes que l'on
voudra; d’ou résulte ce théoréme général : i un polygone
d'un nombre quelconque de cités (supérieur @ sept) est inscrit
dans une conique, et st Uon prend deux systémes distincts de
quatre sommels conséculifs , et qu’on termine par deux diago-
nales les deux quadrilatires que formeni quatre sommets, ces
deux diagonales, avec leurs ciiés opposés dans les quadrila-
téres se renconlrent en quatre points ; les quatre,autres cdtés se
rencontrent aussi en quatre pownts, et les huit points ainsi dé-
terminés se trouvent sur la méme conique (%).

On pourrait , en employant pour les degrés supérieurs au
second , des équations de formes particuliéres, arriver a des
théorémes analogues aux précédents.

3° Ramenons encore aux principes précédents un théo-
réme bien connu. Supposons que par un point quelconque o,
situé dans le plan d’'une conique ou méme deux sécantes
tciles que la premiére coupe la courbe en deux points 7', m”,
¢t la seconde en deux points »', %", on pourra former un

(*) Vair p. 356; le théoréme de M. Paul Serret est antérieur au présent tra-
vail, Tm.
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quadrilatére m'm"n'n", ct en faisant varier de position les
sécantes qui passent toujours en o, le lieu des intersections
des cotés opposés m'n’, m"n" du quadrilatére, sera une droite.
En effet, prenons le point o pour origine des coordonnées et
désignons par y—kx =0, y — k¥ .r =0 les équations de deux
sécantes fixes, et par y—ax — 8 =0, y — o'x— §'=0, celles
des deux autres cOtés opposés du quadrilatére formé par les
sécantes ; I'équation de la conique sera :

TRl —kr—ka) iy —ea—E)ly—da—p)]=0. ()
Pour de nouvelles sécantes de position quelconque, 1'équa-
tion de la sécante sera :

1
1+ [(r—ha)(y—hx)+p(y—ax—b)y—a'x—b)]=0, (7)

et 'équation (7) devra rester identique & (6), bien que &, &/,
a, b, a', V', varient sans cesse ; en identifiant dans les ¢qua-
tions (6), (7) les termes du premier degré ct faisantr‘::; =4,
on aura :
Alab' + ba')=C, AV )=C', s(b+b)=C". ~ (8)
C, G/, C” étant des constantes égales aux coefficien(s in-
variables ct déterminés des termes du premicr degré de 1'¢-
quation (6) ; mais les coordonnées des points de rencontre
des cotés opposés du quadrilatére sont donunées par des équa-
tions y—=ax-+b, y=da'x-}V'; prenant @, o' dans ces deux
derniéres, les portant dans la premiére du groupe (8) et

tenant compte des deux dernicres de ce groupe, on trouve
!’ !

. c C L . .

trés-simplement _;Z - =G, équation du lieu cherché.
4° Nous ne multiplierons pas davantage lcs exemples de
la méthode précédente, qu’on peut employer souvent
avec succés pour la détermination de droiles, de plans,
de courbes, assvjeltis a des conditions particuliéres.
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Si par exemple on voulait faire passer un plan par une
droite dont les projections auraient pour équations P—=0,
P'=0, et par un point; on poserait d’abord P}P'=0
pour I'équation du plan, et ) serait déterminé par la con-
dition que le plan contient le point donné.

Au sujet de cette méthode élémentaire, je remarquerai
que les questions sur les diamétres conjugués, dont j’ai in-
séré les énoncés dans ce recueil, se démontrent trés-simple-
ment, en faisant usage des valeurs des coordonnées des ex-
trémités de ces diamétres. Si, par exemple, x', y' sont les
coordonnées de I'extrémité de I'un des diamétres conjugués,

b , a , -
y'= [—l:c' , X ,:_Z ' seront les coordonnées des extrémités

du second diameétre. Ces valeurs trés-simples fournissent la
démonstration immédiate d’'un grand nombre de proposi-
tions nouvelles et de presque tous les théorémes connus,
comme je V'ai fait voir dans le Journal de mathématiques ,
tome VII, 1842. Les autcurs qui depuis ont suivi cette mé-
thode dans lcurs traités de géométrie analytique, auraient
pu ajouter,, comme je Iavais fait, sans sortir du cadre des
éléments, que la somme ou la différence des puissances sem-
blables de la plupart des lignes conjuguées, est constante ; ce
qui donne de I'extension aux théorémes d’Apollonius. Ainsi,
dansYellipse, la somme des carrés des normalesou dessous-nor-
males conjuguées est constante. Une de ces deux propositions
renferme comme cas particulier , I'invariabilité de la sous-
normale dans la parabole, parce que, lorsquele grand axe de
Iellipse est infini, une des deux sous-normales devient nulle.

Note. La méthode des multiplicateurs, mise en usage par
Bobilier, est aujourd’hui cultivée avec grand succés en Alle-
magne et cn Angleterre et n’a pas encore trouvé accés dans
nos éléments , et avec raison. A quoi cela sert-il? a enrichir
la science ¢t en méme temps a en faciliter 'accés ; mais n’é-
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tant pas exigé dans les examens, cela ne sert par conséquent
a rien du tout. Il est toutefois a regretter que dans un ou-
vrage philosophique récemment publié, sur la correspondance
entre Ualgébre et la géométrie, on se soil contenté de traiter
des questions dcpuis longtemps débatlues et rebattues, et
quon ne dise pas un mot des méthodes, par exemple, des
multiplicateurs, des procédés métamorphiques, des principes
de translation, des symbolismes, des homogénes , etc., qui
ont triplé nos connaissances géométriques. Existe-t-il quel-
que chose de plus philosophique dans la science, que les mé-
thodes ? Et ou la liaison entre les dcux instruments que l'in-
telligence applique a la quantité est-elle plus manifeste que
dans ces méthodes? Peut-étre aussi que le savant auteur de
tant d’écrits utiles s’est réservé de traiter ces matiéres dans
un ouvrage spécial, qui sera accucilli avec faveur par ceux
qui attachent de Vintérét a Phistoire des progres de Pesprit
humain dans toutes les directions. Ce scrait un magnifique
travail , de reprendre en sous-ceuvre les Essais de I'illustre
Condorcet, de les rectifier et de les compléter.

NOTE SUR LA DIVISION DU TRAPEZE
Par des transversales paralléles @ ses bases.
PAR M. B. RIVALS,
Ancien professeur.

Si 'on propose de diviser un trapéze en deux parties qui
soient entre elles dans le rapport p: ¢ par une transversale
paralléle a ses deux bases, que nous appellerons @ et 0, il
est avantageux de prendre pour inconnuc cette (ransversale
qui est donnée par la formule trés-simple :

T_\/W.
o r+q
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La construction de cette formule au moyen de la régle et du

compas est trés-aisée. Il est clair que cette formule donne-

rait la suite de transversales qui serviraient a diviser le tra-
péze en n parties égales ; il suffirait de faire successivement
p=1,2,3...etg=n—1, n—2... etc.

SOLUTION DE LA QUESTION 151 (p. 242).

PAR M. GEORGES RITT.

Supposons m', m'', m" sur une ellipse; menons par les
poins 7', m" des tangentes a cette courbe que nous suppo-
sons se couper en un point T ; joignons le point 2" au point
m'", ct, par lc point T, menons une sécante paralléle a la
corde m''m"; cela fait, si I'on ]omt le point =" au premier
point ', la ligne de jonction m"m' passe au milieu de la
corde, interceptée sur lasécante partant du point T et paral-

léle a m'"m'". (Brassinc. )
Prenant pour axes le diamétre paralléle & m"»' et le dia-
meétre passant par T, I'équation de la courbe scra
azyn + bﬁx‘l _a!b‘A: 0 ,

. b
ct la distance du centre an point T sera}—,.

Les coordonnées élant pour m'(— x',y" ), pour m" (2%y'),

"ot

pour m" (", "), Péquation de m"m'" sera

y —y' V2" '

Y y— — (x—2')ou y— y'=— a.y,,_*_y,(x-—x’).

En vertu de I'équation de la courbe.
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L’équation de la paralléle menée par T,

2 2 " U
y_.b_'=_£:‘;_ﬁx, )

Enfin 'équation de m'm""

Y= ot N S A SRR

.Z’"+.2:" x+1‘)0ﬂ_}’ Y = a,yn_l_y: (.l‘+1‘ )‘ ( )
L’élimination directe entre (1) et (2) donne pour les coor-

données du point de rencontre

ry=y'=

X TS 7
= 5y ’
a’)’,‘)’" — [)’.Z".I‘" + azbn
Y= 3,0 ‘
22’y
Et I'on vérifie aisément que la relation
yl' +.}">
Y 2 ,
i_ .l‘”-’—.:t"\
(=)
PO | S S PO 2]2 bz I __
ou bien 22 ba'z' +a’b* (2" — ')

(Z’(x"y"—f—_)"x" ) - P (‘7"—-,}" )v
est salisfaite; ce qui démontre le théoréme.

SOLUTION DE LA QUESTION 152 (p. 242).
PAR M. GEORGES BITT.

—

Prenons un’ point K dans une ellipse dont AB est un dia-
métre. Joignons les extrémités A , B de ce diamétre au point
K, ct prolongcons les droites AK, BK jusqu'aux points
m', m" ol elles vont couper la courbe; menons aux points
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m', m" des tangentes & V’ellipse qui se couperont en un point
extérieur T. Cela posé, la droite KT sera paralléle au dia-
métre conjugué du diameétre AB. (Brassine. )

Soit a’y?4b’x* — a’b* (1) équation de Vellipse rap-
portée au diameétre donné AB et son conjugué pris pour axe
des abscisses.

«, B coordonnées du point donné K intérieur ou extérieur

a la courbe.

y__[)_—_p_;_[ix, (2

o=ttt ®)

[~
Equations des droites AK, BK.

L’élimination entre /1) et (2) donne pour les coordonnéesdu

point ',
. 2a%ba(p—D)
- an(ﬁ__b)z_}_baaz ’ (,‘)
, bV —ar (6—1D)")
.y: Py 2 2 2°
a (f—0)"+ b«

Au licu d’éliminer entre (1) et (3) pour trouver les coor-
données du point 2", il suffit de changer dans les valeurs (4),
b en— b et Von obtient :

W 2abx(B4b)
xr = a’(@—i—b)"ﬁ-b’dﬂ

n_ —b(b*—a’ (p+0)?)
7= o) Fbw

Les tangentes aux points ' (x',y"), m" (z",»") ont pour
équations :
a'yy' 4 Uxx' —a't'=0,
a'yy"+ Vxx"—a’h’ =0;

d’ou P'on tire, pour le point de rencontreT, les coordonnées
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a: (,}”‘—‘J’")

vz —a").

.z."y'l — ,7.' JJ"

2= ~—

Substituant dans ces équations les valeurs précédentes , on
trouvera : r=0, y=_§;
ce qui démontre le théoréme.

Au surplus, le théoréme de M. Brassine n’est qu'un cas
particulier de Ja théorie générale des polaires.

.

NOTE-SUR LES EXPRESSIONS g, 0° (woir t. V, p. 259
et t. VI, p. 109).

I. Tout calcul commence par des opérations sur des
données , et le calculateur qui fait emploi de ces données, y
attache nécessairement un sens déterminé, fixe. I1 n’en est
pas ainsi de certains résultats de calcul, qui représentent des
opérations apparentes dont on ne peut connaitre et fixer le
sens, qu’autant qu’on sache d’ou les résultats proviennent.
Ainsi zéro n’est jamais une donnée sur laquelle on opére en
entrant dans un calcul ; mais trés-souvent le calcul se ter-
mine par des opérations & faire sur le zéro, par exemple une

division g2 Ou une élévation de puissance 0°; dans ces cas,

le résultat n’a un sens déterminé que lorsqu’on sait d’ou les
zéros proviennent. Eclaircissons ceci par des exemples.

z =é est 'équation du paraboloide hyperbolique. Si

o s ., 0
on fait simultanément x =0,y =0, z devient e et cette
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expression signific dans ce cas que z a une valeur quel-
conque, c’est-a-dire que I’axe des z fait partie de la surface.
Menons dans le plan xy la bissectrice y =ux; par cette bis-
sectrice et ’axe des z concevons un plan qui coupe la sur-
face suivant une ligne dont I'équation prise ‘dans ce plan

x . . R
est 3= ~= 1, la section est donc une droite paralléle a la
bissectrice; si maintenant on fait x=0, z a encore la
0 . . . .
forme o mais celte fois cette expression, d’aprés sa prove-
nance, désigne I'unité ; c’est-a-dire la paralléle coupe I'axe
S()

des z aune distance 1 de 'origine. Généralement soitz= Fa)
X

I’équation d’une surface; si I'on a simullanément f'(b) =0;

F (a)=0; alor; :—% ; la droite parall¢le a I'axe des z, pas-

sant par le point = = a, y =0, du plan xy, est située sur
la surface; menons par I'axe des z le plan y = x, il coupe

la surface suivant une ligne ayant pour équation z =‘%;

si I'on a simultanément f(a) =F(a) =0, 2= g; et cette va-

leur désigne les coordonnées des points ou la paralléle a 'axe
des z, passant par le point x=a, y=a, rencontre la section.

Soit I'équation de la surface exponentielle z —f(x)F®) ;
supposons que l'on ait f(a) = F (b) =0; o = 0° signifie QUe
z est indétlerminée, ou bien comme ci-dessus que la paral-
léle a I'axe des z, passant par le point x=a, y =10, ap-
partient a la surface.

Taisons y = x; alors z =/ (x)F(*) est I'équation de la
section faile par le plan y =x; si f(a) =F (a) =0, z2=10°
désigne les coordonnées des points ou la paralléle ren-
contre la section; prenons en particulier 1'équation
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Faisons > =y =0; z2==0°, expression de provenance in-
déterminée ; faisons y=—x, léquation de la section est

2= (p m) =p™; donc, dans cc cas, faisant 2=0, z=0°a
pour valeur p™.

Soit encore l'équation exponentielle z = xv; faisant
x=y=0, 3=0° expression indéterminée ; mais si dans la
section z =x% on fait u =0, alors z=0°=1; c’est 'objet de
la démonstration suivante due au célébre Pfaff, et rapportée
par son savant disciple Mcebius (Crelle, XII, 134).

II. Lemme 1. On a toujours (1 4-2)™ > 14 (m—1)z, pour
z positif et m>1.

LemMe 2. m étant > 4, on a 2™ > m’,

Nous nous contentons d’énoncer ces lemmes.

. . 1 1, .
Soit y=ux% , faisons xr= ~5 == il faut démontrer

nm

-

que n croissant indéfiniment, »n" s’approche de I'unité;
1
comme n>>1, on a évidlemment n" >1; faisons dome
1
n" =14z ; n=(142)">1-4(n—1)z, en vertu dulemme 1 ;
1 1
Qo n—1> (n—1)z; 1>z; n" << 2; ainsi n” est toujours
compris entre 1 et 2, lorsque n >1.
Faisons =2"n' ou n" est un nombre constant fini, et m

1 m 1
2"'»’ 12™n!
n

pouvant croitre indéfiniment ; n”" =2 ; or, puis-

m. !

aZn
que m dépasse 4, on a 2" > m’, donc — > mn’; et par
m 1 1

conséquent 5 ,< —; donc 2 o™ <‘> '-n’"'<2; donc

ANN. DE Mum‘n, Vi. 26
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! 4 L oL (1+‘ )L 1
n,?"'n’ < 2’2’" < 21»; donc o < 2mu'. 2m —9 n |m :Pm ’
et p est une quantité constante finie > 1 ; donc en croissant

1

n" s’approche indéfiniment de Y'unité. C. Q. F. D.

QUESTIONS.

165. (‘%) + (g) =1, étant I'équation d’une ellipse ;
a

b 2 2
axes rectangulaires ; (;) 4+ (;) =1, est I'équation de

la polaire réciproque de I'enveloppe de Yellipse, relativement
au cercle y'+ r’'=c’=a'— 0", Tm.
166. Le lieu géométrique des projections orthogonales du

centre de la lemniscate de Bernoulli sur ses tangentes, a pour
2 2
20

équation polaire ° =4’ cos 3 W. Rogerrs.
167. La longueur entiére d’'un quadrant de cette derniére
courbe est égale a trois fois la différence entre l'arc infini
de Yhyperbole équilatére correspondante, et son asymptote.
W. RoskrTs.
168. Une conique étant rapportée a des axes rectangu-
laires, si le coefficient angulaire d’'une tangente menée par
un point est égale a b"—1, ce point est un foyer.
Prucker.
169. Lorsque des paraboles ballistiques, situées dans le
méme plan, ont méme point de départ et méme vitesse ini~
tiale, elles ont la méme directrice ; les sommets sont sur une

méme cllipse ct les foyers sur une méme circonférence.
(R. Wolf de Bern.)
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RECTIFICATION

Relative a une formule sur la parabole.

La formule donnée page 213, ligne 11, en descendant, est
fautive et doit étre remplacée par celle-ci : 2rncosy=1+41'. *

M. Mention a eu la bonté de nous signaler cette crreur de
calcul.

ANNONCES.

Cours coMPLET D’ARITHMETIQUE & I'usage des éléves qui se des-
tinent aux écoles du gouvernement ou a toute autre école
spéciale. Par A. Guimin, ancien éléve de I’école nor-
male, professeur a Paris. — In-8°, — vu, 342. — 1847.
Chez Carilian-Geeury et Victor Dalmont, libraires.

GromETRIE sIMPLIFIEE , suivie de Notions de trigonométrie,
d’arpentage, ete., ouvrage adopté par YUniversité. Par
J. Perciv, professeur au collége royal de Nancy. 3¢ édit.,
1844, in-12, X1, 218, 4 pl. lith. Paris, Langlois et Leclercq,
libraires.

SUR LE THEOREME 154. (Tome V, p. 242.)
PAR M. MENTION.

—

Ce théoréme est démontré et discuté tout au long dans
Pouvrage de M. de Lafrémoire, page 213, quant & la pre-
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miére partie, et la seconde partie devient intuitive par la
démonstration méme donnéc dans cet ouvrage.

Ce qui n’est indiqué ni & la page 242 des Nouveclles Annales
ni daus l'ouvrage précédent, c’est que le point H peut étre
pris dans ’espace, et la démonstration reste la méme.

Ainsi généralisé, ce théoréme ménc & cet autre :

« Si par le milieu d’'une aréte d’un tétraédre, on méne une
paralléle & P'aréte opposée, qu'on répéte cette construction
pour chaque aréte, on obtient un nouveau tétraédre équi-
valent et symétrique au premier. De plus, il a méme centre
de gravité. »

Cest ce tétraédre que Monge appelle conjugué du té-
traédre donné.

(Voir Correspondance sur 'Ecole Polytechnique, tome Ier,
p- 440, et tome II, p. 260 et 263.)

DEMONSTRATION

De la formule de M. Brassine relative au rayon de la sphére
circonscrite (p. 227).

PAR M. DE PEBRODIL,
Eléve de la Fléche.

Je prends (rois axes rectangulaires se croisant a 1'un des
sommets S, et soient «,8, v; ', £, ', £, 9"; les coordon-
nées des trois autres sommets A, B, C; &', 0, ¢’ élant les
aréles qui aboutissent au sommet S, nous aurons les quatre
¢quations : y

1) +y+2=RY (x—4+(y—B)+=—) =R}
@V —F )+ = P=R; (x—")+ (y—F"V+(z—y"=R".

Retranchant les trois derniéres de la premiére, il vient
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W+W+ﬁ—
dz+fytyz=

Loy =5
N N”
i Ut
D=ofy" —ay/ Byl "Bty iy "=y B
N=a"(E""—/6") 40" (p"—8y"} "B —7), |
N =y —dy") by — o} (gl — )
"= (W — ")) - — ).
La valcur de D représente six [ois le volume du tétraédre
(Géom. anal. de M. Lefébure, p. 449). En substituant donc

les valeurs de x, y et z dans |la premiére des équations (1),
on aura :

dou : x=

R — 1_::__\/N=+N71+Nlh.

Si I'on remplace N, N', N par leurs valeurs, le résultat

contiendra six sortes de termes; ceux qui multiplient a'*,
savoir :

() By (e )

Ceux qui multiplient 5" et ¢'*, qui se déduisent des pré-
cédents, les premiers en changeant &, §', 7' en «, 8, 9, ct les
seconds en changeant &, ", 7" en «, 8, 7.

Ceux qui multiplient 225", savoir :

(a'a" BB 7)o HEE 1) — (ol B+ ) (o +E ™).
Etles deux parties analogues qui multiplient 22"¢” et 25" ¢",
et qui, considérées avec la précédentc, contiennent symé-

triquement les facteurs (xo/4-88'4v7)..., ("4£%7)... Or ces
facteurs s’expriment trés-simplement en fonction des arétes ;
en cffet, on a évidemment : '

AL r=a” el a8+ )=a"+b"—
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Donc en multipliant les six ‘parties précédentes par 4, et dé-

signant le résultat par A, nous aurons R— é_u'r\/_

et A=[4b"c"—(b"4-c"+-a’\)a"*+}[4a"”c*—(a" +c"—b")*]b'"
—]—[44”1)" (a@”+b"*—c*) }0’4
+2[(bla+cﬂ ': ch bz) ""20”(4“—*- bh )]alhblz
+2 [(b!l cll 12+bﬂ cz —Qb"(ala—i-c"—b’)]a"c"
+2[(a”+c"—b’)(a”+b” —c*)—2a""(V"*}-¢"—a’)] " c”.
Développant et réduisant, on trouve, toutes réductions
faites :
A=2aa".b’b'"*+-2a’a".c’*+-2b°b" .c’'c*—ata' i —bib' —ciclt,
ou

A = (aa'+bb/+ec')(aad +bb' —ec'\(aa'+cc'—bb') (bb'+cc'—aa').

SOLUTION DE LA QUESTION 97. (¥. t. IV, p. 260.)

PAR M. MENTION.

Couper un triangle par une transversale, de maniére que
trois segments non consécutifs soient égaux. (ProuneT),

Solution. Ajoutant au rayon du cercle circonscrit la dis-
tance du centre de ce cercle au centre du cercle inscrit, on aura
la valeur du segment triple. On en obtient encore une valeur
en retranchant cette distance du méme rayon.

Démonstration. Le théoréme de Ptolémée donne immédia-
tement V'équation (x étant la valeur de ce segment).

opx’ — x(ab 4 ac+ be)+-abe=0,

dans{laquelle 2p est le périmétre du triangle dont a, b, ¢ sont
les cotés.
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1
Or  abtac-tbe=28 (m = m);

. . 2S.4% cos A cos13 cos —
__25(sinA4-sinB4-sinC) 22 2
- sinAsinBsinG ~~  sinAsinBsinC =

S

A B
sin sin > sin 5

(S représente la surface du triangle) , abc = 4pRr.
Substituant ces valeurs, ’équation devient :

r
O — e =
= r—— +4Rr

sin —sin = Sll.'l
2 2 2

x* —2Rx - 2Rr=0.
D’ou enfin r=R=+=VR—2R"r

SOLUTION DE LA QUESTION 70 (t. II, p. 327).
PAR M. MENTION.

@ b"=(atb)" ——ab (@b (1 S—a'b(ab)—

a2 B2, ..""1;“ (a5,

n est entier et positif.

Cette formule est évidente pour les valeurs 1 et 2 de 7.
Supposons donc la proposition vraie pour une certaine valeur
de n, et une valeur inférieure d’une unité; mullipliant les
deux membres de équation par a - b, le premier membre
devient alors égal & a™"'-b""'+-ab(a™"+b""). On tire de Ja
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a"* -+ b, en mettant pour a"™ -+ 0"~ sa valeur, et le reste
s’achéve de soi-méme.
Corollaire. Sidans cette formule, on fait :

a=cose+V —1sing; b=coso—V —ising,
on obtient cette formule connue :
cosng=2""(cosg)"* —n2" 3 (cosg)" 4. . . .

C =D I gp +1 "-‘; 1 gt gog 0
(Voir . V, p. 223, formule 43, et t. VI, p. 95.)

THEOREME.
“a_'"_b" = (g+-b)""'—(n—2)ab(a+-b)"3
+(n 1 .i)( @B (ab) s — (n—;G ";5)(71—“4)“3 b3 (@b
(_1),,71 2p n Qg.-l-i.n-‘z};-fﬂ...n-—zfio a*bP(a+b)"sr,

(n est entier ct positif.)

La démonstration est identique a la précédente.

On peut aussi tirer de 1a des formules trigonométriques
connues. '

DEMONSTRATION DU THEOREME de la page 197.
PAR M. MENTION.

J’emploic la figure 40; N est lc point de concours de la
bauteur partant du pnint A dans le triangle ADE, avec celle
qui aboutit au point O dans le triangle OCE.
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Le théoréme de la page 197 peut se démontrer plus sim-
plement comme il suit.

Les deux triangles Bmn et Npl sont semblables, et four-
mn  Bn

nissent la proportion I = Np

: d’apreés le lemme que nous

Al
avons rappelé (1845, p. 655) Bn=2. 7)9 cotg B=AC cotgB.

(Ce lemme apprend en effet que Br est le double de Ia
distance du centre du cercle circonscrit & ABGC, au coté AC).
Drailleurs Np : AG::pK : CK, or, comme pK=CK cotg CED,
Np=ACGC cotgE.

mn  cotg B

Donc E = cot_gE est , dans le cas acluel, B=E, . . .

QUESTIONS D’EXAMEN ;

Sur le mouvement uniforme ; droites et cercles.

DROITES.

1. Deux molécnles décrivent chacune une droile, d’un
mouvement uniforme, avec des vilesses dounées ; on con-
nait aussi les positions simultanées des deux mobiles & un
instant déterminé; il faut chercher les positions des deux
mobiles lorsque leur distance est un minimum.

Solution. y=rvitesse du premier mobile; ¢'= vitesse
du second mobile ; 11' =d = plus courle distance des deux
droites; A et A', deux points ou se trouvent les deux mo-
biles & un instant déterminé; N ct N', deux points ou se
trouvent les mobiles aprés le temps ¢, compté depuis le dé-
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part de la position A, A’; faisons Al =4, A'TI'=¥; NN'=13;
ona IN =0+ ot; IN'=V o't;
2 =(vt4-b)+ (Ve V) —2 (vt 4 0) (vt V) cosy +d*;
ou v est 'angle des deux droites.
Faisons 2z’ = A¢ - Bt+4-C; A=¢" 4 o"—200'cos 4;
B=2¢(b— b'cosy)+2¢'(b'—bcosy) C=b"+b"—2bV' cosy+d* ;

A est le carré de la résultante des deux vitesses, prises sui-
vant leurs directions ; C est le carré de la distance AA’'.

- B, B .
On a aussi 2’ = A <t+ 21) —+C— 74 > dinsi z'est au

. B
minimum lorsque {— — —.
f forsq 2A

DISCUSSION.

1° d > 0; alors z ne peut jamais fétre nul; donc

4AC — B > 05 z= \ / E%A:E donne la distance

'
minimum ; et pour ce cas IN_b—I—;‘-’- IN'=V BA,

les signes de b, &', v, ¢' déterminent le signe de B, et par
conséquent les positions des points N et N' relativement aux
pointsIet I'.

En développant 4AC — B*, on trouve :
4AC— B = &sin’y [ b — 0] J-d* [v* 4 v"—20Pcosy ] ,
ot Yon voit qu’en effet 4AC — B* est essentiellement positif,

Si y == 0, les droites sont paralléles ; de méme, si y =27,
C'est le probléme des courriers, selon qu’ils vont dans le
meéme sens ou dans des sens opposés. On suppose ordmalre-
ment d=0;
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20 d =03 les droites sont dans un méme plan; et au cas
du minimum,

= —L-__(bv’ + ).
A

IL. La droite NN' décrit un hyperboloide parabolique , et
lorsque les deux droites sont dans un méme plan, I'enve-
loppe de la droite NN' est une parabole (#oy. t. I, p. 449);
cette parabole est tangente aux deux droites données et a la
droite AA’: il suffit donc de connaitre encore deux autres
positions simultanées, pour que la parabole soit entiérement
déterminée. &

II1. Leliea du milieu de NN’ est une droite, car le centre
de gravité des deux mobiles décrit une droite (t. IT, p. 241),
d’ou Yon déduit ces deux théorémes :

Théoréme 1. Une parabole étant inscrite dans I’angle MIM';
M et M’ étant les points de contact, le lieu du milieu d’'une
portion de tangente quelconque a la parabole interceptée
dans I'angle est une droite passant par les milieux de IM et
de IM'.

Théoréme 2. Une conique étant inscrite dans I'angle MIM',
M et M’ étant les points de contact, si I’'on méne une troi-
sitme tangente paralléle a MM', rencontrant IM en N et
IM' en N', prenant sur IM un point O, tel que les quatre
points M, N, I, O soient harmoniques; de méme un
point O’ sur la droite IM', une quatriéme tangente quel-
conque rencontrera les trois tangentes et la droite 0OO' en
quatre points harmoniques.

Ce théoréme est une conséquence perspective du precedent

1V. Probléme. Trois mobiles parcourant trois droites d'un
mouvement uniforme , avec des vitesses données et des posi-
tions initiales données, trouver les positions ou Vaire du
triangle ayant pour sommet les trois mobiles, est un mini-
mum.
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Solution. Méme notation que dessus; soient z, 7', z’, les
cOtés du triangle et u son aire; on a:

=16 [ 2’2" 22'7"2 | 22"7"2 — 28— 2" — 2"4];

remplacant z*, z”, z', etc., par leurs valeurs en fonction de ¢
on obtient u* =M¢* - N¢3 + Re* -+ St -}-P; lorsque le se-
cond membre peut devenir nul, alors les trois mobiles peu-
vent étre sur la méme droite ; ce cas-la excepté, le second
membre égalé a 0 ne peut avoir de racines réelles et M et N
sont de méme signe; il est d’ailleurs évident, en faisant
le calcul, que M et N sont essentiellement positifs. Pour
trouver les valeurs exirémes de z, on a l'équalion
4Mz3+ 3N¢* 4- 2Rt + S=0, équation qui a toujours au
moins une racine réelle; il reste ensuite a discuter si 'on
obtient un maximum ou un minimum.

V. Dans le cas de quatre mobiles, on peut se proposer de
trouver les positions des quatre mobiles tels que, formant
les sommets d’un tétraédre , le volume de ce tétraédre soit
un maximum ou un minimum , on parvient & une équation
du 5¢me degré.

CERCLES.

VI. Soit A le point de départ du mobile, et X le centre,
T le nombre d’unités de temps qu’il met a parcourir les

—,;, la vitesse
angulaire; 6=nT ¢, le temps exprimé en unités dc
temps , ou 2 est un nombre enticr positif et ¢ un nombre
plus petit que T ; E étant V'espace angulaire parcouru, on
aura évidemment E = n4? 4- V¢ (1).

Soit maintenant une seconde circonférence , dans le plan

. . 4
quatre quadrants d’une vitesse uniforme, V=

de la premiére ; nous désignons les quantités analogues par
les mémes lettres accentuées , et soit 2 I'angle que font les
deux rayons menés aux mobiles lors de leur départ simul-
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tané, 'un de A, l'antre de A’; au bout du temps 6, on a
évidemment 0==nT+4 ¢ =r'T'4- ¢ (2), et Vangle que forme-
ront alors les deux rayons sera @ z=Ve¢z£V'¢, en donnant
aux vitesses les signes convenables. D’aprés cette formule ,
on peut résoudre les diverses questions qu’on peut proposer
sur ce genre de mouvement. Si les rayons partent du paral-
lélisme,, on a @a==0; par exemple, si I'on demande aprés
qucl temps les rayons feront un angle égal a b, on aura
b=a==Vt=V'¢; cnsuite il faut avoir égard & I'équation
indéterminée (2) qui donnera le nombre de solutions pério-
diques.

V1I. Deux mobiles parcourent d’un mouvement uniforme
deux circonférences situées dans le méme plan, on demande
quand leur distance sera un maximum ou un minimum.

Solution. Soient O et O les centres des deux circonféren-
ces, et M et M' les positions simultanées des deux mo-
biles; 00'=d, MO=r et M'O'=r'; MO0'=¢; MO'0=y¢/,
on aura:

(d —rcosp—r'cos <) | (rsin ¢ — r'sin ¢')* == MM”,

Or, d’aprés ce qui précéde, ¢ et ¢ sont donnés en fonction
de ¢; on pourra donc trouver 'équation de condition pour
qu’il y ait maximum ou minimum.

VIII. Lorsqu’on a plusieurs circonférences situées dans
un méme plan et décrites par des mobiles d’un mouvement
uniforme , étant donnces les positions initiales des rayons ,
on pourra trouver les positions de ces mémes rayons aprés un
temps donné, et résoudre les problémes sur les positions de
ces rayons.

IX. Lorsque tous ces cercles sont concentriques, on a le
probléme du cadran. La question suivante a été proposée
celte année aux examens de Paris : Les trois aiguilles, celle
des heares , des minutes et des secondes , étant sur midi, on
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demande quand Y'une de ces aiguilles sera la bissectrice de
I'angle formé par les deux antres. Nous engageons les éléves
a prendre des exemples numeériques et a discuter soigneuse-
ment les signes des vitesses et la position des rayons ; si I'on
voulait le faire pour le cas général, cela entrainerait a trop
de longueurs ; nous avons indiqué les moyens de solation.
(Voir t. V, p. 35.) Tm.

QUESTIONS PROPOSEES

au concours d'admission d I'école normale en 1847.

SUJET DE COMPOSITION DE MATHEMATIQUES.
Premiére question.

On donne, sur un plan, un nombre quelconque de points
A, B, C,D; par une origine fixe O, choisie a volon(é sur ce
plan, on ménc un nombre infini de droites, et sur chacune
d’elles on porte une longueur OM réciproquement propor-
tionnelle a la racine carrée de la somme des carrés des
perpendiculaires abaissées , sur cetie droite, des différents
points A, B, G, D,..... on demande :

1° Le lieu des positions des points M obtenus de cette ma-
niére ;

2° S’il est toujours possible, les points A, B, G, D .....
restant fixes , de choisir 'origine O, de telle sorte que ce
licu devienne un cercle ;

3° Examiner si la courbe cherchée est (oujours fermée
pour toutes les poéitions du point O.

4° Lorsque cela a liea, trouver ou le point O doit étre
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placé pour que, les points A, B, C, D restant fixes, l'aire to
tale soit la plus grande possible.
Deuzxiéme question.

Exposer la théorie des annuités et discuter le probléme
dans les différents cas qu’il présente.

SUJET DE COMPOSITION DE PHYSIQUE,

1° Théoric des verres de divergence.

Y a-t-il quelque utilité a considérer le cas fictif d'un objet
virtuel? '

2° Propriétés générales des vapeurs.

DISCUSSION

Des valeurs générales fournies par la résolution de trois équa-
tions du premier deqré entre trois inconnues.

PAB M. AMIOT.
( Extrait du Précis analytique des travaux de 'Académie de Rouen, 1842. )

1. 11 suffit de parcourir un traité d’algébre pour étre
frappé, dés le commencement, d’'une lacune importante. On
trouve, en effet, a la suite des différentes méthodes usitées
pour la résolution des équations du premier degré, une dis-
cussion compléte des valeurs générales fournies, soit par une
équation a une seule inconnue, soit par deux équations a
deux inconnues ; mais la s’arréte ordinairement toute discus-
sion. Certains auteurs présentent, il est vrai , quelques re-
marques générales sur les valeurs fournies par trois équations
entre trois inconnies, mais aucun, a ma connaissance du
moins, ne donne une véritable discussion des circonstances
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diverses de compatibilité ou d’incompatibilité que peut offrir
un systéme de trois équations entre trois inconnues (*).

Cette discussion serait-elle donc jugée trop peu importante
pour prendre place dans un traité élémentaire ? Mais, quand
on applique I’analyse 4 la géométrie aux trois diménsions de
I'espace, la discussion des coordonnées de Vintersection de
trois plans donnés par leurs équations, suppose connue la
discussion algébrique des valeurs générales fournies par ces
trois équations; et, pour les surfaces du deuxiéme ordre, la
distinction entre celles qui sont douées de centre ct celles qui
en sont dénuées, repose cntiérement sur cette méme discus-
sion. Aussi, dans la plupart des traités de géométrie analy-
tique, admet-on comme prouvés, en algébre, plusieurs ré-
sultats dont la démonsiration ne se trouve pas dans les traités
spéciaux. 11y a donc 1a une véritable lacune qu’il importe de
combler. C’est dans ce but que j’ai entrepris ce travail et que
j'ai 'honneur de le présenter a I’Académie.

Je ferai d’abord observer qu’il nc me parait pas possible
d’entrer dans la discussion compléte de trois équations a trois
inconnues, en ne considérant que les valeurs générales des
inconnues, attendu que des circonstances fort différentes
d’indétermination, par exemple, peuvent sc traduire par une
méme forme des inconnues. Aussi, aux valeurs générales or-
dinaires, j’ai joint des inconnues auxiliaires , qui m’ont per-
mis d’entrer dans toutes les particularités de la question. Ces
inconnues auxiliaires ne sont autres que les valeurs des coeffi-
cients indéterminés dont on fait ordinairement usage par la
méthode d’élimination due a Bezout. Teutefois, j’ai apporté
a cette méthode une modification indiquée par M. Poulet-
Delisle, qui consiste & multiplier chaque équation par un
coefficient indéterminé.

On a ainsi trois inconnues anxiliaires, qui, pour chaque

*y V. M(.muel dalgibre , p. 222, 9 édit. Tm.
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cas, ne dépendent que de deux équations. On peut donc en
prendre une arbitrairement , et par conséquent la choisir de
telle sorte que les autres soient entiéres. 11 en résulte plus
de simplicité dans les calculs, ¢l surtout plus de symétrie
dans la discussion.

2. Soient les trois équations générales :
() ax+by+cz=d,
2) dx+4-by+cz=4d,

() a"x 4"y +c"z=d".

Je les multiplie respectivement par les indéterminées s,
n, p,j'ajoule les deux premiéres , et je soustrais la troisiéme,
ce qui me donne :

(8) (am+a'n—a"p)x+(bm+b'n—b"p)y+(cm+c'n—c"p)z =
=dm-~-d'n—d'p. v

Je puis supposer m, n et p, déterminées de maniére que

Von ait :

O, | mme

ol je déduis

em+4-c'n=c"p, n="bc"—cb"
en posant p= bc' —cb'.
On obtient ainsi : 4 2
m-4-d'n—
(6) ”=Ei—arrp
—ap

__ d(cb"=bc")+d'(bc"—cb")4-d"(cb'~ b
T acb'—=b'c")a' (be"—cb")+-a"(cb'—bc)
Je puis parcillement supposer qu'on attribue am, net p
des valeurs qui annulent les coefficients de x et z, etl'on a :
@ { am-+ta'n=a'p, don { m= ch,” — a’c":’
cm+c'n=c'"p, n=ac" —ca
en posant p —ac' —cd'

Et il vient :

dm--d'n—d'p
®) 7= o —tp
d(c'a" —ad'c") +d'(ac" —ca") +d"(ca’ —ac')

= b(ea" —ac")y+b(ac" —ca') 4 b'(c'a —ac)

ANN. DE MaTugy. VL 27
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Enfin, disposant de m, n, et p de maniére & annuler les
coeflicients de x et 5, ce qui donnne : ‘
am -+ an=d'p don | ™= Va'—a'b"
bm 4 b'n=1"0"p n=ab" —ba"

en posant p = ab' — ba'

9

On obtient :

din+dn—d'p
cm+c'n—c'p

__d'a" —al")+-d'ab"—ba") 4 d"(abl —ba)
TeWd' —ab)yF @b — ba"yFc"(ab’—ba'y

10) z =

3. Ces valeurs générales de x, y et z, substituées dans les
équations (1), (2) et (3), jouissent toujours de la propriété
de les vérifier analytiquement. Mais, d’aprés les valeurs par-

. ticuliéres attribuées aux coefficients a, b, c, &, @', 0'.... celles
des inconnues x, y et z, peuvent affecter diverses formes,
suivant que les équations sont compatibles, distinctes, in-
compatibles, ou conséquence les unes des autres. Ce que je
me propose, dans cette discussion, c’est d’établir des carac-
téres d’aprés lesquels on puisse, dans tous les cas, déduire
la signification des équations (1), (2) et (3) des valeurs trou-
vées pour x, y et 5, eny ngnant , an besoin, celles des in-
connues auxiliaires m, n ct p. Je distinguerai plusieurs cas :

Premier cas. Je supposerai d’abord qu’aucune des valeurs
inconnues auxiliaires m, n ou p, ne soit égale a zéro dans
chacun des systémes (5), (7) et (9). Il peut arriver alors que
les valeurs générales de x, y et = soient toutes les trois finies
et déterminées, infinies ou indéterminées.

4. 1° Je suppose que les valeurs dem, n et p, déduites des

mb+nb'=pl"

deux équations
me--nc :__-pc

, ne vérifient pasama’+n=a"p,

le dénominateur commun des valears de x, ¥ et z sera dif-
férent de zéro, et les valeurs de ces inconnues seront toutes
les trois finies et déterminées. Les trois équations proposées
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seront distinctes et compatibles. Si les valeurs desinconnunes
sont positives, elles répondront généralement a la question
dont les équations sont la traduction algébrique; a moins,
toutefois, que cette question ne renferme quelques conditions
non exprimées dans les équations, et auxquelles ne puissent
satisfaire les valeurs trouvées pour les inconnues, comme
serait, par exemple, celle de n’admettre que des valeurs
entiéres, lorsque I'on trouverait pour , y et z des nombres
fractionnaires. Si une ou plusieurs de ces valeurs sont né-
gatives, on sait que, prises toutes positivement, elles con-
viendront généralement , non a la question telle qu’elle a été
mise en équation, mais a cette question modifiée dans son
énoncé, ou simplement mise autrement en équation, de telle
maniére que l'on obtienne de nouvelles équations différant
de celles qu’on a résolues par le signe de tous les termes qui
renferment celles des inconnues qui ont été trouvées né-
gatives.

5. 2° Siles valeurs de m, n et p, tirées des deux équations

mb ~+nb' = pb"

me + ne’' =pc"
pas la relation md+- nd' =pd', les valeurs de x, y et z
seront infinies toutes les trois ensemble. Alors les équations
(1), (2) et (3) seront incompatibles, car I'équation (%), qui
peut étre substituée a I'une d’elles, devient, quand on y ren:-
place m, n et p par leur valeur

vérifient am +a'n=pa", et ne vérifient

0.x40.y+0.2=dm-}+dn—pd",

¢quation absurde d’aprés I'hypothése. Ainsi, les équations
proposées sont incompatibles toutes trois ensemble ; mais je
dis quw’elles sont compatibles deux & deux, et forment, par
conséquent , trois systémes distincts chacun de deux équations
compatibles et indéterminées. En effet, en ne considérant que
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les équations (1) et (2), par exemple, on en tlirera, aprés
avoir posé d —axr=k, et d —a'x =¥
ke' — k' bk — kb’
m et z = —m

Valeurs nécessairement finies et déterminées, quelle que
soit x, puisque bc'— cb', qui est la valeur de p dans le sys-
téme (5) , est supposée différente de zéro. On verrait de méme
que les équations (1) et (3), puis (2) et (3), forment des sys-
témes compatibles. Mais chacun de ces systémes ne renfer-
mant que deux équations , et comprenant trois inconnues,
admet une infinité de solutions.

y:

6. 3° Je suppose, enfin, que les valeurs de m, n et p, dé-

b+4nb =pb"

duites de { mb-n , P "
nc -+ ne' =pc

relations am -}-a'n =pa" et dm 4 d'n=pd", les valeurs de

veérifient aussi a la fois les deux

. o . .
x, y et z seront toutes trois de la forme o ie dis que, dans

cette hypothése , l'une des équations proposées sera conséquence
des deux autres , et que, par conséquent , le systéme proposé se
réduira dun seul systéme de deux équations entre trois in-
connues. En effet, 'équation (4) pouvant toujours étre sub-
stituée a (3), par exemple, on aura, au lieu du systéme pro-
posé, les équations (1) et (2), et 0.x-}0.y 4 0.2=0; cette
derniére équation étant vérifiée évidemment par tout sys-
téme de valeurs de x, y et z, qui vérifient (1) et (2), est une
conséquence de celles-ci, et par conséquent , il ne reste que
les équations (1) et (2) , entre les trois inconnues x, y et z.
On verrait, d’ailleurs, comme au numéro précédent, qu'elles
sont compatibles.

7. Les équations (1), (2) et (3) peuvent toujours étre con-
sidérées comme représentant trois plans ; les valeurs géné-
rales de , y et z sont les coordonnées de leur point d’inter-
section. Dans la premiére hypothése, celle de x, y etz finies
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et déterminées, les trois plans se coupent en un méme point,
lequel est le sommet d’un angle triédre, dont les trois plans
donnés sont les trois faces.

Dans la deuxiéme, celle de x, y et z infinies, les trois
plans ne se coupent plus en un méme point, mais ils se
coupent deux & deux, suivant trois droites paralléles; ils
forment ensemble un prisme triangulaire.

0 .
Enfin, dansle cas de z,y et z de la forme & les trois plans

se coupent suivant une seule et méme droite, laquelle est
complétement déterminéc par deux quelconques des plans
qui la contiennent.

7. Deuxiéme cas. Je suppose nulle une seule des valcurs
de m, n ou p, dans un seul des systémes (5), (7) ou (9). Soit
par exemple p=0c — cb'=0, dans le systéme (5). On ne
pourra plus, dans cette hypothése , substituer I'équation (4)
a 'une quelconque des équations (1), (2) et (3). Car I'hypo-
thése p=o en fait une combinaison des deux seules équations
(1) et (2). Cest qu'effectivement ces deux équations sont suf-

fisantes pour fairc connaitre x; car, de bc'—cd'=o0, on
! !
déduit b'=>r et ¢'=cr, en posant F=a=" et, par la

substitution de ces valeurs, ’équation (2) devient a'x +

r(by 4-cz)=4d', laquelle, combinée avec (1), donne immé-
U

diatement x = -, valeur {inie et détermince. En effet,

ar—a'= i#, quantité essentiellement différente de
zéro, puisqu’on suppose la valeur de p du systéme (9) diffé-
rente de zéro.

Les valeurs de y et z sont aussi finies et délerminées, car,
si Ion remplace x par la valeur précédente dans les équa-
tions (1) et (3), elles devicnnent de la forme by 4-cz=k
k" — Kb

et by +c’z=F, et Yon en déduit y=o—7—0y et
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bE — kD"

=— ————— valeurs nécessairement finies et déterminées
be" —cb" ?

puisque on suppose la valeur de » du systéme (5) différente
de zéro.

Si, d’ailleurs, on introduit 'hypothése bc'—=cl’ et b'= brc’
= cr dans la valeur générale des inconnues, on a d’abord

dr(ct" —bc" )+ d'(be" —cb")
r= ar(ch" —bc"y+-a' (bc" — cb")
(dr—d') (cb"—bc")  dr—d'
= (ar—d) (cb'—bc")  ar—a"

Quant a celles de y et z, leurs numérateurs n’éprouvent
aucune modification importante, mais leur dénominateur
commun devient (ar—a') (bc'—cb"), et ne peut étre nul,
puisque chacun des facteurs ar—a' et bc" —cb", est supposé
différent de zéro.

Ainsi, dans cette hypothése, les valeurs de x, y et z, qui
vérifient les équations (1), (2) et (3), sont finies et déterminées ;
les équations sont distinctes et compatibles ; clles représentent
trois plans qui se coupent en un méme point.

8. Troisiéme cas. Je suppose nulles deux des valeurs de
m, nou p, dans un seul des systémes (5), (7) ou (9). Soit,
par exemple, m =0 ctp=0 dans (5); de bc'=cd' et b'c"
=c'b", on déduit bb'c'c"=cb'c'b" ou be"=cl", et partant,
on a aussi n= o dans le méme systéme. Dans cette hypothése,
Péquation (4) n’offre aucun sens, et la valeur géncrale de x

0 . .
est(—), tandis que celle de y et z se présentent sous la forme

0
dea ou de .

Pour interpréter ces valeurs, remonftons aux équa-

tions proposées et observons que I'on a '=0br, ¢'=cr,
b’ c' bl’ c"

V'=rbetc"=rc,enposant - == =rel—=— = r.
’ P b ¢ l c

Si l'on substitue ces valeurs daus les équations (2) et (3), le

sysiéme proposé devient :
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(1) ax +by 4+ cz =d axr + v =d
(@) a'x +r(by+cz)=d' oubiendx 4 rv=4d’
(3) a'"x 4 r'by -+ cz) =d" d'x+rv=d"

En posant, pour abréger , v =0y +cz.

On peut éliminer ¢ ou y et z, soit entre (1) et (2), soit
cntre (1) et (3) , soit enfin entre (2) et (3); on obtient ainsi
les trois valeurs de x : '

rd—d' rd—d’ rd — rd"”
X = =

= = —
ar—a" ra—a" ra —ra"

Lesquelles sont nécessairement finies et déterminées. Gar
b’_ Ib .

onaar—a = ’i__z_“._, et celte quantité ne peu étrenulle,

puisque nous supposons la valeur de p du systéme (9) diffé-

rente de zéro. On verra, de méme, que les dénominateurs

des deux autres valeurs de x ne peuvent étre nuls.

A chacune de ces trois valeurs de x, on devra joindrc une
infinité de valeurs de ¥ et z, astreintes a la seule condition
de vérifier 1'équation en y et z résultant de la substitution
de x dans la troisiéme équation du systéme proposé. Ainsi,
ce systéme se décomposera dans les trois suivants :

rd—d
X = A
ar—a
rd —d'
by +-cz=v, en posant v=d—aar__ pr
rd—d"*
= rla___all
, , d adird—d)
b)’+CZ—-—", en posant Y= ’;' —_— ’m
_ rd'—rd"
T~ ra'—rd’

d"  a"\Pd —rd")
3 — AP S
by}+cz =", en posant enfin ¢ T e —ra)



— 416 —

Ainsi, “dans cetle hypothése , les trois équations proposées
sont incompatibles toutes trois ensemble ; mais , en les réunis-
sant deux @ deux, on atrois systémes de deux équations com-
patibles. Elles représentent trois plans , qui se coupent deux
a deux, suivant des droites paralléles, et de plus paralléles
au plandes (y, z).

9. 1l peut arriver que ces trois systémes soient distincts,
ou se confondent en un seul. En effet, les trois valeurs pré-
cédentes de « seront toutes trois différentes, ou bien toutes
les trois égales entre elles, car, en égalant une de ces va-
leurs successivement 4 chacune des deux autres, on trouve
Ja méme condition :

d'a" — ad"+rlad"—da") 4 r'(da' — ad) = 0.

Si, en supposant celte relation satisfaite, on y remplace r
et ' par leurs valeurs, on trouve :

bda"—add")+ blad'—da"\4-b"(da’'—ad') = 0
ou cda'—ad"y+4cad'—da')y+c"(da'—ad)=0,
quantités qui ne sont autres que les numérateurs des valeurs
générales de ¥ et z. Or, nous savons que le dénominateur de
ces mémes valeurs est nul ; donc les trots systémes précédents
seront distincts ou se réduiront d un seul , suivant que les va-

leurs de y et z (8) et (10), seront dela forme oo oude celle %

Dans le premier cas , on aura trois droites distinctes , et, dans
le second , ces trois droites se confondront en une seule.

10. Quatriéme cas. Je suppose‘ qu’une seule des valears
de m, n ou p soit nulle dans deux des systémes (5), (7) ou (9) ;
soit, par exemple, p=0 dans (5) et (7), on aura bc'=cb’
et ac'=ca', dou résulte ab'=0ba', et partant la valeur

p sera aussi nulle dans le systéme (9). Sil’on pose
b a

¢
—_—rC ==,
c

b a
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V'équation (4) devient (m+- nr) (ax 4 by +cz—d)=0, la-
quelle est identique, quelles que soient les valeurs qu’on
attribue & x, y et z. puisque les valeurs de m et n, de chacun
des systémes (5), (7) et (9), satisfont a la relation m+nr—=0.

Si, dans I’équation (2}, on remplace @', b' et ¢’ par les va-
leurs ar, br et cr, on a r(ax-by 4 cz) =d', équation qui

est incompatible avec (1), ou qui en est une conséquence, sui-
!

d :
vant que - égale ou n’égale pas 4. Par suile de ces mémes

hypothéses , les valeurs générales de x, » et z deviennent
d'c — "'y + d'(be" —cb")
= a(b'c— ") 4-a'(bc" — b
(bd'—cb"y (&' —dr) d'—adr
= (bc" —cb") (@' — ar) T —ar
__dca"—a'c") 4 d'(ac"—ca")
T b(c'a" — a'c") -V (ac" —ca")
(dr—d) (ca"—ac"y dr—d
= (or—br) c@'—ac’) 0
__d(lla"—a't") 4 d(ab"—ba")
P T d —av") 4 ¢(ab’ — ba")
__dr—d)(ba"—al") dr—d
" {er—er)(ba"—ab™y T 0
valeurs toules trois infinies, si d' est différent de dr, c’est-a-
dire si les équations (1) et (2) sont incompatibles, ct toutes

. 0 . . . .
trois de la forme o S dr=d', ou si (1) et (2) sont consé-

quences I'une de I'autre.

Dans le premier cas, chacune des équations (1) et (2),
jointes ¢ Uéquation (3) , forment deux systémes compatibles et
distincts. En effet, si Pon attribue, dans (1) et (3), par
exemple, une valeur quelconque & x, on aura

_ IfC"-——-CI!’ ot _ bkr — kb//
Y =0 —cb" & T pe o™

valeurs nécessairement finies et déterminées , puisque la va-
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leur de n, dans le systéme (5), est supposée différentc de
zéro. On verrait de méme que les équations (2) et (3) forment
un systéme compatible. Ces deux systémes se réduairont & un
seul, si les équations (1) et (2) sont conséquence I'une de
T'autre. Donc , dans I'hypothése présente, les équations (1),
(2) et (3) se réduisent @ deux systémes de deux équations com-~
patibles et distinctes, ou bien & un seul systéme, suivant que
les valeurs générales des inconnues sont infinies ou indéter-
minées. Elles représentent, dans le premier cas, trois plans,
dont deux sont paralléles , et coupent par conséquent le troi-
siéme suivant deux droites paralléles; dans le deuxiéme cas,
les deux plans paralléles sont confondus en un seul.

11. Si, avec les trois valeurs de p nulles, on sappose m=—0
dans (5), il en résulte =0, et les valeurs de y el z, tirées
de (1) et (3), sont infinies, quelle que soit la valeur attri-
buée a x. Mais on verrait aisément que les valeurs de x et z,
par excmple, pour une valeur quelconque atiribuée a y,
seront finies et déterminées. C’est qu’alors les intersections
du troisitme plan, par les deux premiers , sont paralléles au
plan des y, z. On verra, comme au numéro précédent, que
ces deux droites sont distinctes, ou se réduisent a une seule,
et que , par conséquent, le systéme des équations proposées se
réduit @ deux systémes, ou d un seul systéme de deux équa-
tions, suivant que les valeurs générales des inconnues seront

0
de la forme « ou o

12. Cinquiéme cas. Je suppose enfin que les valeurs de
deux indéterminées m, n, p soient nulles dans deux des sys-
témes (5), (7), (9). Soient, par exemple, m et p nuls dans
(5) et (7), on aura c'b" =10'c" et bc' =cb' avec c'a" =a'c",
et ac' =cd’. On en déduira bc" =cb"’, ac"=ca", b'a"=a'b",
ab'=1ba" ct all =ba’, el partant les valeurs des auxiliaires
m, n et p seront toutes nulles dans les trois systémes (5), (7)
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et (9). Dans ce cas, I'équation (4) devient 0.2+40.y-}0.2=0,
et n’offre aucun sens.
Quant aux valeurs générales des inconnucs, elles sc pré-

sentent toutes évidemment sous la forme de g Or, on peut

oser ,=b' _c': et d = v = o = r', etsi 'on rem
p— — — r — T — T -
p a b c a b c ™ ctst re

place, dans les équations (2) et (3), a,betc,a", " et

par leurs valeurs en r et 7, on aura :

0 (ax+ by +on1=d
(2) r(ax+ by +cz)=d’
(3) r(ax+ by +cz)=d"

pour le systéme proposé, et I'on voit que généralement ces
trois équations sont soit incompatibles toutes trois ensemble,
soit deux a deux, d'une maniére quelconque. Toutefois , si
Yon avait rd =d', la premiére et la deuxiéme seraient iden-
tiques ; la premiére serait identique avec (3), si Yon avait
dr'=2d", et enfin elles seraient toutes trois identiques ensem-

! di

ble si I'on avait d = —= 7 Ainsi, dans ce cas, les trois
r

¢équations seront incompatibles entre elles ou se réduiront a
deux équations incompatibles, ou enfin elles se réduiront a
une équation unique entre trois inconnues, les deux autres
étant une conséquence de celle-ci; elles représentent trois
plans paralléles, ct il peut arriver que deux de ces plans,
ou méme que tous trois se réduisent a un seul.

13. En résumé, un systéme de trois équations du premier
degré entre trois inconnues, offrira nécessairement ’'une des
combinaisons suivantes :

1° Ces trois équations seront compatibles et distinctes lors-
que les valeurs générales des inconnues seront finies ct déter-
minées ; les valeurs des auxiliaires m, n et p élant toutes
différentes de zéro, ou unc scule étant nulle dans un seul
des systémes accessoires.
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2 Les trois ¢quations seront incompatibles toutes trois en-
semble, mais compatibles deux a deunx, et formeront par
conséquent trois systémes distincts de deux équations compa-
tibles et indéterminées lorsque les valeurs générales des
inconnues seront infinies, les auxiliaires étant toutes diffé-
rentes de zéro; ou bien encore lorsque I'une des valeurs
générales des inconnues étant indéterminée, ct les autres
infinies, les valeurs des auxiliaires seront nulles toutes trois
ensemble dans un méme systéme accessoire , et différentes de
zéro dans tous les autres.

3° Une des trois équations sera incompatible avec une des
deux autres, mais ces deux-ci (celles qui sont incompatibles
entre elles) seront compatibles chacune avec la troisiéme , et
partant le systéme proposé se réduira & deux systémes compa-
tibles et indéterminés lorsque les valeurs générales des in-
connues seront toules infinics, ¢t qu’en méme temps la valeur
d’unc des auxiliaires sera nulle dans les trois systémes acces-
seires , les autres étant toutes différentes de zéro, ou encore
deux de celles-ci étant nulles dans un deuxiéme systéme
accessoire.

4° Une des trois équations sera conséquence des deux au-
tres, et partant le systéme proposé se réduira a un seul sys-
téme de deux équations compatibles et indéterminées, lorsque
les valeurs générales des inconnues seront toutes trois indé-
terminées , que les valeors des auxiliaires soient toutes diffé-
rentes de zéro, ou bien que seulement quelques-uaes d’entre
elles ne soicnt pas nulles.

50 Enfin les équations seront toutes trois incompatibles
deux a deux, ou bien conséquence I'une de Vautre, et for-
meront par conséquent trois systémes distincts d’'une seule
équation & trois inconnucs, lesquels pourront se réduire a
deux, ou méme a un scul, lorsque les valeurs générales des
inconnues seront toules trois indéterminées , et qu’en méme
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temps les valeurs des auxiliaires seront nulles toutes a la fois
dans les trois systémes accessoires.

SUR LES

‘

FOYERS DES COURBES D’INTERSECTION

De deux surfaces du second degreé.

PAR E. CATALAN.

Si I'on appelle foyer d’une courbe dans Y'espace, un point
tel que sa distance a un point quelconque de cette courbe soit
une fonction entiére, du premier degré, des coordonnées de ce
dernier point ; on peut se proposer de chercher dans quel cas
I'intersection de deux surfaces du second degré a des foyers.

Représentons par «, £, 7 les coordonnées rectangu-
laires du foyer cherché, et par x,y, z, cclles d’un point
quelconque de la courbe; nous devrons avoir, pour tous les
points de la courbe d’intersection,

(@—o) 4 (r —8)' +(z—2)'=(mx+ny +pr+g)". (1)

Or, cetle équation (1) peut étre regardée comme une con-
séquence des deux équations :

(x—a)+(r—8)'+ (z—7) =R,
mx+ny~+pr-4-q =R,
lesquelles représentent respectivement une sphére de centre
fixeet de rayon variable, et un plan paralléle a un plan donné;
conséquemment , cette équation (1) représente une sur-
face de révolution sur laquelle doit se trouver la courbe donnée.

1 faut donc, pour que Yintersection de deux surfaces du
second degré puisse avoir un foyer, que cette intersection
soit située sur une surface de révolution , du second degré.

Cette condition nécessaire est suffisante , car il est évident
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que la sarface engendrée p~~ une conique tournant autour
de I'axe focal, a pour foyers ceux de la section méridienne.
La question ci-dessus est donc ramenée a cette autre :
Dans quel cas Uintersection de deux surfaces de second degré
appartient-elle d une surface de révolution du second degré ?
Si Yon prenait les équations des deux surfaces sous la
forme la plus générale, on arriverait trés-péniblement a la
condition cherchée ; pour simplifier , on peut supposer que
I'une des deux équations est ramenée a la forme
(2 Axr' Ay’ 4 A"z 4+2Cx4+D =0,
l'autre étant
(8) ax’F-aly’4-a"z*+-2byz+420' 23420 "y 2cx+2c'y -+
—+2¢"z4-d=0.
L’intersection des deux surfaces devant étre sitnée sur
une surface de révolution, il doit exister un facteur ) tel, que

4) QCAHa)xr* A4y +0A a2’ 2byz 420" xz -
428" 2y 4-20C+c)x4-2¢'y-+2¢"2--(0D+d) =0,
représente cette surface de révolution.
En employant les deux équations de conditions connues (*),
éliminant X , et développant, on trouve

U b’/ bl’
A[a’—a"+b Z'i - Z)] -|—A'[a."-—a+b’ ?_bg")]—l-
bW
A [a—— ‘-t b”(i’-, - 7).)] =0.  {5)

Telle est 1a relation cherchée.

Cette relation étant peu susceptible d’'une interprétation
géomeétrique, il vaut micux supposer que les deux surfaces
données se coupent en effet suivant une courbe tracée sur
une surface de révolution, et prendre pour axe des z I'axe
de rotation , ou seulement une paralléle a cet axe.

(*) Analyse appliquée de Leroy , 3¢ édit., p. 200.
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Alors, en supposant que les ¢quations des deux surfaces
données soient

Ax’+ Ay’ A2 4+ 2Byz 2B xz ... =0, (6)

ax’ 4 dy*4a"2+20yz4-20'xz ... =0, (7)

il fandra qu'’il existe entre lcs coefficients des relations telles,
que 'équation

PAta) x4 A a )y + A" Fa) 2 ... =0 (8)

représente une surface de révolution autour d’une droite

paralléle a I'axe des z. Ceci exige que
MM 4-a=3A'4a’, \B-+b=0, \B+4b'=0, )B"4-0"=0;

d’ou Fon conclut généralement

R T Tl Wy ®

Si donc deux surfaces de second degré jouissent de la pro-

priété énoncée, il devra arriver, en général, que les équa-
tions de ces deux surfaces puissent étre ramenées a

Ax’+Aly’ +-A"z*+ 2Byz 425" xz+-2B" xy 4 2Cx 420y +

+2C"z+D=0,
(A+4-8)x’ 4 (A'-0) y*+-a'2+2Byz4-2B 224 2B xy--2cx-}
+2cly+-2¢"z4-d =0.

Si, dans ces formules (9), trois des rapports sont g, lequa-

triéme rapport est égal 8 —) ; et les deux surfaces jouissent
de la propriété demaundée. Ainsi, en particulier,

St deux surfaces du second degré ont leurs plans principaux
paralléles chacun ¢ chacun, lewr intersection est TOUJOURS sur
une surface de révolution.

Cela fait voir, comme I'a énoncé Jacobi (*), que chaque ligne
de courbure d’un ellipsoide a deux foyers, elc.

(*) Liouville, XI, 231.
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J’ai laissé de coté une circonstance qu’il est bon de noter.

On sait qu’a une ellipse donnée correspond toujours une
hyperbole, dont le plan est perpendiculaire a celui de I'el-
lipse, et qui est telle, que chacun de ses points est un foyer
relativement a la premiére courbe; c’est-a-dire que la dis-
tance d’'un point quelconque de V'ellipse 4 un point quel-
conque de I'hyperbole est une fonction rationnelle des coor-
données du point pris sur I'ellipse. Par analogie , on pourrait
supposer que l'interseclion d'un ellipsoide de révolution avec
une surface du second degré a des foyers autres que ceux
de V'ellipse méridienne; on pourrait supposer méme qu’a une
courbe quelconque tracée sur un ellipsoide de révolution,
correspond toujours une courbe focale.

Il est facile de voir que ces suppositions ne seraient pas
fondées.

Considérons , pour un instant, une ellipse et son hyper-
bole focale. Lorsque ces deux courbes tournent autour de
leur axe commun , elles engendrent respectivement un ellip-
soide et un hyperboloide de révolution. Sil’on prend un point
particulier sur Pellipsoide, il aura pour ligne focale I’hyper-
bole déterminée par un plan méridicn perpendiculaire a celui
qui passe en ce point.

Pour un autre point de Vellipsoide, non situé sur le mé-
ridien, il y aura une autre hyperbole focale, et ainsi de
suite.

11 suit de la que si I'on trace une ligne quelconque sur
Pellipsoide, le lieu des foyers relatifs aux divers points de
cette ligne, sera 'enveloppe des hyperboles correspondant
a ces divers points : or, toutes ces hyperboles n’ont que deux
points communs, savoir, les sommets réels de I’hyperboloide.
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ADDITIONS
au théoréme de M. Paul Serret (p. 359),

PAR E. CATALAN.

—

Je conserve les mémes notations.

Si I'on retranche membre 4 membre les équations qui re-
présentent (AB, CD) et (ab, cd), on obtient
(@ A+ B"—B4+B)xy+4Cx*+ D'y +Ex+F=0.
C'est 'équation d’une conique qui passe par des points AB.ad,
AB.bc, CD.ad, CD.bc, AD.ab, BC.ab, AD.cd, BC.cd.

On trouve ensuite facilement que

1° Les points communs a (¢) et (d) et les points A, B, C,D
sont situés sur une méme conique, représentée par
Ay’+(2B'— B)xy+4(2C'—C)x* +Dy +(2E'—E)x +F=0;

2° Les points communs a (c) et (d), et les points @, 0, ¢, d
étant situés sur unc méme conique représentée par
(2A"—A)y*+- (2B"—B)xy +Cx* 4 (2D"—D)y 4 Ex4F=0.

DIVISION NUMERIQUE ORDINAIRE
facilitée par les compléments (Crelle , t. XIII, p. 209, 1835).

1. Premier procédé. Soit D le diviseur, ¢ le chiffre du quo-
tient, et R le reste précédent ; le reste suivant est R — ¢D;
or, on a l'identité R—¢gD=R-¢(10"—D)—¢410", n étant
le nombre total des chiffres de quotient, 10"—D est le com-
plément du diviseur. Au moyen de cette identité, pour obtenir

ANK. DE MaTuiM. VL, 28
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les restes, au lieu de soustractions, on n’a que des additions
a faire, car la soustraction de 4.10" s’opére en effacant du
reste le premicr chiffre 4 gauche, et si le complément est
moindre que le diviseur, les multiplications sont aussi moins
pénibles.

2. Second procédé. On a encore 'identité

R—gD=R+gq(p.10"—t —D)—gp.10%—1,

en prenant par p le chiffre surpassant d’nne unité le premier
chiffre a gauche da diviseur, alors p.10n—t —D a toujours
un chiffire de moins que le diviseur, ce qui facilite les multi-
plications; et la soustraction de gp10n—~1 s’opére & vuc sous
les deux premicrs chiffres a gauche du reste. — Nous sup-
primons les explications.

RECTIFICATION

d’une formule du tome I1 des Annales, page 508,

PAR M. A. HAILLECOURT,

On lit §$"p=(y —x)®4-.... = mn(S'sp + Sop) — ...

Or, chaque quantité »"'?%, par exemple, n’est répélée
quautant de fois qu’il y a de racines dans I'équation ¢n x,
savoir m fois; de méme chaque x?P est répété » fois ; donc
s(y'wd-yrep. L Fymw 4 x4 2'(m)2P) vaut seulement
mS qp—+nSzp, ct non mn(S'sp -+ Ssp).

Avant-derniére ligne, on lit

s(y*a 4y ) = mn(S'kSk 4+ S'kiSk),

mais chaque y* est multiplié seulement par £x* = Sgq; done

sy 2% = SiSkiee..
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et par suite
X(ytat yMat) =84Sk + SnSh) ;
d’ou je conclus
2 2p(2p—1
S"?p:mS'gp + Hsap— Tp (S’,,,_lS,+S’,Sgp—x) + _P_(L__ ()

1.2
et de méme pour S'5p . 4.

SUR LA QUESTION 70¢ (Poy. p. 399),

PAR M. LEBESGUE,

Si Pon veut trouver la somme des puissances mémes des
racines =,8,7... de I'équation
xn — pxr—1 4 gxr—2— cte., Furm¢v =0,

il faut, comme Waring I'a mentré (Meditationes algcbraice ,
p- 1, alanotation pres), prendre pour Sy =a™+B"y"+3"+...
une somme de termes compris dans la formule

ati...... a+m—1
Mabe" — _m_aﬂma'*' 0 ba." 7
pig =) 12 0x12.ox. P a2 ™ @&

On doit supposer

1°a+20+3ct4d+... +nv=m B
Q0 bt+cec+d+.. fFv=mx B
a, b, ¢, d... devant étre positifs ou nuls.

V. B.Sin=0, m=q, le terme doit étre réduit 4 p™ ;M==1.

Siw=1, le terme a pour coeflicient M == (—1)m-a+1,

Pour = > 1, on appliquera la formule (A), en ayant soin
de donner a a, b, c... toutes les valeurs possibles qui satis-
font aux équations (B).

La démonstration de Waring revient a montrer que si la
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valeur de Sa est exacle pour les indices 1, 2, 3... & égal ou
inférieur & n, elle I'est aussi pour un indice plus grand, en
vertu de la formule
Sk41=pSk —gSkp1— ...

La vérification est facile.

Si on considére I'équation £’—px+ g =0, il faudra
dans les formules de Waring poser r—=s—=—... = 0; alors,
en supprimant les racines nulles, on trouvera

aom w m m.m—3 , m.m—5.m—4%
Pt =p =P P Y To3 P
m.(m—2p+1)... (n—p—1)
+o.. + o ﬁ pm—(—q)".

Dans cetteformule, il faut avoir soin de prendre pour m —2p
zéro si m est pair, et 1 si m est impair, ce qui délermine p.

Si I'on ohange p en «4f et ¢ en o8, puis «, 3, m en
a, b, n, on aura la formule 70° des Youvelles Annales, t. 11,
p. 327.

Pour Véquation x’—px*+gx —r=0, on trouverait
une formule analogue, mais susceptible d’une simplification ;
ainsi I'on aura pour un exposant impair » = 2v— 1

20—t + @211—-1 20—l = on—: — on-—x( (pg—7).

Pour un exposant pair

a0 oo =p20— Quo(pg — 1)+ 2(—g)"-

11 s’agit de trouver la loi des fonctions entiéres Q.

On fera remarquer ici que p ==+ B4y, g=of +ay+By,
r=ofy donnent pg—r=(a+4B) (z-+7) (B4 ). Ainsi I'on
aura
(sckBeby) 20 =20t 20430k (a4 B) (w7) (B +7). Qaomr,
On reconnaitra que la fonction Q20— est une fonction entiére
de o’, §*, y"...; voici un moyen particulier de la trouver avec
facilité,
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Dans le développement de (x -y -+ z)2v-t, les termes
sont de trois espéces ; ils renferment 1, 2 ou 3 des lettres «,
8, 1, et comme la somme des exposants est impaire = 2v—1,
un seul exposant est impair, ou les trois sont impairs, de sortc
que I'on peut poser, en supposant 2v—1==rn impair :

(247 +2)= 2P +yQ+ 2R+ 2738,
P,Q, R, S étant des fonctions entiéres de x?, y*, z°. D’aprés
cela,
(—x+y+32)"=—2P4+rQ 4 zR —xyzS
(x—y +2)" = 2P —yQ + zR — 23S
(x+y —z"=2P+yQ —zR — xy2§
d’our il suit que I'on a
(2 4y +2)°—(—x+y+2)"—(X—y+2)"—(r+y—2z)"=hxyzS.

Si I'on pose

—z+y+z=2a z=a+8; x4y +2=2(x+p+)
r—y—42z=28 } dou {y=ea-ty
rty—z=2y =07

il viendra

b1 = B o B) ) (1) g
en représentant par S, ce qui devient S quand on y fait
s=atp, y=aty, 2=p-7p-

La fonction S est 'ensemble des termes de (x 4y - 2)*, qui
contiennent les trois lettres x, 9, 5 avee des exposants im-
pairs , en ayant soin de diviser celte somme par 2y3. Si donc
on a égard au coeflicient du terme 2’2", qui est égal &

1.2.3....n—1.n
1.2..a X 1.2..b X 1.2...c°

a, b, ¢ étant impairs, on trouvera trés-aisément les formules
suivantes :
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(«+B+0' =0+ 49+ 3+p) (x+2) B+
(oot By)P =SS5 (2 B) () (Bbo) [0+ oty +£4])
(a7 )=y T (4 B) k) o) [+ 4y oty +By) o (a+H 1)

La derniére formule a été employée avec suceés pour dé-
montrer Yimpossibilit¢ de V’équation

x4 g1 =2,
On est ramené a une équation biquadratique
¢ =p*+Ap'q + Br,
dont I'impossibilité s’établit par une méthode trés-élémen-
taire, dont je donnerai quelques exemples dans un autre
article.

L’impossibilité des équations x®-+y* =23, x5+ 5 =125
ne se présente pas aussi facilement; on est conduit aux équa-
tions '

P3¢ =rioudr’, p’—5q" =r’oudrs.
On sait les résoudre généralement, mais cela exige des re-
cherches préliminaires asscz étenducs ; les formules générales
de solution conduisent ensuite assez facilement a la démons-
tration de I'impossibilité.

11 y a pour cela deux modes de démonstration. Le pre-
mier , di a Fermat, conduit a faire voir qu’étant donnée
une solution en nombres entiers a, b, ¢, on en déduirait une
autre en nombres entiers ', b', ¢’ plus petils, et ainsi de
suite a Vinfini, ce qui implique contradiction.

Le second , heaucoup plus simple, conduit a faire voir
que de I'équation donnée, on en déduit une autre P=Q, qui
est impossible,, parce qu’en divisant les deux membres par
un nombre convenablement choisi, on obtient nécessairement
des restes différents. Ccttc méthode est celle de non-con-
gruence ou non-équivalence, car on appelle nombres con-
grus ou équivalents pour un module (diviseur entier positif
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déterminé, ceux qui, divisés par cc module, donnent des
resles égaux.

Les méthodes employées pour démontrer I'impossibilité de
Péquivalent x" 4- 5" =z" lorsque n=13, 5, 7 ne jettent que
trés-peu de jour sur le mode général de démonstration. 11
reste & savoir si I'emploi des expressions imaginaires,
formées avec des racines de Punité et dites nombres com-
plexes, dont 'étude est fort importante d'ailleurs, est bien
de nature a faciliter la démonstration du théoréine de Fermat,
qui a un sens beaucoup plus restreint que celui qu’il aurait
si x, ¥, z devenaient des nombres dits complexes ; le théo-
réme pourrait méme avoir lieu dans ce cas, celui de Fermat
¢tant impossible.

Note. Le profond arithmologue de Bordeaux travaillea un
traité méthodique et complet d’analyse indéterminée : celle
du premier degré est achevée et préte a paraitre. La méthode
réunit la rigueur et la généralité que réclame la dignité de
la science, a la clarté et 4 la simplicité qu’exige une expo-
sition élémentaire. La doctrine des nombres s’est enrichie de
beaucoup de théories nouvelles et postérieures a I'ouvrage
de Legendre , qui laisse des lacunes que le traité de M. Le-
besgue remplira, ct dont nous jouirions bientot si le savant
professeur avait a sa disposition les sources et ressources
qu’on rencontre difficilement hors de la capitale. Tm.

QUESTION 144 (p. 216).

PAR M. DE PERRODIL,
éléve du collége de la Fléche.

Etant donnés deux ellipsoides semblables , concentriques,
et ayant leurs axes principaux homologues dans la méme di-
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rection, tout cylindre circonscrit au petit ellipsoide coupe le
volume du grand dans un rapport simple quil s’agit de
trouver (LEBESGUE).

Je méne et le plan xy qui contient la courbe de contact,
et le diamétre oz paralléle aux génératrices du cylindre;
il contient les centres de toutes les sections paralléles au
plan zy. En effet, tout plan conduit suivant cete droite
coupe lellipsoide suivant une ellipse; le cylindre suivant
deux génératrices langentes a cette courbe et le plan xy sui-
vant un diamélre passant par les points de contact, alors
tout plan paralléle a ce dernier détermine une corde paral-
1éle au conjugué de oz, etqui, par conséyuent, a son milien
sur oz. D'ailleurs le cylindre perce le grand ellipsoide sui-
vant deux ellipses paralléles au plan zy ; car toutes les sec-
tions horizontales se projettent parallélement a oz suivant
des courbes semblables a la courbe de contact; cela résulte
immédiatement de V'équation de la surface

x’

y oz
T te=t
Quel que soit z, le rapport des coefficients de x* et y* est
constant.

Considérons actuellement le demi-ellipsoide situé au-
dessus du plan xy, et relevons les ordonnées paralléles
a oz de maniére a les rendre perpendiculaires a ce plan;

alors un cylindre, ayant pour base une partiec quelconque
mais infiniment petite du plan xy , sera multiplié par sy’
p ¢lant Vinclinaison de oz sur le plan xy, leur somme ou le
volume compris entre la surface cylindrique et celle dugrand
ellipsoide sera multipliée dans le méme rapport ; appelons X
ce volume, V le volume modifié , on aura

V=Xt
sinp
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Soient ¢ lc demi-diamétre da grand ellipsoide dirigé sui-
vant 0z, a, b, les demi-axes de la courbe du plan zy, et con-
sidérons l'ellipsoide E, dont les axes seraient a, &', c.

Sil'on décrit un cercle sur 22’ comme diamétre, et si ’on
méne le cylindre droit B ayant ce cercle pour base, il in-
terceptera dans I'cllipsoide E un volume dont il est facile de
trouver le rapport avec V.

Appelons I'axe b prolongé indéfiniment 1'axe des y. Les y
du grand ellipsoide et de la surface auxiliaire E sont dans le
rapport constant de @ a b ; donc, sil’on méne un petit cy-
lindre paralléle a axe oy, qui coupe un élément sur chaque
surface, les cylindres qui projetteront ces éléments sur le
plan xy auront des bases dans lc rapport de 2 a b et méme
hauteur ; donc ils seront eux-mémes :: a: &, doncil en sera
de méme de leur somme. En les appclant V et V' on aura

, G 1
v _Zv_bsinpX

Enfin, si sur @, comme diamétre, on décrit une sphére,
le cylindre auxiliaire B déterminera dans cetlte sphére un
autre volume V" ; dont le rapport a V' est facile a trouver,
car les ordonnécs comprises dans les deux surfaces sont dans
le rapport de @ & c. Deux petits cylindres ou prismes,
ayant la méme base et terminés a ces deux surfaces, sont
dans le méme rapport, donc

3
V"=‘j V':g e ¥ d

_— U\ o ——
c ¢ bsinp™’ abc'sinp

Soient @', V' les demi-diamétres conjugués de ¢, on sait
que

2

@
ab = a'lsinz; donc V'= —_—r— A
a'b'c'sinasinp
Mais a'd'c'sinusinp n’est autre chose que le volume du
parallélipipéde construit sur les trois demi-diameétres a', &', ¢/,
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et I'on sait que ce volume est constant et égal 3 ABC, A, B,
C étant les axes principaux de V'ellipsoide ;

ad

donc v =7Be

X,

3

mais v =% w [1 -—Ic‘]§ ad.

k étant le rapport de similitude (c’est'expression du vo-
lume d’un segment circulaire tournant autour du diamétre
parallcle a sa corde, lerayon étant représenté par a etl'apo-
théme par 4a), il viendra donc

Cx=1 [1 k']g :
ABCT T LT %

X 1 NE
ou ’m = E [1. —k ] .

Note. Si I'éléve distingué auquel les Nouvelles Annales
doivent tant de solutions remarquables n’a pas fait ici usage
dcs symboles abréviateurs du calcul infinitésimal , c’est sans
doute pour ne pas sortir de la voie collégiale ordinaire.

Tm.

DIVISION

Des figures équivalentes en parties superposables d’aprés
M. Gervien, premier liewtenant dans le 22° régiment d’in-
fanterie de Prusse (Crelle , t. X, p. 228 ; 1833).

La Théodicée est un ouvrage philosophique , écrit en bon
francais , par un géométre allemand , dans un temps ou cet
idiome était difficilement manié¢ , méme par les indigénes ,
pour des objets de cette nature. Au § 214 de la 2 partic,
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Leibnitz dit : «Il'y a une espéce de géométrie que M. Jun-
» gins de Hambourg, un des plus excellents esprits de son
temps , appelait empirique. Elle se sert d'expériences dé-
» monstratives, et prouve plusieurs propositions d’Euclide,
mais particuliérement celles qui regardent l'égalité de
» deux figures, en coupant I'une en piéces pour en faire
» T'autre. De cette maniére, en coupant, comme il faut, en
» parties les carrés des deux c6tés du triangle rectangle eten
» arrangeant ces parties comme il faut, on en fait le carré de
» I'hypoténuse ; c’est démontrer empiriquement la 47° pro-~
» position du 1% livre d'Euclide. »

Jungius estle méme, je crois, qui a signalé 'errear de
Galilée, au sujet de la catenaire ; on sait que le célébre Flo-
rentin a le premier remarqué cette courbe, qu’il croyait
étre une parabole (Mech., dialogue II) ; mais c¢’est Leibnitz
et Bernouilli (J.) qui ont trouvé Véquation de la courbe.

La méthode de Jungius rameéne la géométrie élémentaire
au jeu connu sous le nom de casse-téfe chinois; on trouve
une démonstration de ce genre pour le théoréme de Pytha-
gore, dans le Manuel de géométrie. Je m’en suis servi pour
faire découvrir ce théoréme a un enfant. M. Blanchet a inséré
cette démonstration dans son Legendre commenté , sans in-
diquer la source ; chose naturelle, c¢’est-a-dire ordinaire ;

mais il semble fort bizarre d’avoir fait suivre ce Legendre
modifié d'an autre Legendre tout pur. Que dirait-on d’'un

marchand qui, vendant une étoffe brodée, obligerait en
méme temps de prendre l'étoffe unie pour rehausser la
broderie. On répond a cela qu'on donne le Legendre uni
par-dessus le marché. I’abord, c’est peu respectueux, et la
modestie exigeait que Y'ouvrage précédat le commentaire ;
ensuite , cest une mutilation facheuse d’avoir omis les notes ;
la partie précieuse , ou il ne s’agit plus du talent exégétique
d'un professeur, mais du génie créateur d’'un géométre, Du

L2

<

<



— 436 —

reste, ceci ne se rapporte qu’a la forme de l'ouvrage de
M. Blanchet, et n’0te rien au mérite intrinséqae d’une pu-
blication utile a I'enseignement.

M. le lieutenant Gervien a résolu ce probléme : étant
donné tel nombre qu'on voudra de polygones plans équiva-
lents, trouver des parties telles qu’en les arrangeant con-
venablement, on puisse reproduire a volonté 'un quelconque
de ces polygones. Nous donnons ici les deux premiéres pro-
positions de cet ingénieux travail, sauf a y revenir. Nous
supprimons des démonstrations (rés-faciles.

(Fig. 53.) Pour fixer les idées , soient les quatre triangles
équivalents ACB, ABD, ADE, AEF, ayant méme sommet
A et des bases égales ; cinq droits AC, AB, AD, AE, AF,
partent des points A ; par chacun des points B, D, E, on
meéne des paralléles a ces cing droites ; les chiffres romains
indiquent les parall¢les & 1a méme droite ; ainsi 7~ désigne
une paralléle a la droite AF, 17 une paralléle a la droite AE
et ainsi des autres ; chaque triangle se tronve ainsi divisé en
sept partics, savoir en cinq triangles et deux quadrilatéres
parties égales chacune a chacune.

(Fig. 54). Les triangles équivalents ABC, ACD ont méme
base AG et des hauteurs égales BM, DN ; menons la droite BD,
il y a trois cas.

1° La droite BD rencontre la base AC entre A et C: C'est
le cas de la figure ; par le point d’intersection, ‘on méne,
dans Vintéricur du triangle ABC des droiles parall¢les aux
cotés AD, CD du triangle ADG; par le méme point, on
meéne dans lintérieur du triangle ADG des paralléles aux
cOtés AB, BC du triangle ABCG ; les chiffres arabes indiquent
les paralléles, les deux triangles donnés sont ainsi divisés
chacun en quatre triangles égaux chacun a chacun.

2* La droite BD passc par un des points A, C; méme con-
struction.
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3° La droite BD laisse deux points A, C du méme coté;
nouvelle construction & chercher.

L’auteur allemand indique aussi quelques constructions
pour des polygones sphériques équivalents. Euler a montré
la décomposition des deux pyramides triangulaires symétri-
ques en quatre pyramides égales ; sa démonstration est suffi-
sante pour établir I'équivalence des valeurs dans tous les
cas, mais clle n’établit la décomposition effective que pour
le cas ou le centre de la sphére circonscrite est dans I'inté-
ricur de la pyramide. I1 faut une autre construction quand
le centre est dehors. Celte construction est encore a trouver
et a fortiori celle qui est relative 4 des pyramides équiva-
lentes quelconques. C’est une branche de stéréotomie non
exploitée et a laquelle se rattache peut-étre la théorie de Ia
cristallisation ou le géométre des mondes a résolu tant de
beaux problémes.

SUR LA CONVERSION DES SERIES EN PRODUITS
d’'un mombre infini de facteurs , daprés M. Stern
(Crelle, t. XII, p.§353) en francais.

1. Etant donnée la série

S=14A4A+A+A 4. )
on peut la convertir immédiatement en un produit. En effet,
ona
(1+A+A,) (1+A+A+A,) (1+A+A+AHA))

1+A, i+A+A, 1+A,+A,+A,

S=(1+A)) )

« Les deux expressions sont identiques, c'est-a-dire que
» si Ion ajoute un certain nombre de premiers termes de la
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» série donnée, on obtient la méme valeur qwon obtien-
» drait en calculant la valeur du prodnit correspondant par
» le méme nombre de facteurs, de maniére qu’une série con-
» vergente méane toujours a un produit convergent. »

Soit la série :

1
e=1+j 313 3+1.2.3.4’

on la convertit par la formule (2) en celle-ci :

3 10 41 206
T2 97407 2057
(n+2)a+1
ou le néme facteur étant , le n-1éme est e
1 1
de méme, log2_l—é+§—z+g,

5 1 9% 444

1
‘ot log2 =—. — .
dou 082 =5 13 %5 5.14 6.9%
(n+1)04-a
éme é N
Le néme facteur Ltant , le n{-1éme st — oo W +2) p

I1. Par les considérations précédentes, on peut changer
vice versa un produit d’'un nombre infini de facleurs en
série ; soit

a, a, a, a,

= .. 3
"0, b b, ®)
Comparant avec la formule (2), on a
a, a, 14A,+4A,
7)-‘ =1 --I— A, ; l;‘ -——i+T...
d’Oi] Al:ax—bx_ A a, a:_bn

b, 70 b, 7
a,.a,...an—1 dan—bn

b, ..on—x  bn
donnée par M. Schweins.

et cn général A,= , formule déja
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BIBLIOGRAPHIE.

EL&MENTS D’ARITHMETIQUE , suivis de la théorie des logarithmes,
par E. Lionnet, professcur de mathématiques au collége
royal Louis-le-Grand, examinateur suppléant d’admission
a I'Ecole navale, in-8° de 320 pages. 1847, Paris (*).

Les scolastiques du moyen 4ge ont exploité, et de nos jours
exploitent encore, le privilége de parler sans attacher au-
cun sens précis aux mots, d’établir des propositions vagues
alaide d’autres propositions plus vagues encore; c’est ce
qui a fait dire a Montaigne : Pour m’enlever un doute, ils
m’en donnent trois. En méme temps que régnait cette pré-
tendue philosophie, avait cours un ouvrage composé dans
un esprit diamétralement opposé. Tous les objets y sont clai-
rement et réguliérement définis, et on ne quitte jamais une
proposition sans P'avoir rendue inexpugnable, sans avoir
obtenu l’assentiment universel. Aussi cet ouvrage a-t-il
été accepté comme le code de Vintelligence ; ce mot doit étre
pris dans le sens propre. De méme que les jurisconsultes
citent comme autorité tel article, tel chapitre du Digeste ou
des Institutes , il suffisait de s’appuyer sur tel théoréme de
tel livre pour se mettre a I'abri de toute objection. Cette
haute puissance législative, librement et universellement
admise , a fait naitre, et a juste raison, une espéce de culte
pour les quinze livres des Eléments, culte qui ne s’est pas ar-
rété seulement au contenu, voire méme a la forme; de launc
morpholdtrie qui s’est prolongée jusqu’au dix-huitiéme siécle.

(*) Chez Desobry, Magdeleine et compagnie, rue des Magons-Sorbonne , 1.
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Ainsi, Spinosa a donné la forme eaclidienne au panthéisme ;
Newton, ala mécanique céleste , et Christian Wolf, célébre
disciple de Leibnitz, a tout le systtme philosophique du
maitre, les mathématiques comprises (*). On sait avec quel
succés Legendre a ressuscité cette forme en France pour la
géométrie. Ce chef-d’ceuvre, en conciliant la rigueur an-
tique avec le goit moderne, a exercé une grande et heu-
reuse influence; il a donné naissance a cette doctrine des
convergences trop peu cultivée dans I'école d’Euler, et sans
laquelle I'emploi si indispensable des séries devient souvent
chanceux et quelquefois inintelligible (**). Une méthode qui
avait si bien réussi devait naturellement exciter le désir de
Yappliquer aussi a’arithmétique. Déja Euclide a inséré dans
sa géomeétrie plusieurs livres sur les rapports numériques,
rationnels et irrationnels. Il est vrai qu’il représente les
nombres par des lignes, et raisonne sur ces lignes; ce qui
démontre encore que les Grecs n’avaient aucune idée d’un
systéme graphique de numération analogue a celui des In-
diens, et cela malgré Yesprit et I'érudition que 'on a dépen-
sés pour établir le contraire. Nous avons vu ce que Wolf a
fait pour toutes les parties de la science. L’arithmétique dont
nous allons nous occuper , a l'instar de celle de Wolf, est
augmentée de toutes les acquisitions faites depuis le célébre
philosophe. L’ouvrage est divisé en six livres, précédé de
principes et suivi d’une théorie des logarithmes.

Principes (1-6) ; contient les définitions, la numération
parlée et écrite; 1a premiére définition est ainsi énoncée : On
nomme grandeur ou quantité tout ce qui peut étre partagé
en parties aussi petites qu’on voudra. Nous doutons que cette
définition remplace jamais celle qui est généralement ad-

(") Elementa Matheosos universe. Halz, 1683.
(**) M. Cauchy a montré des séries divergentes dont Pemploi est légitime.
Comptes rendus, 1843, 2° semestre, p. 870.:
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mise , savoir que la grandeur est tout ce qui est susceptible
d’augmentation et de diminution; lorsque cette grandeur
contient plusieurs parties égales ou quel’on croit telles, elle
prend le nom de quantité ; et quand on fait sur celte quan-
titc Y'opération de compter, elle devient un nombre, dont
chaque partie est I'unité. Ainsi, une droite finie est une
grandeur, susceplible de devenir quantité et nombre; une
population est une quantité, redevenant nombre par le re-
censement. Il y a méme des grandeurs qui ne peuvent jamais
devenir quantité; telles sont les irrationnelles; les imaginaires
ne sont pas méme des grandeurs, ce sont des symboles d’opé-
rations. On dit pourtant quantité irrationnelle et méme
nombre irrationnel , et sans inconvénient ; c’est que, dans le
langage ordinaire, on n’a pas besoin de cetle extréme préci-
sion qui tient compte des moindres nuances qui différencient
des synonymes. Mais dans une définition didactique, cette
précision en cst le mérite essentiel. Ge genre de mérite semble
manquer a la nouvelle définition, qui implique méme taci-
tement une sorte de cercle vicieux; n’est-ce pas dire qu’une
quantité est tout ce qui peut étre partagé en parties plus
petites qu’aucunequantité donnée ? Il s’ensuivrait méme quela
molécule atomique des chimistes n’est pas une grandeur.
Dans la seconde définition, on dit qu’on donne le nom de
mathématiques a la science des grandeurs , et c’est probable-
ment ce qui aura engagé Panteur & abandonner la définition
admise de la grandeur. Le plaisir, la douleur, etc., sont
susceptibles d’augmentation et de diminution; donc, d’aprés
Pancienne définition, ce sont des grandeurs , et par consé-
quent, d’aprés la seconde définition, on serait amené a la
conclusion absurde que les sensations font partie des mathé-
matiques. Mais cette absurdité tient & omission d'un prin-
cipeessentiel, de celui de I'homogénéité; principe qu’onneren-
contre pas dans I'esthétique, On donne bienle nom communde
ANN. PE MaTHEN, VI, 29
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plaisir aux impressions qu’éprouve 'esprit en lisant I'Iliade,
en méditant Archiméde, en voyant un tableau de Raphaél,
en ¢coutant une musique de Weber, etc.; or nous n’avons
aucun moyen de comparer ces impressions, I'unité nous
manque, il n’y a pas d’homogénéité, et les mathématiques ne
s'occupent que de grandeurs homogénes. Aussi Wolf a-t-il
fait entrer 1’homogénéité dans I'exposition des principes.

Trois axiomes terminent ici les principes. Le troisiéme,
souvent invoqué¢ dans l'ouvrage, est en effet trés-utile.
Voici I'énoncé : Un tout ne change pas de valeur lorsquwon
wntervertit Uordre de ses parties.

Livre 1. (7-40) Opérations sur les nombres entiers.

Définitions cons¢eutives des quatre opérations. Gest dans le
genre Euclidien. Est-il convenable aux commencants? Lamul-
tiplication etla division sont définies d’une maniére simple et
naturelle; ce qu'on ne rencoutre pas d’ordinaire, parce qu'on
vise & unc généralité inopportane. Faisant usage, et avec
infiniment de raison, des signes algébriques, Pauteur in-
dique le sens de neuf de ces signes; on a omis le puint et les
deux points, signes Leibnitziens si commodes pour indiquer
unc multiplication ¢t une division. On a oublié la parenthése,
dont le sens en mathémmatiques n'est pas purement gramma-
tical ct annonce une opération incidente.

Dans la soustraction, on ne donne qu’un seul exemple et
sans zéros; cela ne suffit pas pour unc opération qui offre les
premicres difficultés aux commencants.

Les théorémes sur la multiplication précédent la maniére
de faire cette opération. Cet ordre trés-didacuque convient-il
a des commencants? Par coutre, l'auteur fait entrer des
exemples numériqaes dans 'énoncé méme des propositions ;
ce qui n’est pas trés-didactigue, ni fort approprié a l'en-
seignement. Nous signalons comme un modéle de précision
et de clarté Pexposition ordinairement si épineuse de la di-
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vision. Tout est ramené & une simplicité extréme, parce
qu’on suit la marche naturclle des idées sans anticiper sur
les difficultés a venir; on donne ensuite toutes les propo-
sitions de la théorie des nombres relatives aux deux derniéres
opérations.

Ce livre est terminé par quinze problémes résolus ; ils se
rapportent a la régle de trois et a celle d’alliage; on réduit
toutes les questions a connaitre le prix d’une certaine unité;
considération trés-commode qu’on doit, il me semble, a
l'examinateur Reynaud.

Le prix du litre de vin est donné en sous ; ce n’est pas légal.
Dans I'exemple XII, page 35, il est question de voleurs et
de gendarmes; on en parle assez ailleurs pour qu’il ne soit
pas nécessaire d’en parler encore en arithimétique. 11y aaussi
seize problémes arésoudre avec les solutions.

Livre I11. (41-75). Propriétés des nombres entiers.

Sous ce titre un peu trop vaste, ce livre renferme une
théorie élémentaire compléte des diviseurs et des multiples ,
comprenant leplus petit multiplecommun, indispensable dans
Yarithmétique des fractions. I1 est question aussi des con-
gruences, donton parle sans les nommer. A lamaniére de Dio-
phante, autenr raisoi:ne toujours sur des nombres donnés , ce
qui amene plus de elarté, sans nuire & la généralité des consé-
quences. La proposition relative a la divisibilité par 11 (p. 46),
ne vaut ni en théorie ni en pratique ce qu’on donne ordi-
nairement.

Six problémes résolus et onze a résoudre terminent ce li-
vre; les solutions sont simples, et le onzieme, relatif a des
mobiles , est un probléme intéressant d’analyse indéterminée
sur le mouvement uniforme.

Livre 111 (76-138). Fractions et nombres décimauz.

La dc¢finition e lamultiplication est embarrassante quand le
multiplicateur est fractionnaire. L’auteur s’en tire, en disant
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que multiplier une quantité par une fraction, c'est diviser
cettequantité par ledénominateur dela fraction, pussmultiplier
le quotient par le numérateur. C’est plusloin et ala page 114,
que l'auteur, apreés avoir défiai le rapport, montre que cette
seconde définition s’accorde avec la premiére. Les proposi-
tions XX et XXI traitent du plus grand commun diviseur
et du plus petit commun multiple des [ractions irréductibles.
Cela me parait inutile et pourrait méme étre embarrassant
pour des éléves.

Nombres décimaux (99) ; les propositions fondamentales sur
la périodicité sont établies clairement par I'inlermédiaire des
équations algébriques ; moyen qu’on ne saurait trop tot em-
ployer; d’une facilité extréme, telle qu’on pourrait, qu’on de-
vraitl'introduire dans ces excellentesinstitutions ou lesjeunes
personnes recoivent une instruction solide , persistante, et
par conséquent profitable; car, la bonté d’'un enseignement
doit s’évaluer, non au moment gu’il finit, mais dix années
aprés. Quelle en cst alors la partie restante moyenne, prise
sur le grand nombre ?

Le corollaire de la page 109 n’établit pas une généralité
suffisamment rigoureuse.

L’exposition du systéme métrique est précédée de quelques
considérations qui appartiennent a la cosmographie. On défi-
nit le jour moyen , unité factice, sans parler du jour sidéral ,
unité réelle, indispensable pour donner un sens a I'unité fac-
tice. Pourquoi ne pas se servir du mouvement réel au lieu
du mouvement apparent , et dire que le jour sidéral est le
temps constant entre le passage du plan d’un méme méri-
dien terrestre par unc étoile fixe, ct le troisiéme passage
suivant ; lorsqu’au lieu d’étoile,, on prend le soleil, on a le
jour vrai, dont le rapport au jour sidéral fixe est variable;
la moyenne entre un grand nombre de ces rapports donne
le jour moyen.
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La définition si importante du métre est englobée dans une
phrase ; il faudrait 'en détacher pour la mettre en évidence
(p. 117).

Celivre est terminé par des problémes utiles sur le mouve-
ment uniforme circulaire. (La fin prochainement.)

UNIVERSITE DE DUBLIN (Poy. p. 329).

Prix mathématique de Vévéque Law. Juin 1846 : questions.

En 1796, John Law, évéque d’Elphin, a donné au collége
de Dublin 735 liv. st. (18,529 fr.) pour encourager les études
mathématiques; les exercices roulent sur 1’algébre, I'analyse
appliquée et la trigonométrie sphérique. Le premier prix est
de 25 liv. st. (630 fr.) et le second de 10 liv. st. (250 fr.);
les deux professeurs de ce cours recoivent chacun 5 liv. st.
(125 fr.), pour retenir & diner les deux autres examinateurs
le jour de la distribution des prix. Parmi les lauréats de-
venus célébres, on remarque Hamilton (William) en 1801 ;
Jelett ot Tioberts (Michael) 1838, ¢t Roberts ( William ) en
1839.

Sik WiLLiam HAMILTON, PROFESSEUR.

1. Si, dans un triangle sphérique ABG, le c6té BC étant
fixe, le sommet A décrit un arc AA' infiniment petit sur le
petit cercle décrit du point B comme poéle; abaissant du
sommet A une perpendiculaire AE sur le coté opposé BG,

sin BE angle A' CA
o aSn CE “angle A’ SA”

2. De la, si dans deux triangles sphériques ABC, CBD,
situés dans deux hémisphéres opposés relativement a leur
base commune BC, ona AB{=DBUC ; et 2 tang. BC cos ABC
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=cot AB -} cot B); A, C, Drestant fixes, si B décrit un
arc BB infiniment petit sur un petit cercle ayant C pour
pole, on aura encove AB'C = DB'C.

3. De la, mémes dognées, et mémes conditions; le point
Eintersection des deux diagonales AD, BCdu quadrilatére, et
les points C', C"" pieds des perpendiculaires abaissées de G sur
les cotés AB, BD, sont sur un méme grand cercle.

4. Mémes conditions ; A et D étant les deux foyers d’une

ellipse sphérique passant par B; C est le pole du petit cercle
osculateur de Yellipse en B.

5. De 1a, le grand cercle qui bissecte Vangle des deux
rayons vecteurs d’'une ellipse sphérique, est normal a l'el-
lipse.

6. De la, la tangente de la moiti¢ de I'angle formé par
deux rayons vecteurs est moyenne harmonique entre les
tangentes des deux rayons vecteurs.

7. Si on éléve au foyer une perpendiculaire & un rayon
vecteur et qu’on la prolonge jusqu’a la normale, celle-ci
sera divisée en deux segments par le point de I'ellipse ex-
térieurement , et par le pole du cercle osculateur intérien-
rement; les sinus des quatre segmenls forment une pro-
portion par quotient.

8. La projection d’un arc normal (terminé an grand axe)
sur chacun des deux rayons vecteurs est égale au demi-para-
métre de Pellipse, c’est-a-dire a la moitié de la corde qui
passe par le foyer , perpendiculairement au grand axe.

9. De la, les tangentes des quatre arcs : 1° le demi-pa-
rameétre, 2° la normale, 3° la distance du foyer an centre,
4e le rayon de courbure , forment une progression géomé-
trique continue.

10. Le rayon de courbure est vu sous un angle sphérique
de chaque foyer; en général, I'un de ces angles est aigu et
autre obtus; la somme algébrique des produits qu’on ob-
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tient en multipliant la tangente trigonométrique d’un de ces
angles par le sinusdu rayon vecteur correspondant est nulle,

M. Mac CULLAGH, PROFESSEUR.

1. Un point P se meut dans un plan de maniére que sa
distance a une droite fixe, située dans le plan, divisée par
sa distance a un point fixe F, situé hors du plan, donne un
quotient constant ; démontrer que la droite FP décrit un
cone droit, dout 'axe est perpendiculaire au plan déterminé
par le point et Ia droite fixes.

2. De la, si une section faite dans une surface du second
ordre passe par unc directrice, et si F est le foyer correspon-
dant & cette directrice , le cone qui a ce foyer pour sommet
et la section pour base, est un conc droit.

3. Démontrer, par la propriéi¢ modulaire, que la somme
des angles qu'un coté du cone fait avec ses lignes focales, est
constante.

4. Démontrer, par la méme propriété, que les sinus des
angles que fait un coté du cone avec une ligne focale et le
plan dirccteur correspondant, sont constantes.

5. Sidans une surface dusecond ordre une section paralléle
4 un plan tangent est une hyperbole, démontrer que le plan
tangent coupe la surface suivant deux droites.

6. Trouver Péquation de la surface polaire réciproque
d’un ellipsoide ou d’un hyperboloide, relativement & une
sphére.

7. Les surfaces qui sont polaires réciproques a deux ellip-
soides de mémes foyers relativement 4 la méme sphére, ne
peuvent se couper.

M. GRAVES, PROFESSEUR.

1. L’équation d’un ellipsoide, rapporlé & ses axes princi-
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paux, élant :—:;—f—)-l:—: —+ Z;-_-..— 1 (1); a>b>c, peut étre ra-
menée a la forme k' (2’3" +2°—0") —x*+m'z’=0 (2),
donner linterprétation géométrique compléte de l'équa-
tion (2).
2, L’équation (1) peut aussi étre mise sous cette forme :
Na 2 a 2 2 x 2 2’

(e tr—r —r[(2—1)'= 5] =0 @
les constantes m et z étant liées par I'équation % + o =1;
quels théorémes géométriques sont compris dans I'équa-
tion (3)?

3. Un quadrilatére form¢ par quatre génératrices étant
tracé sur un hyperboloide a une nappe, les quatre sommets
sont ceux d’un tétraédre, dont les six faces étant rencontrées
par unc transversale, donnent six points en involution.

4. Unhexagone étant inscrit dans une ligne du 3¢me ordre,
de manicre que les trois interscctions des cotés opposés soient
sur la courbe, une transversale coupera les six coOtés de
I’hexagone ct la courbe en neuf points en involution.

5. L'équation d’'unc courbe plane du 3¢me ordre peut étre
mise généralement sous la forme

{(y—mx)(y—m'x)( y—nm'z)+(ay’+bxy+cx’+dy)(«x+Ly—1)=0,

« ot B étant pris arbitrairement, quelle propriété générale
des courbes du 3¢me ordre est exprimée par celte équation?

6. Etablir ct prouver la propriété correspondante des sur-
faces du 3¢me degré.

7. Le théoréme énoncé en 5 donne un moyen simple de
construire le cercle osculateur en un point donné d’une ligne
plane du 3¢me ordre.

8. Etant donnés la base ¢ et I'angle opposé C d’un triangle
sphérique ABC , démontrer que I'on a

sin s'da - sinsdb = sin cdp ;
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p est 1a perpendiculaire abaissée de C sur ¢, s et s’ sont les
angles adjacents & a et b, dans lesquels p divise C.

9. Dela dériver la formule pour la comparaison des fonc-
tions elliptiques de seconde espéce.

10. U= 0 étant I'équation d’une courbe plane du néme or-
dre, trouver I'équation générale d'un diamétre donné, con-
jugué a un systéme de cordes paralléles ala droite y = mx.

1%. Tous les diamétres de Pordre »— 1 passent a travers
les mémes (n — 1) points.

12. Trouver Penveloppe de tous les diamétres de 'ordre
n—2 el démontrer que celle enveloppe passe par tous les
points d’osculation de la courbe (C’est le nom qu’on donne
aux points ou la tangente a quatre points consécutifs en com-
mun avec la courbe).

Concours Lloyd.

Fondé par souscription en 1839, en commémoration des
vertus ct des talents de Lloyd, prévotdel'Université. En 1847,
la souscriplion se mountait & 4,075 liv. st.; rapporte un divi-
dende ‘semestricl de 18 liv. st., donné en prix. L'examen
roule sur les mathématiques et la physique.

M. Mac CuLLAGH, PROFESSEUR.

1. Si( —2ap+a’) *=1+aP,+aP,+...ouP, P,
sont indépendants de a ; exprimer P, en fonction de 7 et de p.

2. Si dans le développement ci-dessus, p est le cosinus
d'un angle, démontrer que la valeur de P, est entre les
limites = 1.

1—a’

3. §i ——————— =14aPu)+a’Pe)+-..., démon-
(1—2ap+a’)’
trer que Py = (224 1)P,,.

4. Soit A un point situé a une distance a du centre d’'une
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sphére de rayon r, si s est la somme des quotients de chaque

élément superficiel de 1a sphére divisé par le cube de sa dis-

tance au point A, la somme étant prisc entre les valeurs ;

et p’ de cette distance,, T'on a S:_Q_f:(i -—~1-, .
a\ p

5. C et C' étant les extrémités d’une corde inscrite dans
une conique, dont F est le foyer et P le point ol la tangente
est paralléle a la corde, la différence des distances focales FC,
FC' est égale a la corde CC', multipliée par le cosinus de
Yangle 6 que la corde fait avec la droite FP ; démontrer ceci
par la propriété de la directrice.

6. Q étant le pied de la perpendiculaire abaissée de M ,
milieu de CC’ sur FP, alors FQ est la moitié de la somme
de FC et FC'.

7. N étant le point d’intersection de FP et CC, on a
FN =5 —¢; 2s = FCG4FC'; 2¢=CC.

8. Ensuite si f est 1a moitié de la corde passant par F par-
rallélement & CC', s, ¢, f étlant donnés, FP sera donné.

9. Si n est le point ol une autre corde paralléle a CC’
coupe FP, et si Fr, ainsi que les longueurs s, ¢, f sont
données, la corde passant par » sera donnée, ainsi que la
somme des distances de scs extrémites a F.

10. Delasis, ¢, f sont donnés, I'aire du segment renfermeé
entre la corde CC' et 'arc curviligne CPC' est proportion-
nelle au sinus de I'angle ¢; il en cst de méme de laire du
secteur formé par les droites FC, FC' et Yarc CPC'.

11. Dans une scction conique, le produit fsin *6 est égal au
demi-parameétre.

12. s, ¢, f étant donnés, si la conique est décrite par un
point attiré vers le foyer F | le temps mis & décrire 'arc CPC'
est donné. (Cet énoncé comprend les trois cas du théoréme
de Lambert.)

13. Lorsque le point P est au milieu de NQ, la courbe est
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une parabole, et I'on a s+ ¢’ =2fs; la courbe est une
ellipse ou une hyperbole, selon que f* -} ¢* est inférieur ou
supérieur a 2fs.
14. Dans les deux derniers cas, I’axe focal est donné si
s, ¢, f sont connus. (Les propriétés précédentes sont a prou-
ver géométriquement.)
15. x, ¥ sont les coordonnées d'un point P d’une ellipse
2 2
donnée par P'équation f—;—{-‘%,—
a
données d'un point fixe, dans ce plan. La longueur d’une
droite menée par le point fixe (', »") parallélement a
FP et terminée a la tangente menée par P, est égale &

=1; soient x', ' les coor-

.Z" 1’
a[i — %— —%}7], et cette longueur est proportionnelle &

la distance de P a la polaire du point fixe (x', y').

M. GRAVES, PROFESSEUR.

‘l,! y2 zﬂ
1. —— -+ -—~ -} ——4 —1=0 étant une équa-
Tt gttt q
tion en ¢, prouver que si @ > > ¢ > etc., les limites des
racines sont a’, b*, ¢’, etc.; ainsi toutes les racines sont réelles
et inégales.

2. ¥, ¢!, »* sont les trois racines de I’équation en ¢,
zL -
t =0

2

Py =1, cxprimer x, y, z en fonction de
—cC

Aty v, boete.

3. F (k) étant une fonction rationnelle et entiére du degré »

m

k
de £, décomposer f‘—(f) en fractions partielles; onam <n.

4. Dela nous pouvons lirer immédiatement la solution de
ce systéme d’équations :
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r+y+z+...t=1
ax -+ by+-cz+4...bt =k
ax+by+-c'z+4-.. 0=k
aﬁ-lx+bﬂ—(y+cﬂ—-lt+-..bM-yZ=k'l—l.
x

5. Développer

e dans une série suivant les puissances

ascendantes de .
6. Trouver les intégrales S—iﬁ— et S—‘i,,z-.-, n étant un
cos"x sin"x
nombre entier.

7. Déterminer sur la sphérc un point tel que la somme
des cosinus des distances de ce point a un nombre quelconque
de points fixes sur la sphére, soit un maximum.

8. P est un point quelconque pris dans le plan de deux
cerclesdonnés; P’ est lepoint d’intersection des deux polaires
de P, relativement aux deux cercles; P et P’ sont dits points
réciprogques. Prouver que Vaxe radical passe par le milicu
de PP".

9. D’un point P d’une conique a centre, soient menées

deux cordes PA, PB paralléles a deux diameétres égaux, le
cercle passant par A, B et P touche la conique en P, et a pour

2

roo. S :
rayon —; rélant le demi-diamétre auquel une des cordes est
r

paralléle, et p la perpendiculaire abaissée du centre sur la
tangente en P.

10. Déduire dc 1a la formule connue pour le rayon de
courbure.

11. Un c6t¢ d’un triangle inscrit dans un cercle est donné
de direction, un second cOté est assujetti a passer par un
point donné ; quel cst le lieu du pole du troisiéme coté ?

12. D’un point P d’une conique, abaissez les perpendicu-
laires p, p', p’ sur une corde TT' et sur les deux tan-
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gentes TS, T'S menées par les extrémités ; démontrer que

pP YII

lon a ™= - ', =", = étant les perpendiculaires abais-

sées du centre de la section sur TS, TS', et sur la tangente
parallele a TT'.

13. Soitune tangente menée en P et des perpendiculaires
m, ', »'" abaissées sur cette tangente de S, T et T', prouver
que #'. ''=m".

1

14. Prouver que P 'p _.1—r—,;—; = étant la perpendiculaire
T

abaissée du centre sur la tangente en P.

ANNONCES.

LECONS NOUVELLES DE GEOMETRIE ANALYTIQUE; précédées des
Eléments de la trigonométrie , par MM. Brior et Bouguer,
professeurs a la Faculté de Lyon. Paris, 1847, in-8°, XX,
439; 15 pl. lith. Chez Desobry, E. Magdeleine et C,
libraires éditeurs, rue des Macons-Sorbonne, 1.

On rendra compte de ces Lecons nouvelles, qui ne sont
pas des lecons; ouvrage remarquable, étant, pour la forme
et le fond, au-dessus du niveau ordinaire, d'une cote si basse.

Patria. — Notices statistiques sur les travaux publics, les
finances , Yindustrie , le commerce, la population et I’ad-
ministration intérieure et extéricure de la France, par
Léon Lavanne, ingénieur des ponts et chaussées. Paris ,
1846-47 ; in-8°. J.-J. Dubochet et G, éditeurs, rue Ri-
chelieu , 60.

Cet ouvrage, curicux et instructif, se recommande aux
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professeurs pour exercer numériquement les éléves sur des
données réelles , et non, comme presque toujours, sur des
suppositions arbitraires et souvent méme absurdes. Outre
des connaissances positives qu’acquerront ainsi professeurs
et éléves, c’est aussi un moyen de faire aimer la science, en
en montrant les applications aux besoins du pays.

THRSE DE MECANIQUE ET D’ASTRONOMIE, présentée a la Faculté
des Sciences de Paris, le 25 octobre 1847, par M. J. A.
Sereer. Paris, 40 p.in-4°, 1847. Bachelier, lib.

La thése roule sur la célébre question du mouvement d’un
point dans V'espace atliré vers deux centres fixes. L’auteur
fait usage de coordonnées clliptiques mises en vogue par
M. Lamé et entrevues par Legendre. Dans un sujet traité par
L. Euler, Lagrange, Legendre, et récemment par M. Liou-
ville, le profond analyste trouve encore a ajouter, a éclaircir.
La thése d’astronomie s’occupe de la détermination de la fi-
gure des corps célestes. 11 est trés-agréable de trouver ici
sous unc forme ¢légante tout ce qu’on a découvert sur cette
importante matiére, depuis les travaux de Maclaurin jusqu’a
Yellipsoide &4 axes iuégaux de M. Jacobi. Le tout est d'une
lecture attachante ; mérile rare dans les écrits de ce genre,
et qui par cela méme doit étre signalé.

QUESTIONS.

170. abe, ABC étant deux (riangles rectilignes situés
dans le méme plan, les quatre somwmets b, ¢, B, C sont fixes ;

la relation 2% = % — constant
on a arealnAB——Ac—- nstante.

Si le sommet a decrit une ligne plane algébrique de degré
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pair et divisée par la droite bc en deux parties égales et symé-
triques, le sommet A décrit une ligne de méme degré.

171. abed, ABCD étant les deux tétraédres, les six som-
mets b, ¢, d, B, C, D sont fixes ; on a la relation

ab ac

= = ad — constante
AR AC_ AD 9™ ’

Si le sommet « décrit une surface algébrique de degré pair,
et divisée.par le ‘plan bed en deux parties égales et symé-
triques, le sommet A décrit une surface de méme degré.

(Jacom1.)
172. Etant données la longueur d’un arc de cercle et celle
de sa corde, déterminer le rayon. (VincenT.)

173. Une longueur étant partagée en m parties égales par
des points noirs, et en n parties égales par des points rouges,
déterminer la plus petite distance entre un point noir et un
point rouge. (VincenT.)

174. Une équation algébrique ayant toutes ses racines
réelles, trouver le nombre précis de racines comprises entre
deux limites données, par le moyen du théoréme de Des-
cartes. (Jacosr.)

DEUX PROBLEMES
sur la parabole et U’hyperbole équilatére.
Par quatre points G, B, D, E faire passer une parabole.

Fig. 32. Prolongez les droites CB, DE jusqu’a leur ren-
coutre en A ; prencz AG, moyenue proportionnelle entre AG
et AB, et de méme AH, moyeune entre AE, AD. La droite
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AM, menée du point A au milieu de GH, sera un diamétre
de la parabolc.

Par quatre points C, B, D, E faire passer une "hyperbole
équilatére.

Fig. 33. Prolongez les droites CB, DE jusqu’a leur ren-
contre en A ; prenez les longueurs AG, AH, moyennes pro-
portionnelles, la premicre eatre AC ct AB, la seconde entre
AE et AD. Sur la droite M4, menée par le milieu de GH,
prencz unc longueur ML =MG, et tirez les droites LG, LH.
Ces droites seront paralléles aux asymptotes de I’hyperbole.

QUESTION D'EXAMEN

sur les racines carrées des racines d'une équation algébrique.

Probléme. Etant donnée une équation algébrique, trouver
Péquation qui a pour racines les racines carrées prises avec
un seul signe des racines de la proposéc.

Equation du second degré.

Solution. Soit x*—ax +a,=—0 V'équation proposée ,
«’, B’ les racines.

Soit x* —bx 4+ b,=0, Véquation cherchée, ayant pour
racines « et £, on a les relations connues b —2b,=a,;
bi=a,; doa b=V a+2V a,; b=\ a.

Exemple numérique : «=1; =2, a,=5; a,=%; b=3;
b,=2.

Equation du troisiéme degre.

TI—a,x*+a,x —a,= 0, équation proposée; «*, §°, +°, les
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trois racines ; 23— b,x* - b,x — b, = 0, équation cherchée ;
racines «, B, v;
ona Za*=a,=b'—2b,; 2 =a,=b'=2b),;
By =ar =
d'oit b,=}"a,; éliminant &, , on obtient 'équation du qua-
triéme degré '
br—2q,b>~8ab,+a’+ baa,=0.

Exemple numérique : a=1; p=2; y=3; a,=14;
a,=49; a,=36.

L’équation en b, est b,* —98b,” — 2885, 4-385 = 0; d’ou
b,=11.

On procéde de méme pour les équations des degrés su-
périeurs.

Observations. 1. Si dans la proposée de dcgré m, on fait
x =y, la transformée en y a pour racines.les racines carrées

des racines de la proposée, chacune prise avec les deux
. signes ; aussi la transformée est de degré 2m et les termes de
rang pair, combinaisons impaires des racines, manquent.

2. DansV’équation qu’on oblient par le procédé indiqué,
les coefficients sont irrationnels. Faisant disparaitre les ra-
dicaux , on est ramené au cas général.

3. On peut suivre la méme marche pour calculer une
équation ayant pour racines les racines d’indice donné quel-
conque des racines de la proposée.

ANN, DE MATREM, VI, P 30
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SUR LE XXIV* PROBLEME
de UVarithmétique universelle (*).

PABR M. ABEL TRANSON.

ProsLEME. Par un point A donné d égale distance de deux
droites rectangulaires OX, OY, mener une sécante telle que
la partie BC interceptée par ces droites, soit égale & une ligne
donnée m.,

Ce probléme, qui offre, par la diversité de ses solutions, '

un précieux exercice aux commencants, est choisi comme
exemple dans les livres élémentaires; mais il me semble
qu’on n'en a pas tiré tout le parti possible.
" Premiérement, si on appclle e la distance du point A a
chacun des cOtés de l'angle droit, on trouve, pour déter-
miner la longueur du segment OB intercepté parla ligne
cherchée sur le coté OX, I'équation

(@ « « .. xt —2ax’+ 2a’—m?) 2’4 2am’x— a’'m’' =0 ;
Equation qwon abandonne aussitot pour chercher quel-
que solution plus simple ; mais c’est bien a tort, car celte
équation est propre a donner un exemple remarquable
d’abaissement, et la construction des segments OB est aussi
facile que celle de la plupart des lignes qu'on prend pour
inconnucs dans les autres solutions du méme probléme.
Remarquez, en effet, que les quatre segments sur l'axe
OY sont égaux aux segments sur OX. Or, entre les deux

() V. t. 111, p. 180 et 262.
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segments OB et OC, que donne une méme posilion de la
ligne m , il y a une relation qu'on a dd écrire pour former
Péquation () ; c'est

OB:0C::0B—a:a.
Les racines de I'équation (=) satisfont donc par couples & la
condition ‘

2" x'—a;a;

cest-a-dire & I'équation x'x" =a (¥4 «"'). — Ou, ce qui
revient au méme, on est assuré que l'équation («) admet
deux diviseur de la forme 2* — px - ap.

On vérifie cette indication en identifiant le premier mem-
bre de (=) au produit

(x* —pr+-ap) (X' —p'x+ap);

et on trouve, en effet, qu’il suffit de poser p 4 p' =24, avec
pp' =—m’; de sorte que p et p' sont racines de l'équa-
tion
2—2az—m =0,

d'oir on tire p = a— Vo'’ etp'=a+\/a’+ m’.
Ainsi deux des scgments OB sont racines de I'équation

x—(a— Va’—i—m‘) x4aa—V & Fm)=0,
et les deux autres de I’équation

x’—(a—}-\/a’-{-m’) x+a@+Va +m’) =0.

Maintenant je vais rappeler sommairement les solutions
dans lesquelles le choix de I'inconnue conduit & une équa-
tion du second degré seulement.

1° Solution de Pappus; c'est celle que M. Fontés a
étendue au cas d'un angle quelconque dans sa deuziéme con-
struction. (Nouv. Ann., t. VI, p. 18%) (%).

(") Pappus donne deux solutions; une par la conchoide et Pautre par Pinter-
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2> Premiére solution de Newton. On prend pour incon-
nue la distance eatre le point A et le milieu de BG; voir tous
Ies traités élémentaires. -

3° Deuxiéme de Newton. Du miliea de BC on abaisse une
perpendiculaire sur la bissectrice de I'angle droit. Appe-
lant  la distance entre l’origine O et le pied de cette per-
pendiculaire; & la demi-longueur de BC, et e la distance
OA; la valeur de y dépend de l'équation extrémement
simple

2 tey=0b

a laquelle on parvient cn exprimant , au moyen des quan-
tilés e et y, la distance de A au milieu de BC; et substitnant
cette expression a la lettre z dans les équations de la solu-
tion précédente, n° 2.

4° Solution de M. Gergonne, rapportée dans le livre de
M. Cirodde, étendue par M. Fontés au cas de l'angle
oblique.

Yignore si les deux solutions suivantes ont déja été don-
nées quelque part.

5° Si on prend pour inconnue le rayon du cercle inscrit
au triangle formé par les deux cotés de Pangle droit et la
sécante BC, on trouve I'équation

2ar* 4+ 2ar (m — a) — a’m =0,

et on pourrait former également I’équation relative a l'un
des trois cercles ex-inscrits.

6° Enfin on peut prendre pour inconnue la distance z
entre l'origine et le point D, ou le cercle circonscrit ren-
contre la bissectrice. — Celte maniére de résoudre le pro-
bléme doit étre remarquée comwe comprenant, avec une

section d’une hyperbole équilatére et d’un cercle; sans mentionner le cas ou le
_point est sur une bissectrice (liv. 1V, prop. XXIII et XXX). Tm,
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égale facilité, le cas d’'un angle quclconque 6. — On arrive
trés-aisément a I'équation
m’ (1 —cos 0)
~ 2sin’6

en appelant e la distance OA.

2(z—e)=

NOTE

Sur la division d’un trapéze dans le rapport dem d n par
une paralléle aux bases.

PAR M. LEON ANNE,
Professeur,
Ancien éléve de I’Ecole polytechnique.

La solution de ce probléme indiquée par M. Rivals,
page 387 de ce volume, conduit aux conséquences suivantes,
remarquables par leur généralité.

1o Soit & la base d’un triangle T, x la paralléle a & qui
partage la surface T dans lerapportde m an, et ¢ le triangle
qui est une de ces deux parties :

T—t:tb—2': 2 imin,

d’ou x'= b,

n
n-rm
expression indépendante de tous les autres éléments du
triangle.

Donc, tous les triangles qui ont & pour base, ont leurs
surfaces partagées dans lc rapport de 7 a n par une droite

n

parall¢le 4 la base et de longaeur b \/ dans cha-
m--n
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cun de ces triangles, quels que soient et la hauteur et lés
angles.
2° Si b est 1a base d'un triangle quelconque , face latérale
d’une pyramide quelconque, en inscrivant dans ce triavgle

latéral une droite paralléle a b et de lohgueur b \/ 2 s
n—4m

et menant par cette droite un plan paraliéle 4 la base de la
pyramide, ce plan partage la surface convexe de la pyra-
mide dans le rapport de m a n, puisque tous les triangles
latéraux sont tous partagés dans le rapport de m a =.

3° Si b est le rayon de base d’'un cOne quelconque, si 'on
coupe ce cOne par un plan paralléle a la base, et donnant

. : n
pour section un cercle de rayon & \/m +n; ce plan par-
tage la surface convexe da cone dans le rapportde m & n;
puisque les surfaces convexes des deux cones semblables sont
enfre elles comme les carrés des rayons des bases.

4° Si best kabase d’un triangle quelconque, face laté-
rale d’'une pyramide quelconque, en inscrivant dans ce
triangle latéral une droite paralléle & & et de longueunr

L34
n 5 . -
b \/ I’ et menant par cette droite un plan paralléle

a la base de la pyramide, ce plan partage le volume de la
pyramide dans le rapport de m & n; puisque les volumes
de deux pyramides semblables sont entre eux comme les
cubes des arétes homologues.

5° Si b est le rayon de base d'un cone quelconque, si 'on
coupe ce cone par un plan paraliéle a la base, et donnant

. s n
pour section un cercle de rayon & \/ e ce plan par-
tage le volume du cOne dans le rapport de m a n, puisque
les volumes des cOnes semblables sont entre eux comme les
cubes des rayons des bases.
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6° Soient a la base inférieure d’un trapéze , b la base su-
périeare , x la sécante paralléle aux bases et partageant la
surface du trapéze dans le rapport de m 3 n; soient enfin
A, B, X les triangles de bases @, b,  formés en prolon-
geant les cOtés non paralléles du trapéze
g';é_)é z,_:f_:, | A—X:X—Bi:@'—2 2’ b imin,

m

2 n 3
m—]—nb +m+na ’

D'ou z =

expression indépendante de tous les éléments du trapéze
autres que les bases paralléles.

Donc tous les trapézes de mémes bases a, b ont leurs sor-
faces partagées dans le rapport de /. a » par une droile pa-

\ m ., n
ralléle a ces bases et de longueur\/m +nb + ma

dans chacun de ces trapézes, quels que soient et la bauteur et
les angles.

7° Si un trapéze quelconque de base z, b est la face laté-
rale d'un tronc de pyramide quelconque, en inscrivant dans
le trapéze latéral une droite paralléle aux bases z, b et de

longueur \/ m'_’:_nb’-]- mi;_nd , et menant par cette
droite un plan paralléle aux bases du tronc de pyramide;
ce plan partage la surface convexe du tronc de pyramide
dans le rapport de m a n, puisque tous les trapézes laté-
raux sont partagés dans le rapport de m a n.

8 Si @, b sont les rayons des bases d’'un tronc de cObne
quelconque, si 'on coupe ce {ronc de cOne par un plan pa-
ralléle aux bases et donnant pour scction un cercle de

m

m—+n

rayon \/ | 4

a’, ce plan partage la surface

n
m-+n
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convexe du tronc de cone dans le rapport de a n, puisque
les surfaces convexes des cones semblables sont entre elles
comme les carrés des rayons des bases.

9° Si a, b sont les bases d’un trapéze quelconque, face
latérale d’un tronc de pyramide quelconque, en inscrivant
dans ce trapéze latéral une droite paralléle aux bases <, b

.
et de longueur \// mm nlﬁ-{-m:_naﬁ, et menant par
cette droite un plan paralléle aux bases du tronc de pyra-
mide, ce plan partage le volume du tronc de pyramide dans
le rapport de m a n, puisque les volumes des pyramides
semblables sont entre eux comme les cubes des aréles ho-
mologues. _

10. Soient @, b, les rayons de bases d’un tronc de cOne
quelconque, si I'on coupe ce tronc de cone par un plan
paralléle aux bases, et donnant pour section un cercle de

3
rayon \/m in{-n v m:_ - a®; ce plan partage le volume
du tronc de cone dans le rapport de . & n ; puisque les vo-
lumes des cones semblables sont entre cux comme les cubes
des rayons des bases.

NOTE

sur le nombre de racines réelles contenues entre des limites
données, @ U'aide du théoréme de Descartes (Question 174,
p. 455).

PAR M. OSSIAN BONNET,
Répéliteur a Ecole Polytechnique.

O sait que le théoréme de Descartes fait connaitre immé-
diatement une limite supérieure du nombre des racines
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réelles positives d’une équation, et méme le nombre exact de
ces racines quand I'équation n’a aucune racine imaginaire.
Le méme théoréme , appliqué a la transformée en — x d’une
équation, peut aussi donner une limite supérieure ou le
nombre exact, dans le cas de la réalité de toutes les racines,
dunombre desracinesréelles négatives de cette équation.C’est
ce que I'on montre dans tous les traités d’algébre; mais ce
qui n’est pas suffisamment connu, c’est qu’on peut déduire du
seul théoréme de Descartes une limite supérieure du nombre
des racines réelles d'une équation comprises entre deux nom-
bres donnés a et b, et méme le nombre exact de ces racines

quand I’équation proposée n’a aucune racine imaginaire; or

. e 5 , a—x
il suffit pour.cela de considérer la transformée en r=——p

qui évidemment a autant de racines réelles positives que
la proposée en a de comprises entre a ct b. Cette re-
marque, que I'on doit & M. Jacobi (*), est d'une grande im-
portance. On voit, en effet, qu’elle permet dans un grand
nombre de cas d’éviter ’emploi du théoréme de M. Sturm ;

du reste la transformée en  a une forme assez simple : en

a—x . by+a a—0b .
effet, dey:x_b on tire x:j_‘_l =b+m, et si
S (x)=0 est I'équation proposée , on obtient pour la trans-
formée

7SI+ [ff(b) +r o))+

o+ B rwa+ L0 +
.7’”_3[———;3-—,]" )+(—1(2—‘?f'<b)d+

n—2/"(b) f”’(b
s 123(13]'*‘

n étant le degré de’équation, et d la différence @ — b.

(“) Crelle , XIII, 340, 1835.
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Une autre remarque que j’ai consignée il y a quelques
annces dans les tableaux polytechniques publiés par M. Blum,
c’est que lorsque I’équation proposée n’a pas de racines égales,
si 'on suppose a et b suffisamment rapprochés I'un deY'autre,
—_—T
—b
ces deux cas : ou de ne plus avoir que des permanenées ,on
de ne plus avoir qu’une variation; de la résulte que le théo-
réme de Descartes ou plutot la conséquence que M. Jacobi
en a déduite, suffit pour conduire d’'une maniére compléte
a la séparation desracines: pour cela étant donnée une équa-
tion f(x)=0, on prend tous les nombres entiers compris
entre les limites extrémes de I’équation, et n et n-}-1 étant
deux consécutifs de ces nombres, on cherche par la trans-

n+4+1—=zx
X —

. a .
la transformée eny = fa finit par se trouver dans I'un de

formée en y = combien ils comprennent au plus

de racines réelles ; supposons que lon trouve %, on
prend =<1 d’'une manijére quelconque et on cherche de
méme combien il y a au plus de racines entre 2 et n-}-a,
et entre n--« et n-1 ; supposons que I'on trouve &' pounr
les deux limites n et n-}2, on prend o <<z d’'une ma-
niére quelconque et on cherche de méme combien il y a
au plus de racines entre n et n-}-o, et entre n4o et
n--x; et ainsi de suite jusqu'a ce que Yon tombe sur une
—b
nences ou une seule variation , auxquels cas les deux limites
a et b ne comprennent aucune racine réelle, ou en com-
prennent une scule.

. a . .
transformée en y = qui ne présente que des perma-

@ =
Quant a la propriété de la transformée en y=}—%,
d’aprés laquelle a et b étant suffisamment rapprochés, le
nombre des variations du premier membre est 0 ou 1, on
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Pétablit simplement comme il suit : faisons =56, ce qui
d

donney=—-i+x__b

, et supposons d'abord que les deux

limites @ et b ne comprennent aucune racine réelle de I'équa-
tion, je dis que si & est suffisamment petit, toutes les racines
de la transformée en y différeront aussi peu qu’on voudra
de —1, Ie degré de petitesse de la différence entre les racines
et —1 étant mesuré dans le cas olt ces racines sont imagi-
naires par celui du module de cette différence. En effet, con-
sidérons d’abord les valeurs de y qui correspondent aux
valeurs réelles de x et qui sont évidemment réelles. Si nous
désignons par ¢ un nombre positif et déterminé plus petit,
1° que toutes les différences obtenues en retranchant a suc-
cessivement de toutes les racines réelles de 'équation pro-
posée qui sont supérieures a @, et 2° que toutes les différences
obtenues en retranchant de & successivement toutes les ra-
cines inférieures a b, les valeurs de y considérées différeront

) . A
de —1 de moins que ~; or ¢ finit par devenir aassi petit que
: .

I'on veut quand on resserre les limites. D’ailleurs ¢ peut étre
suppesé constant , donc les valeurs réelles de y finissent par
étre constamment aussi peu différentes de —1 qu’on le veut.
Donnons maintenant a x les valeurs imaginaires; soit

a8 =1 T'une de ces valeurs, la valeur correspondante

dey sera y =—1 - g ——. Or, si on appelle s’ un
«—b+ BV —1

nombre déterminé et positif plus pelit que la valeur absolue

de tous les coefficients de ¥/ —1 dans les racines imaginaires
de I'équation proposée, la différence qui existera entre la
valeur de » considérée et —1 aura un module plus petit

J ) . T
que =. Or - peut devenir aussi petit qu'on le voudra
€ €

en resserrant suffisamment les limites a et b; donc les va-
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leurs imaginaires de y, comme les valeurs réelles, finissent
par étre constamment aussi peu différentes de —1 qu’on le
veut; on conclut aisément de 1a, en se rappelant les relations
qui existent entre les coefficients et les racines d’une équa-
tion, et les propriétés élémentaires des modules des expres-
sions imaginaires , que les coefficients de la transformée en y
finissent par étre constamment aussi peu différentes qu’on le
veat de ceux d’une équation qui a toutes ses racines égales
a —1, c'est-a-dire de (y +41)" =0 (m est le degré de I'équa-
tion proposée, et, par suite, de la transformée). D’ailleurs
cette derniére équation n’a évidemment que des permanences;
donc lorsque a et b se rapprochent indéfiniment en ne com-
prenant aucune racine de ’équation proposée, la transformée
a—x
x—b

Supposons maintenant que z et b, en se rapprochant,
comprennent toujours une et une seule racine réelle de
I'équation proposée, je dis que la transformée en y finira
par avoir constamment unc seule variation ; en effet, dans ce

eny=

finit par ne plus avoir de variations.

cas, nous avons toujours dans la (ransformée en y une racine
réelle positive, c’est celle qui correspond a la valeur de x
comprise entre a et b; et quant aux (m — 1) autres racines,
elles se rapprochent indéfiniment de — 1, comme dans P'autre
cas, de maniére a en différer d’aussi peu que I'on veut ; sup-
posons a et b assez prés I'un de I'autre et le produit des fac-
teurs du premier degré correspondants a ces derniéres
racines assez peu différent de (y-1)""", pour que dans ce
produit les cocfficients soient 1° positifs, et 2° tels que le
rapport de I'un quelconque d’entre eux au précédent aille
toujours en diminuant & mesure qu’il se rapporte a un terme
de rang plus élevé , propriétés qui ont lieu, comme V’on sait,
dans (y+1)""". Je dis qu'a partir de ce moment la trans-
formée en » ne présentera qu’une variation ; en effet , soit
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o) =™ FAYFA Y A Ama T+ A ;
le produit des facteurs du premier degré correspondants aux
valeurs de y, trés-peu différentes de —1, et « la valeur

positive de y qui correspond a la valeur de x, comprise
entre a et b; si nous multiplions ¢(y) par y —«, le produit

AT A T v — A

—_—u —Ax

sera le premier membre de la transformée en y. Or ce poly-

néme a au moins une variation , puisque les termes extrémes

ont des signes contraires; du reste il n’en a pas plus d'une,

car si A,—A_ . est le premier coefficient négatif de ce
A .

polyndme , on aura “>K—L , mais

A, > Aﬂ+,>A"+, > Am—i
An-—l An A,,,+,’ o Am—'l ’
donc on aura aussi
An+| An+a Am-—t
:A—”"', a>’,c‘l:‘, tee a>Am—2,

ou bien

A"+,—Ana<0, An+,—-A"+,'z<0, cee Am-i——Am_zd <0;

cequi prouve quc tous les coefficients qui suivent le premier
coefficient négatif sont aussi négatifs, et par conséquent que
Ie polynOme .ne présente qu'une variation; nous arrivons
ainsi au résallat énoncé.

Je dois dire, en terminant, que la démonstration qui pré-
céde est analogue a celle que M. Vincent a employée pour
prouver que le théoréme de Fourier conduit toujours a la
séparation des racines , lorsque le rapprochement des limites
se fait par la méthode de Lagrange. (Liouville, I, 341, 1836.)
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BIBLIOGRAPHIE,

ELEMENTS D’ARITHMETIQUE, suivis de la théorie des logarithmes,
par E. Lionnet, professcur de mathématiques au collége
royal Louis-le-Grand, examinateur suppléant d’admission
a I'Ecole navale, in-8° de 320 pages. 1847, Paris (*).

( Fin, voir page 439.)

Liv. 1V (139-171). Racines carrées et racines cubiques.

Les deux opérations sont décrites avec une grande simpli-
cité. Toute proposition sur les carrés est suivie immédiate-
ment de la proposition analogue sur les cubes , ce qui rend
la marche plus rapide. Est-clle appropriée a I’élat moyen
intellectuel des commencants? On lit (p. 146) : La racine
carrée d’'un nombre, & moins d'un autre nombre, est le plus '
grand multiple du second nombre dont le carré soil contenu
dans le premier. Cetle définition est-elle claire ? N’est-il pas
préférable de s’en tenir a la définition générale des approxi-
mations, ou I'on dit qu’une quantité est approchée de sa va-
leur exacte, a moins d’'un nombre donné , lorsque la diffé-
rence pour cxcés ou défaut est moindre que ce nombre ?

Le probléme III (p.167), ot I'on donne un critérium
pour rcconnaitre si un nombre entier est un carré, au moycn
du nombre de ses diviseurs, cst curicux. L’auteur indique
aussi comme, a l'aide des deux premiéres opérations radi-
cales, on peut extraire les racines d’indice 2™.3", metn
¢étant les nombres entiers.

(*) Chesz Desobry, Magdeleine et compagnie, rue des Magons-Sorbonne , 1.
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Liv. V (172-238). Proportions et progressions.

Qui nous délivrera des Grecs et des Romains? disait le
spirituel auteur de la Gastronomie. Les proportions et les
progressions sont les Grecs et les Romains de I'arithmétique.
On peut en direautant, avec plusderaison encore. Ce n’estpas
qu’il y ait eu progreés, car, au moyen age, on distinguait des
rapports par douzaines, et on leur donnait des noms rébarba-
tifs a rendre jaloux nos nomenclateurs chimiques. Le temps,
ce grand déblayeur des mauvaises choses, a presque tout en-
levé ct a encore trop laissé. Une page d’écriture algébrique
suffirait pour expédier facilement ce qu’on nous donne péni-
blement par la méthode discursive en trente pages. L'auteur
s’est conformé au préjugé généralement établi qu'un raison-
nement mathématique est d’autant plus solide, plus profond,
qu’il est plus étendu, pluslong. C’est le contraire qui est
vrai : les plus courts raisonnements sont toujours les plus
profonds, pénétrant plus dans I'essence du sujet.

Des applications nombreuses de la régle de trois directe et
inverse et des régles d’intérét terminent ce livre. On définit
Vintérét (p. 210) ce que rapporle un capital pendant un cer-
tain temps.

Il serait peut-étre plus convenable d’assimiler I'intérét a
une location , et définir I'intérét : le loyer d’une somme payé
au préteur par 'emprunteur.

Le Lilavati contient ce singulier exemple : Une esclave de
seize ans cotle 32 nischas, combien une esclave de vingt ans?
Réponse . 23 3/4 nichas, raison inverse. (Sect. VI, § 76.)

Liv. VI (239-288). Problémes et théorémes divers.

Nous signalons ici avec une vive satisfaction un perfection-
nement notable dans I'enseignement élémentaire. Quittant
la voie battue, l'auteur rédige un complément aux théories
arithmétiques, et qui est aussi un acheminement ou, selon le
langage philosophique des Allemands, un propédeutique a
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la théorie des nombres ; doctrine malheureusement négligée
malgré sa haute importance dans 'instruction, qu’a fait res-
sortir un des esprits les plus lucides, les plus élevés de notre
siécle, le célébre créateur des couples. Voici les matériaux
renfermés dans cette partie derniére et la plus précieuse de
Youvrage :

1° Numération et trois opérations dans un systéme de base
quelconque ;

2° Limite du nombre d’opérations dans la recherche du
plus grand commun diviseur (Nouv. Annales, t. IV, p. 617);

3° Proposition sur les carrés magiques (Nouv. Annales,
t. II, p. 446);

4° Propositions diverses sur les diviseurs d’'un nombre ;

5¢ Théoréme de Fermat ; théoréme de Wilson;

60 Quatre propositions sur les résidus quadratiques. Il est
probable que c’est pour la premiére fois que ce mot est pro-
noncé dans un traité francais d’arithmétique. Il est a regretter
que I’auteur n’y ait pas joint la loi de réciprocité de Legendre,
si facile 2 démontrer par la méthode de M. Dirichlet.

1 serait peut-étre convenable d’attacher le mot reste uni-
quement a la soustraction, et de réserver le mot résidu pour
lc dernier reste de la division. 11 existe ici une apparence
dc lacune. Les résidus linéaires ont occupé 'auteur dans les
livres précédents; il en a traité sans les nommer. Les con-
gruens rentrent dans les résidus linéaires. Pourquoi éviter
d’employer des expressions qui ont acquis droit de cité ?

7° Arrangements et combinaisons. Trés-bien. Mais pour-
quoi s’obstiner & ne vouloir pas indiquer la maniére de for~
mer les combinaisons, avec la certitude de n’en oublier au-
cune? Cette formation est pourtant trés-utile pour éclaircir
la théorie des déterminants, qu'on rencontre maintenant dans
toutes les parties de la science ;
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80 Probabilités. Ce sont quelques applications du sujet
précédent; car on sait que le calcul des probabilités est fondé
sur les coefficients binomiaux ou combinatoires. On donne ici
quelques problémes sur les enjeux et sur la loterie. Il semble,
pour éviter des méprises, qu’il aurait fallu dire un mot de
V'espérance morale, ou I'on a égard a la fortune eta la position
respective des joueurs. De 1a 'immoralité du jeu de la Bourse,
ou des hommes, comparativement pauvres et ignorant les
causes perturbatrices qui agissent sur les fonds, jouent cone
tre des banquiers millionuaires connaissant parfaitement ces
causes et les faisant naitre au besoin. Il1ya opportunité a in-
culquer de bonne heure ce genre d’enseignement dans V'es-
prit de la jeunesse.

Ce livre estsuivi par une théorie des logarithmes, donné
avec la rigueur et les développements désirables, et qui ter-
mine P'ouvrage.

Le Fari que sentiat d’Horace étant le devoir de tout écri-
vain, nous avons hasardé quelques observations critiques ;
d’autant plus volontiers qu’on pourra, si elles sont fondees,
y avoir égard dans les fréquentes édilions qu’obtiennent
facilement les bons ouvrages élémentaires, composés par des
professeurs a classe nombrease (*). Nous avons vu qu’une
séveérilé didactique était la tendance dominante de cette
arithmétique; celle de M. Guilmin a une tendance purement
pédagogique. Concue dans cet esprit, V'exécution doit étre
différente, comme nous le dirons prochainement.

COLLEGE ROYAL DE LA FLECHE.

Le succés éclatant que vient d’obtenir cet établissement
d’éducation publique, semble digne d’étre consigné. Sur

(*) La seconde édition vient de paraitre.
Anx. DE MaTHEM, VI, 31
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quatre éléves présentés a I'école polytechnique, trois ont été
admis, savoir :

19 Gros de Perrodil (Ferdinand-Victor), 4gé de 17 ans,
premiére année de spéciales, 1°* de la promotion.

2° Laboissiére (Adrien-Jean-Marie), 4gé de 17 ans, pre-
miére année de spéciales, 38™e de la promotion.

Deshautschamps (Francois-Léopold), agéde 17 ans, 55me de
la promotion.

Le ministre de la guerre a adressé une lettre de félicita-
tion au général commandant, et une autre a M. Bonfils,
professeur de ces jeunes gens, qui conservent a I'école
polytechnique les bourses qu’ils avaient au collége.

Ce brillant résultat est une preuve surabondante que le
talent d’enseignement mathématique n’est pas, et fort hen-
reasement, concentré dans la capitale.

NOTE

Sur la géométrie analytique de la sphere.

L’Allemagne posséde depuis plus d’'une dizaine d’années
une sphérique analytique; tel est le titre traduit d’un ou-
vrage du professeur E. Gudermann, de Munster. Les courbes
tracées sur la sphére sont représentées par des équations
comme celles qui sont tracées sur un plan. Ainsi les grands
cercles sont donnés par des équations linéaires, les coniques
par des équations da second degré a six termes; de sorte
qu’un probléeme étantrésolu, ouun théoréme étant démontré
sur des courbes planes, peut éiré transféré sur les courbes
analogues sphériques; les coordonnées sont certaines fonc-
tions trigonométriques des distances sphériques des points
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aux axes coordennés. Nous rappelons ce fait, parce qu’on
lit dans le Compte Rendu (n° 20, 15 nov. 1847, p. 723), que
M. Borgnet a soumis a I'examen de I’Académie un Essai de
géométrie sphérique. Un certain systéme de coordonnécs per-
met de traiter d’une maniére uniforme tous les problémes
sur les coniques sphériques. Commissaires : MM. Cauchy,
Poncelet, Liouville.

M. PHILIPPE KORALEK.

Souscription.

M. Philippe Koralek, né en Bohéme, éléve de I’école po-
lytechnique de Vicnne, posséde une méthode pour calculer
le logarithme d’un nombre entier de 1 & 10 millions; le
logarithme d’une ligne trigonométrique d’'un arc, degrés,
minutes et secondes, avec sept décimales cxactes, en quel-
ques minules ; de méme les opérations inverses; c’est ce qu'il
a fait en séance publique a Vienne, comme il est constaté par
les journaux du pays, et plusieurs fois en notre présence a
Paris. Ce jeune homme a quitlé son pays natal, le régime
par trop paternel du Spielberg, pour venir respirer l'air de
la liberté en France; mais cel air, pas plus que celui de
Patmosphére, ne donne a vivre. Désirant se faire con-
naitre etse créer une existence, M. Koralek a donc adressé &

"I’Académie des sciences un mémoire contenant la description
de sa méthode. On saitque les rapports académiques, lorsque,
par exception, ils sont faits, rapportent quelque honneur, et
méme rien du tout quand, selon la régle, ils ne sont pas faits.
Toutefois il était permis ici d’espérer un four de faveur, car
le rapporteur désigné, illustre inventeur dua calcul des ré-
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sidus, connu par sa respectueuse soumission aux paroles
de V'Ecriture, pouvait se rappeler celles-ci : #ous aimerez
Vétranger, car vous avez été vous-mémes étrangers en Egypte.
Devant viser a d’autres moyens, le jeune Bohéme a traduit de
I’allemand un ouvrage élémentaire, composé par Joseph Sa-
lomon, professeur a I'école polytechnique de Vienne, sous le
titre : Recueil de problémes et théorémes sur la planimé-
trie, etc. Il contient 217 problémes résolus et 235 théorémes
démontreés, qui offrent aux professeurs des exemples intéres-
sants et anx éléves d’utiles exercices parfaitement gradués.
Mettant son espoir dans la générosité francaise , I'auteur
publie par voie de souscription. On aura ainsi occasion
d’acquérir un bon ouvrage, tout en faisant une bonne
action,

Prix de la souscription : 5 fr.

On souscrit chez M. Bachelier, libraire, quai des Augus-
tins.

SOLUTION DE LA QUESTION N° 169, p. 39 (*),

PAR id. DRIANE DE LORNAG,
éléve en spéciales.

Soit O I'borizontale passant par le point de départ, et OY
Ja verticale du méme point, ¢ la vilesse initiale et « son
angle avec OY ; les projections du mouvement sur ces deux
droites seront :

X

gt
1) y=visinx —°—2—
(2) X =¢lC0Sax,

(") On est prié de faire la figure.
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¢ désignant le temps compté a partir du départ du mobile ;

Pélimination de ¢ entre ces deux équations donnera la tra-
jectoire décrite par le centre de gravité du mobile, qui sera

gx" .
(3) Yo xtangaf-y=0;
elle représente une parabole dont I'axe est paralléle a OY. Si
on change x en x--%, y en y-1-k, les coefficients de o* et
de y seront les mémes dans la transformée quels que soient
% et k; donc cette courbe, rapportée a son sommet, aura
pour équation :
8 —o0:
20’cos’a+y_o’

2¢* cos’a
son parameétre sera donc .

Le sommet sera le point pour lequel la valeur de y, prise
dans Y'équation (1), sera maximum, c’est-a-dire lorsqu’on

aara :

. psinz
gsSina=gt ou (= ;
8

en portant cette valeur dans les équations (1), (2), on aura
pour les coordonnées du sommet :

Y=V sin 3 (4)
28
X=v’sina cos:zg 5)
g

En éliminant = entre ces deux équations , nous aurons le
lieu des sommets ; divisant membre & membre, il vient :

Y g«
X7
i . 4Y*
dou - St 2 ==

X‘.l +Yi;
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portant cette valeur dans (4)

40'Y"
QgY_ X’+4Y.

gyx'+hgy'— 2wy =0.

En supprimant la solution y =0, qui ne satisfait pas a la
question, on a
gxr'-+ dgy'—20%y =0, *(6)

équation d’unc ellipse dont I'axe des » est un axe de symé-
trie, ce qu'on pouvait prévoir; car en donnant a « les va-
leurs o, et 180" — o, on doit obtenir deux paraboles égales
ct symétriquement placées par rapport 2 OY. Pour avoir la
partic de OY interceptée par la courbe, il faut dans I'équa-

tion (6) faire x =0; la différence des deux valeursde y sera
la valeur cherchée.

. . v
On trouve ainsi y=0, y = —;-’é, don b= iz

Pour avoir la demi-longueur ¢ du deuxiéme axe, nous

4 A .
ferons y = @,/et la valeur trouvée pour x sera ¢, d’ou

v!

A == e,

%

Si 4 la valeur de y prise dans I'équation (4), on ajoute la

¢’ cos’a

valeur

, quart du paramétre, on aura I'ordonnée con-

22
v*(cos *«—-sin”’ v
stante de la directrice-(ﬂ—a—uou — ; cette valeur
2g 2%
étant indépendante de «, toutes les paraboles proposées ont
donc méme directrice.

Quant aux foyers, ils ont mémes abscisses que les sommets
correspondants, et lears coordonnées sont égales a celles de
ces mémes sommets, moins le quart du paramélre; en se
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reportant aux valears (4) et (5), on voit que les coordonnées
cherchées sont :
v’ €082z
2
v'sin 22
2z '
élevant au carré et ajoutant :

I e

3 3 V‘
Y+ —‘@-n
équation indépendante de «; elle représente donc le lieu des

foyers. Ce lieu est un cercle dont le centre est au point de
2

départ, et dont le rayon est égal a ;—”, valeur que T'on a
(=]

trouvée déja pour I'ordonnée de la directrice et le petit axe

de Tellipse ; ceci fait voir que les trois lignes sont tangentes

. v o .
au point ( r=o, f_§;)‘ On pouvait prévoir que les trois
L =4

lieux se rencontreraient en ce point; car si on lance le pro-

jectile verticalement, il décrira une ligne droite dont la lon-
2

gueur calculée directement sera Qi'— Cette ligne étant la limite
de toutes les paraboles proposées, lorsque le paramétre dé-
croit indéfiniment , son extrémité doit étre la limite des posi-
tions des sommets et des foyers de toutes les paraboles pro-
posées, et se trouver sur la directrice ainsi que nous 'avons
vérifié. On peut remarquer que Vellipse et le cercle ont
méme tangente verticale; ainsi toute paralléle a la verticale
coupant 'une des deux courbes en deux points rencontrera
aussi 'aulre en deux points. ’

Nous avons fait voir que d’aprés la nature de la question,
les sommets et les foyers étaient symétriguement placés par
rapport a 'axe des y. Il suffira donc, pour prouver que tous
les points des deax lieux satisfont 4 1a question, de démontrer
que ceux qui sont situés a droite de I'axe des y satisfont. A
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la seule inspection de la valeur (4), on reconnait que Y'or-

, . d ,
donnée du sommet peut varier entre 0 et 55 comme Yor-
5

donnée des différents points de I'ellipse; donc tous les points
de Pellipse peuvent étre occupés par des sommets. Imagi-
nons une paralléle 4 oy, conpant Vellipse en deux points M,
M'; ces deux points seront les sommets des deux paraboles
qui auront leurs foyers sur le cercle et sur la droite MM'.
Celle qui passe en M’ a son foyer au-dessus de ’axe des x,

attendu que I'on a M'P < 1% ; quant a celle qui a son sommet

en M, son foyer est placé en N au-dessous de l'axe des x,
parce que la distance MP, distance du sommet a la directrice,

est plus petite que QLg La droite MM’ étant quelconque, il
est démontré ainsi que tous les points du cercle peuvent étre
occupés par les foyers.

Note. M. Paul Serret a donné une solution plus courte du

méme probléme. Il reste a démontrer que I'enveloppe de
toutes ces paraboles est une parabole.

SUR LES
PREMIERS THEOREMES DE LA STEREOMETRIE,

Daprés M. Koppe , professeur & Sast en F# estphalie.
(Crelle, X1V, 70, 1805.)

Dans la planimétrie d’Euclide, les propositions sont ar-
rangées avec un tel art, que 'une est toujours une consé-
quence des propositions précédenles; de telle sorte qu’au-
cune interversion de rang n’est possible. Cette impossibilité
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dlminue & mesure que I'on avance, et arrivé aux plans, on
a déja acquis une telle richesse, qu'on peut admettre plu-
sieurs ordres de succession pour asseoir les premiers fonde-
ments stéréométriques. Au premier abord, la marche la
plus simple parait éire de considérer les lignes dans Yes-
pace, ensuite la position des lignes et des plans, puis la
position des plans dans l'espace. Cest aussi la marche
adoptée par Euclide. Toutefois, comme la position mu-
tuelle des lignes dans l'espace, ou envers un plan, ne
peut s’établir solidement qu’a I’aide d’intersections de plans,
ces déductions impliquent une sorte d’inconséquence. C’est
ce qui a engagé M. Koppe a renverser l'ordre suivi et 2
commencer par la considération des plans. Il procéde ainsi,
mais nous supprimons les démonstrations que les lecteurs
trouveront facilement.

1. Principe. La position d'un plan est déterminée par trois
points non en ligne droite , par une droite et un point hors
de la droite, par deux droites qui se coupent, par deux
droites paralléles.

2. Deux plans ne peuvent avoir que ces trois positions
possibles : ils sont paralléles, se coupent suivant une droite,
ou coincident. La méme chose pour une droite et un plan.

3. Définition. L’angle diédre est I'espace infini renfermeé
entre deux plans qui se coupent. Entre deux angles diédres
peuvent exister les trois relations de grandeur; angles ad-
jacents , opposés au sommet; 'angle diédre droit est celui
qui est égal a son adjacent; deux plans sont perpendiculaires
lorsqu’ils forment un angle diédre droit.

4. Dela suit que tous les angles diédres droits sont égaux,
comme dans la planimétrie et autres conséquences sur les
angles adjacents et les angles opposés par le sommet.

5. Premier théoréme. L'intersection de deux plans perpen-
diculaires sur un troisieme est perpendiculaire sur les deux
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droites; V'intersection des deux plans avec le troisiéme, se

démontre par superposition.

6. Deuzxiéme théoréme. Si de deux plans, le premier est
perpendiculaire a un troisiéme plan, et si la droite d’inter-
section des deux plans est perpendiculaire sur I'intersection
du premier ct du troisiéme plan, cette droite d’intersection
sera aussi perpendiculaire sur l’'intersection du second et du
troisiéme plan, et ce sccond plan est aussi perpendiculaire sur
le troisieme ; se démontre aussi par la superposition.

7. Troisiéme théoréme. Si lintersection de deux plans est
perpendiculaire sur les deux intersections de ces deux plans
par un troisiéme plan, les deux plans sont perpendiculaires
sur ce troisitme plan. Par superposition.

Observation. On peut faire précéder ce troisiéme théoréme
aux deux premiers; on évite ainsi de parler de plans per-
pendiculaires avant d’en avoir mon(ré la possibilité.

8. Lorsqu’une droite est perpendiculaire a deux droites
menées par son pied dans un plan, elle est perpendicnlaire
a toule autre droite menée par son pied dans le méme plan.
Conséquence des théorémes deuxiéme et troisiéme; on peut
toutefois démontrer aussi ce théoréme par la superposition.

9. Définition. Une droite est perpendiculaire sur un plan
lorsqu’elle est perpendiculaire a toutes les droiles menées par
son pied dans le plan.

10. Unc droite est perpendiculaire sur un plan lorsqu’elle
est perpendiculaire a deux droites menées par son pied dans
le plan (8).

a) Si deux plans sont perpendiculaires sur un troisiéme, la
droite d’intersection est perpendiculaire sur ce troisiéme
plan (5).

b) Deux plans étant perpendiculaires, une droite menée
dans I'un des plans perpendiculairement a l'intersection
commune, est perpendiculaire a I’autre plan (6).
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¢) Tout plan passant par une droite perpendiculaire & un
second plan est perpendiculaire a ce plan (7).
11. a) Deux droites perpendiculaires sur un plan sont
paralléles (4).
b) Si de deux droites parallcles I'une est perpendiculaire sur
unplan, 'autre est aussi perpendiculaire sur ce plan (10).
¢) Deux droites paralléles a une troisiéme sont paralléles;
deux angles plansa cotés paralléles sont égaux ou sup-
plémentaires.

SOLUTION DE LA QUESTION 168,

Proposée dans le dernier numéro.

PAR M. JULES MOUTIER,
éléve du collége de Versailles.

Une conique étant rapportée a des axes rectangulaires, si
le coefficient angulaire d’une tangentec menée par un point
est égal & Y/ —1, ce point est un foyer.

1. Coniques a centre. aly’+ b'x’=a'6"; I'équation gé-
nérale de la tangente est

y= axi‘/m;
Si oc:\/:l; y=.z'\/-_—-1 :tc\/——-—i;
y=0; r===te¢.

2. Parabole. *=2px; la tangente a pour équation gé-
nérale :

y=«x+£s
Sia=V—; J=r—g V1

y=0. r=

IR
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3. Le méme théoréme s’applique aux normales.
Coniques a centres. L’équation générale des normales est :

2

=arz —f-c—-——-;
Vitre
e=V"1; y=xtc)V—1; y=0; x===c.
Parabole. ry—axr—auy (2_';‘ );

«=V=1; y=V" (x—- %), donc, etc.

SUR LES COMPOSITIONS

données dans les cxamens de concours pour U Ecole
polytechnique.

PAR UN ABONNBE.

On ne devrait, ce me scmble, ni répéter d’'une année a
l'autre une méme question, ni donner comme probléme une
chose connue.

Or, a I'Ecole polytechnique, la question pour la sixiéme

a
. (x\’
e
la méme que cclle pour la huitliéme série en 1846.

Que dire de cette question sonsle n® V : Généralisation des
formules trigonométriques? On en conclura sans doute que,
sous peine de compromettre ses éléves, un professeur ne
peut s’éloigner de certains ouvrages et employer la méthode
si simple et si générale de Coriolis. Laplace avait donc tort
de conseiller les méthodes générales?

Ces réflexions s’appliquent également aux compositions
pour les autres Ecoles du gouvernement.

série en 1847 est, sauf la construction d’'un lieu y =
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Etant donnée une série d’ellipses homofocales, quelle est la courbe qui passe
par tous les points de ces ellipses ou les normales sont paralléles a une
droite donnée? parM. EugénelJubé. .. ........ Ce e e 220
Propriétés des normales des coniques; par M. Bellion. . . . . ... .... . 231
Si d’un point pris dans le plan d’une hyperbole on abaisse des perpendicu-
laires sur les asymptotes et qu’on prenne sur chacune de ces perpendicu-
laires la longueur de Pautre, la diagonale du parallélogramme construit
sur ces deux lignes sera perpendiculaire 4 la polaire du point choisi : sile
point est pris sur la courbe, ce sera la normale en ce point; par M. Huet. 232
Menons du centre de Iellipse  sa circonférence différents rayons, prolon-
geons chacun d’eux d’une longueur constante, et cherchons le lieudes ex-

trémités; par M. J. Dienger. . . . .. .. . Cee e . cee . 234
Note sur 'enveloppe d’une droite de longucur conslanle mscme dans un

angle rectiligne quelconque; par M. le docteur Joachimsthal. . .. .. .. 260
Note sur cet article; par M. Terquem. . . . . . ... ... ... e e .. 261
Discussion dela courbe représentée par x2y2—(%y2+e2—2xy cos 6)— 04 étant

Pangle des axes coordonnés; par M. de Bouteiller. . . . ... ... .. .. 263
Hexagramme de Pascal, par M. Haillecourt. . . ... ........... . 269

Etant donnés un point o et sa polaire par rapport aune conlque dont les in-
tersections avec la polaire sont f, g, trouver le point de rencontre A des
deux normales sans se servir des points [, g; par M. Joachimstkal. . . . . 372

Sur les branches infinies des courbes algébriques; par M. Haillecourt. . . . 372

Usage de la méthode des multiplicateurs indéterminés pour la démonstra-
tion de quelques propositions de géométrie analytique. — Remarque sur
la méthode & employer pour démontrer les principaux théorémes relatifs
aux diamétres conjugués; par M. E. Brassine. . . . . .. [ . 381

Addition au théoréme de M. Paul Serret, par M. E. Catalan. . . .. ..... 425

Sur le XX1V¢ probléme de P'arithmétique universelle. . ... ... ... .. 458

Par quatre points faire passer une parabole ou une hyperbole équilatére;
Solution de la question 169, par M. D.de Lornay. . . . ... . ... ... . 45§

VII. Géométrie analytique a trois di .

Note sur la génération des surfaces du second ordre par les lignes; par

M. Lenthéric, neveu. . « « « o o ¢ -« - P Y
Rayon de courbure des courbes a double courbure; par M. I Brassine. . . 226
Note sur les sphéres tangentes & quatre plans donnés; par M. E. Catalan. . 253
Relations de M. Aubert sur le méme sujet; par M. Terquem. ... ... .. 260
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Note sur les foyers des courbes d’intersection de deux surfaces du second
degré; par M.E. Catalan. . . .......... F I 011
VIIXI. Physique mathématique,

De la diacaustique dans le cas d’une surface réfractante plane; par
MSoulé. . ..., et e D 1)

IX. Calocul infinitésimal.

d™y ar—1y
Note sur équation dlﬂéremle]led— +A,d e Ap y==0; par M. J.
Dienger. . ... ... it i i e e et 124
Conversion des séries en produits d’un nombre infini de facteurs (d’aprés
7 . 4371

SOLUTIONS DES QUESTIONS PROPOSEES.

I. Algébre élémentaire.

Etant donnée I’équation

abc—x[a Vie—a +b Vit +c Vie—a 1

en tirer la valeur

abe pat+btc
L= ou —_—
1V pm—a) (p—b) (p—0)
{Prob. 69, t. I, p. 327]; par M. Lebesgue. . . + « ¢ o ovvvie v . 350

Démontrer que

—_3
n"+b"-=(a+b)"—?ab (a+b)"-2 +1(—’:—-;—)a2 b2(a+b)r—4

non—2P+1 nN—p—1
+ coee + (— 1)PaPbP — Pt L=P (a+D)"-2P,
1 2 14
n est entier et positif [ Prob. 70, t. 11, p. 3271; par M. Mention. . . ... 399
Note sur le méme article; par M. Lebesgue. . . . . ....... cev e 427

IT. Géométrie ¢lémentaire.

L’enveloppe des bases de tous les triangles rectilignes qui ont un angle
commun et méme périmétre est un cercle : méme propnété pour les
triangles sphériques; par M. Cabussi de Bajor [Prob 137,t. V, P 671]. . 25

Solution du méme probléme; par M. J. Murent. . . . ... .. .o oh 99

Soit un faisceau de » droites convergentes au point O et (n—1) points X,,

X, ... X,,~; en ligne droite, le tout dans un méme plan; prenez sur oA, la
premiére du faisceau arbitrairement les points A,, By, C,, etc., en nombre
quelconque ; du point X, comme centre, projetez ces points sur la seconde
droite du faisceau en A,, B,, C,, etc.; du point X, comme centre , projetez
ces derniéres sur la troisiéme ligne du faisceau en As, B;, Cs, etc., et ainsi
de suile.

Soient A, By, Cp, elc., les derniéres projections obtenues du pomt Xt
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comme centre sur la neme du faisceau; les droites A; Ay, B; By, C; Cyp, etc.,
concourent en un méme point situé sur la droite X, Xp—:.
2¢Si n=3 et si X, restant fixe on suppose que X, décrive une %omque. quel
sera le lieu décrit par le point des concours des droites A,, A, ... B; By.
[Prob. 53, t. I, p. 520]; par M. Paul Serret. . . . . .o . oo vvvvunns
Etant donné un polygone régulier, trouver le lieu d’un point situé dans son
plan, et tel que le produit des distances de ce point aux sommets du po-
lygone soit égal a une quantité donnée [ Prob. 130, t. V, p. 512]; par
M.Vanuson. . ............
Etant donnée une progressmn arithmétique de » termes dont la raison est
égale au premier terme; élevant chaque terme au quarré, le tiers de n
fois le quarré du dernier terme est toujours entre la somme de tous les
quarrés et cette somme moins le quarré du dernier terme; démontrer
cetle propriélé par la géomeétrie [Prob. 121, t. V, p. 202]; par M. B™, . .
Quatre droites situées dans le méme plan forment quatre triangles, dans
chacun d’eux existe un point de rencontre des trois hauteurs; les quatre
points de rencontre sont situés sur une méme droite [Prob. 101, t. IV,
p. 370); par M. Paul Serret. . . .. .. e e e
Note sur cet article par M. Mention. . « « . .« v v v e v nnennoens
Etant données quatre circonférences A, B, C, D, dans un méme plon,
décrire une cinquiéme circonférence E ayant son centre sur la circonfé-
rence A, touchant la circonférence B, de telle sorte que les axes radicaux
de cette circonférence E, par rapport a B et C, se coupent sur un point de
la circonférence D [ Prob. 155, t. V1, p.243]; par M. Huet (Charles-Au-
BUSEE ) o o v vt e et et e e e e e
Solution du méme probléme; parM Moutier, . « « v v vt e ettt
Couper un triangle par une transversale de maniére que trois segments non
consécutifs soient égaux [ Prob. 97, t. 1V, p. 260]; par M. Mention. . . . .

III. Trigonométrie,

Si tang amtV 1 on aura aussi tang (a+-b) =i\/ ) quelle que soit la
valeur réelle ou imaginaire de b [Prob. 158, t. VI, p. 271]; par M. Jules
Moutier. . . ... .... S et e e ee et i e

IV. Géométrie analytique & deux dimensions.

Une parabole ayant un foyer fixe touche constamment une conique de
méme foyer; si on méne par le foyer une ligne qui fasse un angle constant
avec l'axe de la parabole, le lieu du point d’intersection de cette ligne avec
la parabole variable est une conchoide du cercle (Limagon de Pascal)
[Prob. 138, t. V, p. 672]; par M. Vannson. . . . ... ....... oo

Connaissant un point et le centre d’une hyperbole équilatére, trouver le lieu
du sommet et du foyer [ Prob. 143, t. V1, p. 134 ]; par M. Murent. . ...

Solution du méme probléme; par M. John C et e e e

Soit OMP un triangle dont le sommet fixe O est sur une droite fixe 04, si-
tuée dans le plan du triangle, on a

OP=1; MP=V/2; cos (MOP — 2 OMP ) -= cos MO4.

Le lieu des points M est une lemniscate, et la tangente en M passe¢ par le
centre du cercle circonscrit du triangle OMP [Prob. 124, . V, p. 376]; par
M. MOULIET. . . .t e s e v v s o v eaotnsenosnannsae’annans
Quatre pomts étant placés harmoniquement sur une drone une circonfé-
rence qui passe par deux points conjugués coupe orthogonalement la cir-

46

91

196
400

. 314

375

398

176
195

221
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conférence décrite sur la distance des deux autres points Conjugués
comme diamétre [ Prob. 63, t. II, p. 321), voir t. 11, p. 22; par M. P. A. G.
Colombier. . ... ..
Trouver la développée de al:t2 + bbyt—(x! + 422 qui estle lieu geomémque
des projections orthogonales du centre d’une ellipse sur ses tangentes

. 233

[Prob. 147, L. Vl,p.!ls]; parM.dePerrodil. . . . ... ..........2T5

Propriélés des polygones inscrits dans une conique et comme conséquentes
solutions des théorémes 108, 109, 110, p. 112, t. V; par M. Paul Serret.

1°Soient 2p le paramétre d’une parabole, rr' les rayons vecteurs menés du
foyer aux extrémités d’une corde normale & la courbe au point corres-
pondant & 7, on a la relation

R0

20 L’angle « de la normale avec I’axe est donné par cosﬁa—:;r H
30 La distance 4 du foyer 4 la normale du point correspondant A  est don-
née par d?=r (r—.g )

[Prob. 160, t. VI. p. 271]; par M. Jules Moutier. . . . .. .. ... ....

Si par le foyer d’une conique on congoit analytiquement deux tangentes a la
conique, les coefficients angulaires de ces tangentes par rapport i une

droite quelconque prise pour axe, sont représentés par + 'V'/-—-l, les axes
élant rectangulaires [Proh. 159, t. V1, p. 271]; par M. Jules Moutier.
A,B,C, D sont quatre points pris sur une ellipse, et tels que les normales
en ces points se rencontrent en un méme point; faisant passer une cir-
conférence par trois quelconques ABC de ces quatre points, cette circon-
férence coupera I'ellipse encore une fois en un point D', diamétralement
opposé au point D (Prob 149, t. VI, p. 241]; par M. de Perrodil. . . . ..
Solution du méme probléme par M. Mention. . . . ..... cesesne .
Soient @ un point pris hors d’une ellipse, et bc la corde polaire de ce point.
Soit a' un point sur le méme diamétre que a et a égale distance du centre;
abaissant de ce point les perpendiculaires a'p, a'q sur les axes principaux,
la droite pq prolongée coupe Vellipse en deux points d', ¢'; les quatre nor-
males qui passent par b, ¢, ', ¢, se rencontrent en un méme point [Prob.
150, t. VI, p.-242]; par M. de Perrodil. .. ........ ... ...
Si d’un point donne dans le plan d’une ellipse, on méne quatre normales,
les pieds de ces normales, le point donné et le centre de Vellipse sont
sur une méme hyperbole équilatére, dont les asymptotes ont mémes di-
rections que les axes principaux de I'ellipse : le point de moyenne dis-
tance des pieds des normales, les centres de I'hyperbole et de Iellipse,
sont sur une méme droite conjuguée dans lellipse au diamitre qui fait
avec le petit axe un angle égal a celui que fait avec le grand axe le dia-
métre qui passe par le point donné [Prob. 163, t. V1, p. 161]; par M. Men-
L0 ..
A, B, C, D étant quatre points pris sur une ellipse tels que les normales ea
ces points convergent vers le méme point a2y2 4 b2x2 = a%? étant 'équa-
tion de Vellipse, les cordes AB, CD soni conjuguées relativement & 'hy-
perbole a%y? — b2x2=— a?b2 (axes rectangulaires) [Prob. 164, t. VI, p. 328];
par M. Mention. . . . . ... ittt ettt it e e e
Supposons trois points m', m'', m'" sur une ellipse ; menons par les points
m', m'" des tangentes—a cette courbe, que nous supposerons se couper
en un point T; joignons le point m' au point m'"’, et par le point T me-
nons une sécanté paralidle A la corde m''m"" ; cela fait, si 'on joint ls

356

863

366

370

369

379

370
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point m'’ au premier point m’, la ligne de jonction m'”’ m’ passe au milieu
d: |?"corde, interceptée sur la sécante partant du point T et puralidle &
m'm'.

Cette proposition fera trouver le centrs d’une ellipse lorsqu’on connaltra
trois points de cette courbe et deux tangentes en deax des points donnés
[Prob. 151, t. V1, p. 242]; par M. Georges Ritt. . . . . . [ | 1)

Prenons un point K dans une ellipse dont AB est son diamétre. Joignons les
ex‘trémi!és A, B de ce diaméire au point K, et prolongeons lcs droites AK,

BK jusqu’aux points m', m" ou elles vont couper la courbe ; menons aux
points m', m' des tangentes & Vellipse, qui se couperont en un point ex-
térieur T. Cela posé, 1a droite KT sera paraliéle au diamétre conjugué du
diamétre AB [Prob. 152,t. VI, p. 242]; par M. Georges Ritt. . . .. ... . 389

V. Géométrie analytique & trois dimensions.

La surface d’un cylindre oblique & base circulaire est équivalente a celle
d’un rectangle dont un cédté serait le diamétre du cercle, et Pautre coté
la circonférence d’une ellipse ayant pour axe la hauteur et Varéte du cy-
lindre [Prob. 134,t.V, p.671]; par M.Rispal. . - . .. ..o ool 19
Méme théoréme par M. CabussideBajor. . . .+ oo oo v v v e aven oo 102
Dans un paraboloide hyperbolique dont les paraboles principales sont égales
et dont les plans directeurs sont perpendiculaires entre eux, la somme ou
la différence des distantes des divers points d’une méme ligne de courbure
& deux génératrices rectilignes fixes, est constante [Prob. 146, t. VI,
p-216]; par M E. Catalan. . ......... e PSP -
De toutes les pyramides ayant méme angle polyédre au sommet el méme
hauteur, la plus petite en volume a pour centre de gravité de sa base le
pied de sa hauteur [Prob. 46, t. 1, p. 519] : par M. E. Catalan. . . . .. .. 853
Dans un paraboloide hyperbolique dont les .paraboles principales sont
égales. la somme ou la différence des distances des divers points d’'une
méme ligne de courbure & deux génératrices rectilignes fixes est con-
_ stante (Prob. 146, t. V1, p. 216]; par M. Ossian Bonnet. . . .. ... . ...375
Etant données deux ellipsoides semblables, concentriques, et ayant leurs
axes principaux homologues dans la méme direction, tout cylindre cir-
conscrit du petit ellipsoide coupe le volume du grand dans un rapport
simple qu'il s’agit de trouver [Prob. 141, t. VI, p. 216]; par M. de Perrodil. 431

QUESTIONS I’EXAMEN.

I. Algebre élémentaire.

Théorie des exposants de nature quelconque. {Composition 13, t. V, p. 704];
par M. O. Terquem. « . .. .« oo vt v ot oo neeeesacssan.e 108
Trouver quatre nombres en progression par quotient ou bien en proportion
par quotient quand on connait leur somme, celle de leurs carrés et celle
de leur quatriéme puissance; par M. A. Vachette. . . . . e e e et .. e, 228
Résolution de quelques systémes d’équalions pouvant se rarbener a des
équations du second degré par un choix convenable d’inconnues auxi-
ligires; par M. Huet. . . . ... ...t it 2TT

IXI. Algébre supérieure.
Etant donnée une équation algébrique, trouver 'équation qui a pour racine

les racines carrées prises avec un seul signe des racines de la proposée;
par M. O. Terquem. . .. ... F T P 11
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Etant donnés dans un plan un cercle et une droite AB qui ne rencontre pas
le cercle , de chaque point M de la droite, on méne deux tangentes au
cercle et on joint les points de contact par une corde qui, prolongée, va
rencontrer AB en un point M'; on a donc pour chaque point M un seg-
ment MM'.0On demande s’il y a dans le plan un point O d’ot l'on voie jour,
un angle droit dans tous ces segments; on demande ensuite s’il y en a hors
du plan, et enfin 8’il y en aura quand la droite rencontrera le cercle.
[ Concours d’élémentaires 1846]; par M. Drouets. . ............

Dans un triangle quelconque PQR on joint deux a deux les milieux des
cotés ; on forme ainsi un nouveau triangle A,B,C; puis par chacun des
sommets de ce triangle on méne des tangentes a la circonférence inscrite
dans le triangle donné PQR. Ces tangentes rencontrent les cotés opposés
du triangle A.B,C en trois points a,b,c qui sont en ligne droite. [Concours
de spéciales, 1847]; par M. J.Bonnel. ... ... ... 00 .

Solution couronnée du méme probléme ; premier prix, M. Caron Jules. . . .

IV. Trigonométrie rectiligne.
A,B,C étant les trois angles opposés respectivement aux cotés a,b,c d'un

sin A
triangle,, déduire la formule a2 = b%+¢2 — 2bccosA de l’égalilé-—‘—;-

sinB sinC
-——b-————c—;parM.O.Terquem...... e ..

D’un point D d’'un diamétre FDE d’un cercle, on méne une sécante quel-
conque BDA au cercle, en A et B on lui méne les tangentes AC, BC et on
joint D,'C. Démontrer que tang ADE. tang EDC = constante. [T, V, p. 703,

composition 11 ]; par M Moutier. . . ... ... ... ce e et e PPN
Résoudre Véquation sinx+bcosx=c[T. V, composmon 9, p. 703] par
M. Terquem................. cee e ce et

V. Géomeétrie analytique & deux dimensions.

Théorémes sur les divisions en moyennes et extrémes raisons dans les co-
niques et sur les cordes passant par un point fixe et divisées en raison
donnée; par M. O. Terquem. . . .

Note sur cet article. . . ........ .. .

Si dans I’équation d’une ligne du second ordre on a n=DE—2BF=0, me-
nant par l'origine une droite quelconque, le coefficient angulaire de cette

161

376
377

34

104

28
134

droite multipli¢ par le coefficient angulaire de la droite qui va de Porigine

au pole de la premiére droite est un produit constant; par M. O. Ter-
quem. . . 4.vihe . e e et e e ..

Etant donnée une ellipse, si on lui circonscrit des rectangles tels que ABCI)
on sait que tous les sommets sont situés sur un méme cercle concentrique
4 Pellipse. Soit MNPQ le quadrilatére formé par la jonction des points de
contact, on propose de montrer :

1o Que les deux colés consécutifs MN, et NQ sont également inclinés sur
la tangente AB qui passe par le point N qui leur est commun.

20 Que leur somme MN +MQ est constante quel que soit le rectangle.

3° Que toutes ces droites telles que QM , MN sont toujours tangentes & une
méme ellipse décrite des mémes foyers que la proposée [Question du con-

cours général de 1846]; par M. Paul Serret. . . .. ... ... ... ... ¢

Méme question; par M. Drouets.. . . . .. ... oo i, .
Généralisation de la composition 4,t. V, p 509, et demontreet v, p 6(8’

33

64
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par M. PaulSerret. . . . ... ...ttt i e .. 104
Quand deux courbes du second degré ont un foyer commun, si {’on méne
de ce point deux rayons recteurs aux extrémités d’un diamétre quel-
conque de 'une des courbes , la somme ou la différence de ces rayons di-
visés respectivement par les rayons de la seconde courbe, dirigés suivant
les mémes droites que les premiers, est constante [Composition 5,t. V,

P-702):parM.Gérono. . . . ... u .. e et e e 150
Lien des milieux des cordes de direction donnée interceptées entre deux

coniques [Composition, 12,t. V, p. 703) ; par M. O. Terquem. . . . ... . 202
Un triangle PQR étant circonscrit 4 un cercle, on forme un second triangle
ABC dont les sommets A,B,C soient les points milieux des cotés du pre-
mier. Des sommets de ce second triangle on méne au cercle les tangentes
Aa,Bb,Cc, qui rencontrent en a,b,c les cotés opposés a ces sommets : on
demande de prouver que ces trois points a,b,c sont en ligne droite, on
verra si le théoréme a également lieu, quand & la place du cercle inscrit,
on prend une section conique tangente aux trois cotés du triangle PQR

[Concours général, 1847); par M. J.-A. Serret. « . v . oo oo ool 30t
Questions sur le mouvement uniforme; droites, cercles, elc.; par M. O.

Terquem. . . .. ..o ivt ittt e e et ... 40

VI. Mélanges.

Note historique sur la notation cartésienne des exposants ; par M. Etienne

de la Roche. . . . .. Cee e e - 14
Note historique sur le binome de Newton les exposants négatifs et fraction-
naires; par M. O. Terquem. . ... . B 1
Lettre sur le théoréme de Fermat, démonueparM Lameé; parM 0.Terquem. 132
Necrologie de M. Durville; par M-A-JH. Voo L oo oo i a ool 380
Notions essentielles d’algébre élémentaire de M. A. Lalsne parM 0. Ter-
QUEM. .« e v oo bt aa e . . Ceee e - 240
- Eléments d’arithmétique de M. E Llonnet, parM 0 Terquem. e ... 439
Collége royal de la Fléche, en 1847. . . . . ... N e e .. 4T3

Note sur la géométrie analyuque de lasphére. . . .. ............474

VIX. Annonces.

Arithmétique de M. Verhulst. . .. .. ........ et e e . 284
Arithmétique de M. Lionnet . . . . . .. ... ... ..o . 368
Arithmétique de M. Guilmin. . . ... ... ... ... I 1113
Geéométrie simplifiée de M. J. Percin. . . . . N e ae .. 395
Legons de géométrie analylique de MM. Bnot. eL Bouquet e e e ... 453
Notice statistique sur administration intérieure et exteneure de la France;

parM. LéonLalanne... ... .. ... P 1]
Thése de mécanique céleste ; par M J A Serret. B £ 1
Souscription a une traduction d’un ouvrage de M. Joseph Salomon; par

M. Koralek.. s e et 415

VIII. Questions proposées.

Questions 140, 141, 142, 143 « . . . ... e ... 134
Questions 144, 145, 146, 147, 148. « . . . ... L. e 212
Questions 149, 150, 151,152,153 , 154,255,456, . « . . .. .. . ... ... 24
Remarquesurlaqueshoniﬂ...... PO - 111
Questions 157, 158, 159, 160, 161, 162, 163... PO 1 ¢ 1
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Rectification de I’énoncé du lhéoréme 4; ¢ 11, p. 5'{3 ..
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Questlions 165, 166, 167, 168, 169. . . . .
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78 455

79 b,

TOME Il

81 40

83 ib.

84 1b.

87 376

88 1b.

89 b,

Ne
93
95
99
103

116
117
120
135
136
139

140
161
145
148
153
156
163
166
167
170
171
172
173
174

TOME 1IV.

TOME V.

TOME VI.

Page
259
260
370
ib.

167
tb.
202
672
b,
tb.

134
5.
216
ib.
242
243
894
tb.

454
ib.
2b.
.
<b.

Observations. Sur 174 questions), il en reste 54 & résoudre.3
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ERRATA.

TOME I. (Cinguiéme supplément.)

Page 168, ligne 12, en remontant, 1827, lisez : 1729,
Page 526, ligne 20, en descendant, g3, lisez : go.

TOME II. (Quatriéme supplément.)

Page 43, ligne 11, en descendant, 423, ajoutes : t. L.
. k' k kl
P 3 1 1T T 1 $ ot e
age 431, ligne 7, en descendant o o lisez : + - -+ fon

TOME IV. (Deuxiéme supplément.)

Page 296, ligne 14, en descendant, z'f(a), lises: zf(a).

Page 296, ligne g, en remontant , Rz". Cereste qui... lises : Rz"ce,
reste qui.

Page 400, ligne g, en descendant, r, lises : 1%,

Page 4oo, ligne 8, en remontant, atang?s, lisez : a’tan’4.

Page 528, ligne 15, en descendant, (1), effuacez.

Page 528, ligne 12, en remontant, (2), lises : (1).

Page 528, ligne g, en remontant, (2), lises: (1).

TOME V. (Premier supplément.)

Page 164, ligne 10, en remontant, fla,), lisez : —fv,).

Page 221, net 31, 32... 36, mettez partout : bis.

Page 266, ligne 8, en descendant, =p, lises : =2p.

Page 266, ligne g, en descendant, p—hh', lisez : 2(p—hh'),

Page 266, ligne 10, en descendant, p—Fkh'', lisez : a(p—hh").

Page 266, ligne 11, en descendant, p—A'R", lisez : 2(p—k'R").

’l"h"lhll2 h"hl‘lh"

—, lisez; =

4 4V

Page 722, ligne g, en remontant, 125, effacez.

Page 266, ligne 12, en descendant,

TOME VI.

Page 27, ligne 13, en descendant, Fig. 5, effaces.
Page 45, ligne 6, en remontant, 7, lisez : 7.
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Page 51, ligne ¢, en descendant, Fig. g, lisez : Fig. 7 bis.
Page g9, ligne 10, en descendant, A. Menez, lisez: A menes.

Page 110, ligne 13, en descendant, ?—;, lises : ?—:

Page 110, ligne 13, en remontant, le dénominateur, lisez : les
dén ominateurs.

Page 110, ligne 4, en descendant, limites, lisez : limite.

Page 110, ligne 7, en remontant, rationnelle, lisez : irrationnelle.

Page 130, ligne ¢, en descendant, a—an , lises : a,—an.

Page 168, ligne 12, en remontant, les courbes, lisez : la courbe.

Page 189, ligne 8, en remontant, démontre, lisez : démontré.

Page 211, ligne 4, en remontant, (A4-C), lisez : (A4+C—Bcosy).

Page 211, ligne 4, en remontant, t. I, lisez : t. IL.

Page 211, ligne 5, en remontant, 3C, lisez : C*.

Page 211, ligne 5, en remontant, K'?/R?, lisez : K?I/R”.

Page 212, ligne 11, en descendant, |/'(A+C)“+msin"-y, lises :
l/(A-}-C——Bcosy)‘ - msin®y.

Page 235, équation (3), x*, lisez : x*.

Page 238, équation {8), x*+y?, lisez : (x*4y?)°.

Page 265, ligne 15, en descendant, fig. (47), effaces.

Page 266, ligne 13, en descendant, fig. (48), lisez : fig. (47).

Page 268, ligne 7, en descendant, x3=20’, lisez : x*—al®.

Page 292, ligne 13, en descendant, S, lisez: 5°,

Page 213, ligne g, en descendant, analytique, lisez : elliptique.

Page 343, ligne 14, en descendant, 1,2, lisez : 1, 2,.

Page 352, ligne 13, en descendant, g, lisez : 2‘

Page 374, ligne 14, en descendant, assujettie, lisez : assujetties.
Page 375, ligne 6, en remontant, y*dx4, lisez : y'dx=.
Page 375, ligne 6, en remontant, x2dy ==, lisez : x’dy 4.
Page 394, ligne 7, en descendant, I'enveloppe, lisez : la déve-
loppée.
Page 374, ligne 14, en descendant, assujettie, lisez : assujetties.
Page 44o ligne 3, e n remontant, 1683, lisez - 1713.

n,;—,v-r-\ .
4?;:‘ B ““CU’?
N\ o o s
VM aRiiosle
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