
NOUVELLES ANNALES

MATHÉMATIQUES.

VI.



PARIS. — IMPRIMERIE DE FAIN ET THUNOT,
Rue Racine, 28, près de l'Odéon.



NOUVELLES ANNALES

DE

MATHÉMATIQUES.
JOCRXAL DES CANDIDATS

AUX ÉCOLES POLYTECHNIQUE ET NORMALE ,

Rédigé par MM.

TEUQUEM,
2IENGES, PROFESSEUR AUX. ÉCOLES 1

ET

GERONO,

TOME SIXIÈME.

PARIS.
CARILIAN-GOEURY ET V°* DALMONT, ÉDITEURS,

LIBRAIRES DES CORPS ROYAUX DES PONTS ET CHAUSSÉES ET DES MIRES,

Quai des Augusiins, nos 39 et 4t.

18i7.





ÀïfNJLLES

DE

MATHÉMATIQUES.

NOTE

Sur la génération des surfaces du second ordre par les lignes
du second ordre*

P A R TH. X.EMTHÉRXC N E V E U ,
Professeur.

1. Soient trois axes rectangulaires ox, <y, 02 et deux
ellipses verticales ayant pour centre commun, l'origine des
coordonnées.

La première située dans le plan des xz dont les équa-
tions sont :

La deuxième située dans le plan des yz ayant un axe 2c
commun avec la première et dont les équations sont :

!Jr+x^0 b° ) (2)>

UÛ plan horizontal 2=^ coupera généralement les ellipses
en quatre points, savoir : l'ellipse (1) en deux points déter-
minés par

j-=:0, z = h et cV-f-aV*7—aV, d'où x=zh'\/c%~h%
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et l'ellipse (2) en deux auta-es poiotetétermteés par

XLO z-h etc, » VV-W d'où = + *-

Imaginons dans le plan horizontal z=A, une troisième
ellipse dont ces quatre points seraient les sommets, Ellg ̂ ura
pour équations : i

z=hf

c tf
ou plus simplement en supprimant le facteur — j — et chas

sant le dénominateur :

h*) \

En faisant varier h depuis —c jusqu'à -\-c l'ellipse (3)
se mouvra d'une manière continue parallèlement au plan
des oc, pendant que ses quatre sommets décriront les deux
ellipses verticales (1) et (2). Elle engendrera ainsi une surface
dont réquation résultera de l'élimination de h entre les deux
équations (3) et s'obtiendra évidemment en substituant z en
place de h dans la première de ces équations. L'équation de
cette surface sera donc :

o u - j - f - y ^ + ' a ^ l . ; équation de l'ellipsoïde.

2. En remplaçant les ellipses (1) et (2) par deux hyperboles
dont Taxe commun 2c deviendrait l'axe non transverse,
c'est-à-dire en chageant c2 en — c2 dans les équations (t) (2),
les équations (3) seraient remplacées par :



et repr^ntarjiôot «ooore une tàUmwm m kimni Ttrier
h resterait loueurs horizontale, et dont Jet sommet! décri-
raient les deux hyperboles verticales. L'équation de la sur-
face engendrée s'obtiendrait en remplaçant h par z dans la
première des équations ci-io^m, m q<Û doan^raif t

x% y* z*
ou bien — + ^ — - = 1 , épation de FJiyperboloïdç à

nappe.

3. En changeant dans (1) a* en —a9 et dans (2) #' pn —b*
les deux ellipses seraient remplacées par deux hyperboles
ayant Taxe commun 2c pour axe transverse. Les équa-
tions (3) deviendraient :

a^1^1 - c f ) ,

et représenteraient encore une ellipse qui ne serait imagi-
naire que pour des valeur» de h comprises 0atre —c et +<?•
L'équation de la surface engendrée seraU :

- a » 6 V = — a*b V ,

ou bien - Î + T ; — j = — 1 , équation de rhyperboldïde à

deux nappes.

4. En remplaçant les ellipses (l) et (3) par deux parabole*
verticales :

r = 0 et y ^

le plan z = A donnera quatre points d'intersection qui seront
les sommets d'une ellipse variable ayant pour équation» c

et



Lfellipse ne sera imaginaire que pour cUts valeurs négatives
de h, et l'on aura pour équation de la surfac^engendrée :

a? y*
qx*-\-py*—2pqz=0 ou \-—=2z

équation du paraboloïdc elliptique.
En changeant le signe de q, c'est-à-dire en supposant que

la seconde parabole tourne la concavité en sens contraire,
x* y*

l'équation de la surface engendrée serait — - — = 2 z équa-

tion connue du paraboloïde hyperbolique.

Note. C'est ainsi que les surfaces du second ordre sont
construites dans le Manuel de géométrie (p. 360).

Tm.

NOTE SUR LES ANNUITÉS (*).

P A R H. G. H. NIEVENGI.OSK.I,
Répétiteur au collège royal de Saint-Louis.

En résolvant pour n la formule ordinaire des annuités

(a-O)(l+r)«=«(1), on trouve n =

Si la division se fait exactement, on a le nombre d'années
cherchées; mais s'il y a un reste, que signiûe-t-il? Car il
est clair qu'on ne saurait prendre un nombre fractionnaire
pour la valeur de n , la formule (1) étant construite dans
l'hypothèse de n entier.

Pour lever la difficulté, cherchons la formule des annuités

O Voir Choquet, 1.1, p. 78. Tm.



pour un nombre n d'années et * de mois; En conservant la
même notation et en raisonnant comme pour la formule (1),

on a :

\ ka

d'où Ton tire :

( f l - C r ) ( i + r r ( i + ^ ) = a (2),

formule générale dont on obtient la formule (1) en fai-
sant £ = 0 .

On a maintenant la valeur de n

a—Cr)~ l

( kr\

il faut que le reste R provenant de la division de

logtf—log(a—O) par log(l+r) soit égal à 1O

H—)•
Ainsi, voilà la signification du reste lorsqu'en cherchant

n par la formule (1), la division ne donne pas un quotient
entier.

Alors, pour avoir le nombre de mois k, on détermine le
nombre N qui a R pour logarithme, et il vient :

Quand le reste R est nul, on a

d'où * = o .
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, J'ai employé, suivant l'usage, la prognasioa
trique pour trouver la formula des annuités, mais oo
qu'il y a un moyen plus simple de l'obtenir. Je demande la
permission de le rapporter ici.

Une annuité est une rente payée pendant n années ; son
capital peut être considéré comme la différence des capitaux
de deux rentes perpétuelles dont la première commence au-
jourd'hui et la seconde après n années seulement. Or, en
appelant r les intérêts d'un franc, le capital de la rente
perpétuelle a qui commence aujourd'hui est représenté par

CL
- ; celui de la rente perpétuelle a qui commence après n

années seulement est --—;—- ; donc le capital C de l'an-
r{i+r)

nuité a sera *.

Ce qui est bien la formule (1). On trouvera de même la
formule (2) (*).

PROBLÈME 134 (t. V, p. 671).

La surface d'un cylindre oblique à base circulaire, est
équivalente à celle d'un rectangle, dont un côté serait le
diamètre du cercle, et l'autre côté la circonférence d'une
ellipse ayant pour axes la hauteur et l'arête du cylindre.

(BRINRLEY).
PAR OC. BJSPA1,

élève de l'École normale.

Fig. 3. Faisons passer par l'axe du cylindre un plan OoJUM

O Voir Huet, t. V, p. 34«. Tp.
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perpendiculaire à celui de sa base. Soit Oc! Taxe == a ; soit
h la hauteur, considérons un élément du cylindre compris
entre deux arêtes Wf*, m'y.'.

Son aire sera :
mm' X m \K sin [tmm'

donc l'aire du parallélogramme élémentaire est

ads X sin pmm'.

Menons la droite mR tangente au cercle, elle est la trace du
plan tangent sur le plan de la base. Menons mh parallèle à*
OM; nous aurons un trièdre dont les trois arêtes sont
m\x, mh, mR rectangle en mh ; et en supposant une sphère
décrite de m comme centre, on obtient un triangle sphérique
dans lequel

!=cos pm L X COS L#iR $
or

sin amh=-, cosLmR=-£;
a as

par conséquent Taire du parallélogramme élémentaire a
pour expression :

— . — =

mais dans le cercle de base ds=

Par conséquent cette expression devient :

posons «r^=rsin cp, d'où <£r = rcos <p, et elle devient\

\/ r^cosaf
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Si on intègre cette expression depuis—-jusqu'à+- et qu'on

double l'intégrale, on aura Taire cherchée

î
df \Zh' + («'— h1) sin'<p =i=:2rl à

Or l'intégrale représente précisément le périmètre d'une
ellipse dont les axes seraient a et h : donc le théorème est
démontré.

*T * *\ % h 2rsina
Note. On a la proportion - = -, donc 1 ellipse qui

a 2àV

a pour axes h et a, est semblable à l'ellipse qui a pour axes
2rsinaet 2r, à l'ellipse arc droit; leurs périmètres sont
donc dans le rapport de 2r:a; donc le théorème est dé-
montré. Tm.

On peut arriver au même résultat, de la manière suivante :
Considérons, /îg.4, toujours le plan qui passe par l'axe du

cylindre, et est perpendiculaire au plan de la base.
Par les points B et B', menons deux plans perpendiculaires

à l'axe ; ils couperont, l'unie cylindre, et l'autre le prolon-
gement du cylindre, suivant deux ellipses égales et paral-
lèles Î et il est aisé de voir que la Ggure ABC a la même sur-
face que la figure ÀfB'C} donc le cylindre de BG et de
hauteur BB', a la même surface que le cylindre proposé ;
or ce dernier cylindre a pour mesure

Périm. BC X BBr j
donc aussi le cylindre proposé a la même mesure.



Ainsi l'aire est égale a celle d'un rectangle, qui aurait pour
hauteur la génératrice a du cylindre, et pour base le péri-
mètre d'une ellipse, dont les axes sont :

2r et ârsina.

L'équation de cette ellipse est y* sin'a+o:* = r% sin* a ;

donc

dx * / r* sin4a -4- X* COS*a
ds =r \ / ;

sin « V r* sinaa—•x*
posons : x=r sin a sin <p,
et

1 / r r \ / a3 —h* T"

Le périmètre total sera donné par l'intégrale

P » /—•*=*—

J. V

et la surface du cylindre a pour expression :

S = 4tfr 1 d<\/ 1 — • ^ co$acp =

2

expression identique à celle que Ton a trouvée ci-dessus, et
dont on déduirait la même conséquence.

Dans le cas où la base du cylindre serait une ellipse, dont
les axes seraient A et B, on aurait :



a C1 df\/W siirt* - (W *ina* - A^ 5faa(p,

S = 4 Ç2 d<? \Zwif— (B3^a — AV) sin> ,

OU

= 4 f2

*/ o

S = 4 f2 ^ \ /Aaaa — (AV — B7O cos> ;

formule qui redonnerait la précédente si on avait A ==6=r.
On peut récrire .-

s* 2A \ a* — (aa — ~ V j cosacp ;

ï

et l'ellipse hauteur du rectangle aurait pour axes a et — /*.
A.

La hauteur de ce rectangle serait A.

SOLUTION

D'un problème d'algèbre sur les mélanges.

P A R M. EMILE C O U P T ,
Bachelier es sciences et professeur de mathématiques à Orléans.

On a deux vases d'égale capacité prise pour unité ; le pre-

mier plein &emf et le second plein de vin, à - près (c'est-à-

dire que les seulement du deuxième vase sont pleins de

n
vin, la n«m« partie est vide). On remplit le deuxième vase
avec de l'eau du premier, puis on remplit le premier avec le



méktoge da dcaiéftie ftoto oh remplit te émiMttft atec te
mélange de pnwfer et ainsi ée strite aHsraatfverimt. (M
demande ce qu'il y aura d'eau et de vin dans chaque vase,
après ^ opérations?

Il est bien entend» que dans èe pfoMëtne, comme dâfls iottë
ceux de ce genre, on fait abstraction des circonstances phy-
siques. Ainsi on suppose qu'il ne se perd pas même une
goutte de liquide à chaque opération, et que le volume du mé-
lange est égal à la somme des volumes des liquides mélangés.

Il faut d'abord distinguer deux cas, selon que P est pair ou
impair. On voit en effet qu'après un nombre pair d'opéra-
tions , c'est le premier vase qui est tout plein, le deuxième

n'est plein qu'à - près. C'est l'inverse après un nombre im-

pair d'opérations. Remarquons ensuite que la quantité d'eau

contenue dans les deux vases est constante et égale à 1 (capa-

cité commune des deux vases) ; et la quantité de vin contenue

dans les deux vases, aussi constante et égale à ~p.

Cela posé, soit k2m, <të que contient de vin le premier vase,
après 2m opérations ; ce nombre d'opérations étant pair, le
premier vase est tout plein ; donc il contient (1—£2Jn) d'eau

et le deuxième vase qui n'est plein* lui 7 qu'à - près, ren-
fermera alors : (£—**2m)via et k2m***9 puisque la quantité
totale de vin est p . et que celle d'eau est 1. Ce qui nous
montre déjà qu'après un nombre pair d'opérations, il y aura
toujours autant d'eau dans le deuxième vase que de vin dans
le premier.

Passons à l'opération suivante, la (2w+l)ém<J.
Le premier vase ne contiendra plus que k2m de vin, di-

minué de ce qu'on verse dans le second vase, c'est-à-dire

diminué de - k2m ; ce qui fait en résultat pk2m : de même il
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ne contiendra plus que p[i—k2m) wu 9 et quant au second
vase, qui sera maintenant tout plein, il contiendra :

p—pfam de vin ==p(i—*2m),

et en eau : 1—p(l—hm) =z~

On voit par là qu'après un nombre impair d'opérations,
il y aura toujours autant de vin dans le second vase que
d'eau dans le premier, ce qui est l'inverse [de tout à l'heure.

Enfin voyons ce qui arrive après l'opération suivante, la

Le premier vase, qui est tout plein alors, contient en
vin : pk2m qu'il avait d'abord, plus ce qu'on lui a ajouté

du deuxième vase, c'est-à-dire - (1— £2m), ce qui fait :
n

- — -

°u

On trouverait de même, que la quantité d'eau de ce premier

vase est actuellement : p j 1—pk2ml - j — ; , et que les quan-

tités d'eau et de vin du second vase sont respectivement -.

Du reste ces trois dernières expressions n'ont pas besoin
d'être connues.

En résumé, nous avons :
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quantité totale constante d'eau : = 1 .

de vin : = p ; p < 1 , car p= ,

Nombre d'opérations. 1er vase.
vin- eau.

2m, k2m. - 1— k2m.
i . pk2m- p(l-—k2m).

2e vase.
2m. p—k2m. fam*

{ l k )

p*(l-k2m). p fi

Et si, maintenant, nous faisons successivement

Nous formerons les deux tableaux suivants, dont la loi est
manifeste :

# 0 =0 . *,=().

n

k -
K 2 r 2 r + i

n n
Le numérateur de k2r est la somme des termes d'une pro-

gression géométrique décroissante dont la raison est p 9 .
et ce numérateur pourra s'écrire : ;

p—p2r-i0p* ^gCi-jg)

Awi. DE MATBÉMAT. VI. 2
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De sorte que : k2r= ?—.
(l—p )n

D'ailleurs : = » , d'où n=z .
n r ' 1—p

Donc : n(l~ip
î) = l ^ - =

Donc en déflnîtive :

On trouvera de même : Jc2r+i=- ——.
1JrP

Ce qui est évident à priori, puisque k2rjri=pfar.
Maintenant qu'on a la quantité de vin du premier vase,

il n'est pas difficile, d'après cer qui précède, d'avoir les
trois autres résultats demandés, et on arrive aux formules
suivantes :

i« vase. 2« vase.
•vin. eau. vin. eau,

, . p(l—par) 1+/T+' p(p+pr) p(l-p")
2r opérations. i-±—i-Jm —If—. r^r Y • ——r1^-

\-\-p i+p 1+/7 l+p

CoramejtJ est < 1 , les puissances de p vont en décroissant ;
et si nous supposons : 2r=oo , et 2r-f-l=oo ; alorspor = 0 ,
et nous aurons ainsi les limites vers lesquelles convergent les
quantités de vin et d'eau de chaque vase, à mesure qu'on fait
un plus grand nombre pair ou impair d'opérations; ces li-
mites sont respectivement dans l'ordre des formules précé-
dentes

p vin. f eau. »* vin. p eau.
7T~ TT~ 7T— 7n~ pour l'infini pair.i+p t+p i+p i+p

p* vin. p eau. p vin. \ eau.
et --£— -£— --£— -—— pour l'infini impair,

l+p i+p i+p i+p r r

On peut se proposer de trouver au bout de combien
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d'opérations, en nombre pair ou impair, l'un des liquides

de l'un des vases est réduit à ~. Cherchons par exemple, au

bout de quel nombre pair 2x d'opérations, la quantité de vin
. . 1 _ . 1
du premier vase sera - . On a : &2a;=-.

C'est-à-dire: J

d'où pq—p%x+iq—i+p,

ou f»*

d'Où &X+i.)lOgp=log(p(q—l)—l)--lOgq 5

donc enfin s «r= *iryi : ^

L'expression jp
a g + I=^^"" nous montre que ^ ne

peut égaler 2; car alors p(q—l)—1 serait négatif puisque
p<C%. Il n'y aura donc jamais autant d'eau que de vin dans
le premier vase, après un nombre pair d'opérations. Plus
généralement, on voit que la question n'est possible qu'au-
tant que/ i ( j—i)>i ,

ou gr>JE£ ou enfin - < r r —
P <I l+P

Ce qui était évident à priori, puisque -— est la limite vers

laquelle tend la quantité de vin du premier vase à mesure
qu'on fait un plus grand nombre pair d'opérations.

On peut reprendre le même calcul, pour un nombre
impair 2r-f 1 d'opérations, et on trouvera :
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Et pour la possibilité il faut :

- ne sera donc encore ici jamais == - , comme dans le cas
q 2
précédent.

Les calculs ne seraient pas plus difficiles pourFeau de cha-
que vase ou pour le vin du deuxième vase.

4
Application numérique. p = ^ ; 2r= 1000. On trou-

o

vera : ArloOo=~, à moins d'une unité décimale du 97ème

«7

4 p 16

- est la limite donnée par la formule rr—* et ~- est la li-

mite pour un nombre impair d'opérations, donnée par la for-

mule ~ ~ - •
i+p

Enfin, on trouvera qu'il faut faire environ Î4 opérations
pour que la quantité de vin du premier vase soit :

et qu'il en faut faire 5 environ pour que cette quantité soit :

17 1 16



-21 —

THEOREME SUR LE PENTAGONE.

Conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un polygone de m

côtés, soit circonscrit à une conique.

P A R M. PAUL SSBLBJET,
élève en mathématiques.

I.

Théorème sur le Pentagone.

Cinq droites situées dans un même plan, forment généra-

lement cinq quadrilatères ; dans chacun d'eux Ton construit

la droite qui passe par les milieux des diagonales ; et les

cinq droites que l'on obtient ainsi, concourent au même

point.

1. Ce théorème se déduit immédiatement, comme le re-

marque M. Terquem (IV, p. 545), du théorème de Newton,

sur le lieu des centres des coniques inscrites à un quadrila-

tère, et delà considération d'un pentagone circonscrit, dans

lequel on retranche successivement chaque côté, en prolon-

geant les deux adjacents. M. Terquem recommandant aux

élèves de démontrer directement cette proposition, en voici

une démonstration qui n'exige que peu de calculs, et dans

laquelle on fait abstraction de toute conique auxiliaire.

2. LEMME. Dans tout quadrilatère complet, les milieux des

trois diagonales sont en ligne droite.

3. Démontrons d'abord la proposition pour trois des qua-

drilatères formés par les cinq droites, ces trois quadriia-



tères ayant tous leurs sommets sur les côtés d'un même
angle.

Fig. 1. Soient OY et OX deux des cinq droites que nous
prenons pour axes des coordonnées ; et soient AB, AXBX, AaBa

les trois autres droites qui forment dans l'angle YOX et ayant
leurs sommets sur les côtés de cet angle, les trois quadrila-
tères ABO ABa, AxBa (en désignant chaque quadrilatère
par le système des lettres de deux sommets opposés) ; soient
a, ana2-, b, btl bti les distances à l'origine des sommets des
quadrilatères. Désignons en général, par Bab, la droite qui
passe par les milieux des diagonales du quadrilatère ABX, et
prenons les équations des trois droites Babn Bab^f

Babl9 (1) {a-

Bab%y (2) {a-

(3) {a-a^y + (bt -bjx + "A ~ afi* = 0.

Or, si Ton retranche l'équation (1) de l'équation (2), on re-
trouve l'équation (3), donc les trois droites Bab,, Da6a, Bafi^
concourent au même point.

Remarque. Cette démonstration s'applique évidemment à
chacun des systèmes de trois quadrilatères, qui, formés dans
les angles L et M, ont leurs sommets sur les côtés de ces
angles.

4. Soient donc d'après le paragraphe précédent.

(a) N le point de concours des trois droites

BabtJ Bab%> Batb^ dans l'angle YOX.

(b) N' le point de concours des trois droites

DaA, Bbjn, Bajn, dans l'angle KLM.

Pour ce qui est des quadrilatères de l'angle BML, nous y
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trouvons : 1° le système des deu* droites KAtL, AAiA,, dont

les deux diagonales immédiates sont les droites KÀ,, AL;

mais la droite qui passe par les milieux des deux diagonales

KA,5 AL, passe aussi par le milieu de la diagonale AkM$

donc, au lieu de considérer la droite qui passé par lés milieux

des diagonales du système des deux droites KAJL, AA,Aa,

nous pouvons considérer là droite qui passe par les milieut

des diagonales du quadrilatère AJYI, ou Jïajn qui est la même

droite. 2° De même, relativement au second système des

deux droites KB,L, BB,Ba, au lieu de considérer la droite

qui passe par les milieux de BL et KB2, nous considérerons

la droite qui passe par les milieux de B,M et KBa, ou Dfyrc,

qui est la même droite. 3° Enfin dans le troisième quadrilatère

nous trouvons pour la droite qui passe par les milieux des

diagonales , Bab2, et soit :

(c) N" le point de concours des trois droites

D^/rc, Dbtm, Dab^

Comparant maintenant les lignes (b) et (c) * nous voyons

que les deux points N' et N" sont les mêmes, ou que N'f n'est

autre que N' , et que de plus :

(d) Les quatre droites Dab2, Baxbif D ^ w , Dbtm, con-

courent au point N'.

Mais déjà (a) les deux droites Dabty Datb>, concourent

avec Dabt en N, donc le point J\' n'est autre que le point Nj

et les cinq droites

Babn Bab^BaX, Da^, D^w,
concourent au même point N.

Conséquences.

5. i° Pour l'hexagone circonscrit. En prenant les six côtés

d'un hexagone circonscrit quatre à quatre, on forme qttin^

quadrilatères ; dans chacun d'eux Ton construit la droite qoï
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passe par le milieu des diagonales; les quinze droites ainsi
obtenues concourent en un même point. 2° Pour un poly-
gone circonscrit quelconque de m côtés ; dans chacun des

—: y quadrilatères que Ion peut former

en prenant les m côtés quatre à quatre, Ton mène la droite
qui passe par les milieux des diagonales ; ces

m (m— 1) m — 2) {m — 3)
1.2.3.4

droites concourent en un même point, centre de la conique
inscrite.

6. Les réciproques sont vraies. Il suffit évidemment de
démontrer la vérité de la réciproque pour l'hexagone seule-
ment.

TnÉORèME. Si dans les quinze quadrilatères que forment
les six côtés d'un hexagone, les quinze droites qui passent
par les milieux des diagonales, concourent en un même point,
l'hexagone sera circonscriptible à une conique.

Soit {fig. 2) 0 le centre de la conique inscrite à cinq des six
côtés, le côté excepté étant AF. Par le point A menons à cette
conique, une tangente A/, que nous supposerons différente
de AF ; et AB, BE, EF étant trois côtés quelconques du
pentagone circonscrit, considérons les deux quadrilatères
ABEFetABE/.

Les deux droites qui passent par les milieux des diagonales
de ces deux quadrilatères, doivent par hypothèse et par
construction passer : 1° par le centre O de la conique inscrite ;
2° par le milieu m de la diagonale AE commune aux deux
quadrilatères. Donc, ces deux droites doivent se confondre ;
ou, ce qui revient au même, la droite mn qui passe par les
milieux de AE et de FB devrait diviser la droite AF en
deux parties égales; et pour cela il faudrait que mn fût pa-



rallèle à FE, ou ce qui revient au même que les deux côtés
AB et JFE fussent parallèles.

Donc déjà la proposition est démontrée pour le cas où
l'hexagone proposé n'a pas deux côtés parallèles séparés par
un seul.

En second lieu, s'il existe dans l'hexagone un côté non ad-
jacent à deux côtés parallèles, agissant pour ce côté comme
nous venons de le faire pour le côté AF, nous ferions voir
que la conique tangente aux cinq autres côtés, est aussi tan-
gente à ce sixième.

Enfin il est facile de voir qu'il n'y a que le parallélogramme
circonscrit, dans lequel deux côtés parallèles ne soient sé-
parés que par un seul côté.

Donc, si dans un hexagone, e t c . , etc...., l'hexagone
sera circonscriptible à une courbe du second degré.

7. Enfin il est clair que de l'hexagone, la proposition réci-
proque s'étend au polygone de m côtés.

Donc, pour qu'un polygone de m côtés, soit circonscrip-
tible à une courbe du second degré, il faut et il suffit que
les droites qui passent par les milieux des diagonales de tous
les quadrilatères que Ton peut former avec les m <;ôtés du
polygone, concourent toutes au même point, et ce point
sera en outre le centre de la conique.

PROBLÈME 137 (T. V, p. 671).

P A R M. CABUSSI DE B A J O R ,

élève de l'institution Barbet.

L'enveloppe des bases de tous les triangles rectilignes qui
ont un angle commun et même périmètre est un cercle.

Même propriété pour les triangles sphériques.



Soit ABC un triangle ayant le périmètre donné, et l'angle
donné A. Dans cet angle menons la circonférence O exinscrite
an triangle ABC.

Et soient D, G, F les points de contact sur les côtés AB,
BC, AE, nous aurons :

BD=BG; GÇ = CE;

si on désigne par 2/? le périmètre constant du triangle , on
aura :

AD-f-AE=2/?; de plus comme AD = A E ; A D = ^ - = / ? ;

tant que le troisième côté du triangle sera tangent au cercle
O, on aura : AB + BC+AC =2AD = 2p, et dès que BG ces-
sera d'être tangent au cercle O, cette relation cessera de
subsister, car alors on pourra ex-inscrire un cercle différent
de O, et par suite la tangente menée par le point A cessera
d'être égale à p.

Les troisièmes côtés des triangles qui satisfont à la question
étant tous tangentes au cercle O, il s'ensuit que le cercle O
est leur enveloppe.

Considérons un triangle sphérique.
Nous pourrons appliquer la même démonstration, si nous

parvenons à démontrer que les arcs de grands cercles menés
d'un même point tangentiellement à un petit cercle sont
égaux.

Or cette égalité se démontre comme celle des tangentes
rectilignes à un cercle, issues d'un même point, donc, etc.
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NOTE

Sur la méthode des isopérimètres.

F A R M. B E W I O t f ,
élève du collège de La Rochelle.

La méthode des isopérimètres apprend que si R et r re-
présentent le rayon et l'apothème d'un polygone régulier de

n côtés, r '= —itT et R'= K R P , donnent les valeurs de

l'apothème, et du rayon d'un polygone régulier isopérimètre
de 2n côtés. Or, en faisant la différence R' — r\ on arrive à
prouver après des calculs où entrent des radicaux que

Rf — r1 < — — . Le même théorème peut se faire voir direc-

tement par la géométrie.

En effet (fig. 5), soit AB le côté du polygone régulier de n
côtés, et A'B' celui du polygone régulier et isopériroètre de 2n
côtés, on aura : Co=R, oH=r , 'A'o=Rf, oF=r'.

Du point o comme centre avec A'o pour rayon, décrivons
une circonférence et soit taon point d'intersection avec Co :
par le point I , menoiis la tangente DI et tirons Do. Dans le
triangle A'Co, la bissectrice Do donne la proportion

Co:A'o ::CD:A'D.

De même à cause de la parallèle DI à la base AfF du triangle
A'CF, on a:

CD:A'D::CI:IF.

D'où à cause du rapport commun CD : A'D il vieût :



Co: À'o::CI:IF, or Co>A'o, donc CI>IF,

doue lF<Cl = f.

Or IF=Io—Fo=R'— r', et oH=Co — oH = R— r,

donc R' ïLz!!

QUESTIONS D'EXAMEN. (Voir t. V , p. 702.)

Théorème sur les moyennes et extrêmes raisons dans les co-

niques et sur les cordes passant par un point fixe et divisées

en raison donnée.

1. THÉORÈME. Si par un point donné dans le plan d'une

conique, on mène des cordes et qu'on divise ces cordes en

moyenne et extrême raison , le lieu du point de division est

le système de deux lignes du quatrième ordre.

Démontration. Je prends le point fixe pour origine et pour

axes, des parallèles aux axes principaux ; l'équation de laco-

nique sera de la forme Ay+Cx*+Dy+Ejc-\-F=Q et passant

aux coordonnées polaires,

soient z' et z" les deux racines correspondant à une valeur

donnée de y; de sorte que z '= — ; z/'= ; la
c c

longueur de la corde est ; soit p la coordonnée polaire

du point qui divise la corde en moyenne et extrême raison ;

on aura ( o ~ ^ = t - ~ — (*'—/> J ; d'°ù



Mettant pour *x, b% c leurs valeurs il vient :

+(Ea—4GF)cos>+2DEsin<?cos?] [2dzV/5 ] \

Passant aux coordonnées rectangulaires, on obtient

Système de deux lignes du quatrième ordre ; l'origine est
un point conjugué à la courbe.

Cas particuliers.

1° Le point est un centre $ alors D = E = 0 ; ôtant le facteur
Àj'+Cr* commun aux deux membres, il vient .*

système de deux coniques concentriques et homothètes à la

conique donnée ; il faut d'ailleurs se rappeler que dans l'el-

lipse F est essentiellement négatif et qu'on peut le rendre tel

dans lhyperbole; ainsi \/~F est toujours réelle.
Ce résultat peut être obtenu à priori pour l'ellipse. En

effet le cercle donne intuitivement pour lieu deux cercles
concentriques. Or la projection d'une ligne divisée en
moyenne et extrême raison est divisée de la même manière;
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et les projections des deux cercles concentriques donnent
deux ellipses homothètes concentriques.

2° Le point est un foyer; alors D2—4AF=E2— 4CF; et
D = 0 ; l'équation se réduit à :

3° Le point est sur la conique; alors F=Oj l'équation
devient :

^ = [Dy+Ex] [l ± VI ] ,
système de deux coniques dont les axes principaux sont pa-
rallèles aux axes principaux de la conique donnée.

4° Le point est à Vinfini. L'analyse précédente n'est plus
applicable, les cordes sont parallèles et doivent être données
de direction; soit donc AyM-C.r3-fE<r==O l'équation de la
conique, Taxe des y étant parallèle à la direction de la corde ;
soit t l'ordonnée du point de division de la corde correspon-
dant à l'abscisse x ; on a donc :

remplaçant y par sa valeur en x -.

x) ] a = 80[G

At*+ (CrM-Ex) (2 ± VI) = 0 ,-

système de deux coniques ; si, les axes étant rectangulaires,

on a: A=G(2=i:V /5);

les courbes deviennent des cercles.

Observation, L'équation générale est réductible lorsque le
second membre a un facteur commun avec le premier, et cela
n'a lieu que lorsque D=:E=0, c'est-à-dire, lorsque le point
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fixe est au centre ; une réduction a aussi lieu lorsque le se-
cond membre est un carré parfait ; ce qui n'est possible :
1° que lorsque F = 0 , c'est-à-dire lorsque le point donné est
sur la conique; 2° que lorsque :

DaEa—(Da—4AF) ( F—4CF ) = 0 j

et alors si A et C sont de même signe, la conique se réduit à
un point ; s'ils sont désignes différents, la conique se réduit à
deux droites ; on a donc ce théorème :

Si par un point fixe dans le plan de deux droites, on
mène une droite; et si Von partage en moyenne et extrême
raison la portion interceptée entre les deux droites données,
le lieu du point de division est un système de deux coniques,

II est utile de démontrer ce théorème directement pour les
droites convergentes ou parallèles.

Il est à remarquer que quatre points divisent une longueur
donnée en moyenne et extrême raison ; deux points sont situés
sur la droite et à égale distance du point milieu et les deux
autres points sur deux prolongements et aussi à égale distance
du point milieu. Euclide n'indique qu'un point, parce qu'il a
pour but non la détermination de ce point, mais la détermi-
nation des deux segments additifs. L'analyse algébrique y à
laquelle la géomélrie doit tous ses perfectionnements a mon-
tré qu'il fallait considérer aussi les segments soustractifs, de
sorte que la solution est devenue double chez les modernes ;
mais lorsqu'au lieu de la grandeur absolue de segments, on
considère les points de division, on arrive au nombre quatre $
et c'est ce qui donne lieu à la ligne du quatrième degré dans
le problème précédent : en général soient x et y deux seg-
ments d'une droite de longueur a ; qu'ils soient additifs ou
soustractifs, on a toujours par la théorie géométrique des
signes, l'équation x-\-y=a ; supposons qû'ori dotiiie entre
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x et y une relation f(x, y)~0 de degré n, on obtient,
généralement parlant, n longueur pour les segments et 2n
points de division ; prenons pour exemple le problème de la
moyenne et extrême raison : on a x-\-y=a'9 ensuite la se-
conde relation peut s'écrire x*=ay ou bien ax=y*; ce
qui donne quatre points ; et les quatre valeurs de x sont les
racines de l'équation du quatrième degré :

(x*+ax—a?) (o:a — ax+a*)=0 ;

telle est l'analyse complète de ce problème qui est un cas
particulier de celui qui est exprimé par les deux équations :
x+y=za ; x^^a^'y ; d'où Fon déduit x^a^'x--am=0 ;
pour appliquer la théorie des équations, il faut rendre les
coefficients numériques ; faisant x=az, z est un nombre; et
Ton a zm-\-z—1=0; équation que M. Yvona discutée dans
les Nouvelles Annales (t. I I , p. 321) ; il est évident qu'elle a

a toujours une racine positive >>-, et par conséquent
2

a : > - û , et qu'elle n'a de racine rationnelle que lorsque

m = i .
Si on prend pour seconde relation xmssam^y9 on par-

vient après avoir fait x=az à l'équation numérique

qui n'a pas encore été discutée.
II. THÉORÈME. Si une corde inscrite dans une conique

passe par un point fixe et qu'on la partage en raison
donnée, le lieu du point de division est une ligne du qua-
trième degré.

Démonstration. Conservons la même notation que dans

2Yb
le théorème précédent; est la longueur de la corde;
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- T - — i l l . un de ses segments : supposons que le rap-
c

port donné de ces deux quantités soit p ; ou aura :

- — / • ; d'où b$—p)*=aYî remplaçons a et £
6

y x

par leurs valeurs et ensuite sin? et cos<p par — et —, on ob-

tient finalement :

équation dont la discussion est analogue à celle du théorème
précédent.

3 1/5
Observation, Si Ton f a i t / ? = — , on retombe sur

l'équation obtenue ci-dessus. Ainsi le problème de la

moyenne et extrême raison est un cas particulier de la di-

vision de la corde en raison donnée. Je dois à M. Gerono

cette instructive observation.

QUESTION D'EXAMEN (t. V, p. 702).

THÉORÈME. Si dans l'équation d'une ligne du second degré ,

on a TI=DE—2BF=0, menant par l'origine une droite quel

conque ; le coefficient angulaire de cette droite multipliée par

le coefficient angulaire de la droite qui va de l'origine au

pôle de la première droite, est un produit constant.

Démonstration. Soit y-\~ez=0 l'équation de la première
droite ; y , xr étant les coordonnées du pôle, on a :

AM»t DE MATHÉE. VI. 3
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y l' y'e V
d'où —,=7- ; de là •^ -=-=quant i té constante.

OC 16 OC L

Corollaire. Lorsque les axes sont conjugués, on aB=O;
si de plus un des axes est un diamètre, alors ou D ou E
sont nuls; dans ce cas donc w=0 et le théorème subsiste;
dans le cercle, le coefficient angulaire est dans ce cas égal
à la tangente de l'angle qui forme la droite variable avec
Taxe des x et l'on a le théorème énoncé (t. V, p. 702).

QUESTION D'EXAMEN (t. V, p. 703).

A,B,C étant les trois angles d'un triangle rectiligne op-
posés respectivement aux côtés afi^c, de l'égalité

sinA _ sinB sinC

déduire la formule a*=b*-\-c*—26c cos A.

„ , . ., , asinB tfs
Solution : Ion a, b = —•:—-- : c=-—.

sinA sisinA sinA

d'où
—2cos AsinBsinC J
sinA )

— » ( 2 """"cosa^—cos ^ ~~ ~ c o s A- s ' n ^ s^n ̂  )
"" l sinaA ) '

or

cos(B+C) = cosBcosC —sinBsinC = —cos A ;
d'où

2 cos A sin B sin C = 2 cos7A -j- 2 cos A cos B cos C ;
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donc

[2 — 2 cos'A — cos'B — cos3C — 2 cos A cos B cos Ch
J

or
1 — cos1 A—cos'B — cos'C + 2 cos A cos B cos C == 0 ;

donc b2-fca — 2bc cos A = a\

NOTE HISTORIQUE

/a notation cartésienne des exposants.

EsTIENNB DE LA ROGHB.

Tous les géomètres reconnaissent que cette notation a fait
faire d'immenses progrès à l'analyse. Descartes estle premier
qui ait mis cette notation en usage, et l'autorité de ce grand
nom servit à la répandre. Toutefois, un célèbre géomètre (*),
connu par d'importants travaux sur la science et sur son
histoire, a fait l'observation curieuse qu'on trouvait cette
notation dans un ouvrage publié dans le seizième siècle;
nous allons consacrer quelques lignes à cet ouvrage, très-
rare , et dont nous devons la communication à l'amitié de
M. le professeur Vincent.

Voici le titre in extenso ••

L'arismetique (note 1) et géométrie de maistre Estienne de
la Roche (note 2) dict Ville Franche, nouvellement imprimée
et des faultes corrigée, « à laquelle sont adjoutées les tables

(*) M. Cbasles vient d'être nommé professeur de géométrie supérieure, à la
Sorbonne, chaire nouvellement établie. Cette création et cette nomination font
époque et peuvent exercer une grande influence sur l'enseignement si arriéré,
si incomplet, de la géométrie de collège.
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» de divers comptes, avec leurs canons, calculées par Gilles

» lluguetan natif de Lyon, par lesquelles on pourra facile-

» ment trouver les comptes tous faictz, tant des achatz que

» ventes de toutes marchandises. Et principalement des

» marchandises qui se vendent, ou achètent à la mesure,

» côme a l'aulne, a la canne, a la toyse, a la palme, au

» pied, et autres semblables. Au poix, côme a la livre, au

» quintal, au millier, a la charge, au marc , et a l'once, a

» la piece, a nôbre , a la douzaine, a la grosse, au cent et

» au millier. Avec deux tables servantz aux libraires ven-

» deurs et acheteurs de papier. Ensemble une table de des-

» pence, a scavoir a tant pour jour, combien on depêd lan et

» le moys, et a tant le moys, combien revient îan et le jour,

» et a tant par an, côbien on despend tous les moys , et a

» combien revient pour chascun jour. Davantage, les

» tables du fin dor et dargent, pour scavoir (scelon que le

» marc de billon tiendra de loy, ou de fin), combien il

« vauldra de poix de fin or, ou dargent fin. »

On les vend a Lyon a lenseigne de la Sphaere, cheulx

Gilles, et Jacques Huguetan frères. 1538, in-fol.

On n'a numéroté que le recto, et l'arithmétique contient

151 de ces feuilles, ce qui fait 302 de nos pages. Les tables

de Huguetan jointes à l'arithmétique de De la Roche, ne

portent aucune pagination.

On voit que c'est une réimpression. La première édition

est de 1520.

L'arithmétique est divisée en deux parties : la première est

théorique, et la seconde est pratique ; la première est divisée

en six différences (note 3), contenant chacune deux cha-

pitres -, les quatre premières différences traitent des nombres

parfaits, abondants, défaillants, des proportions et rapports,

et enfin de quatre opérations pour entiers et pour les routs,

expression qui équivaut à nombre rompu ou fractionnaire;
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le tout suivant la méthode de Boëce (note 3), qui a servi si
longtemps de type ; car, tout ouvrage remarquable devient
la source d'une foule d'imitations : c'est ainsi que nous voyons
aujourd'hui toute géométrie être calquée sur celle de Le-
gendre, toute statique sûr celle de M. Poinsot, tout calcul
infinitésimal sur celui de M. Cauchy, etc. Dans la différence
des proportions (fol. 3), on trouve cent vingt-quatre noms
donnés à autant de rapports géométriques pour les dis-
tinguer ; ainsi le rapport de 5 : 29 est inscrit sous cette ru-
brique : submultiplex superpatiens-subquintuple-superqua-

4
driperciensquintes, parce que 29 = 5. 5-{-~. 5.

C'est le système musical des Grecs qui a amené cette pro-
fusion de termes hétéroclites; car les Grecs ne cultivaient
l'arithmétique que pour les besoins de ce système, et nulle-
ment pour ceux du commerce, profession décriée, qui était
regardée comme indigne d'un homme comme il faut (inge-
nuus). Ce préjugé antisocial a considérablement retardé
la théorie des nombres, chez ce peuple d'un génie si inventif.
C'est au commerce que nous devons la connaissance de
l'arithmétique chiffrée des Indiens et des immenses progrès,
conséquences immédiates de cette connaissance; remarquons
derechef, en passant, que les traités modernes renferment
encore une grande superfétation en fait de proportions et de
rapports, reste de l'ancien état de choses.

Nous avons déjà signalé cette singularité que les coeffi-
cients binominaux ont été connus en Europe pour les extrac-
tions de racines, avant d'être connus pour les puissances
{v. t. Y, p. 494); de même la notation exponentielle est donnée
ici pour les racines d'abord, et très-complètement, et ensuite
pour les puissances, d'une manière moins complète, moins
explicite ; nous copions le commencement de la quinte diffé-
rence qui traicte des racines et nombres (fol. 2i).



— 38 —

« Racine de nombre est ung nombre qui multiplie en soy

» une foys ou plusieurs, selon l'exigence et nature de la

» racine produit précisément le nombre dot il est racine.

>» Ou aultrement racine de nombre si est qui escript et met

» deux ou plusieurs foys lung soubs lautre ou lung près de

» lautre et puis multiplie le premier par le second et ce que

» en vient par le tiers (se tiers ya) et encores par le quart

» et encores par les aultres (se aultres ya) la dernière mul-

» tiplication soit égale au nombre ou produise le nombre

» duquel il est la racine, et doyt on sçavoir quil sont infinies

» espèces de racines : car aulcunes sont racines quarrees qui

» sont appellees racines secondes: aulcunes sont racines

» cubiques qui sappellent racines tierces : aulcunes sont

» racines de racines qui sont dictes racines quartes : ne plus

» avant sont entre les anciens pour la souffisances dicelles

» aux raysons darismetique et de géométrie. Mais les mo-

» dernes sont encrez plus profond en la mer des nombres :

» et ont trouve racines quintes sextes septimes etc. jusques

» ad infinitum* Racines premières ne se treuvent point

» poureeque tout nombre est racine première. Racine

» quarrée ou seconde est celle qui posée en deux places lune

» soubs lautre et puis multiplie lune par îautre produit le

» nombre duquel elle est racine quarrée ou seconde. Et le

» nombre qui en est produit est nombre quarre. Comme 4

» et 4 quil multiplies lung par laultre font 16. Ainsi la ra~

» cine quarrée ou seconde de 16 si est 4 et 16 est nombre

» quarre. Et se peult noter qui veult ceste racine en met-

» tant et sus ijl, comme qui vouldrait escripre la racine se-

» conde de 16, on le peult ainsi mettre $'16 etc. Néanmoins

» quand on trouve devant ung nombre une 15) sans nulle

» note il sentend que ce soit la racine quarrée. Racine cu-

*> bique ou tierce est celle qui mise en troys lieux et puis

» multipliée la première par la seconde et ce qui en vient
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» par la tierce la dernière multiplication est le nombre dont
» il est racine. Et le nombre qui en vient est nombre cubic.
» Comme 4 mys en troys places ainsi 4.4.4 (note 4) et puis
» multipliez lung par laultre montent 64 qui est nombre
» cubic : donc sa racine cubique est 4 que Ton peult es-
» cripre ainsi R) 64 ou ainsi if64. Racine de racine ou racine
» quarte est celle que couchée en quatre places et puis mul-
» tipliees lung par laultre ainsi comme dessus est dict res-
» titue le nombre dont elle racine quarte comme 2.2-2.2
» qui multipliez lung par laultre jusques au quart font 16.
» Donc sa racine de sa racine ou sa racine quarte est 2 que
» l'on peut ainsi noior g g g ou ainsi ^ il ya daullres ra-
» cines comme racines quintes sixièmes septièmes etc. qui
» se peuvent ainsi noter i^.if.rç7 et ainsi des aultres racines
» continuant sans fin convient entendre en les multipliant
» cinq foys ou six et sept foys ou tant de foys que la nature
» de la racine le requiert. Toutes telles racines comme les
» susdictes sont appellees racities simples. »

L'auteur passe aux racines composées, par exemple ;
7 + K 5 ou 7 - l / ô ; il ne connaît pas encore nos signes
plus et moins. Il se sert de la lettre p pour le plus, et de la
lettre m gothique pour le moins. Il faut remarquer que de
la Hoche a écrit en 1520, et le premier ouvrage imprimé
où l'on rencontre nos signes actuels est de Christophe Ru-
dolf de Jawer, imprimé en 1524 (*) ; le célèbre Michel Stifel
en a donné une seconde édition en 1571, sous ce titre : Die
Coss Christophs Rudolfs mit schônen Exemplender Coss durch

Michael Stifel gebbessert et seher gemehrt, 1571, 491 p. in-4.

« La Coss de Christophe Rudolf avec de beaux Exemples de la
» Coss, par Michel Stifel, améliorée et très-augmentée» ;
c'est le premier ouvrage qui ait introduit l'algèbre ou l'art

(*) Non en 1522. Voir Aperçu historique sur les méthodes, p. 54o-
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cossique en Allemagne; il paraîtrait même que Rudolf n'a
fait que copier un ouvrage de la bibliothèque de Vienne, car
il énonce les propositions sans aucune démonstration ; c'est
Stifel qui a ajouté les démonstrations, de sorte que les signes
-f et — sont peut-être plus anciens que 1524 ; du reste nous
reviendrons sur cet ouvrage.

De la Roche distingue encore les racines liées ; ce sont celles

de la forme K 7-J-I/5, il écrit .̂7-j-J}1- 5- Dans les chapi-
tres suivants, il apprend à réduire des radicaux dissemblables
à la même dénomination, et donne des exemples très-détaillés
pour faire les quatre opérations comme nous les faisons au-
jourd'hui , sur les expressions radicales , mais il ne donne
l'extraction numérique que de la racine carrée et cubique. II
emploie la méthode des moyennes pour approcher des racines.

Exemple : 1^6 ; comprise entre 2 et 3 ; il essaye 2 - , et trouve

1 1 1
que la racine est entre 2 et 2 - ; ensuite entre 2 - et 2 - ; puis

2
il prend pour moyennes 2 - , car, dit-il, en ajoutant respecti-

o
vement les numérateurs et les dénominateurs de deux frac-
tions, on obtient une moyenne (fol. 23) ; et parvient àla valeur

881 1
par excès, 2 ^ ^ l'excès sur 6 est zm600'

 O n v o i t i c i l e

germe de la méthode d'approximation pour les racines des
équations appliquée à l'équation x%—6=0.

Chez les Indiens aussi le calcul des radicaux est donné
d'une manière étendue et très-complète ; tandis que les élé-
vations aux puissances ne sont indiquées que pour (<z+6)a et
(a-\-b)z ; mais ils considèrent aussi les racines imaginaires,

et particulièrement \ / — 1, dont on ne rencontre, à ce que
je sache, aucune trace de calcul en Europe avant le dix-
septième siècle. Tenons à la notation exponentielle : elle est



au commencement de la sixième différence ( fol. 29 verso).

La sixième différence qui traicte de la règle de la chose et

de la quantité: est divisée en 12 chapitres dont le premier

traicte des termes et charactéres de ceste règle.

« Ceste règle est de si merveilleuse excellence quelle ex-

» cède et surmonte toutes les aultres ; car elle faict tout ce

» que les autres font : et si fait oultre et par dessus innu-

» merables comptes de inestimable profundile : et pour ce

« est appellee règle de la chose ou règle de 1 qui sont prin-

» cipes transcendants pource quelle transcende toutes les

» règles darismetique. Maistre Nicolas Chuquet en son tri-

» party rappelle la règle des premiers qui vault autant a

» dire comme la règle des unités ou de 1. Aulcunes nations

i> lappellent algebra : et les aultres almucabala ; et a brief

» parler ceste règle est la clef Ventrée et la porte des abismes

» qui sont en la science des nombres.

» Nombre autant qu'il est expédient a notre propos est

» pris ici largement non pas tant seulement en tant quil est

» collection de plusieurs unîtes : mais soit 1 ou partie et

» parties de 1. Comme est tout nombre rout quelconque

» nombre que ce soit est entendu et considéré en moult de

» manières. Lune et la première si est que Ion peut con-

» sidérer ung chacun nombre comme quantité discrète : ou

» comme nombre simplement prins sans aulcune denomi-

» nation comme 12 ou 13 ou aultre, etc. Secondement ung

» chascun nombre est considère comme quantité continue

» que aultrement on dit nombre linear qui peult être ap-

* pelle chose ou premier : et telz nombres seront notez ap-

» position de une unité au dessus deulx en ceste manière

» 12r ou 13X, ect., ou telz nombres seront signes dung tel

» charade après eux comme 12.p. ou 13./>. Tiercement tout

» nombre est considère nombre superficiel quarre qui peult

> estre appelé champ ou second qui se peult ainsi quoter
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» 'ta* ou 13% etc., ou ainsi 12.&. ou 13.& , etc. Quartement
» toutes manières de nombres peuvent estre entendues nom-
» bres tiers que Ion dict nombres cubiez : autrement cubes
» que Ion peut ainsi marquer 123. ou 13S. et ou ainsi 12[~].
» ou 13[~]. et on les peuit aussi entendre estre nombres
>» quartz ou quarres de quarres que nous appelions champs
» de champs qui se peuvent ainsi signer. 124 ou 134., etc.,
» ou ainsi 12.c&. ou 13.&c, etc., et semblablement on les
» peult considérer^estro quint/ , sixièmes, septièmes, ou
>» huytiemes, et ainsi continuant et si avant que Ion y veult
»> entrer en niellant a chascunc différence de nombre sa de-
» nomination au dessus de luy pnr la manière devant dicte
» et par ainsi les nombres qui sont nulle dénomination sont
» occupans le premier Heu ou lordre des différences. Les
» choses ou les premiers ce: t a seavoir ceux dont leur de-
» nomination est 1 sont an second ordre. Les champs (note 5)
» ou les seconds sont au tiers lieu. Les cubes ou tiers sont
» âpres prochains ensuy vans : et puis les champs de champs
» en quartz et en après les quintz. Et ainsi des aultres selon
» progression naturelle des nombre:*, »

Cette exposition donne lieu à plusieurs observations.
On voit l'enthousiasme extraordinaire qu'a excité parmi

les géomètres l'apparition d;> l'algèbre, venue des Arabes
par l'inlcrmédiilire des Italiens et désignée aussi sous le nom
de règle ih la chose ou règle cossique. On connaît l'origine
de cette dénoukinatiou {Nouvelle Annale*, t. V, p. 320). Cet
enthousiasme était naturel ; celait pour ainsi dire la dé-
couverte d'un monde nouveau dans la science des nombres.
Tout ce qui était difficile dans Yàlgorisme ancien devenait
.•extrêmement facile pour Falgorisme nouveau. L'idée qu'on
s'esl formé de l'algèbre était analogue à celle qui existait sur
l'arithmétique. Ni les Grecs, ni les Romains, ne possédaient
la première notion d'une arithmétique chiffrée. Ils avaient
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bien des instruments pour faciliter les opérations mentales
du calcul ; mais ils ne connaissaient aucun instrument
pour les écrire facilement. On a souvent confondu ces
deux espèces de facilités. Le zéro indien, âme de toute
arithmétique chiffrée, leur manquait complètement. L'exis-
tence des abaques prouvent même incontestablement l'ab-
sence du zéro; aussi dès que ce caractère fut connu en
Europe, les abaques disparurent. La difficulté d'écrire les
nombres fit que dans toutes les démonstrations arithmé-
tiques , on trouva plus simple de représenter les nombres
par des lignes et de donner ainsi à l'arithmétique une ap-
parence géométrique. C'est ce que nous voyons dans Eu-
clide, Boëce et ses nombreux copistes. De là aussi les dé-
nominations de nombres linéaires, superficiels, solides,
supersolides, etc. Sous l'empire do ces idées, et par ana-
logie , on conçut la chose inconnue, notre x, non pas
comme un nombre discret mais comme une quantité con-
tinue comme une ligne. Et on figura la chose quand elle
était linéaire ^r Y unité placée à droite et au-dessus du mul-
tiplicateur que nous nommons aujourd'hui coefficient ,• ainsi
I2x s'écrivait 121; de même pour la chose superficielle; ainsi
12.r2 s'écrivait 12a et ainsi de suite, comme il a été claire-
ment expliqué ci-dessus, et l'on voit que pour les quatre
premiers degrés, on ,,vait adopté des signes particuliers et
dans tout le cours de l'ouvrage, pour la partie algébrique,
l'auteur emploie ces signes et non les exposants, dont il
donne d'ailleurs la règle comme d'addition et de soustraction
des exposants. Ainsi il écrit 12\i23=144.123 correspondant
à notre équation I2.r.12.r2=l44.r3, etc. Il résulte de tout
ce qui précède que la notation exponenlielle de De la Roche
est uniquement affectée à la quantité cossique, et n'a pas la
généralité philosophique de la notation cartésienne, quoi-
qu'elle ait pu y conduire. Il est peu probable que Descartes
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ait eu connaissancede i'Arismetique du maistre lyonnais ; car
on sait que l'illustre philosophe pensait beaucoup et lisait
très-peu, et même en ce point, grand nombre de professeurs
français sont restés au moins à demi cartésiens. D'ailleurs
Descartes emploie la notation et ne dit nulle part, à ce que je
sache, qu'il en soit l'inventeur (*); il ne connaît même pas la

3 ——

notation radicale de De la Roche ; pour | / 12 que De la Roche

écrit i£3i2 , Descartes met Kc.12 se servant de C lettre ini-
tiale du mot cubique. Nul doute qu'il n'eût aussi adopté ce
signe s'il l'avait eu sous les yeux. Du reste De la Roche a
copié sa notation dans d'autres ouvrages peut être dans ceux
de Nicolas Cuchet qu'il cite en plusieurs endroits. Le reste
de l'ouvrage est consacré à donner les règles cossiques (pour
résoudre l'équation du premier degré aune inconnue) et une
foule de questions d'arithmétique résolues à l'aide de ces équa-
tions ; de même l'équation du deuxième degré, sans discussion
des racines ; et l'équation du troisième, quatrième degré de la
forme axz~b ; ax*=b, etc., ou encore ax5=bjc, etc. ; vien-
nent ensuite les applications mercantiles de l'arithmétique,
qui forment la seconde partie de l'ouvrage, et le tout est ter-
miné par l'application de la science des nombres aux mesures
de géométrie ; triangles, rectangles, cercles, pyramides,
sphères, etc. Sur le verso de la feuille 158 est gravé un
canon monté sur son affût, selon la construction du temps,
et portant cette inscription sur la volée : terrebo si non per-
cussero \ le boulet et la fumée sortant de la pièce mettent en
fuite des oiseaux de proie.

(•) II est très-pénible de faire des recherches dans l'édition de M. Cousin,
faute d'une table raisonnée et complète des matières, premier devoir que les
éditeurs d'autrefois ne manquaient jamais de remplir.



NOTES.

Note (1). Larismetique. Les Grecs prononcent le 0, comme les
Anglais le th, et que les-étrangers à cette prononciation rendent
par la lettre sifflante s; le Pisan Fibonacci (filius Bonacci), le pre-
mier auteur chrétien qui ait fait connaître l'algèbre en Europe, au
commencement du XIIIe siècle, écrit aussi arismetica (Libri, His-
toire des sciences mathématiques en Italie, t. II, p. 288).

Note (2). Il est singulier qu'aucun bibliographe, aucun historien
des mathématiques n'ait cité cet auteur. Il est omis par Wallis,
Eeilbronn, Montucla, Kastner, Mûrhard; M. Chasles est, je crois,
le premier qui ait attiré l'attention sur cet ouvrage si important
sous le rapport historique.

Note (3). Boëce. Anicius Manlius Severinus Boethius. Théo-
logien, philosophe, orateur, poëte et, mathématicien, exécuté par
ordre du roi Théodoric en 524. Nous consacrerons un article spé-
cial à l'arithmétique de cet homme si supérieur à son siècle. IL
présente des passages obscurs. Bonne fortune, pour qu'avec de
l'érudition et de l'esprit, on puisse faire entrer dans un auteur et
en faire sortir tout ce qu'on veut.

Note (3). Différences. Fibonacci appelle distinctiones les divi-
sions de son ouvrage ; dénomination empruntée aux Arabes.

Note (4). Ce serait une erreur de croire que le point placé ici
entre les nombres désigne une multiplication. C'est uniquement un
point de séparation. Fibonacci emploie le point, comme les Indiens
pour désigner le signe + ; ainsi a.3 veut dire a-j-3 ; mais chez les
Indiens le point placé sur la lettre désigne le signe — ; ainsi a veut
dire —a; c'est Leibnitz qui a adopté le point pour marquer la
multiplication et nous avons proposé d'adopter la notation indienne
pour désigner un multiple quelconque du nombre ; ainsi 7 signifie-
rait un multiple de 7 et selon Legendre M(7).

Note (5). Champ ou carré. La mesure des propriétés territoriales
a donné naissance à la géométrie; delà les Arabes ont désigné le
carré par mal (possession); les Grecs par fuv&juo-, puissance, les
Latins par census, revenus des biens, et de là le mot champ.



En sanscrit le carré est désigné par les mots Yarga et Kriti ; le
premier signifie classe, caste; peut-être par allusion aux quatre
castes. Kriti désigne dans la prosodie une espèce de stance, com-
posée de quatre vers de vingt syllabes. Je dois ce dernier ren-
seignement à M. Munk, savant orientaliste de la bibliothèque
royale.

SOLUTION ET GENERALISATION

De la question 53me proposée par M. Finck (Nouvelles An-
nales , t. I , p. 520).

P A R M. FAUX. S E B R E T ,
élève en mathématiques. (*)

(Fig. 5). 1° Soit un faisceau de n droites convergentes au
point o, et n— 1 points X,, X,, . . . . Xw_x en ligne droite,
le tout dans un même pian -, prenez sur oA la première du
faisceau, arbitrairement les points A o Bx, Cf.... en nombre
quelconque; du premier point X,, comme centre, projetez
ces points sur la seconde droite du faisceau en A2, B2, Ca...,
du point Xa comme centre, projetez de même ces derniers
sur la troisième droite du faisceau , et ainsi de suite. Soient
An, Bn , Cn.... les dernières projections obtenues du point
Xn_t comme centre sur la nème du faisceau ; les droites
A,An, BJBn, C,Cn.... concourront en un même point situé
sur la droite X ^ . ^ .

2° Si 7i = 3, et si X, restant fixe , on suppose que Xa dé-
crive une conique, quel sera le lieu décrit par le point des
concours des droites A,An, B,Bn ?

f ) Voici enfin un élève qui étudie la géométrie du dix-neuvième siècle.
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Solution. — Première partie.

1. D'abord, il est clair qu'il suffit de démontre* la propo-
sition pour trois points seulement pris sur la première droite
du faisceau.

2. LEMME. Si le théorème est vrai pour le cas de n égal ou
inférieur à a, il sera vrai aussi pour le cas de 7i=#-f-1.

Soit le théorème démontré pour tous les nombres depuis 3
jusqu'à n — 1, il sera encore vrai pour le nombre n. Soient
en effet oA, oB et oK la première, la deuxième et la n^me

droite du faisceau ; X, le premier point, X2 le second ; A,, BI9

Cf; Aa, B2, C2; et An, Bn , Cn, les points déterminés par les
données ou par les projections sur la première, la deuxième
et la n™me droite du faisceau. Il faut prouver que les droites
AxAn, BIBM, CICM concourent en un même point. En effet,
considérons le faisceau de n—1 droites 0B....0K, et le sys-
tème de n — 2 pointsXa, X3~...Xn_I ; les points donnés sur
la première droite oB de ce nouveau faisceau, étant Àa, B3,
Ca, de l'hypothèse faite en tête du lemrnc, nous conclurons
que les droites A2AM, BaBn, C2Cn, concourent en un même
point <ra situé sur la droite XxXni. Cela posé, considérons le
nouveau faisceau de trois droites oA, oB, oK, relativement
aux deux points Xx et Xa ; on voit que les points A,, B,, C,, de
la première du faisceau, sont projetés en Aa, Ba, Ca sur la
seconde du faisceau suivant le point X, ; que les points Aa,
Ba, Ca sont projetés eux-mêmes par le point x% en An,Bn,Cn

sur la troisième droite du faisceau ; que par suite les droites
AtAn, B,Bw, C ^ , concourent en un même point, d'après
Vhypolhèse admise.

COROLLAIRE. Il suffira donc de démontrer la proposition
pour le cas plus simple d'un faisceau de trois droites, et d'un
système de deux points.
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3. LEMME. Au lieu de considérer an système de trois droites

concourant au même point, il suffit de considérer un système

de trois droites parallèles.

Car étant donnée une figure plane quelconque dans la-

quelle n droites concourent au même point, on peut tou-

jours projeter centralement la figure, de manière que le

système des n droites concourantes soit remplacé par un

système de n droites parallèles. Pour cela, il suffit en effet de

prendre pour plan de projection un plan parallèle à la droite

qui joint le centre de projection au point de concours des n

droites. D'ailleurs, deux figures dont Tune est la projection

centrale de l'autre sont telles que si dans Tune n points sont

en ligne droite, les points correspondants dans l'autre se-

ront aussi en ligne droite; si n droites concourent au même

point dans Tune , les n droites correspondantes concourront

au même point dans Fautre (sauf le cas particulier où

Ton aurait choisi le plan de projection de telle sorte que le

faisceau des n droites concourantes se transformât en un

système de n droites parallèles).

{Fig. 6). 4. Soient M, N , P les trois droites parallèles;

X,, Xa les deux points, et A,, Bs deux points pris sur M ;

Aa, Ba, et A3, B3 les points correspondants sur N et P ; il

suffit de prouver que le point de concours Y des droites

AXA3, B,B3 est sur la droite X,Xa, par là il sera prouvé que

si Ton avait pris sur M un troisième point C,, la droite C ^

aurait passé par le point Y. Or, remarquons que les trois

points Xx, Xa , Y peuvent être considérés comme les trois

centres de similitude externes de deux polygones semblables

pris deux à deux, construits sur les lignes AxBr ; A2Ba, A3B3

comme côtés homologues, et ayant leurs côtés parallèles.

Or, trois polygones étant pris dans ces conditions, les trois

centres de similitude externe de ces polygones pris deux à

deux, sont ,d'après un théorème connu, trois points en ligne
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droite; donc ici , les trois points X o Xa, Y, sont en ligne

droite. Donc, le théorème est démontré pour un faisceau de

trois droites parallèles. Par suite, d'après les le m mes précé-

dents, il est vrai pour un faisceau de n droites concourantes

au môme point, et pour un système de n— 1 points.

Remarque.«Du théorème précédent on peut déduire une

démonstration d'un théorème exposé dans les Nouvelles

Annales de mathématiques. Ce théorème est le suivant.

(Fig. 7.) D'un point fixe A pris dans le plan d'un angle j'o.r, on

mène un nombre quelconque de transversales qui déterr

minent des points correspondants A,, Aa; B,, B. ; C,, Ca....

la droite oy restant fixe, la seconde droite ox tourne autour

d é c r e t emporte avec elle les points Aa, II,, etc. ;si dans une

quelconque de ses positions on mène les droites A,Aa, B,BO

CrCa... . , ces droites se couperont toujours en un même

point.

{Fig. 8). Soit en effc't ox' une nouvelle position de ox, et

A3 , B3, C3 les points correspondants aux points Aa, Ba, C, ,

de sorte que l'on ait : oA9 = oA3, oBa = oB3, oCa=:oC3. Les

droites AaA3, BaB3 et CaC3 seront parallèles; et il faut dé-

montrer que les droites A,A3, B,B3, C,C3 concourent en un

même point.

Or faisons une projection centrale de la figure, de manière

que le système des parallèles soit remplacé par un système

de droites concourant en un point Xa. Représentons les pro-

jections centrales des divers points X,, A f , . . . . Ba.... par les

petites lettres correspondantes, et semblablement accentuées

^ , f l , ^ . r - dans la projection, les points at, />,, cj placés

sur la première droite du faisceau sont projetés en «a, &a, ca,

suivant le centre xt; les points # a , &a, c, sout eux mêmes

projetés en a3, £3, c3, suivant le centre xa; donc, d'après le

théorème de M. Finck, les droites ata3, btb3, ^c, concourent

en un même point ; donc aussi dans la figure primitive les

ÀNN. D l M \ T K É I I . M . &<
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droites A,A3, BXB3, C,C3 concourent au même point.

C. q. f. d.

Autre remarque. Si l'on remarque que la démonstration

précédente suppose seulement le parallélisme des droites

A,A3, B,B3, C,C3, et que ce parallélisme existe encore quand

Ton suppose, non que les distances oA3, oB3..... sont res-

pectivement égales aux distances oAa, oBa, mais seulement

qu'elles leur sont proportionnelles, Ton verra que Ton peut

généraliser l'énoncé du théorème précédent.

Seconde partie.

i. LËMMË. Déterminer le rapport des longueurs X,Y et

Le triangle A ^ X , coupé par la transversale A3A,Y donne

Ja relation :

AaA3. X,Y . X,A, = X,A3 . X,Y . A,A2,

d'où Ton tire :
X J ^ A A A.X,

XXY ~~ A^T, % Â X '

ou bien comme les points Xf, A t, Bl sont fixes, le rappt>rt
A A
TL~J = m, quantité constante , donc
A.Xx

X3Y A3Xa . . XaY A3B3

= m ' TT •> o u b i e n v~17 ~m -•X,Y A3B3~ AaBa '

d'où enfin

X,Y ' A5B3-AaBa

2. Prenons le point fixe X, pour origine des coordonnées,

et Taxe des x parallèle à la direction commune des droites

A.B.7 A,Bt ; soient Xa [a, ê] Tune des positions particulières
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du point mobile, et sur la droite X.X,, le point de rencontre

correspondant, Y [#,?]; soient Aa [y=zc, j r = # ] ,

Ba [y=c, x = b] les points fixes cty=zd l'équation de la

droite A3BS.

Cherchons l'expression de

X.Y - j - , - 1 T ' " A J B J - A . B , '

en fonction de a, 6, #, 6, c et d.

On trouvera facilement {fig. 9) :

d — g
A3B, = g-—•-(« — ^ A a B a = i — « ,

donc

A 3 B 3 - A a B a = r ^ ^ — b ) , donc 3 3 =
% — c A3B3 — A,B, d

On a donc :

A,B,C élant des quantités connues ; donc

d'où Ton tire :

D'après ces formules, Ton voit que :

1° Si le point de rencontre Y décrit une courbe du degré

m, le point Xa décrira de même une ligne du degré m. Par

suite réciproquement, etc. On pourrait d'ailleurs Je voir di-

rectement en tirant des relations (1) et (2r), les valeurs de ê

et a en fonction de x et.y\

2° Donc, si le point variable X, décrit une ligne droite ou
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uuc conique. le point de rencontre Y décrira de même une

ligne droite ou une conique.

Or, dans ce dernier cas, pour avoir le lieu décrit par le

point de rencontre dans la figure primitive (car tout ce qui

précède se fait dans la projection de cette figure primitive),

il suffira de projeter cenlralement sur le plan de la figure

primitive, la droite ou la conique lieu des points de ren-

contre; et Ton obtiendra pareillement dans la figure primi-

tive, une droite ou une conique pour lieu des points de ren-

contre.

3° Donc , si le point Xa décrit une droite ou une conique,

le point do rencontre Y décrira aussi une droite ou une

conique.

Généralisation du théorème 'précèdent.

En revenant une seconde fois sur ce théorème, j'ai trouvé

qu'on pouvait le généraliser ainsi qu'il suit :

1° On a un faisceau de n droites concourant en un même

point o de l'espace, mais d'ailleurs situées ou non dans le

même plan ; on a aussi n — 1 points dans l'espace, assujettis

seulement aux conditions suivantes : le premier point X, est

dans le plan de la première et de la deuxième droite du

faisceau ; le pième point est dans le plan de la pième et do la

[p-\-\)ième droite; soient X o . .. XP).... Xn_r ces points. On

projette suivant Xt les points A,, B t , C I V . . . de la première

du faisceau, en Aa, Ba, Ca , . . . . sur la deuxième du faisceau ;

ces derniers sont projetés suivant Xa en A3, B^ C3 sur la troi-

sième du faisceau, ainsi de suite. Soient An , Bw, Cn.... les

points projetés suivant Xn_ t, sur la nième du faisceau, les

lignes A,AM, B,Bn , C€n . . . . concourront en un même point.

2° Si ; i = 3 , et si X, restant fixe, le point Xa décrit dans le

plan de la première et de la deuxième droite du faisceau,

une droite ou une conique, le point de rencontre Y décrira
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de môme dans le plan de la première et de la troisième

droite du faisceau, une droite ou une conique.

La démonstration se ramène facilement à la précédente,

en projetant toutes les droites et tous les points de l'espace,

sur le plan de la première et de la nième droite.

Note. Cette généralisation donne immédiatement une dé-

monstration intuitive de la première partie du théorème de

M. Finck. En effet, soit une pyramide de n faces triangu-

laires coupée par m plans passant par la même droite,

on obtient m polygones de n côtés ; les m côtés qui se trou-

vent dans «ne même face se rencontrent évidemment en un

même point, et les n points de rencontre sont situés sur la

même droite, intersection des plans. Et réciproquement si

7i—1 de ces points de rencontre sont sur une même droite

le nième sera sur la même droite ; en projetant la pyramide et

les polygones, on obtient la propriété de collinéation énoncée

ci-dessus. Appliquant à cette figure la méthode mélamor-

phique(Voy. t. V, p. 497), on peut en déduire une foule

d'autres propriétés ; par exemple, en projetant la figure

plane ( fig. 5) sur une sphère, prenant le centre pour celui

de projection, les droites deviennent des grands cercles de

la sphère qui jouissent des mêmes propriétés de collinéa-

tion que les droites sur un plan. Quant à la seconde partie

du théorème, elle est une conséquence du théorème géné-

ralisé de Braikenridge quo M. Poncelet a frai té avec une

grande étendue, trop grande peut-être. En général, on re-

marque chez les écrivains qui s'occupent exclusivement de

géométrie moderne, sans en excepter l'illustre Carnot, une

tendance â une extrême prolixité. lis se complaisent à ac-

cumuler propriétés sur propriétés, théorèmes sur théorèmes,

tant et tant, qu'à la fin, comme dit un pfoverbe allemand, les

arbres empêchent de voir la forêt.
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MÉMOIRE

mr la résolution de deux équations à deux inconnues.

P A R M. OSSIAlff B O N N E T ,
Répétiteur à l'École polytechnique.

La plupart des auteurs d'algèbre ont confondu l'élimina-

tion avec la résolution des équations simultanées. Il existe

pourtant entre ces deux problèmes une différence essentielle .-

dans le premier, on se propose, plusieurs équations à pareil

nombre d'inconnues étant données, en déduire l'équation

finale, c'est-à-dire l'équation à une inconnue qui admet pour

racines les valeurs de cette inconnue propres à vérifier les

équations proposées, en même temps que des valeurs con-

venables des autres inconnues ; tandis que le second a pour

objet la recherche des solutions des équations proposées. Il

est vrai que pour résoudre ce dernier problème on com-

mence ordinairement par faire une élimination; mais d'une

part cette élimination a un tout autre but que rélimination

proprement dite, attendu qu'on s'y propose de trouver non-

seulement l'équation finale, mais encore les équations à

deux, trois, quatre, etc., inconnues, qui servent à com-

pléter la résolution ; et d'un autre, on conçoit aisément que

la détermination des solutions puisse se faire sans passer

par l'élimination ; il serait même plus logique, et peut-être

plus simple, d'attaquer directement la résolution, ainsi que

l'a proposé M. Sarrns dans le Journal de mathématiques de

M. Liouville (t. VI , p. 171, 1841).
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Je ne m'occuperai point ici de l'élimination proprement

dite, ce premier problème peut être résolu maintenait d'une

manière satisfaisante soit par la méthode de Bezout, soit par

la méthode des fonctions symétriques généralisée par Pois-

son (*), soit même par la méthode du plus grand commun

diviseur si remarquablement modifiée par M. Labatie dans

le cas de deux équations à deux inconnues. (Voyez la seconde

partie d'un mémoire de cet auteur, ou les éléments d'algèbre

de M. Fink, p. 408 et suiv., seconde édition.) Du reste je

me propose d'en faire l'objet d'un second travail ; je me

bornerai à considérer la résolution des équations siraulta-

tanées. La solution de ce second problème est beaucoup

moins avancée que celle du premier; comme je Fai dit plus

haut, elle consiste à remplacer d'abord le système des équa-

tions proposées par un ou plusieurs systèmes composés cha-

cun d'une équation à une inconnue, d'une équation à deux

inconnues, etc. Or cette substitution n'a encore été tentée

que pour le cas de deux équations à deux inconnues ; et ce

que l'on possède de plus satisfaisant pour ce cas simple, le

théorème de MM. Labalie et Sarrus, laisse encore à désirer :

on sait, en effet, qu'il n'est pas permis de conclure de

la démonstration connue de ce théorème, que, si une so-

lution se trouve plusieurs fois dans le système des équa-

tions proposées, elle se trouvera le même, nombre de fois

en somme dans les divers systèmes que l'on veut substituer

au premier, ce qui est un véritable inconvénient dans cer-

taines applications de l'élimination.

Le but principal de ce mémoire est de faire voir que le

théorème de MM. Labatie et Sarrus s'étend aux solutions

multiples ; je parviens en outre à lever les diverses difficultés

qui se rapportent à ces solutions et qui jusqu'ici ont toujours

O Journal de l'École polytechnique, omiéme cahier, 1802, p. 19».
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embarrassé les auteurs. Ayant d'énoncer les résultats aux-

quels j'ai été conduit, je crois nécessaire de rappeler rapide-

ment l'origine de la méthode généralement suivie pour

résoudre deux équations à doux inconnues, et de faire con-

naître les principaux efforts qui ont été tentés pour affranchir

cette méthode des difficultés qu'elle présente.

Soient deux équations à deux inconnues x et y ; pour

qu'une valeur de y convienne à ces deux équations, il est

nécessaire et il suffit qu'en la substituant dans leurs premiers

membres, on fasse acquérir à ces premiers membres un

diviseur commun, fonction de x, et ce commun diviseur

égalé à zéro donne une équation dont les racines sont les

valeurs correspondantes de l'autre inconnue. Donc, si regar-

dant^ comme connu, on cherche le plus grand commue»

diviseur entre les premiers membres des équations proposées,

on aura en égalant à zéro les deux derniers restes, d'une

part l'équation ûnale en y et d'une autre l'équation à deux

inconnues qui fournit les valeurs de x quand y est connu.

Tel est le raisonnement qui a d'abord conduit à la méthode ;

mais il n'est pas besoin d'un grand effort d'attention pour

reconnaître qu'il peut dans bien des cas être inexact. Suppo-

sons, en effet, qu'une des valeurs d e ^ qui annulent le der-

nier reste 7 rende en même temps égal à zéro un des facteurs

qui ont été introduits ou supprimés dans le courant du

calcul, la valeur que prendra pour cette valeur dey l'avant-

dernier reste, pourra très-bien ne pas être le plus grand

commun diviseur des deux polynômes fonctions de .r ,

obtenus en portant cette valeur de y dans les polynômes

proposés; or c'est précisément sur cette hypothèse que

repose la conclusion que l'on a tirée. Ainsi il n'est pas

permis de dire que l'opération du plus grand commun divi-

seur appliquée aux premiers membres des équations pro-

posées conduise immédiatement à la résolution de ces équa-
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tions, comme on l'espérait d'abord; mais cette opération fait
connaître une suite d'équations dont les degrés vont toujours
en diminuant et dont les premiers membres sont liés aux
premiers membres des équations proposées par des rela-
tions simples ; et on doit naturellement se demander si on
ne peut pas en tirer parti pour ramener la résolution du
système des équations proposées à celle d'une suite d'autres
systèmes de plus en plus simples, de manière à arriver ainsi
de proche en proche à un système composé d'une équation
à une inconnue et d'une équation à deux inconnues. C'est
ce que Ton a tenté de faire comme il suit.

Supposons d'abord que dans l'opération du plus grand
commun diviseur on n'ait ni introduit ni supprimé de fac-
teurs en y, on aura une suite d'égalités de la forme sui-
vante :

Â

= R,Qa+R,

on verra alors aisément que les solutions du système A=0,
B=0 , sont les mêmes que celles du système B = o, R=0 ;
que les solutions de ce dernier système sont les mêmes que
celles du système R=0, R l=0, et ainsi de suite; enfin, que
les solutions du système A = 0 , B = 0 , sont les mêmes que
celles du système R f ï_ l=0, Rn=0. C'est le résultat auqu< i
nous étions parvenus par le premier raisonnement ; ce qui,
du reste, ne doit pas surprendre, puisque dans le cas que
nous considérons on n'a ni introduit ni supprimé de facteur
enjr dans l'opération du plus grand commun diviseur.

Mais considérons le cas général, nous aurons alors les
égalités :
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ck =

Or on pourra bien dire, comme dans le cas précédent, que

les solutions du système cX = 0, B = 0, sont les mêmes que

celles du système B = 0, Rr = 0, que les solutions du sys-

tème c,B = 0, R = 0, sont les mômes que celles du système

R = 0 , R,r, = 0 , otc. Mais comment, en général, les solu-

tions du système cpRp_a= 0, Rp_, = 0, dépendent-elles des

solutions des deux systèmes cp = 0, Hp_, == 0, et Rp_a = 0,

R p t = 0 , et les solutions du système Rp_, = 0, Rprp= 0,

des solutions des deux systèmes Rp_, = 0 , Rp = 0, et

Rp_t = 0, rp = 0? Les opinions ont été partagées sur ce

point; quelques auteurs , à la tête desquels il faut mettre

M. Bret {y. le Journ. de VÉcole polytechn., cah. 15, et les

Annales de M. Gergonne, t. III), ont admis, sans démonstra-

tion, qu'un système de la forme A B = 0 , C = 0 , pouvait tou-

jours être remplacé par les deux systèmes À = 0, C = 0, et

B=^0, C=0 , que ces deux systèmes eussent ou non des solu-

tions communes; d'autres auteurs, au contraire, ont pré-

tendu que la substitution au système A B = 0 , C = 0 des

deux systèmes A = 0 , C = 0 , e t B = 0 , C = 0 n'était per-

mise que lorsque ces deux derniers systèmes n'avaient pas

de solutions communes, et que dans le cas contraire on ne

devait prendre qu'une fois la solution commune. On doit

remarquer, du reste, que cette dernière hypothèse, que l'on

doit à M. Lefébure de Fourcy {F. la correspondance de YÉ-

cole polytechnique (*)), et qui a été généralement adoptée

(•) T. Il , p. 276.
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dans renseignement, malgré la complication qu'elle appor-
tait dans les calculs, devait, en effet, être préférée dans
Fincerlitude où Ton était de la justesse de la première ; car
la seule erreur que put produire son adoption consistait dans
le degré de multiplicité des solutions, < e qui avait peu d'im-
portance dans un grand nombre de cas. Néanmoins je décide
la question en faveur de l'hypothèse de M Bret ; après avoir
donné une définition nette et précise des solutions multiples,
je démontre rigoureusement que le système AB = 0 , C = 0,
peut, dans tous les cas, être remplacé par les deux systèmes
A = 0 , C = 0 et B = 0 , C = 0 ; j'établis ensuite une seconde
propriété, que l'on avait jusqu'ici regardée comme évidente,
mais qui n'a pas moins besoin de démonstration que la pre-
mière, quand on considère les solutions multiples; elle con-
siste en ce que, si l'on a la relation A=Bq-\-Cj^ ' e s solutions
du système A = 0 , B = 0 , sont les mêmes que celles du
système B = 0, C = 0 ; ces deux lemmes admis, je complète
la théorie de M. Bret, puis cherchant à simplifier les résul-
tats qu'elle fournit, je suis conduit d'une manière naturelle,
et pour ainsi dire inévitable, au théorème de MM. Labatieet
Sarrus, qui se trouve ainsi établi pour les solutions multi-
ples aussi bien que pour les solutions simples.

Je dois dire avant d'entrer en matière que je ne m'occu-
perai dans ce qui va suivre ni des solutions entièrement infi-
nies, ni des solutions en partie finies et en partie infinies ;
on sait, du reste, que ces solutions peuvent se déterminer
directement. Je représenterai aussi, pour abréger, par [A,B]
l'ensemble des solutions finies du système A = 0, B ~ 0 .
Enfin je supposerai toujours les équations à coefficients nu-
mériques.
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§ 1er. Définition des solutions multiples. — Détermination

du degré de multiplicité des solutions.

Soient :

(I) L=f(x,y) = 0, (2) B = / ( X , J O = 0 ,

deux équations à deux inconnues x et^r, et dont les pre-

miers membres ne contiennent ni facteurs fonction de x, ni

facteurs fonction de^ , ni facteurs fonction de x et y, ainsi

qu'on peut toujours le supposer. Si l'équation (1) est du de-

gré m en x , et l'équation (2) du degré n m, et que l'on

résolve ces équations par rapport à x, on trouvera pour la

première m racines :

y^i i y %•> Xi-) ' ' ' y m »

cl pour la seconde n racines .

toutes fonctions d(?tr> et qui pourront être, selon la valeur

attribuée à y, finies ou infinies, réelles ou imaginaires. Re-

marquons seulement que si une racine de Tune des équa-

tions de réelle devient imaginaire, le même fait se présen-

tera pour une autre racine de la même équation, et que ces

deux racines, en passant du réelf à l'imaginaire, passeront

nécessairement par l'égalité-, et que s i , pour une certaine

valeur d e y , y = b> A; racines de Tune des équations, de la

première par exemple, deviennent infinies, ce qui arrivera

lorsque les k premiers termes de cette équation, supposée

ordonnée, s'annuleront pour y = 6 , les m — k autres ra-

cines d'abord de la forme - , auront pour vraies va-

leurs les racines de l'équation obtenue en négligeant les k

premiers termes de l'équation A = 0, et faisant dans les

termes restants y= b. Ceci posé , supposons que x=z a,
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y = p, forment une solution des équations proposées, c'est-

à-dire représentent un système de valeurs de x et ûey> véri-

fiant les équations proposées, si nous faisons J K = P, dans les

racines yt, ya, . . . jm de l'équation (1), et dans les racines

y'%• y%> "• yn de l'équation (2), un certain nombre de ra-

cines de Tune et de l'autre équation devront se réduire à a.

Supposons que ces racines soient :

et

r V , y'?-- < y'f.

Pour avoir le degré de multiplicité de la solution x = « ,

y = p, on formera avecy p , jr4, . - ^ r e t / p » , ^ V , . . . y r ' ,

toutes les différences de la forme

et la somme des degrés d'infiniment petit par rapport à

y — p (*) de ces différences, ou, ce qui revient au même-,

le degré d'infiniment petit de leur produit,

(yp —ytf) (yq —yp) -»(yp — y'<t) {yq —^V)

sera le degré de multiplicité cherché.

OK peut encore obtenir ce degré de multiplicitérd'une autre

manière, comme il suit. Supposons d'abord que l'hypothèse

y= p n'annule pas le coefficient a0 du terme de l'équation (1),

qui contient x à la plus haute puissance, auquel cas les m

racinesjr,, ya7 ...ym seront finies poury — p. Comme l'on a

généralement

(•) On appelle degré d'infiniment petit par rapport à y—ft d'une fonction d e y ,
<? (y) qui s'annule avec y—<3, l'exposant m de la puissance de y—ft pour la-

© (v)
quelle la vraie valeur de - ' • - correspondante à t/—/8, est différente de zéro

( y—fi)m

et de l'infini.
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on aura aussi, en substituant successivementyV n rV- ^V ••
à la place de x,

PS .r) = ô ( r V — r

V , r ) = û o (y r '—y k ) {y'r>—y*)... CrV — r » ) ,

et en multipliant

(*)f(y'p'< y)Ay\^ y) ..-/(y*, y) =
= a* (y'P>—yt) (yP'—yù ... (yV—;r.) (/«»—r.) •••

v étant le nombre des racines ytJ y\ ... ^'n , qui se rédui-

sent à a quand on fait tx= p. Or les seuls facteurs du second

membre infiniment petits avec y — J3, sont yv—y'P',

yq —y'p'> '"yp—yq',yq—yq''>-- nous conclurons de là
que le degré d'infiniment petit par rapport à y — p du pre-

mier membre , aussi bien que celui du produit

(i>) (yr—y'p1)(yp —y<t) - (.r* —y?)(yq -y'*) • • •

représente le degré de multiplicité de la solution x = a,

Supposons maintenant que le coefficient ao du premier

terme de Téquatiou (1) s'annule pour,x=p, et que par con-

séquent quelques-unes des racines^, .x,, ̂ -,, ---ym devien-

nent infinies pour la même hypothèse, nous ne pourrons

plus dire alors que les seuls facteurs infiniment petits avec

y —$ du second membre de l'équation (a) soient yv—yf
p^

yp —y'q'j ->-yq — y ' ? * yq —y'qf > ••• » pu i sque <*o
v sera i n -

finiment petit; néanmoins, comme il y aura en même temps

dans le second membre des facteurs infiniment grands, le

degré d'infiniment petit de ce second membre sera toujours

le même que celui du produit (b). Pour le faire voir, je re-

marque que si dans une équation à une inconnue x
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A-rw+ Bxn"+ Cr—+ ... +Tx + V = 0,

dont les coefficients A, B, . . . V dépendent d'un paramètre^,

le coefficient du premier terme avec ou sans quelques coef-

ficients suivants, se réduit à zéro pour une certaine valeur p

du paramètre y, ce qui entraîne pour cette valeur dey l'exis-

tence d'un certain nombre de racines infinies dans cette

équation ; le produit par A du produit de l'expression algé-

brique des racines qui deviennent infinies sera une quantité

déterminée différente de zéro et de l'infini pour y = p.

Soient, en effet, xt, x^ ... xm l'expression algébrique des

racines de 1 équation proposée, et supposons que x, xx, x2

soient les racines qui deviennent infinies pour y=p. On a,

quel que soit y,

Axx,x2 ... x m = {Ax jctx%) (xs... xm) = V ;

faisons converger y vers (3, {x3... xm) et V convergeront

vers des quantités déterminées; il en sera donc de même de

(AxxtxJ. Ce raisonnement est en défaut, il est vrai, lorsque

parmi les racines x3, ... xm il s'en trouve qui deviennent

nulles pour y = $, ou, ce qui revient au même, lorsque Y

est infiniment petit avec^ — p, mais on peut toujours écar-

ter ce cas, s'il se présentait, en augmentant toutes les ra-

cines d'un nombre fini convenable. Ceci posé , nous voyons

facilement que le degré d'infiniment petit par rapport à y—p

de ao
v , sera toujours détruit par le degré d'infiniment grand

des facteurs infinis qui se trouvent dans le second membre

de l'égalité (a), et par conséquent que le degré d'infiniment

petit par rapport à y—p de ce second membre est toujours

le même que celui du produit (b).

(La suite prochainement.)



CONCOURS GÉNÉRAL DE 1846.

Mathématiques spéciales.

PAR M. PAUL SERBET ,
Élève.

Étant donnée une ellipse, si on lui circonscrit des rec-

tangles tels que ABCÛ, on sait que tous les sommets sont

situés sur un môme cercle concentrique à l'ellipse. Soit

MNPQ le quadrilatère formé par la jonction des points de

contact, on propose de démontrer (fig. 9) :

1° Que les deux côtés consécutifs MN et NQ sont égale-

ment inclinés sur la tangente AB qui passe par le point N ,

qui leur est commun.

2° Que leur somme MN -|-MQ est constante, quel que soit

le rectangle.

3° Que toutes ces droites telles que QM , JNjVI, sont tou-

jours tangentes à une même ellipse décrite des mêmes foyers

que la proposée.

JLEMME. Dans la fig. 9 , MN et NQ sont respectivement pa-

rallèles aux diagonales BD et AC {fig. 10).

Cette proposition, vraie pour un parallélogramme quel-

conque, se démontre facilement par la considération, que

tout parallélogramme abcd circouscrit au cercle est un lo-

sange (fig. 10); que par suite, comme l'on a: ad=zab,

am = an, mn est parallèle à bd; de même nq est parallèle

à ac.

Donc, si Ton projette la figure (b) de manière à obtenir
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Ja ûgure (10), les lignes parallèles mn et bd, nq et ac se pro-

jetteront suivant les parallèles MN et BD , NQ et AC de la

figure (9). Ce qui démontre le lemme énoncé, qui va nous

servir dans la démonstration des deux premières parties delà

question. Ce lemme pourrait aussi se démontrer par lecalculv

Première partie. Los droites MN , NQ sont également in-

clinées sur la tangente AB en N.

En effet, la figure ABCD étant un rectangle, les diago-

nales AC et BD sont également inclinées sur le côté AB;

donc il en est de même de leurs parallèles respectives.

N. 5. — Si la figure ABCD était un losange au lieu d'être

un rectangle, l on verrait d'une manière analogue que les

droites MN, NQ feraient avec la tangente en N des angles

complémentaires.

Deuxième partie. La somme MN-j- NQ est constante.

En effet, toujours d'après le lemme démontré, l'on a :

1° Dans le triangle DAB,

AB : DB :: AN : MN = ^ . A N ,
A JL5

2° Dans le triangle CAB,

AB : DB : : NB : NQ = 51|. NB, car DU = AC.

Donc, comme AN -j- NB = AB, on a :

MN H- JSQ = DB = 2 V!~

N. B. — La valeur de la somme constante est 21

a et b désignant les demi-axes de la courbe.

Troisième partie. Toutes les droites telles que mn sont

tangentes à une ellipse de mêmes foyers que la proposée.

a et ,6 étant les coordonnées de A, on a a^y-^b'oix—à'b'.

L'équation de ma avec la relation « a + p"J = a2 -(- b\

ANN. DE MATHÉM, VI. *>
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Soient p et p ies perpendiculaires abaissées des deux

foyers sur mn, on aura :

_ ( )

d'où

remplaçant p1 par aa-|-&a —a*, il viendra en supprimant

aK—cV, facteur commun aux deux termes :

valeur indépendante de a, ou de la position particulière

<Ux point A , auquel correspond la droite MN ; donc, etc.

NOTE

a a
sur les deux expressions - etb a + b

PAR M. ARISTIDE MARRE

Soit proposé de trouver la somme de toutes les puissances

à l'infini d'une fraction proprement dite.

Un moyen rapide à employer est celui qui est donné par

l'illustre et infortuné Saunderson. En effet, un seul trait de

plume suffit, comme il ledit, pour obtenir la somme demandée.

Exemples. «Quelle est la somme de toutes les puissances
3 4

à l'infini de la fraction - , puis de la fraction ~ , enfin de la
O i

1 3 3
fraction -? Au lieu de ^ , j'écris ^ ^ > et la réponse est
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—. Au lieu de ~ , j'écris -—-, et la réponse est - . Au?Méii

1 t

de - ' , j 'écris-—- , et la réponse est 1. En général, toute

fraction moindre que l'unité pouvant être représentée par

, , la somme de toutes les puissances à l'infini de cette
a - j - b

a
fraction sera égale à -y. »

ot
Démonstration. Soit la somme des termes d'une

1 — a

progression géométrique décroissante à l'infini, dans laquelle

la raison est égale au premier terme, particularité qui se

présente dans notre question où les différents termes de la

progression sont les puissances successives de la fraction

a -\- b'

Au lieu de a, substituons donc sa vaieur — ~ ; , et il vient
a-\-b

pour la somme de toutes les puissances à l'infini de cette

fraction :
a

a-\-b a a
— — c. q. f. d.a a-\~b—a b

^~^fb
Nous ferons remarquer aussi en passant que ces deux ex-

a a
pressions y et jouissent de la propriété suivante :

u d I u

Elles sont les formes générales respectives des valeurs des

inconnues x et y dans l'équation xy = x—y, c'est-à-dire

les formules qui fournissent les quantités telfcs que leur

produit égale leur différence.



THÉORIE

des rapports projectifs, sinussiques, segmentaires, triangu-

laires ^ pyramidaux; involutionsprojectives.

1. Soit un faisceau de 2n droites , situées dans un môme

plan, partant d'un même point, et coupé par une transver-

sale. Prenant ces droites 2 à 2 , on obtient n{2n — l)angles,

autant de triangles et autant de segments sur la transver-

sale, servant de bases.

2. Prenons n de ces triangles, mais tellement que les

côtés renferment les 2/* droites du faisceau. Il est évident

que le même côté ne doit pas être répété. Le nombre total de

ce genre 'd'arrangements est égal au produit continuel des

nombres impairs depuis 1 jusqu'à C2n— 1. En effet, représen-

tons ces côtés par at, a^ ... a,n; combinons-les 2 à 2; nous

aurons un premier groupe commençant par at, de 2n— 1

termes ; un second groupe, commençant par a^ de 2n — 2

termes, et enfin le dernier groupe, composé du terme

unique <*„__,#„. l*our former un arrangement triangulaire,

prenons la première combinaison axa% du premier groupe ;

on ne peut la joindre avec aucune du second groupe, mais

à une combinaison quelconque du troisième groupe ; celle-ci

exclut le quatrième groupe, et ainsi de suite; donc ataa

fournit 1.3.5...2»—3 arrangements, autant axa%, etc. ; donc

le nombre total est 1.3.5 ... 2/z—1 =p.

Autrement. Soit P î n le nombre de ces arrangements pour

2n triangles ; axa^ se combinant avec les 2 « — 2 côtés res-
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tant*, donne Pan_2 arrangements, de mémo atat etc. ; donc

P2n = (2«—i) Pan_2, d*où l'on déduit le nombre indiqué.

3. Rapport projectif triangulaire. Concevons que dans

chaque arrangement on fasse le produit des aires des n trian-

gles qui y entrent, on aura p de ces produits, qui fournissent

p (p — 1) rapports par quotient, qu'on peut partager en

-~ -^ •—-•, indépendants les uns des autres, et ——-— , res-

pectivement inversos d* s premiers. Ce sont ces rapports que

nous désignons sous le nom de projectifs triangulaires. L'épi-

thèle projectif sera expliquée plus bas.

Observation. Plusieurs de ces rapports avant des facteurs

communs aux deux termes, se réduisent et sont relatifs à

des faisceaux ayant moins que 2n côtés ; ces rapports doivent

être rejetés, ce qui en réduit considérablement le nombre,

comme nous verrons plus bas.

Rapport projectif sinussique. Remplaçant dans le rapport

triangulaire chaque aire par le demi-produit des deux côtés

vt le sinus de l'angle compris, ces côtés se trouvant en

même nombre comme facteurs, dans les deux termes du

rapport, s'en iront, et il ne reste qu'un rapport entre des

sinus.

Rapport projectif segmentaire. Remplaçant dans le rapport

triangulaire chaque1'aire par le demi-produit de la hauteur,

commune à tous, par les segments qui servent de bases, la

hauteur s'en va, et il ne reste qu'un rapport entre des

segments.

4. Ces trois sortes de rapports ne sont au fond qu'un seul

et même rapport auquel nous avons donné des noms diffé-

rents, selon des points de vue différents. Deux quelconques

d'entre eux sont des conséquences immédiates du troisième

5. Supposons qu'on coupe le faisceau par deux transver-

sales; un rapport segmentaire de la première transversale
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cntrainc le même rapport entre les sinus, et celui-ci établit le

même rapport entre les segments de la seconde transversale ,

donc le môme rapport segmentaire existe pour les deux

transversales, mais Fune de ces transversales est la projec-

tion perspective de l'autre ; de lace théorème :

Le rapport segmentaire d'une droite se projette perspective-

ment sur un plan quelconque, sans changer de valeur.

Delà l'origine de l'épithète rapportprojectif.

Observation. Il est évident que le théorème snbsiste lorsque

le point de concours s'éloigne à l'infini et que les droites

projetantes deviennent parallèles.

Corollaire 1. Les rapports sinussiques se projettent per-

spectivement sur un plan sans changer de valeur.

Corollaire 2. Lorsqu'une transversale devient parallèle

à une droite du faisceau, parmi les n {2n — 1) segments,

2n— 1 deviennent infinis; un de ces derniers segments se

trouvant au numérateur et l'autre au dénominateur d'un

rapport projectif, il se simplifie et ne contient plus dans

chaque terme que n—-1 facteurs; mais ce dernier rapport

simplifié, généralement parlant, n'est plus projectif.

6. Application. Soit n = 2; désignons le sommet com-

mun par la lettre O, et par A,, A4, A3, A4 les points où

la transversale coupe successivement les quatre droites du

faisceau; on a;? = 1.3 ; p{p — 1) = 6 ; ainsi on a six trian-

gles, autant de sinus, autant de segments. Le nombre d'ar-

rangements dont il est question au § 2 est ici 1 .3=3. Ces

arrangements sont, en substituant les segments aux trian-

gles, A1Àa.A3fV4i A,A3.AaA4; A,A4.A2A3, qui donnent six

rapports projectifs, savoir :

A1A2.\3A4 A.A.AjA^ A,A3,A2A4

AfA,,A,A4 '" AtA4.AaA3
; A1A4.AaA3

et les trois rapports inverses.
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Le second de ces rapports, lorsqu'il est égal à l'unité,

a été beaucoup étudié par les anciens sous le nom de

rapport harmonique, et M. Chasles a donné à ce même

rapport projectif, lorsqu'il n'est pas égal à l'unité, le

nom très-convenable de rapport anharmonique, et a

fondé dessus d'importants et féconds théorèmes. Mais la na-

ture projective de ce rapport est déjà énoncée dans Pappus

(liv. 7, prop. CXXÏX).

7. Théorèmes de Fontaine et d'Euler. Il existe entre ces

trois rapports une relation remarquable, signalée par Eu-

ler, mais qui avait déjà été énoncée sous une forme plus

générale par Fontaine. Voici la relation :

"* A A A A ~~A,A3.AaA4 * A,A5.AaA4

Nous laissons aux élèves le soin d'en trouver la démons-

tration. Cette relation est un corollaire du théorème trian-

gulaire de Fontaine (Nouvelles Annales , t. V, p. 154), et qui

peut s'énoncer ainsi :

Un point situé dans le plan d'un quadrilatère étant consi-

déré comme le sommet commun de six triangles ayant pour

bases les côtés et les diagonales du quadrilatère, le produit des

aires des triangles qui ont pour bases les diagonales est égal

au produit (jies triangles qui ont pour bases deux côtés oppo-

sés plus ou moins le produit des triangles qui ont pour bases

les deux autres côtés, selon que le point est hors du quadri-

latère ou dans le quadrilatère.

Raisonnant comme ci dessus, on voit que la relation sub-

siste aussi entre les sinus des angles du faisceau des quatre

droites qui vont aux angles du quadrilatère; donc elle s'ap-

plique aux segments de la transversale qui coupe le faisceau ;

et c'est précisément le théorème d'Euler, lequel étant admis

peut faire retrouver celui de Fontaine, qui n'est, comme
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nous avons dit à l'endroit ci-dessus cité, qu'une inter-
prétation géométrique d'une propriété des déterminantes.
Remarquons derechef à cette occasion qu'une déterminante
dont chaque terme a deux facteurs peut représenter le
double de Vaire d'un triangle, et une déterminante à trois
facteurs, le sextuple du volume d'uue pyramide; à toutes
les relations nombreuses que l'on connaît maintenant sur ces
déterminantes, correspondent donc autant de théorèmes de
géométrie, et vice versa. Aussi le premier analyste de notre
époque recommande sans cesse la culture de la géométrie,
et nous avons entendu le célèbre professeur de géométrie
supérieure recommander, dans une leçon inaugurale, la cul-
ture de l'analyse algébrique ; nombre et ligne, deux instru-
ments également nécessaires, également admirables.

8. Théorème de Ptolémée. Si on prend un quadrilatère
inscriptible, et un point û\a sur la circonférence, le dia-
mètre étant pris pour unité, chaque corde est le sinus de la
moitié de Tare qu'elle sous-tend ; et par conséquent le théo-
rème sinussique de Fontaine se traduit en celui-ci : dans tout
quadrilatère inscrit, le produit des diagonales est égal à la
somme des produits des côtés opposés; théorème de Ptolémée
que Legendre a fait revivre dans la géométrie.

9. Théorème général sur les polygones. Soient A4,Aa,A3 .. A2n

un polygone inscriptible de 2n sommets. Si l'on mène d'un
point de la circonférence des droites à tous les sommets, et
qu'on coupe le faisceau par une transversale ; si Ton forme
un rapport projectif segmentaire, il subsistera aussi entre
les côtés et diagonales correspondants du polygone, et réci-
proquement , si un tel rapport existe entre les côtés et les
diagonales du polygone, il existe aussi entre les segments de
la transversale.

Démonstration. Les côtés du polygone peuvent être con-
sidérés comme les sinus des angles correspondants du faisceau.
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10. Théorème sur les coniques de M. Chastes. Si d'un point
quelconque d'une conique on mène à quatre autres points
fixes de ce périmètre quatre droites, le rapport anharmo-
nique des sinus est constant, quelle qu«i soit la position du
point fixe.

Démonstration, Toute conique peut être considérée comme
la projection perspective d'un cercle ; or, la proposition
est d'une évidence intuitive dans le cercle ; et lo rapport
anharmonique étant projectif, la proposition est donc vraie
pour une conique quelconque.

Observation. C'est sur ce théorème que M. Chasles a fondé
toute la théorie des coniques ; théorème qui est applicable à
un polygone inscrit quelconque (voir § 9).

11. supplication. ?i=3;p = 1.3.5 = 15 ;^ ^~~ =105;

ces rapports projectifs comprennent aussi ceux qui sont
relatifs aux faisceaux de quatre droites; ces six droites
donnent quinze faisceaux quaternaires, et chacun de ces
faisceaux fournit trois rapports projectifs} il faut donc re-
trancher quarante-cinq rapports projectifs pour avoir ceux
qui n'appartiennent qu'à six ; ii reste donc soixante rapports
projectifs : ainsi en désignant les points où la traversale coupe
le faisceau successivement par les nombres 1,2,3,4,5,6, on
aura ces quatre rapports segmentaires projeclifs, ayant tous
pour dénominateur le produit ternaire 12.34.56, et pour
dénominateurs 13.25.46; 14.26.35; 15.23 46; 16.23.45; ils
sont uniquement relatifs aux faisceaux de six, et il y eu a
encore cinquante-six de ce genre.

12. Théorème sur les droites dans l'espace. Soient A, B, C
trois droites situées dans l'espace d'une manière quelconque.
Sur la première droite A prenons 2n poiuts désignés succes-
sivement par A,, Aa, A3... Aan; par chacun de ces points me-
nons une droite rencontrant les deux autres B et C ; dési-
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gnons les points de rencontre respectivement par B,, B,.. .Ban;

C,, C2... Can; un rapport segmentaire projectif pris sur l'une

de ces droites aura même valeur sur les deux autres.

Démonstration, Projetons toute la figure orthogonalement

sur un plan perpendiculaire à la droite A; le système des

transversales A ^ C , , A2B2Ca... A2nB2nC2n, se projettera sui-

vant un faisceau de 2n droites ; et le rapport segmentaire

pris sur B, . . . B,n conserve la même valeur sur la projection ;

et de même pour C,... C9n. Or dans la projection les rap-

ports sont égaux ; ils le sont donc aussi dans l'espace ;

donc, etc.

13. Rapports projectifs pyramidaux. Prenons deux points

Ap, A^de la première droite, et les deux points correspondants

Bp , Bq sur la seconde droite. Ces quatre points sont les

sommets d'une pyramide triangulaire dont le volume est

égal au - du produit des deux segments Ap^etBpB^parleur

plus courte distance et par le sinus de l'angle d'inclinaison.

Or ces deux derniers facteurs restent les mêmes, quels que

soient les indices p et q \ en multipliant donc le rapport seg-

mentaire relatif à A avec le rapport segmentaire relatif à B,

on peut remplacer le produit des deux segments correspon-

dants par le volume de la pyramide correspondante, et on

obtient un rapport pyramidal égal à celui qu'on obtient en

combinant la droite A avec la droite C, ou B avec C ; en ce

sens les rapports sont projectifs, et pour les droites dansl'es-

pace, les volumes des pyramides sont analogues aux aires

des triangles dans le plan.

( La suite prochainement. )
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SECONDE NOTE SUR CETTE QUESTION :

trouver les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une

équation admette un nombre donné de racines égales entre

elles.

Si je reviens sur une question déjà traitée (tome 1er, page

90), ce n'est pas que sa difficulté mérite qu'on s'en occupe

deux fois; certes, après avoir lu ce second article, on sera

bien autorisé à croire qu'elle tient une trop grande place,

même, dans un recueil destiné à des commençants : ce serait

aussi mon avis, si tous ceux qui se sont proposé de la ré-

soudre étaient demeurés d'accord sur sa solution; mais il

n'en est pas ainsi.

Une des méthodes suivies pour parvenir aux conditions

cherchées conduit à un résultat qui a semblé paradoxal;

déjà on en avait donné une explication lorsque j'en ai

cherché une autre (tome 1er, page 92) : pour rejeter la pre-

mière, j'avais alors des raisons que je trouve encore bonnes

aujourd'hui, quoique cette même explication ait été, depuis,

reproduite dans plusieurs ouvrages justement estimés, et

enseignée dans quelques collèges par des professeurs dont le

mérite est incontestable.

On comprend sans doute que le motif, fondé ou non, qui

m'a déterminé à remplacer ainsi une démonstration par une

autre, ne consiste pas entièrement dans une préférence ac-

cordée à telle ou telle forme de raisonnements, à tel ou tel

ordre d'idées, à un mode particulier d'exposition dont le

choix n'admettrait pour arbitre que le bon goût. Ces deux

démonstrations présentent une différence plus facilement
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saisissabie : fondées toutes deux sur le même principe, elles
s'écartent assez Tune de l'autre dans l'interprétation de ses
conséquences pour aboutir finalement à des conclusions con-
tradictoires. Des dissidences de cette nature, dans une
science qui ne se prête guère h des controverses, révèlent la
présence d'un paralogisme. J'ai pensé qu'il ne serait pas
sans intérêt d'examiner de quel côté il so trouve, en reprenant
une question dont les proportions se sont momentanément
agrandies de tous les égards qui» l'on doit à la logique.

J'énoncerai d'abord les principes adoplés d'un commun
accord, de manière à éviter toute espèce d'équivoque; puis,
je parlerai des conséquences qu'ils ont dans l'opinion que je
réfuie; j'ajouterai ensuite quelques développements à ma
première note sur les différentes manières de traiter la ques-
tion proposée.

J. Lorsqu'une équation, /(<r) —0, a un certain nombre, n,
déracines égales entre elles, le premier membre /(a:) de
cette équation et sa dérivéc/'l-r) ont un commun diviseur d,
du degré (n—1),, qui est une puissance exacte de ce
degré.

Si l'équaiiofi n'admet.pas d'autres racines égales, le divi-
seur commun d est le plus grand commun diviseur des po-
l y n ô m e s / ^ ) , / ' ^ - ) .

Réciproquement, lorsque Je premier membre,/{*), d'une
équation/(.r)=:0, et sa dérivée/'(x), ont un commun divi-
seur du degré (n—1), qui est une puissance exacte de ce de-
gré, l'équation a n racines égales.

Si le diviseur commun <i, du degré (/i—1 ), est le plus grand
commun diviseur des polynômes/(.r), / ' ( x ) , l'équation ne
peut admettre plus de n racines égales.

De là on peut, sans aucun doute, conclure que les condi-
tions nécessaires et suffisantes pour qu'une équation/(.r)=0
admette un nombre donné n de racines égales, et pas da-
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vanlagc, s'obtiendront en exprimant rigoureusement que le

premier nombre/(a?) de cette équation , et sa dérivée / '( .r) ,

ont un commun diviseur d du degré (n—1), qui est : l°leur

plus grand commun diviseur ; 2° une puissance exacte du

degré (n—1).

Alors, pour obtenir les conditions cherchées, on divise

f{x) par/'(.r), puis/'(.r) par le reste de la première divi-

sion, et ainsi de suite, jusqu'à ce que, au moyen de ces divi-

sions successives , on soit parvenu*à un reste r du degré

(M—2); le diviseur correspondant d sera du de^ré (n—1).

On égale à zéro les coefficients des différentes puissances de

x dans le reste /\ ce qui donne (n— 1) équations de condi-

tions entre les coefficients de la proposée.

Ces (n — 1) équations expriment évidemment des condi-

tions nécessaires pour que le plus grand commun diviseur de

f(x),f'(x) soit le polynôme d d u degré (n— 1) ; mais elles

ne donnent l'expression exacte des conditions suffisantes

qu'autant que l'on satisfasse à ces (;i— 1) équations de ma-

nière à ne pas annuler à la fois tous les coefficients du poly-

nôme d qui précède r dans les divisions qu'on a faites; car

il est évident que si tous les coefficients du polynôme dsc ré-

duisent à zéro, le plus grand commun diviseur de /(x) et

de/'(or) sera d'un degré supérieur à (n—1).

11 reste encore à exprimer que le diviseur d est une puis-

sance exacte du degré (n—1). A cet égard, voici ce que j'ad-

mets. Lorsque les coefficients d'un polynôme du degré

(n—1) en x sont entièrement indépendants les uns des au-

tres ; lorsqu'ils ne sont liés ensemble par aucune relation :

pour exprimer que ce polynôme devient une puissance

exacte du degré (n—1), il faut établir entre ses coefficients

(n—2) relations distinctes.

IL J'arrive maintenant aux conséquences qu'on a voulu

déduire de ces principes.
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Après avoir supposé que le nombre n est plus grand que

deux, et moindre que le degré de l'équation proposée,

y(«r)=O, on a dit :

Les (« — 1) équations de conditions obtenues en égalant à

zéro les coefficients du rester du degré (n—2), exprimant

uniquement quefix) ety'(.r) ont un commun diviseur du

degré (n—1), conviennent également aux cas où l'équation

proposée devrait avoir (n — 1) racines doubles ; ou (n — 3)

racines doubles et une racine triple ; ou {n—4) racines dou-

bles et une racine quadruple ; ou, etc. : elles sont donc in-

suffisantes ; il faut encore exprimer que le diviseur d du

degré (»—1) est une puissance exacte de ce degré. On ob-

tiendra ainsi (n—2) nouvelles équations de conditions, de

sorte qu'on en trouvera en tout (n — 1) -f~ (n — 2), ou

2» — 3.

Afin d'expliquer pourquoi on trouve ainsi (2/i — 3) diffé-

rentes équations d« conditions, tandis que d'autres méthodes

en donnent seulement (n —1), on ajoute :

Puisque les (n—1) équations de conditions obtenues, en

égalant à zéro les coefficients du reste r du degré (n—2), ex-

priment uniquement que le reste précédent d du degré (n—1 )

est commun diviseur de j\x) o\f\x), rien n'indique que

l'équation d = 0 , formée en égalant à zéro le commun divi-

seur, ait des racines égales entre elles. Chacune des racines
a, ? a*y • •• a

n-i de ct*tte équation, <i=0, entrera donc deux fois

dans la proposêe/(x) = 0. On voit alors que cette dernière

équation revient à

Or, si Ton pose ax = a a = . . . = a n l (au moyen des [n — 2)

équations qui expriment que d devient une puissance exacte),

/ ( x ) deviendra (.r—a,)an~aX, et on a ainsi exprimé que la

proposée a, non pas n, mais (2rc—2) racines égales : ce qui
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exige effectivement (2/i—3) équations de conditions, comme

on le sait d'ailleurs.

C'est là une explication que je ne puis admettre : on verra

bientôt pourquoi

Je suppose, par exemple, que l'équation proposée soit du

vingtième degré, et qu'on veuille trouver les conditions né-

cessaires et suffisantes pour qu'elle ait 19 racines égales entre

elles. Dans ce cas, rc=19 ; le reste r est du I7*éme degré , le

diviseur c/du 18 iéme, et 2rc—3 = 3 5 .

Suivant l'explication dont il s'agit, on trouvera 35 condi-

tions différentes entre les coefficients de l'équation (qui sont

seulement au nombre de 20) ; puisque , en exprimant que d

est une puissance exacte du I8 i éme degré, on obtient 17 con-

ditions nouvelles, après en avoir déjà obtenu 18 pour expri-

mer que r=0. Et, afin de rendre compte de ce résultat, on

devra dire : les 18 relations qui donnent r = 0 , n'indiquant

en rien que l'équation d= 0 ail des racines égales, chacune

des 18 racines a,, aa, etc., de d~0, entre deux fois dans l'é-

quation proposée (dont le degré est 20), qui, alors , de-

vient, etc., etc.

Mais je ne veux pas, en insistant sur des résultats sembla-

bles, faire perdre à la question son côté sérieux. 11 est trop

évident qu'on ne peut établir, comme règle générale, que la

méthode suivie pour parvenir aux conditions cherchées

donnera (2ra — 3) conditions différentes, et (2n—2) racines

égales, puisque le nombre (2/i — 2) peut être supérieur au

degré de l'équation proposée. J'admettrai donc qu'on ait seu-

lement voulu parler du cas particulier où (2«—2) ne surpasse

pas le degré de l'équation ; je supposerai que cette restriction

soit implicitement comprise dans le raisonnement qui a con-

duit aux valeurs (2«—3), (2/i—2) ; mais au moins, cette fois,

les conclusions du raisonnement seront-elles confirmées par
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l'exemple? Il n'en est encore rien. En effet, prenons pour

exemple l'équation du quatrième degré :

et supposons 7̂  = 3 , il en résultera 2/i— -2 = 4.

Pour parvenir aux conditions cherchées, on divisera

d'abord le premier membre de l'équation par sa dérivée, puis

la dérivée par le reste obtenu.

La première de ces divisions conduit au reste

(8B — 3 A V - | - ( t 2 C — 2AB)x + 16D — AC,

que Ton peut écrire ainsi •

en posant :

813 — 3Aa = /?, 12C —2AB = r/, 16D— AC = /

Le reste de la seconde est :

Ce dernier doit être nul, indépendamment de toute valeur

attribuée a i ; il faut d'ailleurs que le reste précédent soit

un carré exact ; on a donc :

4 / ? r — 3 A / ^ + 4 ? a = 0 (1)

G/?2-— Z\pr-\-bqrz=0 (2)

q*—4pr=0 (3)

Les équations (1)....(3) sont bien ces (2«—3) équations

dont on a dit : « Elles expriment que la proposée a non pas nt

mais (2/i — 2) racines égales. » Si on a eu raison de le dire,

les équations (!)-...(3) doivent exprimer que la proposée

.r4 + A.r3-f B.ra + C r + D = 0 a non pas trois, mais quatre

racines égales entre elles. Alors il faut que les valeurs qui

satisfont aux conditions (1)....(3) réduisent à zéro les coeffi-

cients p, q, r, du diviseur px2~\-qx-{-r, car autrement la



proposée ne pourrait avoir quatre racines égales. Or il existe

au contraire une infinité de manières différentes de satis-

faire aux trois conditions, sans annuler les coefficients

/?, q, r , comme il est facile de s'en assurer. Par exemple,

posons :

/ ? = - 2 7 , ? = — 5 4 , r=—27, A = l , B = — 3 , C=—5, D = — 2 ,

les premiers membres des relations (!)....(3) se réduisent

identiquement à zéro, et la proposée, en prenant la forme

(or-J-l)3 (JC—2) = 0 , devient une équation qui a non pas

quatre mais trois racines égales.

Voilà déjà un résultat directement contraire aux conclu-

sions du raisonnement : ce ne sera pas le seul qui viendra

contredire une argumentation formée d'idées mises à la sailc

les unes des autres sans liaison réelle. Nous en donnerons la

preuve, après avoir préalablement établi un fait que le calcul

rend incontestable.

Les équations (1), (2) obtenues en égalant à zéro les deux

coefficients du reste du premier degré, conduisent à

celles-ci :

(*) En effet, les relations 8B—3A2=/?, 12C—2AB = <7 (page 80), donnent:

P + 3A2 j>A+3A3 + 44f
B--J - , C- - .

Reportez ces valeurs de B et C dans les équations (i), (2); elles deviendront
d'abord ;

pS+3A2p2_i6pr — i2Ap#-H 6<72 = o (4),
Ap3 + 3A3p2 + 4gp2-_i44Ajt?r+ i92.qr = 0 (5).

Multipliez l'équation (4) par Ap + iq, l'équation (5) par p; puis, retranche/ le
second produit du premier , et il viendra, toute réduction faite :

W~ipr) (2?-A/>)«o.

ANS. DE MATUÉM. VI. 0
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Or ces dernières se partagent évidemment en deux systèmes
qui sont :

/>3 + 3Aa/?* — 16pr—\2Apq-\-i6q* = 0 I
y . . . . . . (o)

^ — 4 ^ r = 0 ( w

p l -f- 3AVJ — 16pr — 12Apq -f" 1 ùq*= 0 )
? (7}

Les deux équations du premier, {S), sont les équations de
conditions cherchées. Car toute solution du système (£), sa-
tisfaisant aux conditions (t) et (2), annule le reste du pre-
mier degré ; et par suite , donne au premier membre de la
proposée et à sa dérivée, un commun diviseur px* - j - qx -\- r,
qui est du second degré (*). De plus, ce diviseur commun
est un carré.

Réciproquement, pour que la proposée et sa dérivée aient
un commun diviseur qui soit un carré, il faut satisfaire aux
deux équations (<3). En effet* il est d'abord évident qu'on ne
peut obtenir un diviseur commun du second degré, qu'en
satisfaisant à l'un ou à l'autre des systèmes (8), (7). Or au-
cune solution du second (7) ne donne un carré pour diviseur
commun, car en ajoutant aux deux équations de ce dernier
système, la condition q*—4/?r=0, on a trois équationsqui
donnent/>=0, <7=0, r = 0 . Dans ce cas, le diviseur com-
mun est la dérivée elle-même , et l'équation proposée a ses
quatre racines égales.

D'où il faut conclure que les deux équations {$) ex-
priment les conditions suffisantes et nécessaires pour que
l'équation proposée ait trois racines égales. Toute solution de
ce premier système qui n'annule pas le coefficient/?, donne
à l'équation proposée la forme (x—a,)3 («̂  — «J = 0 .

(*) II est sous-entendu qu'il faut satisfaire aux équations ( c?), sans annuler
le coefficient p; sans quoi le diviseur commun ne serait pas du second degré.
Quand nous parlerons d'un commun diviseur, il s'agira du plus grand de tous.
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Les solutions du second système, (7), conviennent au cas

particulier où l'équation doit avoir deux racines doubles ;

elles font prendre à cette équation la forme

(*• — «J* ( * — «.)• = 0.

Si aux deux équations (7) on ajoute la condition q*—4

on a trois équations qui se réduisent à / ? = 0 , ^ = 0 , r = 0 ;

et alors , la proposée devient {x — a,)4 = 0.

On le voit, la méthode du plus grand commun diviseur

conduit aux mêmes résultats que toutes les autres : elle donne

deux conditions quand l'équation du quatrième degré doit

avoir trois racines égales; et trois conditions, si Ton veut

que l'équation ait ses quatre racines égales entre elles.

Actuellement examinons comment on a été amené à con-

clure que cette méthode donne : pour exprimer qu'une équa-

tion du quatrième degré a trois racines égales, des conditions

qui expriment qu'elle en a quatre.

Le raisonnement qu'on a fait se subdivise en deux parties.

L'objet de la première est d'établir que, dans le cas parti-

culier dont il s'agit, le nombre des conditions trouvées est

réellement trois. La seconde a pour but de prouver qu'en

vertu de ces trois conditions différentes , l'équation a néces-

sairement ses quatre racines égales entre elles.

Je suivrai le même ordre dans ma réfutation, et afin de la

rendre plus précise je rappellerai les termes mêmes du rai-

sonnement , en les appliquant à l'équation considérée.

« Les équations de condition (t) et (2), obtenues en égalant

» à zéro le reste du premier degré, exprimant uniquement que

» f (x), f ' (x) ont un commun diviseur du second degré, con-

» viennent également au cas où l'équation proposée devrait

» avoir deux racines doubles •• elles sont donc insuffisantes.

» / / faut encore exprimer que le diviseur du second degré

» px'-f-qx + r est un carré. On obtient ainsi une nouvelle
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* équation, de sorte qu'on en trouvera 2 + 1 , ou trois, ce
» qui, e/c. »

Les équations (1) et (2) conviennent également, comme on
vient de le dire, aux cas où la proposée doit avoir trois ra-
cines égales, ou deux racines doubles : si elles renferment
toutes les solutions de ces deux questions différentes, c'est
un motif pour supposer quelles se partagent en deux sys-
tèmes correspondants aux deux cas mentionnés. Il convenait
au moins d'examiner si ce partage est théoriquement impos-
sible, avant d'affirmer qu'on trouvera trois conditions diffé-
rentes : à cet égard , on nTa rien démontré.

C'est surtout lorsqu'il s'agit, ensuite, d'expliquer pourquoi
on a ainsi trouvé trois équations , tandis que d'autres mé-
thodes en donnent seulement deux, que le raisonnement tne
semble s'égarer.

« Puisque les équations (1), (2), obtenues en égalantLà zéro
» le reste du premier degré, expriment uniquement que le reste
» précédent est commun diviseur de f (x) e£f (x), rien n'indique
» que l'équation px'-f-qx- |-r=O, formée en égalant à zéro
» le commun diviseur ? ait des racines égales. Chacune des
» racines a,, a2 de cette équation, entrera donc deux fois dans
» la proposée. On voit alors que celte dernière équation revient
» à (x — yJ (x—«a)

a = 0. Si Ion pose ensuite «, = «, {ou
» q2 —4pr = 0), elle devient (x—a,)* = 0, etc. »

Mais si les relations (1), (2) n'indiquent en rien que les
racines de l'équation px'iJrqx-\-r= 0, sont égales, elles
n'indiquent pas davantage que ces racines sont différentes
l'une de l'autre, puisque les relations conviennent également
aux deux cas. Cette seconde partie du raisonnement est en
contradiction avec îa première. Les conditions (1), (2) pa-
raissent d'abord insuffisantes, parce qu'elles expriment que
l'équation proposée prend l'une ou l'autre de ces deux
formes : {x — a,)3 (a.-—a,) = 0, (.r —a,)1 (.r —«,)* = 0; et peu
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après, on les trouve suffisantes pour que l'équation devienne

(x—a,)a {x—aa)
2 = 0 ; et par suite (.r —«,)*== 0 , lorsqu'on

aura posé a, = aa7 ou <£*—4/>r=0.

S'il est vrai que les relations (1) (3) expriment que

l'équation proposée a ses quatre racines égales entre elles, il

en faut conclure qu'il est absolument impossible qu'une

équation du quatrième degré ait trois racines égales. Quelle

autre conclusion, en effet, pourrait-on tirer des deux affir-

mations suivantes-. 1° Pour que l'équation ait trois racines

égales, il faut que ses coefficients satisfassent aux conditions

(1) (3) ; 2° Les relations (1) (3) expriment que l'équa-

tion a, non pas trois, mais quatre racines égales.

En affirmant que l'équation proposée devient {x— »,)4= 0,

on a confondu les équations (1) (3), avec un des deux

systèmes en lesquels elles se partagent : c'est prendre le tout

pour la partie. G.
{La fin prochainement).

NOTE HISTORIQUE

sur le binôme de Newton, les exposants négatifs et fraction-

naires.

OLDEMBURG (Henri) (*), l'un des premiers secrétaires de la

Société royale de Londres lors de sa fondation, correspondant

de Newton et de Leibnitz, servait d'intermédiaire aux deux

plus puissants génies contemporains; car Descartes avait

succombé aux rigueurs du climat de Stockholm, juste au

milieu du siècle, en 1650, huit ans après la mort de Galilée,

et aussi après la naissance de Newton, en 1642.

(*) Né à Bremen , mort à Carlton, près Greenwich , en août 1678.
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Leibnitz, étant à Paris, écrivit, le 12 mai 1676, à Oldem-

burg qu'an géomètre danois, Mohr (Georges), y avait ap-

porté deux séries, qui lui avaient été communiquées par

Collins (*) à Londres , contenant l'expression d'une relation

entre Tare et son sinus. Ces séries sont, x étant le sinus de

Tare s e t R=^l,

3
z — ô z

5
Z

6 l 120 5040 *

La seconde série surtout lui parut d'une singulière élé-

gance , et posterior imprimis séries elegantiam quandam sin-

gularem habeat. Il prie Oldemburg de lui en envoyer la

démonstration et de s'adresser pour cela à Collins. Dans une

lettre du 14 juin suivant, Collins écrit en réponse à Oldem-

burg que les coefficients de la première série étaient aussi

réguliers que ceux de la seconde, et que telle était leur loi

de formation :

1.1 1 1 3.3 3 3 5.5 5
2.3 6 ' 6 4 . 5 4 0 ' 40*6 7 112'

mais sans démonstration. Oldemburg avait aussi écrit à ce

sujet à Newton, alors professeur à l'université de Cam-

bridge , et auteur de ces séries. L'illustre géomètre envoya

une réponse le 13 juin 1676, avec prière d'en faire part à

Leibnitz, ce qui eut lieu le 26 juin. Nous donnons le com-

mencement de cette lettre si remarquable où Ton rencontre

la première formule du célèbre binôme. « Quanquam

» D. Leibnilii modestia, in Excerptis, quœ ex opistola ejus ad

» me nuper misisti, nostratibus multùm tribual circa spe-

» culationem quandam infinitarum serierum, de quâ jam

(" Surnommé le Mersenne anglais; mort en 1683.
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» cepit esse rumor; nullus dubito tamen, quin ille, non

» tantum (quod asserit) methodum reducendi quantitates

» quascunque in ejusmodi séries, sed et varia compendia,

» forte nostrissimilia, si non et meliora, adinvenerit. »

Newton, Leibnitz, Euler, bien loin de chercher à atténuer

le mérite d'autrui, se sont toujours efforcés à en rehausser

l'importance ; malheureusement on n'en peut dire autant de

tous les grands géomètres, pas même de notre immortel

philosophe. « Quoniam tamen ea scire pervelit, quse ab

» Anglis hac in re inventa sunt, etipse ante annos aliquot in

» hanc speculationem inciderim ; ut votis ejus aliqua saltem

» ex parte satisfacerem , nonnulla eorum, quae mihi occur-

» rerunt, ad te transmisi. »

Newton avait trente-quatre ans en écrivant celte lettre, et

il y avait déjà plusieurs années (antè annos aliquot} qu'il était

parvenu à ses principales formules.

u Fractiones in inânitas séries reducuntur per divisionem,

» et quantitates radicales per extractionem radicum : perinde

» instituendo operationes istas in speciebus, ac inslitui soient

» in decimalibus numeris. Haec sunt fundamenta harum rc-

» ductionum. »

On voit donc que ce sont les opérations sur les fractions

décimales introduites par Stevin qui ont suggéré à Newton

l'idée d'appliquer ce genre d'opérer aux expressions algé-

briques, et, opérant ainsi dans les extractions des racines, il

a été amené, par induction, au théorème dont il va être

question.

« Sed extractiones radicum multum abbreviantur per hoc

» theorema

. (P+PQ£= Pï + "i AQ + Z=? BQ + "1=^ CQ +
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»• Ubi P-hPQ significat quantitatem , cujus radix,, vel etiam

» dimensio quœvis, vel radix dimensionis, investiganda est,

» P primum terminum quantkatisejus; et reliquos terminos

» divisos per primum. Et — numeralem indicem dimensio-
n

» nisipsius P + P Q ; sive dimensio illa sit intégra; sive (ut

» ita loquar) fracta ; sive affirmativa, sive negativa. Nam,

» sicutanalystaeproa/z,aaa,e\c,scribere soient <z%#3, etc.,
— 1 1 5

» sic ego, pro Va, V a\ \/Cab, etc., scribo a2 , a~$ , aï ;

1 1 1 .. — 1 - 2 - 3
» et pro —, — , . scnbo a , a , a . et sic pro

a an, aaa

Z9 scribo a^a^-j-^x'j^ ; et pro

— 2

') 3

» In quo ultimo casu, si (a3-(-^'j:) a concipiatur esse

•»(P+PQ)*" in régula : erit P = a 3
; Q = — ^ ; / n = — 2; n=3.

a6

»> Denique, prœ terminis inter operandum inveutis in quoto,
m

» usurpo A, B, C, D? etc. Nempe A pro primo termiuo PTO ;

» B pro secundo — AQ, et sic deinceps. Ceterum usus re-

» guldB patebit. »

Newton fait donc usage de la méthode récurrente, dédui-

sant chaque terme des précédents, et le binôme est toujours

préparé à rendre la série convergente ; car, comme il le dit,

A est le premier terme, B le second, etc.; quant aux indices

exponentiels négatifs et fractionnaires, ils avaient déjà été

employés par Wallis dans son Arithmetica infinitorum

(Prop. LXIV, p. 52)Î et Waliis en fait lui-même l'observation

dans son algèbre. « Eosdem indices seu exponentes retinet



— 89 -

» vix Glarissimus Isaacus Newton (Matheseos Professor
» eruditissimus in celeberrima Academia Cantabrigiensi)
» in notatione sua. (De Algebra tractatus, p. 315, 1693,
» Oxoniae; l'édition anglaise est de 1685). » Les exemples

i i

donnés par Newton sont (a* + x*)2 ,• (c5 + tfx — a:5 )5;

i
(d+e) 3

5 {d-\-e) % après ces neuf exemples, il dit
qu'on peut se servir de son théorème pour extraire commo-
dément les racines d'indices élevés des nombres. Mais voulant
appliquer sa méthode aux racines des équations, il éprouva
des difficultés en se servant des moyens proposés par Viète
et Oughtred (qua propter aliam excogitare adactus sum).
Il fut forcé à en chercher une autre méthode, et il trouva la
résolution approchée des équations numériques adoptée dans
les éléments ; méthode qu'il avait déjà communiquée en 1669
à Barow ; dans son Analysis per œquationes numéro termi-
norum infinitas. Il en donne deux exemples, savoir :

^ 3 _ 2 r _ 5 - = o , et il trouve y = 2,09455148,

et y1-\-axy-\-cfy—.r3 — 2a3 = 0 ;

Ensuite il passe aux séries du sinns par l'arc et vice versa,
et encore à d'autres, mais le tout sans aucune démonstra-
tion ; aussi dans une lettre subséquente du 27 août, Leibnitz
écrit à Oldemburg qu'il aurait désiré plus d'explications,
par exemple sur le théorème du binôme j Desideraverim ut
clarissimus Newtonus nonnulla quoque amplius explicet; ut,
originem theorematis, quod initio ponit.

Dans une lettre du 24 octobre même année, adressée à
Oldembourg pour être communiquée à Leibnitz, Newton

AkK. DEM\TH*M. M. 7
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explique comment il est parvenu âctx théorèmes consignés
dans la lettre du 13 juin. Ce sont les quadratures de Wallis
qui lui ont fait découvrir son binôme. Wallis trouve les aires
des courbes données par les équations

et puis par interpolation les aires des courbes dont les ordon-
3 5

nées sont (1—oc2)2 ; (1 — x^f.... En réfléchissant sur la loi des
coefficients, Newton a été amené à la loi des coefficients bino-
minaux fractionnaires, et a vérifié que le développement en

i

série de (1 —.r2)2, élevé au carré, donne 1 —.za; et il Ta
encore vérifié en extrayant la racine carrée de 1 —- x* par la
voie ordinaire, et ainsi des autres. Newton ne paraît pas avoir
eu une démonstration rigoureuse du binôme ; la première, à
ce que je sache, est due à Euler. Dans cette même lettre,
Newton donne la résolution des équations littérales en séries,
explique son parallélogramme qui sert de base à la méthode
pour le retour des séries ; parallélogramme qui est encore
tacitement employé dans tout ce qu'on a publié récemment
sur l'équation finale de l'élimination.

Nous devons ajouter que Stifel (1544) connaît les exposante
entiers négatifs; dans le chapitre V de son Arithmétique,
p. 246, il donne cette échelle des puissances de 2.

Exposants:— 3, — 2; — 1 , - 0; 1,- 2; 3;

- ; - ; - ; 1 ; 2 ; 4 ; 8 ; et il s'arrête là

eft disant * « Posset hic fere novus liber integer scribi de mira*
biiibus numerorum^ sed oportet ut me hic subducam et clausis
oculis abeam; et plus loin : Qualiacumque facit progressio
gvotnetrica multiplicando et dividendo , talia facit progressio

arithmetica addendo et subtrahendo; sicut - multiplicatus in
o
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64 facit 8 , sic — 3 additus6 facit S; est autem — 3 exponens

ipsius - ; sicut 6 est exponens numeri 64 et 3 exponens nu-
8

meri 8 (p. 250). On voit qu'il considère 3 comme exposant
de 8, et non pas de 2, ce qui manque de clarté ; du reste,
on voit ici explicitement énoncée toute la théorie logarith-
mique.

On trouve la lettre de Newton dans le Commercium Epis-
tolicum, seconde édit., p. 131, n° XLVIII, et dans les opus-
cules recueillis par Castillion, t. I , opus. X, p. 307.

De ce qui précède, il ressort que ce qu'on appelle dans
les traités élémentaires binôme de Newton, pour l'exposant
entier n'appartient pas à Newton ; on connaissait déjà depuis
Stifel les coefficients binominaux (y. t. V, p. 495). Mais le
binôme pour les exposants négatifs et fractionnaires, est une
des plus fécondes découvertes du créateur de la mécanique
céleste. Tm.

QUESTION 130 (t. V, p. 512)

SUR LES POLYGONES RÉGULIERS PLANS ET SPHÉRIQUES.

Étant donné un polygone régulier, trouver le lieu d'un point

situé dans son plan, tel que le produit des distances de ce point

aux sommets du polygone soit égal à une quantité donnée k (*).

PAB. M. vAirasoar (FOUKMTIER),
Professeur à Versailles.

Soit m (fig. I l ) un des points du lieu demandé, et o le cen-

tre du polygone, je mène les rayons ma, mb, etc. ; je dé-

co Voir les belles études d« M. Seirot w* ee genre de courbes (Journal de

Mathématiques, t, VIII, p. 49 •, 1813. Tm.
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signe la distance mo par p, et par w l'angle moa j par n le

nombre des côtés du polygone : nous aurons

ma* = pa -J- 1 — 2p cos to ;

en prenant le rayon pour unité :

Jj

mca=p2+l—2pcosf ù> + ~ j ... etc.;

multipliant ces égalités, membre à membre, on trouve :

*>= (pa+l — 2p COS co) I pa+l -2p COS U + ~ J1 jV +1 —

-2pCOS (*> + —) [..( P3+1-2PCOS (co-f J —

Mais, par la théorie des équations trinômes, on sait que le
second membre de cette équation est égal à p'n—2pncosrco>-f 1 ;
nous avons donc

pan—2pnCOS/2a)-j-l=X:2. d'où p2= y COSmo±:\/k2—Sina72to;

telle est l'équation polaire de la courbe demandée. Si on sup-
pose ;*=1, on trouve l'équation polaire du cercle ; si on sup-
pose 7i=2, il faut distinguer les cas suivants - F = l ; #*<! ;
&">t. Dans le premier cas, on trouve une lemniscate
(jig. 12) ; dans le deuxième cas, une courbe composée de
deux parties fermées et distinctes (fig. 13) $ enfin pour k > 1
une courbe continue et fermée. Proposons-nous maintenant
de discuter la courbe en laissant n quelconque, et supposons

d'abord : 1° n pair et k^> 1. Il est évident que V/A3—shrW
est toujours plus grand que cosrcw pris en valeur absolue ;
donc on ne doit prendre ce radical qu'avec le signe + • Si on
désigne par h un accroissement quelconque donné à <*>, et par
k F accroissement correspondant au rayon vecteur, on aura

n$m.rnù r cosmo
I 1 +

.. .. [k\ n$m.rnù r
limite ( r ) = srr— I 1 +
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Le facteur entre les parenthèses est toujours positif; on aura

donc les valeurs de &> qui donnent les maxima et minima du

rayon vecteur en.posant sin TZU>=0 ; donc

* 2* 2(/i-l)

II est aisé de voir aussi que la première de ces valeurs, et

toutes les suivantes de rang impair, donnent un maximum,

et toutes les autre»un minimum. En effet, depuis u> = 0 jus-

qu'à w = - , limite (y) sera négative ; donc p diminuera ; il

augmentera depuis u> = - jusqu'à w=—1 et ainsi de suite. Il

est donc facile de représenter la marche de la courbe (fig. 14).
Cette figure est faite en prenant pour exemple n = 6 ;
2° supposons maintenant k < 1 ; dans ce cas, cosmo est plus

grand en valeur absolue que Vtf—sin'mo ; si donc cos/u*>
est négatif, les deux expressions du rayon vecteur seront
imaginaires, et réelles toutes deux dans les cas contraires.
Pour avoir les valeurs de to qui rendent égales les deux va -
leurs correspondantes de p , il faut poser sin'rcto = F , ou
sin nu = + k. Soit « la plus petite valeur positive corres-
pondante de a>, nous aurons

_l_ - U . 27C -4- . ^ -1 - . 2(»—!)7T

e( les valeurs correspondantes de p seront toutes réelles ; si
au contraire on prenait w=TTdba, 37db«, etc., p serait ima-
ginaire ; to variant depuis —a jusqu'à + a ? P s e r a Téel;
, „ 2TT . .
depuis a>=a jusqua w = «, p sera imaginaire ; de-

n ' ,
2TT 2TC . t . . • J

puis o)== a jusqua (-a, p sera réel, et ainsi de
Tl 71

suite.



Si à ces remarques, on ajoute, comme dans lé cas précé-
dent, la détermination des maxima et minima du rayon vec-
teur, on pourra facilement construire la courbe ( Voyez

fy. **).
Nous ne parleront» pas du cas où n est impair ; on le dis-

cute de la même manière.

II.

Nous nous proposerons, relativement aux polygones sphé-
riques, une question analogue à la précédente •. étant donné
un polygone sphérique régulier, trouver sur la sphère le
lieu des points tel que le produit des cosinus de leurs dis-
tances aux sommets du polygone soit égal à une quantité
donnée k.

Soit o le pôle du polygone ABCD ; n le nombre de ses
côtés ; m un point du lieu ; r la distance du pôle à un des
sommets ; p la distance du point m au pôle ; w l'angle moA ;
x\ x"9 x"\ etc., les distances du point m aux sommets A,
B, etc., nous aurons :
cosx'=cosrcosp-(-sinrsinpcoso) ; cos .r" = cos rcos p-f-

-j-sin p sin r cos ( o>-| J cos .vr" = cos rcos p -J-

-f-sinrsinpcos(<D-j 1 ... cos xn~~l = cos rcos p-f

+ smrsmpcos co+-^ '- ;

\ n j

multipliant ces égalités membre à membre, on trouve

Ar=(sinrsinp)w[cotrcotp-j-cosw] I cotrcotp-fcos( &>-(-—) h: :

Or, le second membre de cette équation , abstraction faite

du premier facteur, n'est autre chose que le premier mem-

bre de Véquation, qui donnerait cos. — , ramenée à la forme
n



...5=0 i en y changeant le signe # $ rgctaff et $p

remplaçant l'inconnue par cotrcoCp. L'équation qui donne

7ZO)

cos. — est la suivante (*) •.
71

1.2.3...p 2ap

II faut, dans l'emploi de cette formule, continuer le cal-

cul des termes jusqu'à ce qu*on arrive à un terme mcjépeq-

dant de x, si n est pair, ou à un terme du premier degré,

si n est impair. Changeons dans cette équation le signe des

racines, ce qui se fera en remplaçant le premier membre par
C0S711D . .

£=r , si n est impair ; remplaçons aussi x par cotrcotp,

et nous obtiendrons :

&=(sinrsin p)nJ (cotrcotp)n— ^ (cotrcotp)w~a +

7i(/i--3) (cos r cos p)w"4 a(n--4)-(#fr-5) (cot7<cotp)w""g _̂ _

COS 720)1

en prenant le signe + quand n est impair, et le signe —

quand n est pair : telle est l'équation de la courbe demandée.

On peut, quçj que soit n, la résoudre par rappfirt à cos; TZO) J

par suite, trouver la valeur de o) correspondante à une va-

leur arbitraire de p, et construire ainsi la courbe par pointes.

Remarque. On peut mettre l'équation précédente sous une

forme qui permettra de calculer plus simplement la valeur

de o) correspondante à une valeur donnée de p, Pour cela,

(*) Nous laisserons aux élèves le soin de démontrer cette formule. ( V. t. V,
p. 223, formule 43.)
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j'ajoute et je retranche au facteur entre parenthèses, la quan-

tité ^ r r , ce qui donne :

#=(sinrsinp)w cotrcotpW — ~ cot rcotp .,. ± - ^ J=F

nu

Dans le facteur entre parenthèses, cosmo a été remplacé

par 1, qui est le cosin. de 0 ; donc ce facteur peut se décom-

poser de la manière suivante :

(cot rcot p -f-1) ( cot r cot p+cos—) ( cot r cot p +cos — ) , etc. ;
\ n I \ n I

donc l'équation de la courbe devient :

£=cos(r—p) (cosrcosp-f-sinrsinpcos — ) , etc. ... qz

\ n I
S)U~

=F(sinrsinp)\ . — _ _ .

Si donc on porte Tare p sur le grand arc qui joint le pôle

à un quelconque des sommets, et qu'on désigne par P le pro-

duit des cosinus des distances du point obtenu à tous les som-

mets , on aura :

2 / V (sinrsinp)" '

équation qui doimera l'angle w par un calcul simple. Il fau-

dra prendre le signe supérieur dans le cas de n impair.

Si dans l'équation de la courbe nous faisons n = 2, nous

trouverons A = cosVcos3p — sinapsinVcos2&>; on tire de là
. „ cosV—-k .

smap= — a . ; je pose, pour simplifier, la formule

A=Xcosr, d'où s i n p = \ / -—r- —— ; on peut sup-
r y 1+tangrcossw v v
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poser ). positif, négatif ou nul. Quand X est positif, il faut le
prendre moindre que l'unité ; alors sin p est toujours moindre
que 1, quel que soit «. En faisant «=() , sin p atteint la va-
leur minimum; il augmente quand w augmente, et atteint

son maximum quand &>=--. II faut remarquer de plus qu'à

un même sinus correspondent deux arcs supplémentaires
l'un de l'autre. La courbe est donc composée de deux parties
fermées (comme on le voit fig. 16) ; et si du point C, milieu de
Tare donné AB, comme pôle, on décrit un grand cercle, il
divisera en parties égales tout arc de grand cercle compris
entre les deux branches de la courbe et partant du point C.

Supposons maintenant X négatif, et posons X= — )/, nous
aurons pour équation de la courbe :

1+Vsm p = \ /

pour qu'on trouve sinp < 1 , il faut avoir cosaw _ VcolV, et

par suite VcotV < 1 ; supposons cette condition remplie, et
posons coswf==zhcotr. J/V. Si nous faisons au point C
(fig. 16), milieu de Tare passant par les deux points donnés,
deux angles, BCD, BCD', égaux à «'; puis, que sur les arcs
ainsi tracés et les prolongeant, nous prenions

CD=CD'=CD''=rCD'f'=: - ,

la courbe sera tout entière comprise dans les deux angles
DCD", D'CD"; on aura le maximum et le minimum de p en
posant o^=0 ; et tous les arcs partant du point C compris dans
la courbe seront divisés en parties égales par un grand cercle
ayant C pour pôle. Il est aisé, d'après ces remarques, de
construire la courbe (fig. 16).

Si >=o, l'équation se décompose en deux facteurs ; et les



égalant séparément à o, on trouve cosp = dztangr ços &>. On

reconnaît là les équations polaires de deux cercles ayant pour

distances polaires - , et pour pôles chacun des deux points

donnés (*).

SOLUTION

d'un problème sur le cône de révolution, pour faire suite à un

problème de M. Breton (de Champ), sur le cylindre droit

(Tome V, p. 651.)

P A R M. B. . . 9

de fcége.

PROBLÈME. Un point étant donné sur un cône de révolu-

tion , trouver le rayon de la section circulaire passant par ce

point.

Solution. Soit A le point donné, S le sommet. Tracez AS

et sur cette génératrice prenez A B = A C . De chacun des

points B et C, et avec un rayon r pris arbitrairement, dé-

crivez un arc. L'intersection A, de ces deux arcs sera un point

du plan perpendiculaire à AS, et mené par A. Cherchez de la

même manière trois autres points A2,A3,A4 du même plan ;

transportez les cinq points A,AI,Aa,A3,A4 sur un plan ; ils

détermineront une conique qui sera .-

Une ellipse si l'angle de deux génératrices opposées est

aigu ;

Une parabole s'il est droit ;

Une hyperbole s'il est obtus.

1er Cas. Faites un triangle rectangle S AD, rectangle en A,

ayant pour côtés de l'angle droit la distance connue AS et

D Voir Michael Roberts (Journal de Mathématiques, t. X, p. 25i). Tm.
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le grand axe AD de l'ellipse ; puis du point A menez une
perpendiculaire à la bissectrice de l'angle S. Ce sera le rayon
demandé.

2e Cas. Construisez un triangle rectangle isocèle, ayant
pour hypoténuse AS. Le côté de l'angle droit donne la solo*
tion du problème.

36 Cas. Faites un triangle rectangle S AD, rectangle en A,
ayant pour côtés de l'angle droit AS, et Taxe réel de l'hy-
perbole. Prolongez l'hypoténuse DS au delà du point S , et
de A. Menez une perpendiculaire à la bissectrice de l'angle
extérieur. Cette perpendiculaire est le rayon cherché.

SOLUTION DE LA QUESTION 137 (t. V, p. 672).

P A R M. J. M U R E N T ,
de Clermont-Fetrand.

THÉORÈME. L'enveloppe des bases de tous les triangles
rectilignes qui ont un angle commun, et même périmètre,
est un cercle.

Solution. Prenons pour axes des coordonnées, les côtés de
l'angle fixe 0; l'équation de la base dans Tune de ses positions
sera:

ay-\-bx-=iab (i)

a et b étant les deux autres côtés du triangle, ou les deux
segments interceptés par la base sur les deux côtés de l'angle
fixe, à partir du sommet.

Exprimant que le périmètre est constant et égal à %?, on
aura la relation

ou , en chassant le radical et réduisant
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ou bien encore, en remplaçant db par sa valeur tirée de
l'équation (1)

=2p> ; (2)

pour avoir la troisième équation du problème, il faut,
d'après la méthode connue (Nouvelles Annales, 1.1, p. 282),

f'b
égaler les deux valeurs du rapport — des dérivées des équa-

J a

tions (1) et (2), prises par rapport à b et a. On a ainsi :
x—a 2/> —(i-}-cosG).r

ou en réduisant

[2/i—(i + COSG)JC] b — [2p — (1 + cose)y]a=z2p(y—x) ; (3)

il reste maintenant à éliminer a et b entre les équations (1),
(2) et (3), et l'équation ûnale sera celle du lieu demandé. Or,
en observant que les équations (2) et (3) donnent, Tune la
somme, l'autre la différence de deux quantités, on a immé-
diatement

mettant ces deux valeurs dans l'équation (1) ? on a, toutes
réductions faites,

y + 2xy cos 9 -f- .r2—%py— 2px + / ? a = 0 ;

équation qui représente un cercle. En y faisant successive-
mont x=0, y = 0, on obtient deux équations qui ont leurs
racines égales à/? : donc ce cercle est tangent aux deux côtés
de l'angle fixe, en deux points distants du sommet de la
quantité/? moitié du périmètre. Le centre et le rayon s'ob-
tiendront facilement, soit graphiquement, soit par le calcul.

2. En suivant la même méthode, il est aisé de démontra
cet autre théorème, analogue au précédent. L'enveloppe des
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bases des triangles qui ont un angle commun et même surface^

est une hyperbole ayaût pour asymptotes les côtés de l'angle

fixe.

SOLUTION D U N E QUESTION D'EXAMEN (t. V, p. 703).

PAB. M. BEOUTISH, ,
élève au Collège de Versailles.

D'un point fixe, D (fig* 18) d'un diamètre FDE d'un cercle,

on mène une sécante quelconque, BDA au cercle ; en A et B

on lui mène les tangentes AC, BC ; et on joint les points D

et C 5 démontrer que le produit

tang ADE. tang E D C = constante.

Joignons OC ; et du point C abaissons la perpendiculaire

CCr sur le prolongement du diamètre FDE ; la droite CC est

la polaire du point D ; et le point G est son conjugué ; de

sorte que si par le point D on mène des cordes quelconques ;

et si par les points de contact avec le cercle régulateur, l'on

mène des couples de tangentes, tous les points G seront situés

sur la droite C C

Évaluons maintenant CC dans les deux triangles rec-

tangles CDC, COC'.

CC' = C'DtangEDC.

CC'=C'OtangCOC.

Divisant membre à membre :
Çff\

tang EDC = £ijj tang COC'.

Remarquons que dans le triangle rectangle ODM, l'angle
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ODM ou ADE est le complément de l'angle COC', et alors :

tang ADE=cotang COC.

Multiplions membre à membre ces deux dernières galités :
il vient :

C'O
tang EDC. tang ADE = — .

Les lignes CO et CD étant constantes, le produit des tan-
gentes est constant, et ce produit est égal au rapport des
distances du conjugué du point fixé t) , au centre du cercle
régulateur, et à ce point fixe.

Le théorème subsiste encore, lorsque le point D (ftg. 19)
est pris sur le prolongement du diamètre ; son conjugué C
est alors à l'intérieur du cercle qui est coupé par la polaire
CCO.

Nous avons toujours :

CC=COtang COC
CC' = CD tang EDC;

Pour:
CO

tang EDC = ^ tang COC.

Or, dans le triangle rectangle MOD, les angles COC et ADE
étant complémentaires :

tang ADE = cotang COC ,

et:
CO

tang EDC tang ADE = — . C. Q. F. D.
LU

QUESTION 134.

La surface d'un cylindre oblique à base circulaire > est égale

à celle d'un rectangle dont un des côtés serait le diamètre du
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cercle, et Vautre côté la circonférence d'une ellipse, ayant
pour axes principaux la hauteur et Varête du cylindre.

BRINKLEY.

JPABL M. CABTJSSI BX BAJOft ,
élève de l'institution Barbet.

Soit ABDE (fig. 17), le cylindre oblique à base circulaire,,
par les points A et D faisons passer des plans perpendicu-
laires à AD, ils couperont le cylindre suivant des ellipses,
et la surface du cylindre oblique sera égale à celle du cy-
lindre droit, donc :

Scyl. = EH.DFxAD;

menons au point D la droite DG tangente au cercle DE, et
DK perpendiculaire à la base ; par les droites KD,DG faisons
passer un plan et un second par les droites AD,DG, KDA sera
l'angle de ces deux plans, soit a cet angle; sur AD comme
diamèlre, décrivons un cercle dans le plan ADE, ec projetons-
le sur le plan KDG, la projection sera une ellipse ayant pour
axes principaux AD et KD, ou bien AD et

AD cos ADK 3= AD cos a ;
remarquons que l'angle EDF = ADK = a.

Par suite les axes principaux de l'ellipse DF sont :

2R et 2Rcosa.

De la proportion AD : ADcosa :: 2R : 2Rcos«, il résulte
que les deux ellipses considérées sont semblables, donc leurs
circonférences sont entre elles comme leurs grands axes,
donc:

EU. (DF) : EH. (AD.DK) :: 2R : AD,

d'où : Eli. DF = Eli. (AD?DK) — ;
AD 0

donc enfin ; S cyl = EH. (AD,DK) x 2R,



NOTE

sur le théorème démontré, t. IV, p. 648, et t. V, p. 65.

PAE M FAUX. SEBLRET ,
Élève.

Ce théorème est le suivant : F et F' étant les deux foyers
d'une ellipse, et MFP, MFP' deux cordes passant par les
deux foyers et par un même point de la courbe, la somme
MF , MF' # 4 .
FF + FF constanle-

On peut généraliser ce théorème ainsi qu'il suif:
Dans l'ellipse, A et À' étant deux points à égale distance du

centre, et situés sur le même diamètre, MAP et MAT'
étant deux cordes passant par les deux points et par un

. éA . . . MA MA'
même point de la courbe, la somme -—g- -+- -TJET est con-

AJr A Jr

stante quel que soit le point M.
La démonstration est exactement la même que celle qu'on

a donnée pour le cas particulier des foyers. Année 1845,
page 6fe8.

NOTE

Sur la symétrie des angles trièdres.

P A R M. B A R B E T ,
Chef d'institution.

On a coutume de dire dans les éléments de géométrie que
deux angles trièdres composés d'angles plans égaux chacun
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à chacun, et disposés d'une manière différente, ayant leurs

angles trièdrcs égaux, mais ne pouvant point coïncider, pré-

sentent un cas d'égalité par symétrie ou sont symétriques l'un

de l'autre. C'est ordinairement la première fois que Ton

emploie le mot symétrie, dont le sens ne paraît pas suffi-

samment justifié.

Si Von convient que deux figures sont symétriques, lors-

qu'un point quelconque dé Tune et un point de Vautre se

trouvent sur une perpendiculaire commune à un plan inter-

médiaire , et à égales distances de ce plan, on démontre que

deux angles trièdres sont symétriques quand ils sont com-

posés d'angles plans égaux chacun à chacun, et disposés

d'une manière différente.

On remarque d'abord que les angles dièdres formés par

les plans qui contiennent les angles égaux sont égaux chacun

à chacun.

Ayant appliqué Tune contre Vautre deux des faces égales

suivant ASB (fig. 20), on aura Vangle ASCf égal à l'angle ASC,

et le dièdre*BASC égal à l'angle dièdre BASC. Si du point D

pris sur la face ASC on mène DP perpendiculaire sur la face

commune ASB, et qu'on la prolonge jusqu'à la rencontre de

la face ASC en Dr, que du point P on mène PG perpendi-

culaire à SA, et qu'on joigne le point G aux points D' et D ,

les droites D'G et DG seront perpendiculaires à SA (par le

théorème des trois perpendiculaires); les angles D'GP et

DGP mesureront donc, dans l'un et Vautre angle trièdre,

les dièdres égaux qui ont pour arête commune SA ; les deux

triangles DfPG et DPG sont donc égaux, et Von aura

D ' P = D P , donc les deux angles trièdres sont symétriques

par rapport au plan ASB.

1" Remarque. Deux lignes SD' et SD symétriques par

rapport au plan ASB, sont également inclinées sur le plan

de symétrie à cause de Végalité des triangles D'SP, DSP.

AN*, DE MATBBHAT. VI. 8



2« Remarque. Un point quelconque de l'arête SC, appar-
tenant à la fois aux deux faces ASC et BSC a son symétrique
sur les deux faces ASC et BSC, c'est-à-dire sur l'arête SC
de ces deux faces, de telle sorte que l'arête SC est symétrique
de l'arête SG. Ces deux arêtes sont également inclinées sur
le plan de symétrie ASB.

3e Remarque. Le plan de symétrie pourrait être placé entre
les deux angles trièdres, dont les faces représentées par ASB
resteraient parallèles, et à égales distances de ces faces.

Si on prend sur ces arêtes les distances SC et SC égales
entre elles, les points C et C sont symétriques.

On peut déduire facilement de ce qui précède que les deux
prismes triangulaires abcb'dd1, bcda'b'c' (fig. 21), dans les-
quels est décomposé le parallélépipède oblique ad, sont sy-
métriques l'un de l'autre. Dans ces prismes, on a les angles
trièdres en a et en a\ en b et en b\ en c et en d symétriques
deux à deux, de telle sorte qu'en plaçant le prisme triangu-
laire bcda'b'c1 sous le prisme triangulaire abcUdd\ en
abcWd'd", a'bf sur ab, a'd sur ac, b'd sur bcfon a deux
angles trièdres symétriques en a, deux en b, deux en c,
ayant pour faces communes les angles en #, en b et en c, du
triangle abc, et pour plan de symétrie celui de ce triangle.
Les deux arêtes symétriques ad' et ad" étant égales, les
sommets d! et d" sont symétriques. Il en est de même des
sommets b1 et 6", c' et c".

QUESTION D'EXAMEN.

Théorie des exposants de nature quelconque (v. t. V, p. 704 ).

A. Quantités réelles, ni nulles, ni infinies5 exposants réels
rationnels, ni nuls, ni infinis.

1, Définition. Exposant entier positif, L exposant entier
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positif est un nombre entier positif écrit à droite et au-des-
sus de la quantité et désignant qu'il faut multiplier la quan-
tité autant de fois moins une, qu'il y a d'unités dans l'expo-
sant ; le produit, résultat de ces opérations, se nomme
puissance, dont le quantième est indiqué par l'exposant.

2. Identités fondamentales, m et n étant des nombres en-
m

tiers positifs, l'on a : 1° aman = afn+n ; 2° —tk = am~n si

m A

J»>«; et -s-=s -5:5 si m < n ; 3» («•)» = «*"";a CL

4° Vanp+<1 = ap V 7 ^ Î ? </£. Ces identités sont des consé-
quences immédiates de la définition.

3. Définition. Exposant entier négatif. Cet exposant in-
dique qu'il faut élever la réciproque de la quantité à une
puissance marquée par l'exposant pris positivement.

4. Identités fondamentales. Elles sont les mêmes que pour
les exposants entiers et sont aussi des conséquences de la

définition -, ainsi cTm. a~n = - ^ . — = -^r^ = aTm^n. et ainsi
a a CL ~

des autres.
5. Les quatre identités fondamentales subsistent donc

pour les exposants entiers, positifs ou négatifs ; on peut
m

écrire -^ = am~n lors même que n est plus grand que m ;
et c'est ce qui a donné naissance aux exposants négatifs.

6. Définition. Exposant fractionnaire positif. Cet expo-
sant indique qu'il faut élever la quantité à une puissance
marquée par le numérateur et extraire de cette puissance
une racine d un indice marqué par le dénominateur de l'ex-
posant fractionnaire ; ou bien encore, à l'inverse, il faut
commencer par extraire de la quantité la racine désignée
par le dénominateur et élever le résultat à la puissance in-
diquée par le numérateur ; on démontre facilement que ces
deux modes d'opérer donnent le même résultat.
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m pm

7. On a Tidentité an = apn; c'est une conséquence de
la définition ; il faut remarquer que le premier membre a n
valeurs diverses, et le second membre pn valeurs ; mais
parmi vespn valeurs se trouvent les n valeurs du premier
membre-, et ce n'est que pour celle-ci que l'identité subsiste.

8. Les quatre identités fondamentales subsistent pour les

H 2. «4-?
exposants fractionnaires positifs ; ainsi an aq = a11 q . En

effet, | /V\ Pï? = P^T^ ; donc, etc.
9. Définition. Exposant fractionnaire négatif. Comme

pour l'exposant positif ; mais la quantité est remplacée par

sa réciproque a = ( —

Résumé. Les identités fondamentales ont lieu pour des
exposants entiers ou fractionnaires, positifs ou négatifs.

B. Quantités nulles ou infinies ; exposants réels, rationnels,
ni nuls, ni infinis.

11. On a évidemment : (T = 0; 0 - t n==x; oew=oo;
oo ""m = 0.

C. Quantités réelles rationnelles, ni nulles, ni infinies ;
exposants nuls ou infinis.

m *

12. # 0 = 1 ; c a r ao provient de — ; a~0=— = 1 ;
a a0

a * = oo si # > 1 ; et ^=0 si ^ < l j et inversement
^ * = 0 si # > 1 ; et a~co=oo si a < l .

13. Les identités fondamentales subsistent encore pour les
exposants nuls ou infinis.
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D. Quantités nulles ou infinies ; exposants nuls ou infinis.
m

Om 0
déterminé y 0° = - ^ = - = indéterminé.

Observation. Presque tous les géomètres admettent avec
Euler que 0 ° = 1 ; car, dit ce dernier (Alg., 1.1, § 175),

- = a° = 1 ; cette équation subsiste, quelque petite valeur

qu'on attribue à a ; donc aussi lorsque a = 0, ainsi 0° = 1 ;

mais cette conclusion manque de justesse; il s'ensuivrait

aussi que - = 1 ; l'identité 0 = 0 n'est pas du même genre

que l'identité 2 = 2; la première peut s'écrire 6.0 = 7 . 0 ;

on ne peut pas écrire 6 . 2 = 7 .2 ; et - u'cst pas identique à

2 0
- . Aussi M. Cauchy range-t-il les expressions ~ , oo°, -
2 0
parmi les symboles d'indétermination ( Résumé des leçons
données à l'École polytechnique sur le calcul infinitésimal,
p. 25). Un anonyme, qui signe S, enseigne la même doc-
trine dans le Journal de Crelle (t. XI, p. 272, 1834, en
français). Nous avons montré que si Ton admet que 0° soil
constamment égal à l'unité, on serait conduit à cette con-
clusion absurde que ; dans la surface transcendante repré-
sentée par z = xy, tout l'axe des y appartient à la surface,
excepté le point servant d'origine. La vérité est que l'axe
des z appartient aussi à la surface, ainsi que la droite z = 1
située dans le plan xz (t>. t. V, p. 648).

C. Quantités réelles, ni nulles, ni infinies; exposants réels
irrationnels.

15. Définition. Le symbole m étant un nombre entier, p
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un nombre qui n'est pas une puissance d'indice m ; le sym-

bole j/'/Tdésigne qu'il existe une série inflnie de nombres

finis, telle qu'en les élevant tous à la puissance m, on ob-

tient une seconde série qui a/> pour limites ; c'est-à-dire une

seconde série dont aucun terme n'est égal à/? , mais où la

différence, en excès ou en défaut, entre les termes et/? peut

devenir plus petite qu'aucune quantité donnée, Dans la pre-

mière série, la différence entre deux termes consécutifs peut

aussi descendre au-dessous de toute quantité donnée ; mais

elle n'a pas de limite assignable par un nombre fini de chif-

fres , dans aucun système de numération ; tandis que la se-

conde série a une limite assignable. Prenons pour exemple
\/7T - , . 3 7 17 41 ;
K 2 ; o n a pour première série : 1, - , - , —, —, les

2t o 12 19 *

différences entre les termes vont en diminuant; elle n'a pas

de limite exprimable en chiffres d'une numération. On dé-

signe symboliquement cette limite par 1 / 2 , c'est-à-dire

9 49 289
qu'en formant la seconde série 1, - , -—, — - , etc. , la li-

4 2o 144
mite est 2.

16. Observation générale. Toutes les fois qu'on fait une

quelconque des six opérations arithmétiques sur des expres-

sions irrationnelles, iî faut toujours sous-enlendre, à moins

de ne savoir ce qu'on dit, qu'on fait ces opérations sur les

quantités rationnelles de la première série dont ces expres-

sions rationnelles représentent la limite symbolique. Ainsi

les identités fondamentales du § 2 ont donc encore lieu pour

des exposants irrationnels, puisqu'on n'opère jamais que sur

des quantités rationnelles.
D. Quantités imaginaires, monômes ou binômes ; exposant

réel.

17. Représentons^—i par*'; m étant un nombre en-
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tier; £4m=H; V+^i
t. V, p. 141).

18. Les identités fondamentales s'appliquent encore ici.

Par exemple, on a •. ip x iq = ip+Q ; il suffit de le démontrer

pour/? et q, chacun plus petit que 4.
m p m p »n

19. On a encore i* . iq = in 9; *n est racine d'une
équation binôme de la forme j : w ± l = O o u ^ n ± l = 0 ;

p

de même, î^.est racine d'une des équations de cette forme

xq± 1. = 0 ; x2<ï =fc 1 = 0 ; i n 9 est racine de Tune de ces
équations .rw*±:l = O ou .r'*9 rh 1 = 0. Ces troisièmes
formes renferment les produits des racines des premières par
les racines des secondes.

20. (a + bi)m{a + bi)n = (a + bi)m+n. En effet, soit
a b

cC-\- W = ra ; - = cos.r ; - = sin x. Ainsi :
r r

a + là = r(cos x-^i sin x) ; (a + bi) w = rm(cos w JC+i sin ma:) ;

On peut trouver une démonstration purement algébrique,
mais très-longue.

21. E. Exposants imaginaires.

Définition. L'exposant imaginaire ap% désigne symboli-
quement la série qu'on obtient en développant a? en une
série ordonnée suivant les puissances de p, et remplaçant
ensuite/? par pi.

22. On a : <P. aqi = a^q)i. En effet, a* = epita• ou la
désigne le logarithme népérien de a. Donc :

à** = cospl.a -{- ismpLa ; aq% = cosqta -\- i sin qla ;
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donc

> . aqi = cos(P+q)la+ism(p+q)la =

C.Q.F.D.

23. CONCLUSION GÉNÉRALE. Les identités fondamentales sub-

sistent pour des exposants entiers ou fractionnaires, positifs

ou négatifs, rationnels ou irrationnels, réels ou imaginaires.

24. L'indice exponentiel est employé d'une manière géné-

rale pour indiquer une suite consécutive d'opérations simi-

laires. Ainsi/""P désigne qu'il faut faire sur P une certaine

opération indiquée par/*; sur ce premier résultat, la même

opération qu'on a faite sur P ; sur ce second résultat, encore

la même opération, et ainsi de suite jusqu'à la mème opéra-

tion , et f~mp désigne une expression sur laquelle il faut

faire m de ces opérations pour parvenir à l'expression P, et
m

fnV indique des opérations interpolatoires. Ainsi xm indique

donc réellement m opérations. La première est le produit de

1 par x ; la seconde le produit de ce premier résultat encore

par x, et ainsi de suite ; x~m est la quantité sur laquelle il faut
m

opérer ainsi m fois pour parvenir à 1 ; c'est donc — ; xn

x

désigne l'interpolation de n opérations semblables entre

1 H xm.

On voit donc que la notation sin"1^ pour (sîn.r)m est vi-

cieuse ; car elle désigne qu'il faut prendre le sinus ûex, puis

le sinus de sinus x, etc. Comme cette notation usitée est

commode, il est avantageux de la conserver.

25. Les identités fondamentales n'ont pas lieu pour les in-

dices exponentiels, dans le sens général. Aussi on n'a pas,

en général, / w P . jTP = / m + n P . On démontre, au con-

traire, que lorsque cette identité subsiste, l'indice exponen-

tiel devient potentiel. Il est donc le seul pour lequel cette
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identité subsiste. Les considérations sont fondées sur le cal-

cul fonctionnel ou autrement le calcul aux différences

partielles.

26. Dans les opérations de dérivations on a cette identité

remarquable qui les caractérise :

DM. Dn = Dn .Dw .

C'est le sujet d'un très-beau Mémoire de M. Servois, qui s'est

malheureusement retiré trop tôt de la science où il a rendu

et pouvait rendre encore d'utiles services. Il est du petit

nombre de géomètres français qui lisent. ( Annales de Ger-

gonne, t .V, p. 93, 1814.)

SECONDE NOTE SUR CETTE QUESTION :

Trouver les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une

équation admette un nombre donné de racines égales entre

elles»
( Fin, v. p. 75. )

3. Je terminerai ce second article par une analyse de ma

première note (tome I, page 92) sur le même sujet.

Dans cette note, j'^i d'abord examiné la question suivante :

Les (rc—2) conditions nécessaires pour que le polynôme d

du degré (n—1) devienne une puissance exacte de ce degré,

sont-elles, toutes, différentes des( n—1) conditions qui doi-

vent être remplies pour que ce polynôme soit le plus grand

commun diviseur de/( .r) et de sa dérivée?

Quand le rtombre n est précisément égal au degré m de

l'équation proposée f(x)=0, les(rc—2) relations qui donnent

au diviseur commun la forme (.r—a)n~I rentrent, &mtesrdans

celles qu'on obtient eo égalant à zéro le reste du degré (»—2).

C'est ce que l'on démontre dans tous les éléments d'algèbre.



Et cela ne conduit pas à conclure, sans examen, que si
n devenant inférieur au, degré de l'équation proposée, est,
par exemple, égal à m—1, alors on trouvera {n—2) équa-
tions de conditions nouvelles, pour exprimer que le diviseur
commun kf{x) etf'ix) est une puissance exacte du degré
(n-1).

Il résulte de la démonstration donnée (tome I , page 93)
que dans le cas particulier où n=m—1, les (n—2) équations
dont il s'agit peuvent être remplacées par une seule équa-
tion (*) ; que si n~m—2, on trouve au plus deux conditions
nouvelles, et ainsi de suite.

Il sera utile de rappeler ici cette démonstration.
Nommons petq les quotients qu'on obtient en divisant

f'(x) e ty (x) par d ; les restes de ces deux divisions doivent
être considérés comme étant identiquement nuis, d'aprèsles
(n—1) relations qui donnent r=0 . Donc, en n'admettant
pour les coefficients A, B, C, etc., des termes de/(.r), que
des valeurs satisfaisant aux conditions (r=0), on peut écrire
les égalités/(x)=dq,f'{z)z=:dp.

Soient d\ q' les dérivées de d et q : la dérivée du produit
dq sera {dq-\-qd!), et par conséquent l'égalité /(
donne /'(x^dq'-^qd*.

Remplaçant f'(x) par sa valeur dp, it vient :

'* OU d(p—qr)=zqdr.

(*; Le principal objet de la. démonstration donnée (tome I, page 93) est
d'indiquer par quel calcul on parvient à des équations dont le nombre peut être
inférieur à (n—2), et qui, cependant, expriment que le diviseur d est une puis-
sance exacte du degré (n—1). 11 n'est besoin d'aucune démonstration particu-
lière pour établir que le nombre total des conditions différentes ne surpasse
jamais (m—1) ; si ce nombre était seulement égal à m, les conditions trouvées
suffiraient pour déterminer les m coefficients de l'équation proposée : ce qui est
impossible puisque la valeur des racines égales n'est pas donnée.

D'ailleurs, dans le cas particulier où n^m—î, l'équation d—o, obtenue en
égalant à zéro le commun diviseur du degré m—2, ayant au plus deux racines
de valeurs différentes, on ne voit guère pourquoi il faudrait plus d'une con-
dition nouvelle pour exprimer que ces deux racines deviennent égales entre
elles.
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Cette dernière égalité montre que d est divisible par d\
lorsque le polynôme q est lui-même divisible par {p±-q'), et
réciproquement. Ainsi, on exprimera qued devient une
puissance exacte du degré (n—1), en égalant à zéro les coef-
ficients des différents termes du reste obtenu en divisant le
polynôme q par (p—qr)- Le nombre des termes de ce reste
est, au plus, (m—n), puisque (m—n) est le degré du diviseur
(P—#')• D'ailleurs (m—n) est moindre que (n—2) quand
m<C%n—2; donc on ne trouve pas {n—2) conditions nou-
velles en exprimant que dest une puissance exacte du degré
{n—i)9 lorsque le nombre (2n—2) surpasse le degré de l'é-
quation proposée, comme il était facile de le prévoir.

Mais, dans l'hypothèse môme où le nombre (2n—2) n'ex-
cède pas le degré de l'équation proposée/*(.z)=0, il faut en-
core, pour trouver (H—2) conditions nouvelles, en expri-
mant que d devient exactement divisible par d\ que d et d
n'aient primitivement aucun facteur commun (*). Or, les
valeurs des coefficients de ces deux polynômes d et d! ne
sont pas entièrement arbitraires, puisqu'elles doivent satis-
faire aux (n—1) équations de conditions obtenues en égalant
à zéro le reste r du degré (n—2). Et, comme il y a diffé-
rentes manières de remplir ces conditions, le diviseur com-
mun, d, prend plusieurs formes essentiellement différentes
les unes des autres. Admettre que d et d' n'ont aucun facteur
commun, c'est considérer seulement une des formes qne le
diviseur commun hf{jc) elf[x), peut prendre, en vertu des
(tt—1) relations qui donnent r=0. Afin d'indiquer plus net-
tement la restriction dont nous voulons parler ici, reprenons
l'exemple déjà considéré (page 80).

Le premier reste obtenu e&\.px*-\-qx-\-r.

(*) C'est ce que j ' a i , plusieurs fois, fait observer dans ma première note
(voir tome 1, page 94).
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En égalant à zéro les deux coefficients du reste suivant,

on a les deux relations :

(1) >
(2) A/>*+3À»/»'+4?/—144. Apr+i 92.gr=O

Pour que le plus grand commun diviseur de/(x) et/'(,r)
soit le polynôme du second degrépx*-]-qx-{-r, il faut satis-
faire aux équations (1) et (2), sans annuler le coefficient p de
laplus haute puissance de x dans le polynôme pxa-^qx-|-r.

Cela posé, représentons les équations (1) et (2) parM=0,
N=0 ; on pourra les remplacer par les deux suivantes .-

M=0 ,

Car, toute solution de ces deux dernières qui n'annule pas le
coefficient/?, convient aux équations M=0, N=0 , et réci-
proquement. Or, l'équation M(Ap-\-bq)—N/?=0 revient à
celle-ci :

{tf—bpr) (2q—Ap)=0.
On en déduit .

q=±2\/Pr, ou ? = -jp

Le diviseur du second degré a donc l'une ou l'autre de ces
deux formes :

pjr*±2x\Zpr-\-r, px^-\- — x + r:

et les coefficients p, r, doivent encore satisfaire à la condition
M = 0 .

Le trinôme px*±%xl/pr-\-r est évidemment un carré;
par conséquent, si l'on trouve une condition nouvelle pour
que le diviseur commun devienne une puissance exacte du
second degré, c'est parce que l'on prend pour diviseur



En exprimant que p.r*-f- -£x-\-r est exactement divi-

sible par sa dérivée 2px-\~ - ~ , on obtient la condition :

A>— 16r=0.
Les (2/1—3) équations trouvées de cette manière sont

donc :
(1)

A>—16r=0.

Elles expriment que la proposée a {2n—2) racines égales ;
car elles reviennent à/?=0, ?=0 , r=0 (*).

Le polynôme d ou px*-\-qx-\~ r se réduit alors à zéro, et
le plus grand commun diviseur de f{x) et f(x) est d'un
degré supérieur à (#t—1) ou 2. Il est facile d'expliquer pour-
quoi on a trouvé p = 0, £=0 , /•=().

En effet, remarquons d'abord que si Ton remplace dans
F équation (1) Ap par 2q, cette équation devient :

d'où

Si Ton veut que le plus grand commun diYiseurpx
de J '{x) et f\x) soit du second degré, il faut donner au co-
efficient p une valeur différente de zéro; par conséquent,
cf—kpr ne doit pas être nul. Ainsi, les relations

sont les conditions nécessaires et suffisantes pour que f{x)
et/'(.r) aient un plus grand commun diviseur du second de-

*) En remplaçant q et r par les valeurs —, — , que donnent les relations

iq—Ap^o, Afy— i6r=o, l'équation (1) 6e réduit immédiatement à p3*=» o ; il
en résulte p = o , et par suite g—0, r—0.
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gré, qui soit premier avec sa dérivée; en admettant toujours
que Ton satisfasse aux deux équations par des valeurs qui
n'annulent pas le coefficient p. Si à ces deux relations on joint
une nouvelle équation Aa/?—16r=0, indiquant que le divi-
seur commun du second degré est une puissance exacte, il
en résulte une contradiction qui ne peut disparaître qu'en
supposant JO=O, £ = 0 , r = 0 .

En général, si parmi les différentes manières de satisfaire
aux {n—1) équations de conditions, obtenues en égalant à zéro
le reste r du degré {n—2),on choisit celle qui ne donne au-
cun facteur commun au diviseur d et à sa dérivée d', il est
évident que les {n—2) conditions nécessaires pour que d
soit une puissance exacte du degré (/i—1) seront des condi-
tions nouvelles ; on obtiendra ainsi (2n—3) relations, diffé-
rentes assurément. Il n'est pas moins évident qu'on ne
pourra, sans annuler tous les coefficients du polynôme d, sa-
tisfaire à ces (2/i—3) équations exprimant, d'une part, que
d et d' n'ont aucun facteur commun ; et d'autre part, que d
est exactement divisible par d'. Les (2/z—3) relations ainsi
obtenues sont les conditions nécessaires et suffisantes pour
que l'équation proposée admette (un—2) racines égales entre
elles, on le démontre facilement.

Mais il s'agit seulement ici d'une solution particulière des
(2n—3) équations trouvées en posant r = 0 , et d=:{x—-a)n~r.
Considérées d'une manière générale, ces équations de condi-
tions répondent à plusieurs questions différentes ; leurs so-
lutions donnent à l'équation proposée /^)=0 des racines
égales^dont le nombre aura une des valeurs suivantes •.

», (Ti+l), ( H + 2 ) ... (2/1-3), (2/1-2) ;

le nombre de ces racines égales sera précisément rc, si la so-
lution adoptée ne réduit pas à zéro le coefficient de la plus
haute puissance de x dans le polynôme d ; car, dans ce cas



particulier,/^) e t / ' (#) auront un commun diviseur <2û\i

degré (»—1), qui sera : 1 ° leur plus grand commun diviseur ;

2° une puissance exacte du degré (»—1). Donc, si l'oh ajoute

aux (2/i— 3) relations générales j>?=*0, <i= (JC—-a)**"1] une

inégalité exprimant que le coefficient du premier terme de d

doit être différent de zéro, on aura les conditions nécessaires

et suffisantes pour que réquation/(.r)=0 ait n racines égales

entre elles.

On sait qu'au moyen d'autres méthodes les mêmes condi-

tions s'expriment par (n—t) équations seulement; par con-

séquent , il est possible de réduire à [n—i) les (2rc—3) équa-

tions [r=0, d=(jc—a)n~'], en ayant toutefois égard à ce que

le coefficient du premier terme du polynôme d ne doit pas

être annulé. D'ailleurs, toutes les solutions des {n—1 ) équa-

tions données par ces autres méthodes conviennent aux équa-

tions (r=0) ; mais ces dernières contiennent, de plus, des so-

lutions étrangères et correspondantes aux différents cas par-

ticuliers où le diviseur d n'est pas une puissance exacte du

degré (rc—1). On est donc conduit à conclure que

Les équations de conditions, obtenues en égalant à zéro les

coefficients du reste r du degré (n — 2) se partagent en plu-

sieurs systèmes correspondants aux différentes formes que le

diviseur commun du degré (n — 1) peut avoir. Les (n—i)

équations de l'un de ces systèmes expriment les conditions

nécessaires et suffisantes pour que l'équation proposée ait pré-

cisément n racines égales entre elles.

Cette conclusion a été confirmée par un exemple (p. 82);

elle est amenée par un raisonnement facile à suivre. Si l'on
ne peut lui opposer que l'explication dont il s'est agi dans la

première partie de ce second article, il n'existe contre elle
aucune objection sérieuse.

G.



NOTES

sur deux points du Cours de mathématiques spéciales (relatifs
aux tangentes des coniques et aux sommes des nombres
figurés).

P A R M. BRASSIMTE ,

Professeur à l'Ecole d'artillerie de Toulouse.

1° Dans les traités de Géométrie analytique, on vérifie,
après avoir trouvé l'équation de la tangente, que cette droite
ne rencontre pas la section conique en un point différent du
point de contact. Cela peut se déduire, sans aucun calcul,
de la forme de l'équation de la tangente. Prenons, par
exemple, la tangente a*y y—b*xx' = — cfV (1) à l'hyper-
bole ay*—tfx' = —a*b*. x\ y étant les coordonnées du
point de contact. Si la droite (1) avait un second point,
y , xl\ commun avec l'hyperbole, on aurait l'équation de
condition a*yy—Wx' = — aïb*. Donc l'équation delà
tangente serait aussi à*y"y— b'2x"x =— #2&a(2), puisque
cette dernière, satisfaite par les coordonnées y", x'f d'un
point de la courbe, est aussi vérifiée par les coordonnées
y', x'. Par suite, l'équation (2) doit être identique avec l'é-
quation (1), lorsqu'on dégage^ ; ce qui exige que y — y' et
x"=x'.

2° On donne très-simplement, dans les trailés élémen-
taires d'algèbre, les formules qui expriment les nombres de
combinaisons, deux à deux, trois à trois, etc. de n lettres.
On pourrait former les combinaisons deux à deux de n lettrés
a^b^c.k, l en forment toutes celles qui contiennent #, et qui
sont au nombre derc—1, toutes celles qui ne contenant pas a
contiennent b et qui sont au nombre de n — 2, e t c . ; mais
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comme on sait déjà que le nombre total de combinaisons

deux à deux est , on aura :

Les combinaisons trois à trois seront formées de celles qui

contiennent a et qui sont au nombre de — -\ de

celles qui ne contenant pas a, contiennent h, et qui sont ati

nombre de , etc. Donc on nura la sommation :

)

1.2 * 1.2 * 1.2 ' '" ' 1.2.3
Par le même procédé, on trouverait les sommations cor-

respondantes aux combinaisons quatre à quatre, etc. La
somme précédente peut servir pour le calcul de la pile de
boulets triangulaire.

3° On peut mener une tangente en un point m d'une el-
lipse , en joignant une extrémité du grand axe avec ce point
et prolongeant cette ligne jusqu'à la perpendiculaire élevée à
l'autre extrémité de cet axe. Le milieu de la partie de la per-
pendiculaire comprise entre l'extrémité du grand axe et ce
point de rencontre est un second point de la tangente. (Au
lieu d'employer les axes, on peut se servir des diamètres
conjugués, et appliquer le procédé à l'hyperbole et à la pa-
rabole. )

4° Aux théorèmes sur les diamètres conjugués, que j'ai
donnés dans le journal de M. Liouville et dans les Annales,
et qui se déduisent d'une méthode indiquée t. VII, p. 120 du
Journal de Mathématiques, pour en trouver toutes les pro-
priétés des diamètres conjugués, on peut ajouter le suivant :

« Soient deux points m\ m!' conjugués pris sur une ellipse.
OQ mène en ces points les rayons de courbure de cette ellipse.

ANR. DS MÀTHÉM. VI, 9



Cm rayons conjugués, projetés respectivement sur un des
rayons vecteurs passant en m1 ou m", donnent deux projec-
tions dont la somme est constante.

5° PROBLÊME. Par un foyer d'une ellipse, mener deux
cordes c et c faisant entre elles un angle donné, telles que

la somme inverse - + -7 soit un minimum. Si l'angle corn-
c c

•pris par les cordes est droit, cette somme sera constante.
#

QUESTION 138 (Voir t. V, p. 672).

Une parabole ayant un foyer fixe touche constamment une
conique de même foyer; si on mène par ce foyer une ligne qui
fasse un angle constant avec Vaxe de la parabole, le lieu du
point d'intersection de cette ligne avec la, parabole variable est
une conchoïde du cercle ( limaçon de Pascal ).

P A R M. V A N N S O N (FOURMI ir,

Professeur.

Supposons, pour fixer les idées, que la courbe donnée sôit
une ellipse. Soit / le foyer commun à cette ellipse et à la
parabole {fig. 22) variable ; g le deuxième foyer. Soit A le
point de contact de la parabole et de l'ellipse dans une posi-
tion particulière de la parabole mobile. Si nous joignons gA,
cettê  droite sera parallèle à Taxe de la parabole ; abaissons/o
perpendiculaire sur la tangente Ao, et oi perpendiculaire sur
kg ; cette ligne oi sera la tangente au sommet de parabole
que Von considère. Donc, la distance/* du foyer / à cette

droite sera le - du paramètre de la parabole. Pour calculer

/ / , je joins oC par une ligne qui est parallèle à-1'axejfMte



la parabole. Si donc j'abaisse fx perpendiculaire sur Co,

j 'aurai/* = Gr=Co — arC =a — c cos A^C. Ainsi le - para-

mètre de notre parabole =2(a—ccosAg£). Soit maintenant
S/g = à l'angle constant que doit faire la sécante avec Taxe
variable de la parabole ; appelons cet angle a ; prenons /S
pour axe polaire, et so i t /R la position particulière de la
sécante, l'angle Rmg sera égal à a ; et l'angle A^c sera égal
à a—g/R = «. Ainsi le paramètre de notre parabole sera re-
présenté par 2 {a — £cos&>). Si donc on appelle p la distance
du point y au point où la sécante/R rencontre la parabole,
on aura, d'après l'équation de la parabole en coordonnées

polaires :
2(a —ccosw) __ a ccosw

— COSa . a a . a a
sm - sin -

2 2
II est facile de reconnaître dans cette équation la courbe in-
diquée par l'énoncé.

Si on considère le cas particulier où a = w, on trouvera :.
p = a — ecos&>.

équation qui donne le lieu des sommets des paraboles tangents
à une ellipse de même foyer. On peut, pour celte dernière
question, démontrer sans aucun calcul que la courbe deman-
dée est une conchoïde du cercle. En effet, le point t [fig. 22)
est un point du lieu. Si nous prolongeons £/'jusqu'à ce qu'on
ait tp =zCo = a ; puis que nous joignions Cp, l'angle p sera
droit, et le lieu du point/? sera un cercle décrit suryC comme
diamètre. Or, tp == a ; on voit donc que, pour construire la
courbe demandée, il suffit de mener du point/* des droites
aux divers points du cercle ayant Çf pour diamètre, et de
prolonger chacune de ces droites jusqu'à ce que la distance
tp soit égale à a, construction qui donne bien la conchoïde
du cercle.

Note. Le même problème a été résolu par M. Rispal.
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NOTE

sur l'intégration de l'équation différentielle

A,, A,, ... A, étant supposés constants.

F A R M. J. D I B N G E R ,
Docteur es sciences, à Sinsheim, près Heidelbcrg, en Bade.

Supposons qu'on ait

a" + A, «"- + A,*1""2 + ... + A _ a + An =
=(*-*,)*• (—a/'... (*-«')»•= ?(«),

où « ,+".+ ••• +re* ==n, on aura, d'après un théorème bien
connu :

?(«0=0, <f'W=0, o"(«,)=0, ?CH-')(«I) = 0,

Î ( 0 = O , f W=o, <p"W=o, ?c*«-o(»j =0,etc.,

en désignant par ç'(a), o"(a) les fonctions dérivées de »(«).

En mettant y = e"VBxr, on aura en général :

...(r

pour v r, et

! x + 4- «>r]
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pour t> > r. (f. pour exemples les leçons sar le calcul des
fonctions, page 57.)

Donc on aura, r étant supposé < n, ou tout au plus = n •.

(r—1) (r—2) An-rcc/^-f +/i. (»—1 ) (/i—2)ai
w

—1)... .; (n~

Maintenant si l'on a r wx—1, on aura

©(a^O, ©'(aI)=O, «pC^aJsrO, donc,

c'est-à-dire$r=ze*lXxr sera une soluUon de l'équation diffé-

rentielle proposée. De même CeUlXxr en sera une soluUon,

si G est une constante arbitraire.
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Donc, les solutions de l'équation proposée seront

Coe y C, e x, Cae x a Cftl_ie x

où les quantités C sont des constantes absolument arbitrai-
res. Or, comme l'équation proposée est linéaire, la somme
de toutes Ces solutions en sera aussi une solution, et cette
somme sera l'intégrale complète, vu qu'elle renferme
wi4-**>+•• • + # * = # constantes arbitraires. Donc l'intégrale
complète de notre équation différentielle est :

Cette équation a lieu, même pour des valeurs imaginaires

dea,, a a , — Or, si Ton suppose a, = 7 , + (3T(i = 1^ — l)*
il faudra nécessairement qu'une des autres quantités a,,...at

soit égale à 7,—p,î; soit donc «,=7,—&*, on aura .-

e*

De là on tirera en supposant

(Cr—C'r)fc=Dr.

«"* (C

+e"x [Do+ D,x + +DB._.**'~1lsin (ftx).
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On fera les mêmes substitutions pour d'autres racines ima-
ginaires , et ainsi l'intégrale complète se trouvera dans la
plus grande généralité possible. En traitant la question de la
manière précédente, on n'aura pas besoin de considérations
étrangères, quelquefois embarrassantes surtout pour les com-
mençants. (Voyez par exemple Leçons sur le calcul intégral,
par Moigno, leçon 37, § 242.)

SUR LA DECOMPOSITION

des fractions rationnelles* d'après M. Liouville (Journal de
Mathématiques, t. XI, p. 462; 1846).

I. Soient •.

F(jr)=Axw+AIx
n- |4- ... An ; fx=Vx*~x+BÉaf-+...Tln.

Formons l'équation F(x) + rfx = 0 , où a est un paramètre
quelconque, mais ne se trouvant ni dans F(jr), ni dansy\x) ;
cette équation étant du degré rc, désignons ses racines par
xt> xy ... xp ... xn\ le théorème ne w Ionien sur les coeffi-
cients des équations donne :

Or, les racines sont évidemment chacune fonction de a ; pre-
nant donc la dérivée de cette dernière équation, on obtient :

^5 + *$ + ... ^2 = _ B.
dx don dx

Le premier membre peut s'écrire symboliquement :

c'est-à-dire qu'il faut donner à l'indice p successivement les
valeurs 1, 2, 3 ... «; et prendre la somme de ces valeur».
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On a F(xt) -\-afix,) = 0 5 et prenant la dérivée par rap-
port à a, il vient :

où F'x,f'x désignent les dérivées de Fxt e t / r , par rapport
à x,, d'où l'on tire :

dxt _ f(xs)
d* F(xt) + «f(xty

On a une semblable équation pour -7-% et ainsi de suite ;
CIT.

ajoutant toutes ces équations membre à membre, et compa-
rant avec l'équation trouvée ci-dessus, on obtient :

6 = 2» =£Î3eî

symbole déjà expliqué.

II . Faisant a = 0 , on a B = tf*—2- • et alors les ra-

cines xiy xo ... xu sont celles de l'équation F(x)~O', mais

il ne faut pas qu'une racine de F(x) = 0 annule I'{x). Ainsi

Fx ne doit pas avoir de facteurs égaux.

III. Théorème d'Euler. SiTona a—0 et B=0,fjr n'est plus

que du degré n — 2 ; alors s,w- p = 0 ; ainsi si l'on divise

un polynôme du degré n — 2 par la dérivée d'un polynôme
du degré n, et qu'on substitue dans le quotient, à la place
de x, les n racines du polynôme de degré n, la somme de
tous les résultats est nulle • théorème dû à Euler et qui ren-
ferme toute la théorie de la décomposition des fractions ra-
tionnelles en fractions simples, comme on va voir.

IV. Faisons Fx = (x — xt) yx, alors cpx est du degré
n-— 1 et a pour racmes o?a, x3 ^..xn ; prenant la dérivée de
Fx, il vient F'x == <çx?~|- {x — xt)y'x ; et fx étant du degré
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n— 2 , on peut appliquer le théorème d'EuIer à la fraction
fx fx

J— ; substituant, à cet effet, dans —-les racines de Rr=O,

la somme des résultats est nulle. Donc

d'où Von a l'identité

La fraction -j-1: est donc décomposée en ses fractions simples

? ... etc. ; on peut encore écrire ce résultat

de cette manière :

l

xp désigne une des n racines de ®x = 0 , et fx est du degré
n — 1 au plus.

Observation. Cette méthode ne s'étend pas au cas des fac-
teurs multiples. Celle qu'on a donnée t. IV, p. 295, est plus
générale et plus élémentaire.

SDR UNfi

CLASSE D'ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ,

d'après M. CHEUNI,

I. Nous avons consigné dans les Nouvejjes Annales (t. V,
p. 162) la solution élégante cjue M. J. Binet a donnée de cette
classe si importante d'équations dans le Journal de Malhé-
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mattques (t. II « p. 248) ; elle est foqd& sur la décomposi-
tion des fractions rationnelles. Le procédé de M. Chelini,
indépendant de cette opération, est plus rapide et plus élé-
mentaire. M. Liouville était aussi parvenu au même procédé
(Journal de Mathématiques, t. XI, p. 466).

II. Soit le système de n équations du premier degré entre
les inconnues xt, x,... xn :

a,, Û, ... an sont des quantités connues quelconques;
«,, aa... an sont connues et inégales.

Considérons les n inconnues xt... xn comme étant con-
nues ? et écrivons l'équation

chassant les dénominateurs, elle sera une équation du de-

gré n , ayant évidemment pour racines les n quantités

<*o a» • •• **• Faisons a, — x ~y, l'équation devient .-

+ ...—p^ = 0

équation en .r degré » , ayant pour racines :

«t —*i5 «, — «,...«, — ^ n .

Chassant le dénominateur, et prenant le dernier terme de
l'équation, on a la relation connue :

d'oà l'an tire la valeur de xt, qui revient à celle de M. Bioft



(t. V, p. 165) ; changeant «, en «„ et met venà -, on * la vt-
leur de jra, et ainsi des autres.

III. Ce procédé de M. Chelini est assez simple pour
prendre désormais place dans les traités élémentaires. Ces
équations ont acquis une grande célébrité par les beaux tra-
vaux de M. Lamé et les théorèmes de JVL Chasles sur les sur-
faces du second degré dites homofocales. En général, les
auteurs d'éléments ne font pas assez attention au choix des
exemples, qu'ils prennent au hasard, sans autre but que
d'exercer au calcul •, tandis que les exemples doivent être
cherchés dans les ouvrages des grands maîtres, et préparer
les élèves aux connaissances plus relevées dans les sciences
mathématiques et physico-mathématiques. Il est vrai que
quand nous nous mettons à écrire des Éléments, nous nous
accordons de suite la dispense de connaître les grands maîtres.
Tel médite un traité d'arithmétique qui sourirait de pitié
au conseil qu'on lui donnerait d'étudier auparavant la théo-
rie des nombres de Legendre. Il est si commode d'enseigner
sans avoir besoin d'apprendre.

NOTE

sur l'équation zm = (1 — z)m~* ( t. VI, p. 32 ).

Cette équation peut se mettre sous la forme •.

- , d'où z = " , a vient
u 1 + a

équation déjà discutée (t. II , p. 321).
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THÉORÈME DE FERMAT

sur un trinôme; démonstration de M. Lamé, projet

de souscription.

L'équation trinôme zn — xn —y n = 0 , lorsque n est un

nombre entier supérieur à 2 , ne peut être résolue en nombres

rationnels,- en d'autres termes, la surface représentée par

cette équation et sous la condition énoncée, n'a aucun point

ayant ses trois coordonnées simultanément rationnelles; pro-

priété de l'espace que la géométrie est incapable de démon-

trer par ses propres moyens, et à laquelle les Grecs auraient

attaché une immense importance, à en juger par l'interven-

tion divine qu'ils réclamaient pour le problème subalterne de

la Duplication du cube. Près de deux siècles se sont écoulés

depuis que le théorème a été publié (*). Les têtes mathéma-

tiques les plus fortement organisées, et on les rencontre d'or-

dinaire dans le champ des nombres, ont médité ce théorème;

leurs efforts n'ont abouti qu'à le démontrer assez péniblement

pour le ternaire (Euler) ; le quaternaire (Fermât et Euler);

le quinaire (Dirichlet et Legendre) ; le septénaire (Dirichlet

et Lamé) ; une démonstration générale semblait désespérée.

Les Euîer, les Lagrange, les Legendre, les Abel, parmi les

absents; Gauss, hors rang, lesCauchy, les Jacobi, les Poin-

sot, les Lesbegue, y avaient presque renoncé ; lorsqu'à la

séance de l'Académie des sciences de Paris, du 1er mars de

cette année, un de ses membres est venu exposer une dé-

(*) Arithmorum libri sex, de numeris multangulis liber unus, cum inter-
pretatione et commentariis Claudii Bachetii, et observationibus Pauli de
Fermât. Accessit Doctrine analyticae inveiUum novum ejusdem de Fermât.
Tolosae, 1670, fol.
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monstration générale, d'une simplicité presque élémen-

taire O ; elle est fondée sur la théorie si importante des ra-

cines complexes des équations, sur laquelle les Nouvelles

Annales ont appelé depuis longtemps l'attention des pro-

fesseurs (t. I I , p. 527, et t. I I I , p. 41 et 145). L'illustre

arithmologue démontre rigoureusement que la somme des

n%ème puissances de deux nombres complexes d'une certaine

forme, est décomposable en n facteurs complexes de la même

forme (p. 313); mais cette décomposition n'est-elle possible

que de cette manière? voilà ce qui reste à éclaircir. Mais déjà

dans l'état actuel, c'est une admirable invention qui ajou-

tera à la gloire du pays, si le pays sait la reconnaître. Mal-

heureusement les vérités abstraites ne frappent pas l'imagi-

nation de la multitude, et leur découverte, quelle qu'en soit

la grandeur, n?a point de retentissement. C'est un motif de

plus pour que les grands géomètres, l'honneur de notre Aca-

démie, et justes appréciateurs de tout mérite transcendant,

s'empressent de voter un monument à leur illustre con-

frère; une médaille d'or, offerte à l'auteur, transmettrait

à la postérité un témoignage de la reconnaissance contem-

poraine. C'est le sujet de la lettre suivante que j'ai adressée

au célèbre rédacteur du Journal des Mathématiques.

Monsieur le Rédacteur,

M. Lamé vient de présenter à l'Académie la démonstra-

tion du théorème de Fermât. C'est la plus grande découverte

du siècle, dans le monde mathématique. Car le vrai dyna-

momètre du génie est placé dans la théorie des nombres.

C'est l'opinion d'Euler, homme qui s'y connaissait.

La gloire d'une découverte ne devient nationale que pour la

O C. Rendu», n° 9 , ( t" mars 1847), p. 310; publiés le 6 mars.
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nation qui sait l'apprécier. Ne BOUS laissons pas devancer.

Votre journal et son Rédacteur occupait une haute place

dans la science. Ouvrez une souscription qui permette aux

géomètres de tous pays d'offrir à votre ilhistre confrère un

hommage d'admiration et de reconnaissance. Il TOUS appar-

tient de fixer le mode et l'emploi ée la souscription. Veuillez

accepter mon obole, et m inscrire pour quinze francs.

Agréez les salutations de votre très-dévoué ,

0 . TERQUEM.
3 mars 1847.

QUESTIONS.

140. En projetant cylindriquement deux hyperboles con-

juguées sur un plan, les projections sont des hyperboles con-

juguées; mais que deviennent les hyperboles conjuguées en

les projetant coniquement sur un plan?

141. Soient An , An+I, A ^ trois termes consécutifs d'une

série récurrente. Si Ton forme la série qui a pour terme gé-

néral AnAw+a— A ^ , elle est aussi récurrente. (Fourier. )

142. Un cône du second degré étant coupé par un plan

perpendiculaire à un plan principal, concevons une sphère

concentrique au cône et touchant le plan coupant ; le plan

tangent à la sphère, mené perpendiculairement au plan prin-

cipal, coupe celui-ci suivant une droite dont la partie inter-

ceptée dans le cône est égale au paramètre de la section

conique. ( Jacques Bernoulli. )

143. Connaissant le centre et un point d'une hyperbole

équilatère, trouver le lieu des sommets et le lieu des foyers.

(Serret.)



MÉMOIRE

tur la résolution de deux équations à deux incannua.

» A E M. OSSXAÏT B O N N E T ,
Répétiteur à l'École polytechnique.

(Suite. Voyez page,64.)

$ 2. Démonstration des deux lemmes sur lesquels repose la
résolution de deux équations à deux inconnues.

1" LEMME. Soient A, B, C trois fonctions de deux varia-
bles xc ly vérifiant la relation

(1) A = BM + C,

M étant aussi une fonction de x et dey, je dis que les solutions
du système A = 0, B = 0 sont les mêmes que celles du système
B=îO, C=0, ou comme nous sommes convenus de récrire pour
abréger, que

[ A , B ] = [ B , C ] .

D'abord il est évident que si un système de valeurs de x et
dey, x = a , x=$ annulent A et B, ces mêmes valeurs annu-
leront B et C, et réciproquement ; ce qu'il importe donc de
démontrer, c'est qu'une solution commune aux deux sys-
tèmes , a dans les deux le même degré de multiplicité. Appe-
lons yn, yp, ...yr , les valeurs de x tirées de l'équation
B=0, qui se réduisent à a quand on y fait.r=p, si nous por-
tons successivement ces valeurs à la place de x dans la re-
lation (1), il viendra

en appelant A*, Ap , . . . Ar ce qoe fettoit A pour
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x=yn, yv > — yr , et d , C P , . . .C r , ce que devient C

pour les mêmes hypothèses. De là nous tirons

A n A p . . .A r =CnCp. . . Cr-

Or le degré d'infiniment petit par rapport à,r—p du premier
membre indique le degré de multiplicité de la solution
x=a, y=$ dans le système A = 0 , B = 0 , et celui du second
membre le degré de multiplicité de la même solution dans le
système B = 0 , C = 0 : ces deux degrés de multiplicité sont
donc égaux.

2e
 LEMME. Tout système de deux équations de la forme

AB=0, C=0, peut être remplacé par les deux systèmes A=0,
C=0, et B=0, C=0 ; en d'autres termes,

[AB,C] = [A, C ] + [ B , C ] .

Il est évident d'abord qu'un système de valeurs de x et
de j - , o?=a, .x=p, qui annulent AB et C, doivent nécessaire-
ment annuler A et C, ou B et C, et réciproquement. Ce qu'il
suffit donc de démontrer, c'est qu'en appelant v, vf, v" les
degrés de multiplicité respectifs de la solution x = a, y= p
dans les trois systèmes (AB=0, C=0), (A=0, C=0), (B=0,
C==0), on a toujours v=vf + v/;. Appelonsyn, yv, ...yr

les valeurs de x tirées de l'équation C=0, qui se réduisent à
a quand on y fait t r = p ; substituons successivement ces ra-
cines à la place de x dans A et dans B, et soient An , Ap ... Ar ,
B n , Bp ... Br les résultats obtenus; v sera égal au degré
d'infiniment petit par rapport à^-—p, du produit

A nB»ApBp. . .A rBr,

et v' et v" aux degrés d'infiniment petit par rapport à y—p,
des produits

An Ap ... Ar

et
B n Bp. . .B r .

D'après cela, il est bien évident que v=v'+v", comme il
fallait le démontrer.
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§ 3. Méthode rigoureuse pour ramener la résolution d'un

système de deux équations à deux inconnues à celle de plu-

sieurs systèmes composés d'une équation à une inconnue et

d'une équation à deux inconnues.

Soient A = 0 , B = 0 les deux équations proposées. Appli-

quons aux premiers membres, que nous supposons débarrassés

de tous leurs facteurs fonctions de x , fonctions de y et fonc-

tions de x ety, le procédé connu du plus grand commun divi-

seur; Ùq,qx,qt... qn et Rr, Rfr,, Rara ... R ^ r ^ , ru sont

les quotients et les restes successifs, et c, cf, c, . . . cn les fonc-

tions de y par lesquelles on a dû multiplier les dividendes

pour obtenir des quotients entiers par rapport à y, nous au-

rons la suite des relations

c A = Bq -f- Rr

Or la première relation nous donne, en vertu du premier

lemme (§ 2),
[ cA,B]=[B,Rr] ,

d'où, en vertu du second lemme ( J 2) i\

d'où

de même la seconde relation donne :

[
la troisième :

[

Ans. DS MÀTHÉM. Vî. 1 0
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et ainsi de suite ; enfin la dernière :

- [«., RJ •

Ajoutant toutes ces égalités et supprimant les termes com-
muns aux deux membres, il vient :

ce qui ramène la résolution du système proposé à celle de
2(tt-f-l) autres systèmes composés chacun d'une équation à
une inconnue et d'une équation à deux inconnues.

S 4. Simplification de la méthode précédente. — Démonstra-
tion complète du théorème de MM, Labatie et Sarrus.

Proposons-nous de simplifier les résultats qu'a fournis la
méthode précédente, en cherchant à retrancher d'une ma-
nière générale et algébrique les solutions [c, B], [c,, R],
[ca, R ] , . . . ^ Rn-I] des solutions [r, B], [ r I ?R], [/•„ RJ...
... [rn, R n - J . Reprenons les relations (1) du paragraphe
précédent, et pour simplifier le raisonnement, supposons-y
n = 4, ce qui les réduira à

(1)

c A == Bq + Rr
cfi = R ,̂ + R.r,

C4R.4 = R8ry4 -f r4.

La première nous donnera, comme on l'a vu plus haut ;

Appelons d le plus grand commun diviseur entre r et

c? divisant exactement r et c, on aura (lemme 2) :

[r, B] = g , fi]+[^ B], [c, B] = [ î , B ] + [rf, B],



et par conséquent, en substituant dans la dernière^relation,

mais d étant le plus grand commun diviseur entre r et c, les

quotients - et -3 sont premiers entre eux ; les solutions

I ~, B1 sont donc distinctes des solutions I --, B I ; cela

nous montre que ces. dernières solutions sont toutes conte-
nues dans [A, B], et qu'en posant :

[A,B] = ^ , B]+[A,,BJ,

on a .-

Considérons la seconde des relations (1). Nous en tirons

d'abord :
[B,R}=[R,R,] + [r,, R ] - [ c , , R ] ,

d'où, en appelant dt' le plus grand commun diviseur entre
rL et ct, et opérant comme plus h"âut,

substituons cette valeur de [B, R] dans Tégatité (2), il
viendra :

(3) [A.^^^R.l + f^RJ-g, B]-[^,
d ' c

appelons dt
n le plus grand commun aiviseur entre — et - ,

rk a
je dis que l'on aura :

En effet, divisant les deux membres de la première des éga-
lités (i) par d9 il vient.



{a) Î A = ^

a c /*
ou Q = ~ est entier, puisque -3 et -̂  le sont; or d," étant un

a ci a

diviseur d e - , , on a (lemme 1 ) .-
a

7* c
d'où, -5 étant premier avec —, et par suite avec d",

d'où

d

mais d'un autre côté, si l'on divise par dj les deux mem-

bres de la seconde des équations (1), ce qui donne :

c

i

on peut en déduire semblablement

[da
n, R] ~~" [<//',

Nous conclurons de là que

donc, en remarquant que

et

on pourra écrire la relation (3) sous la forme :

[A., B,] = [R, B

c c
ctjcomme ks deuxquotienls-j; et -j-p-, sont Tun et l'autre pre-
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r r c "1

miers avec , ' , d'où résulte que les solutions I -rj, RK

T"' B I s o n l distinctes d e s solul*°ns I -TTTTT? R h o n

peut conclure que ces dernières solutions sont contenues
dans [A,, B,], et qu'en posant :

on a :

(4) [ A , , B J

Passons à la troisième des égalités (1) ; nous en tirons :

[R, BJ = [RI5RJ-Hr,, R J - [ c , , Rf],

d'où, en appelant d%' le plus grand commun diviseur entre
r, et c%9 et opérant comme plus haut :

[R, R,] = [R,,

Substituons cette valeur de [R, Rx] dans la relation (4), ce
qui donne :

(5) [A,,BJ = [R,, RJ+ [A, R , ] -

\Jr RJ w î B i J'
et appelons djf le plus grand commun diviseur entre

— et —, je dis que Ton aura •.
d% a,

En effet, divisant par dj les deux membres de la seconde des
égalités (1), il vient :

(c) jlB ^



Or da" étant un diviseur de - i , on a :

donc

Kf,RQI]=[<",RIj];

puisque ~ est premier ayec -p et par suite arec d"; clone

K",R]= K",R,];

d'un autre côté, si Ton divise par d[ les deux membres de
la troisième des égalités (1), ce qui donne :

d; a%

on pourra dire que d" étant un diviseur de -~ , on a -.

te", R.QJ=[<*,", £ ; R ] ,
d'où

te",RJ<te".R]-
Nous conclurons de là

[rf,", HJ=[rf1", R] ; *

et par conséquent, en remarquant que

et

que Tégalité (5) peut se mettre sous la forme

(6) [A,,B,]=r[R,,RJ
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Appelons encore d" le plus grand commun diviseur entre
7* C

jTjr, et -jjïr » Je dis que l'on aura r

K",R,] = [<"',B].
En effet, entre les deux égalités

Î A ^ B Q + R i ,

déjà considérées, éliminons R; puis l'égalité finale obte-
nue, divisons ses deux membres par d" plus grand com-~

p c
mun diviseur entre ~ et ~ , il viendra :

a, a

c rc r r
où Q' est entier, puisque ~r7ïï> -} et -77-777 le sont. Mai»

C
dl" étant un diviseur de —77, on a :

ctct

donc

ï* V C

puisque -̂  et * -, sont premiers avec -—7, et par suite avec

«/,"'; donc

D'un autre côté, si Ton élimine R entre les deux égalités

et que l'élimination faite, on divise de part et d'autre par



<" plus grand commun diviseur entre -£ et - £ , il viendra :
dt d.

?
et dj" étant un diviseur de -7^777, qui d'ailleurs est premier

d%d%

c c
avec -77777 et -~, on verra de même que

Nous conclurons de là

et par conséquent en remarquant que

et

que Ton peut écrire la relation (6) sous la forme :

[A,, B,] = [R,, HJ + [ - £ - . , B.] - [ - ^ , B] -

ce c
Actuellement les trois quotients - / , , • • ' . , ;_,„,„, sont

premiers avec *, f , ; donc les solutions - ~ - , R,

[• ;, ' .., R I , • . . „ , „ , , B sont distinctes des solutions
dtdt J L««« ». J

[-•'• • * , /y;, Rf I. Cela nous montre que ces dernières solu-
d9d>d% J

tions sont toutes renfermées dans [Aa, BJ , et que Von peut
par conséquent poser

[A , , B,] = J 'd,^
%udvn*« I "+" [A3* B»l •
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ce qui donne :

(7, [ ^ W ^ ^ -

Passons à la quatrième des relations (1), nous en tirons :

[R,, RJ = [Ra, R3] + [r,, RJ - [c,, R2] ;

d'où, en appelant dl le plus grand commun diviseur entre
r, et c3, et opérant comme plus haut,

[R,, RJ = [R,, RJ + [^, Ra] - [ | , R.].

Substituant cette valeur de [Ro RJ dans la relation (7), il
viendra :

(8) [ A i , I « S S [ R . ,

r c
Appelons d[] le plus grand commun diviseur entre — e t ^ ;

je dis que Ton aura :

[<*/', R,] = [4", R,].

Il suffit, en effet, de considérer les deux égalités :

,A,

obtenues en divisant la troisième des égalités (1) par dl et
la quatrième par d3

f, et de raisonner sur elles comme on Ta
déjà fait sur les égalités (a) et (6) ou sur les égalités (c) et {d).
La relation

permet de mettre l'égalité (8) sous la forme :



~ bS?' RJ ~ Lé5 ' R'J ~ l i h *•] '
II suffit de remarquer que

Appelons encore d™ le plus grand commun diviseur entre

TPCF'
 el IFdJ'? ^e dis que l on aura :

En effet, entre les deux égalités

éliminons R,, puis, l'égalité finale obtenue, divisons set
deux membres par djl, plus grand commun diviseur entre

-~r et ~r, il viendra :
d d

O r d"! é t a n t u n d i v i s e u r de •,;*,,>•> o n a :
i a

donc
K";,RQ/]=K"',R,],



puisque ~ et -rrrr, sont premiers avec •JTTTO el par suite
d1 »a d% dt aa

avec dl"\ donc

D'un autre côté, si on élimine Rt entre les daux égalités

ç N r

et que, Télimination faite, on divise de part et d'autre par
C T*

d^1 plus grand commun diviseur entre - ~ et —y, il viendra :
d d

et d™ étant un diviseur de -77-77,, qui d'ailleurs est premier
d3d3

c (*

fd7'e*Tr' on trouvera d

Nous conclurons de là

K",R] = K " , R J ,

et par conséquent en remarquant que

r'RJ'

_djîï" RJ = U ' W " RJ + [rf§"'R] '
que l'on peut écrire la relation (9) sons la forme :

(10) [A3,B3]=[R., Bj + [ ; ç ^ ç * H , ] - [ ^ , B]

~ L<^<" RJ "" Idjài' ' RJ ~ L^ ' RJ •
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Appelons enfin d,"" le plus grand commun diviseur entre

d^kr el ddjdT"je dis que 1>on aura :

Pour le démontrer, entre les deux égalités

~ddî' ^ ' A B ^ ' * R

éliminons R,, puis, l'égalité finale obtenue, divisons ses

deux membres par dj" plus grand commun diviseur entre
C Y*

-— et ,//„> et par Q f, qui sera facteur à deux et par suite

aux trois termes, il viendra :
v r\"\—ROf//4-R —

or dl'" étant un diviseur do -jjjrjrin o n a :

donc

puisque ^ , ^ ~ - , jr^TJn, «ont premiers avec ^,fJ(,,

et par suite avec <£,"" ; donc

D'un autre côté, si on élimine R entre les deux égalités

i
et que, l'élimination faite, on divise par d,'" plus grand corn-
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/* c

mun diviseur entre -p— et -r—^, et par Q, facteur com-

mun à tous les termes, il viendra :

et di'v étant un diviseur de *\,m , qui d'ailleurs est pre-

m i e r a v e c^ ifd

de là nous conclurons

et par suite, en remarquant que

x ' V ' R*J=U'^"^'"^""R 'J+ 1**'R J

^ ' ' B ] = [rfrf/'X"^' ' J + K""' Bî'
que l'on peut mettre l'égalité (10) sous la forme :

r c- R i
\_dWdl'" J

ce c
Actuellement les quatre quotients ^ 7 , j ^ f d*dndm

idïkdr» s o n t P r e m i e r s avec ^ ^ 5 r *les solations

L^7 RtJ' L < < n R l J ' U ' < W ' RJf Lddt"d;''d;"" BJ
sont donc distinctes des solutions I ,. .. •3,/, -,7, Ra J. donc

L«,«3 «3 », J



ces dernières solutions sont toutes renfermées tlans [A,, B$] ;

posant dès lors :

on aura :

(11) [A4, fi43 = [R2, R3] — dd"dv'dv"'i B I

(La fin prochainement.

DEMONSTRATION

d'un théorème de M. CHÀSLES, sur les rayonsvecteurs du coniques.

(Question d'examen, voir t. V, p. 702.)

Quand deux courbes du second degré ont un foyer commun,

si Von mène de ce point deux rayons Vecteurs aucè eoùtréthités

d'un diamètre quelconque de l'une des courbes, la somme ou la

différence de ces rayons divisés respectivement par les rayons

de la seconde courbe, dirigés suivant les mêmes droites que les

premiers, est constante.

1. Je supposerai, d'abord , que la première eourbe est une

ellipse. Je nommerai 2a son grand axe ; 2c la distancé de ses
c

deux foyers F, F' (fig. 23} ; c le rapport - > r, r> les rayons

vecteurs Pd, Fuft menés du foyer F aux extrémités d, d!

d'un diamètre quelconque dCd' de l'ellipse.

Le quadrilatère FdF'd' étaut évidemment un parallélo-

gramme, on a , pour toutes les directions données au dia-

mètre dCdf :
fd, ou r + r' = 2a. (1)
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Soient FD, FD', au R, R', les rayons vecteurs de U se-

conde courbe, dirigés suivant F*/, Fd' • et GGr la directrice
correspondante au foyer F. La direction de Taxe focal de
cette courbe s'obtiendra en abaissant du foyer F une pet*
pendiculaire FN sur la directrice GGr.

Je prends pour axe des abscisses positives le prolongement
FX de la perpendiculaire NF, et je place au point F l'ori-
gine des coordonnées ; Taxe des^ sera la droite FY perpen-
diculaire sur FX.

En désignant par S l'angle F'FX, l'abscisse CM du centre
C de l'ellipse sera FC x cos£, ou ccos£j et si JT, xf repré-
sentent les abscisses des extrémités d, df du diamètre dCdr

y

on aura, quelle que soit la direction de ce diamètre :

x-\- .r' = 2c. cos<L (2)

Actuellement, je nomme :

e* le rapport invariable des distances ï)Fi DG d'un point
quelconque de la seconde courbe au foyer F5 et à la direc-
trice correspondante ;

p' le demi-paramètre, ou l'ordonnée correspondante att
foyer, qui est évidemment égale au produit FN x eT ;

X, X', les abscisses des extrémités D, D'des rayons R, R'.
Et je distingue deux cas : la seconde courbe est une ellipse

ou une parabole, ou bien une hyperbole.

2. Lorsque la seconde courbe est une ellipse ou une par**
bole, les trois points D, D', F sont toujours situés d'un
même côté de la directrice GG'. Et, suivant que l'abscisse
du point D sera positive ou négative, on aura, en abaissant
de ce poiftt une perpendiculaire DH sur Taxe des y, qui
rencontre en G la directrice :

Fû = D G X e ' = (DH + FN)e',
OU FD = DG X e = (FN — DH)e,
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ee qui donne, dans les deux hypothèses, en tenant compte
du signe de X :

R=r//-fe'X. (3)
On a de même : W=p'+ elL'. (4)

Les valeurs de R, R', déterminées par les formules (3) et (4),
sont nécessairement positives.

De plus, les triangles semblables Fdh, FDH donnent

—- = _ . . Lorsque les rayons Fd, FD ou r, R, sont dirigés
JbD rl i
dans le môme sens, les abscisses x, X, des points d, D ont

FA
le même signe , et Fou peut substituer au rapport —: celui

des abscisses x , X. Alors, l'égalité précédente devient.

F* OC i Of^

(5) R ~ x ' on trouve de mjôme g r = Y r ^

Au moyen de ces relations, il est facile de démontrer le
théorème énoncé.

En effet, remplacez dans l'équation (3) X par sa valeur
Kx
— déduite de l'équation (5), il en résultera successivement :

~ j Rr

Par un calcul entièrement semblable, les équations (4) et
(6) donnent :

On a donc -. + ~ =3x—•—:—} i—~+f o a p a r c e que
R li p

r4-r ' = 2^, et x~\-x' = 2c. cos^ :

r r 2a— 2e'cxosS "2a ,
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Cette dernière égalité démontre que la somme des rapports
r W
~, — est une quantité constante.
R li

Remarque. Si les rayons R, Rr, étaient dirigés en sens
contraires de r, r7, les abscisses X, X', auraient des signes
différents de ceux des abscisses .r, x'. Alors, les équations

r x r x'
(5) et (6) deviennent ^ ~ - - , R ' = = ~~x ' î on en déduit
X = , X' = p , et il faut remplacer x, a/, par

— x, — x\ dans le calcul qui a conduit aux relations (7) et
(8). Cette substitution donne :

r r4-e'x r r'-l-e'.r'
= = e t p

.cos<j 2a /M , , ^ #

«+«i); (10)

de sorte que si Ton désigne par R,, R/ les rayons vecteurs
de la seconde courbe, dirigés en sens contraires des rayons r,
/ , de la première, on aura constamment :

R^R^R^R/ p'

3. Supposons, maintenant, que la seconde courbe est une
hyperbole {fig. 24).

Lorsque l'extrémité du rayon vecteur FD ou R appartien-
dra à la branche DM'D' dont tous les points sont situés, par
rapport à la directrice GGf, du même côté que le foyer F
commun aux deux courbes, on aura toujours :

R^'-fe'X; (3)
et par conséquent :

r r — e'x r r4-e'x
_. — nu —
ft~ p' ' R~~ p' '

ÀNN. DE M À T H E M . V I . 1 1



suivant que r, R seront dirigés dans le même sens ou en sens
contraires.

Mais si le rayon considéré est la droite FM dont l'extré--

mité appartient à la seconde branche de l'hyperbole, la va-

leur absolue de R sera donnée par la formule R=—(/?'-}-e'X),

comme il est facile de le voir, en abaissant du point M une

perpendiculaire MGf sur la directrice. Alors on a :

r fr-\- e'x\ r ( ë\

s — ( — ) • ou R=-
suivant que r et R ont la même direction ou des directions
opposées.

Enfin, lorsque Fd ou r coïncide avec l'une des deux
droites F6, F a , menées par le foyer F parallèlement aux
asymptotes à la branche DDr de l'hyperbole, on a R = x ,

et £ = o.
Cela posé, menons une droite du poiat b au centre G de

l'ellipse, que nous supposons situé dans l'angle bFa ;
l'extrémité h' du diamètre bCb1 peut avoir trois positions
différentes : ce point sera extérieur ou intérieur à l'angle
b¥a (figures 24 et 25), ou bien il coïncidera avec le point
a (fig. 26).

1° Le point b' étant (fig. 24) hors de l'angle bFa; quelle
que soit la direction donnée au diamètre de l'ellipse, les
rayons vecteurs r, rf, menés aux extrémités du diamètre,
ne pourront être situés, tous deux, dans l'intérieur de
l'angle bFa.

Si les rayons r9 /•', ont les directions Fd, Fd', extérieures
à bFay les droites Fd, Fd\ prolongées, s'il est nécessaire,
rencoutreront la première branche de l'hyperbole en des
points D,Df, et on aura :

r Fd r— ex r' Fd! r'— éxl
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par conséquent:

r , r3 2a—2e'ccos£ 2a
R+R'= 7 =7d—

Si l'un des rayons F;«, ou r, est dans l'angle bFa, l'autre
F/?*', ou r', sera hors de cet angle ; dansée cas, prolongez la
droite mF jusqu'à ce qu'elle rencontre la seconde branche de
l'hyperbole en un point M. Il en résultera .-

(r—e'x)

J'
Bailleurs, - = _ f = = _ - ;

., , i1 r 2a—2erccos$ 2a
dou .. f r - = = _ ( l -

Enfin, lorsque r, r', sont Fb, Fb' j on a ~ = 0 , et
xi

R'~"FBf Y"'

Mais rf— eV=2^—-2e;ccos^. En effet, - représentant

le cosinus de l'angle 6FX, que Tune des asymptotes de
l'hyberboie fait avec l'axe focal de cette courbe, l'abscisse

1 r
x du point b est égale à Fb x -7, donc ^ = - 7 , ou e'x=r.

On a de plus (S 1, pages 150, 151),

ces équations donuent immédiatement :

r'— e'jf = 2a — 2er c . COS S.

Ainsi :
r' 2a—2e'c.cosd 2a /

2° Quand le point £' est dans l'angle bFa (fig. 25), les
rayons vecteurs r, r\ peuvent être dirigés suivant des droites
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Fi», Fm'f intérieures à cet angle. Ces rayons prolongés ren-
contreront la seconda branche de l'hyperbole en des points
M, M', et on aura :

r F m ^ fr—e'x\ i* Fm! /r'—e'x'>
ÏT~FM"~"

dfoù:
r r1 2e1c cos£—2a 2a t

Si l'un des rayons r, ou Fd, est intérieur, et l'autre, Fd',
extérieur à l'angle bFa, en prolongeant le premier jusqu'à
la rencontre de la seconde branche de l'hyperbole, il en
résultera :

r Fd fr — efx \ r Fd' r1 ex'

Î Î ^ F D ^ \ p' Y R'==FD7=:="~77~Î

et par suite : ^ .—~ =5 7 ?

Enfin en donnant aux rayons r, r\ les directions F6, Fè',
r' 2efir. cos£—2a r

on trouve: ff= - j , ^ = 0 .

3° Lorsque les points £, ^, sont les extrémités d'un dia-
mètre de l'ellipse (fig. 26), les rayons vecteurs r, r*, menés du
foyer aux extrémités d'un autre diamètre, seront toujours :
l'un, F /̂, extérieur, et l'autre, Fd', intérieur à l'angle bFa.
On prolongera Fd' jusqu'à la seconde branche de l'hyperbole
en D', et on aura :

rf_Fd'__ /y-eVX r _Fd _r—ëx
W^FD'"" \ p } ' R ~ F D ~ " ~ y ^ ;

d'où:
r r' 2a—2e'£cos£ 2a

Mais 2a — 2e'ccos£=0. En effet, -7 représentant le cosi-

nusde l'angle que les asymptotesde l'hyperbole font avec Taxe
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FX de la courbe, la somme des abscisses des points b, a, est
Fb+Fa 2a

égale à — = -7-. D'ailleurs la somme des mêmes ab-
6 €

2a
scisses est 2c.cos£; on a donc -7-=2c.cos<î,

OU 2a— 2e'c.cos£=0.

Par conséquent, on aura constamment ~—çr,= O. Ce

qui donne la proportion :

Fd:Fd'::FB:FI)'.

On pourrait encore supposer que le centre C de l'ellipse
est situé hors de l'angle bFa, ou sur l'un des côtés de cet
angle, mais l'examen de ces deux cas ne donnerait lieu à
aucune observation nouvelle. D'après ce qui précède, il
sera toujours facile de voir dans quels sens on doit prendre
les rayons R, R' pour que la somme ou la différence des rap-

r r4

ports ~ , ~ , soit constante, pour toutes les directions
MX MX

données au diamètre de l'ellipse,

4. Il reste à démontrer le théorème, dans l'hypothèse où la
première courbe est une hyperbole (fig. 27).

En conservant la notation adoptée (S 1, pages 150 et 151),
et disposant les axes des coordonnées de la même manière,
on aura évidemment :

r_r 'z=zFd—Fd'=2a.... (1), et X+JC'=2.CAOS8.... (2).

Si la seconde courbe est une ellipse ou une parabole, la
y

valeur absolue du rapport ~ sera donnée par Tune ou l'autre

des formules :

r
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suivant que R et r seront dirigés dans le même sens, ou en
sens contraires ( § 2 , page 151) ; et de même :

En retranchant l'équation (6) de l'équation (3), membre
à membre, il vient :

r r' _ r—rt—eUx+z?)

d'OÙ :

r r' 2a—2éc.cos3 2a

et si l'on retranche l'équation (5) de (4), il en résulte :

j - g î = ^(1+^cort) (8).

Dans chacune des relations (7) et (8), r représente le plus
grand des deux rayons vectçurs menés du foyer F aux ex-
trémités d'un diamètre de l'hyperbole. La première de ces
deux formules, (7), convient au cas où R, r, ont la même
direction, et R', r', des directions opposées. Dans la seconde,
(8), on suppose, au contraire, les rayons R, r, en pro-
longement l'un de l'autre, et r', R', dirigés dans le même
sens. t

Remarque. Si R,, Rf
t, représentent des rayons de sens

contraires à r, r, on aura :

r r1 r r ba
R^ÏV+R/^R/^T7 '

Lorsque la seconde courbe considérée est aussi une hy-
perbole , on trouve encore, au moyen des formules établies
( N. 3, page 153), que la somme ou la différence des rayons
r, r', divisés respectivement par les rayons de la seconde
courbe, dirigés suivant les mêmes droites que les premiers,
est constante. G.
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CONCOURS DE MATHEMATIQUES SPÉCIALES, 1846.

P A R M. BROUETS ,
Élève à l'École de la Flèche (*).

Étant donnée une ellipse, si on lui circonscrit des rectangles

tels que ABCD, on sait que tous les sommets sont situés sur un

même cercle concentrique à Vellipse ( flg, 29 ).

Cela étant admis, des points de contact N et Q de deux

côtés opposés du rectangle, on mène deux droites au point

de contact M, de l'un des deux autres côtés, Ton demande

de prouver 1° que ces deux droites MN, MQ sont également

inclinées sur le côté AB ; 2° que leur somme MN et MQ est

constante; 3° que les côtés MN, MQ enveloppent une ellipse

confocaîe à la première.

Les tangentes BD, AC étant parallèles, la ligne NQ est

un diamètre; les cordes NM, MQ sont des cordes supplé-

mentaires, donc elles sont parallèles à un système de dia-

mètres conjugués, c'est-à-dire que si par le centre 0 on leur

mène des parallèles, ces droites formeront un système de

diamètres conjugués. Mais on sait encore que si aux points

M et N on mène des tangentes à l'ellipse, eiles concourent

en un point B du conjugué de MN, donc OB et OA sont

respectivement parallèles à MQ et MN. Or, A et Bsont sur

une circonférence ayant pour centre 0 , donc OA=OB; les

angles OBA, OAB sont égaux; mais à cause des parallèles,

QMA=0BA; NMB=0AB donc 1° QMA=NMB. On sait

(*) Aujourd'hui élève à l'École polytechnique.
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aussi que les deux points A, P sont réciproques ainsi que

R et B ; donc OA . OP=Aa quarré du diamètre compté sur

cette direction ; OB. OR=Ba quarré du diamètre conjugué;

; or ,

' est égale à la somme des quarrés des demi-axes de

l'ellipse a, b et le rayon Ok*—Va*-\-b\ donc (2°)

M N + N Q = 2 k V - f 6 a = le diamètre du cercle OA.

Soient a, p les coordonnées d'un point quelconque du

cercle par rapport aux axes principaux.

L'équation de la corde de contact des tangentes menées

par ce point est

x = aW (2) a1 - f p* = ax + b%.

On demande l'enveloppe de cette droite.

D'après la théorie générale, j'aurai (en désignant par p' la

dérivée de p en a) à éliminer «, p, p' entre les équations (1),

(2), (3), (4).

(3)afp>- + * f * = <> (4)«+p'p = 0 d'où f>' = - | ,

(3) a 1 ^ -— b%px = 0 . , a = —f— substituant dans (1) : il

vient

, donc a = —r

substituant dans (2), il vient pour équation du lieu

a*bty* + b*a*a* = ( a1 + b* ) ( a Y + M-r* )•

ou bien mettant en dehors aky* -)- b*x* facteur commun qui

donne pour solution le centre x = 0 , ^ = 0 , il restera •

>=:Za*+b*
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ellipse concentrique à la première. Les axes A, B de cette
ellipse ont pour carrés •.

*L b* * aK A4

a -\-b a -f-b*

donc ces deux ellipses sont confocales.

Voici quelques mots de la théorie des enveloppes qui suf-
fisent pour justifier les équations que j'ai employées.

Soit F ( x , y , a)=0 l'équation d'une courbe plane dans
laquelle a est une variable; on demande le lieu des inter-
sections successives de cette courbe. Je donne à a une va-
leur infiniment voisine a-\- h , et j'ai une seconde courbe
F(.r,^, a -f- h) = 0 qui donne des intersections avec la pre-
mière : on demande ce qu'elles deviennent quand h converge
vers 0.

F {a + h) = F a + hF'a + — F"a + = 0, or F a ~ 0 donc
1. 2L

—¥'a + 1 = 0 ; àlalimite/i=rO, donc F a = 0 .

Il faut donc éliminer a entre Fa = 0 et F'# = 0 et on a
l'équation en x, y. S'il y a plus d'une variable, comme dans
l'exemple ci-dessus, on peut supposer que toutes ces va-
riables dépendent de l'une d'elles, d'après les conditions de
l'énoncé, et qu'on les ait remplacées par ces valeurs, alors il
n'y aura plus qu'une variable, et on pourra appliquer la
règle précédente.

Concours d'élémentaires, 1846.

Etant donné, dans un plan, un cercle et une droite AB qui
ne rencontre pas le cercle ; de chaque point M de la droite,
on mène deux tangentes au cercle, et on joint les points de
contact par une corde qui, prolongée, va rencontrer AB en
un point M'. On a donc pour chaque point M un segment MM' :



on demande s'il y a dans le plan ua point 0 d'où Von voie

sous un angle droit tous ces segments : on demande ensuite

s'il y en a hors du plan et enfln s'il y en aura quand la droite

rencontre le cercle ( ûg. 30 ).

D'abord, si un tel point existe, il est sur la ligne CP

perpendiculaire à AB ; car cette droite divise le cercle

et AB en parties qui jouissent absolument des mêmes pro-

priétés (*).

Soit M un point de AB je fais les constructions indiquées •.

soit 0 le point cherché, l'angle MOM' étant supposé droit, le

triangle rectangle de même nom donnera OPa = MP. PMf.

Les triangles rectangles MCP, DPM' semblables donneront

MP : CP : : DP : PM' ; donc MP. PM' = CP. DP = OP*.

Or, D est le pôle de la droite AB ; donc CP. DP = C P ' —

CQ"= quantité constante; donc PO est constant et le point 0

est flxe. Si PO tourne autour de AB comme axe, le point 0

décrit une circonférence, telle que de chacune de ses points,

on voit le segment MM' sous un angle droit.

Si la droite AB coupe le cercle CP2—CQa devient négatif

et PO devient imaginaire (/îg. 31 ).

DEMONSTRATION

d'un second théorème de M. CHASLES sur les rayons vecteurs

et les polaires des coniques.

THÉORÈME. Étant donné un point dans le plan d'une co-

nique avec'sa polaire par rapport à cette conique, si l'on

mène par le point une corde quelconque, et des rayons vec-

(•) Cela n'est pas exact. 11 peut y avoir plusieurs points symétriquement placés
par rapport à CP.
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teurs du même foyer aux extrémités de la corde y ta somme

algébrique que Ton obtient en divisant chaque rayon vecteur

respectivement par la distance de l'extrémité de la corde à

la polaire est constante.

Démonstration. {Fig. 28). Soit, pour fixer les idées, une

ellipse MNK ; O un point fixe ; MON une corde quelconque ;

M'N' la polaire,- MM', 00 ' , NN' des perpendiculaires abais-

sées sur la polaire 5 M"N"une droite quelconque, non paral-

lèle à la polaire et la coupant en V ; MM", 0 0 " , NN" des per-

pendiculaires abaissées sur la droite quelconque.

Par I , point de rencontre de la corde et de la polaire, me-

nons une parallèle IPQR à la droite M'W. Les quatre points

I , M, 0 , N , d'après une propriété connue, sont disposés

harmoniquement ; c'est-à-dire, 10 est une moyenne harmo-

nique entre IM et IN ; donc aussi 0 0 ' est une moyenne har-

monique entre MM' et NNf. On a donc :

de plus,

MM' "~ MM' + MM'; NN' ~~ NN'MM' "~ MM' + MM'; NN' ~~ NN' + NN' ;

ajoutant

MM" , NN'' 20Q , 2Q0" 2.00"
+ = + = - 0 Ô T = ^ a n t i l é constante.NF=W

Si la droite quelconque est une directrice, MM" et NN"

peuvent être remplacés par les rayons vecteurs correspon-

dants ; donc le théorème est démontré.

Observations,

I. La somme est algébrique ?- selon la position des perpen-

diculaires par rapport aux droites, cette somme peut devenir

une différence.
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II . Lorsque la corde MN ou la droite N"M" est parallèle à
la polaire, il faut un autre moyen de démonstration, qui est
d'une facilité intuitive.

III. Le même théorème et le même moyen démonstratif
subsistent pour une surface du second degré de révolution ;
la polaire et la droite quelconque sont remplacées par le plan
polaire et un plan quelconque.

IV. Lorsque la droite VN" passe par le point 0 , alors 00"
est nul, MM" et NN" deviennent proportionnels à OM et ON,
et l'on a ce théorème :

Si par un point pris dans le plan d'une conique, on mène
une corde, la distance d'une extrémité de la corde au point,
divisée par sa distance à la polaire du point, est égale au quo-
tient analogue pour l'autre extrémité de la corde (*).

V. Deux droites dans un plan représentent une conique ;
en y appliquant le théorème, on obtient une propriété de
géométrie élémentaire. Tm.

PROBLEME

sur les directrices dans les coniques.

PROBLÊME. Étant donnée l'équation générale d'une conique,
dans son plan, l'angle des axes étant quelconque, quelles
sont les relations entre les coefficients, lorsque l'un des axes
est une directrice ?

Solution. Soit A ^ + B ^ ' + C ^ + D j - + E .r+F = 0 l'é-
quation de la conique ; 7 l'angle des axes. Supposons que l'axe

H Facile à démontrer directement.
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des j'soit une directrice ; x' et y étant les coordonnées du
foyer, pôle de cet axe, on a :

où J = Da— 4AF; A = 2AE — BD; / i=DE— 2BF.

Transportons l'origine au foyer, sans changer la direction des
axes, l'équation de la courbe devient •.

-f A/*3—BwZ+C/*.—Dnk+Elk + Ek* = 0 ;

ou bien, en vertu des relations d'identité :

*a(AjAf BJTT + Cr1) + 2*U.r + Ll=0 ( t. IV, p. 425 ) ,•

oùL est la fonction principale, savoir :

L = AE1— BDE + CD'+ F(Ba— UC).

L'origine étant au foyer, on a :

d'où L = / (C — A) ; B = 2A cosy. Telles sont les deux rela-
tions qui doivent exister pour que Taxe des^ soit une direc-
trice; si c'était l'axe des x, on aurait les relations :

L = Z'(A —C); B = 2CcoS7; °ù ^'=Ea— 4CF.

Observation. Cette solution n'est plus applicable lorsque
£ = 0 ; le centre étant alors sur l'axe des^, cet axe ne peut
être la directrice ; de même lorsque l est positif, car l'axe
des ,y rencontre alors la conique. Tm.
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PROGRAMME

de la symétrie plane et de celle de Vespace.

P A R M. J F. DOSTOB.,
Docteur es sciences mathématiques.

SYMÉTRIE PLANE.

Définitions.

Définition I. Deux points sont symétriques par rapport
à un troisième point, appelé centre de symétrie, lorsque la
droite, qui les joint, passe par ce centre et y est divisée en
parties égales.

Définition II. Deux points sont symétriques par rapport
à une droite, appelée axe de symétrie lorsque la droite, qui les
joint, est perpendiculaire en son milieu sur cet axe.

Définition J1L Deux figures sont symétriques par rapport
à un centre ou à un axe, lorsqu'on peut les placer de façon
que leurs points soient deux à deux symétriques par rapport
à ce centre ou à cet axe. Dans cette position, les deux figures
sont dites symétriquement placées.

Remarque. Les deux figures peuvent être des parties
d'une seule et même figure.

Définition IV. Dans deux figures symétriques par rap-
port à un centre ou à un axe, les éléments prennent quel-
quefois le nom d'éléments homologues.

Symétrie par rapport à un centre.

Théorème I. Deux droites, symétriques par rapport à
un centre, sont parallèles et égales.
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Réciproque. Deux droites, parallèles et égales, sont
symétriques par rapport à un centre.

Corollaire. Lorsque les extrémités de deux, droites sont
symétriques par rapport à un centre, ces droites sont elles-
mêmes symétriques par rapport à ce centre.

Théorème IL Deux angles symétriques par rapport à
un centre ont leurs côtés parallèles dirigés en sens contraires,
et sont égaux.

Réciproque. Deux angles, compris entre des côtés paral-
lèles et dirigés en sens contraires, sont symétriques par rap-
port à un centre.

Corollaire. Lorsque les côtés de deux angles sont sy-
métriques par rapport à un centre, ces angles sont eux-
mêmes symétriques par rapport à ce centre.

Théorème III. Deux polygones, symétriques par rap-
port à un centre, ont leurs côtés parallèles dirigés en sens
contraires et égaux, et sont eux-mêmes égaux.

Réciproque. Deux polygones, qui ont leurs côtés pa-
rallèles égaux et dirigés en sens contraires, sont symétriques
par rapport à un centre.

Corollaire I. Lorsque les sommets de deux polygones
sont symétriques par rapport à un césure, ces polygones
sont eux-mêmes symétriques par rapport à ce centre.

Symétrie par rapport à un axe.

Théorème I. Deux droites , symétriques par rapporta un
axe, sont égales et également inclinées sur cet axe. .

Remarque. Lorsque les extrémités de deux droites sont
symétriques par rapport à un axe, ces droites sont elles-
mêmes symétriques par rapport à cet axe.

Théorème II. Deux angles, symétriques pat rapport à un
axe, sont égaux et ont leurs côtés dirigés dans le même sens.

Remarque. Lorsque les cètés de deux angles soat «y-



• — 168 —

métriques par rapport à un axe, ces angles sont eux-mêmes

symétriques par rapport à cet axe.

Théorème IIL Deux polygones, symétriques par rap-

port à un axe, ont leurs côtés égaux également inclinés sur

Taxe et sont égaux.

Remarque. Lorsque les sommets de deux polygones sont

symétriques par rapport à un axe, ces polygones sont eux-

mémes symétriques par rapport à cet axe.

Comparaison des symétries par rapport à un centre et à un axe.

Théorème. Deux figures, symétriques par rapport à deux

axes rectangulaires, sont symétriques par rapport à leur

point d'intersection.

Réciproque. Deux figures, symétriques par rapport à un

axe et un point de cet axe, sont symétriques par rapport à un

second axe, mené par le centre perpendiculairement au

premier.

Corollaire. Tout polygone doué de deux axes de symétrie

rectangulaires a ses côtés en nombre doublement pair.

SYMÉTRIE DE L'ESPACE.

Définitions*

Définition L Deux points dans l'espace sont symétriques

par rapport à un troisième point appelé centre de symétrie,

lorsque la droite qui les joint passe par ce centre, et y est

divisée en parties égales.

Définition IL Deux points dans l'espace sont symétriques

par rapport à une droite ou à un plan appelé axe et plan de%

symétrie, lorsque la droite qui les joint est perpendiculaire

en son milieu sur cet axe ou sur ce plan.

Définition IIL Deux figures dans l'espace sont symétriques

par rapport à un centre, à un axe ou à un plan, lorsqu'on

peut les placer de façon que leurs points soient deux à deux
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symétriques par rapport à ce centre, à cet axe ou à ce plan.
Dans cette position, les deux figures sont dites symétrique»
ment placées.

Remarque. Les deux figures peuvent être des parties d'une
seule et môme figure.

Définition IF. Dans deux figures symétriques par rapport
à un centre, à un axe ou à un plan f les éléments symétriques
prennent quelquefois le nom d'éléments homologues.

Symétrie par rapport à un centre.

Théorème I. Deux droites symétriques par rapport à un
centre sont parallèles et égales.

Réciproque. Deux droites parallèles et égales sont symé-
triques par rapport à un centre.

Corollaire. Lorsque les extrémités de deux droites sont
symétriques par rapport à un centre, ces droites sont elles-
mêmes symétriques par rapport à ce centre.

Théorème IL Deux angles symétriques par rapport à un
centre ont leurs plans parallèles, leurs côtés dirigés en sens
contraires, et sont égaux.

Réciproque. Deux angles qui ont leurs côtés parallèles et
dirigés en sens contraires sont symétriques par rapport à
un centre.

Corollaire. Lorsque les côtés de deux angles sont symé-
triques par rapport à un centre, ces angles sont eux-mêmes
symétriques par rapport à ce centre.

Théorème III. Deux polygones symétriques par rapport
à un centre ont leurs plans et leurs côtes parallèles et dirigés
en sens contraires, et sont égaux.

Réciproque. Deux polygones égau?c qui ont leurs plans et
leurs côtés parallèles et dirigés en sens contraires sont sy-
métriques par rapport à un centre.

AN», DE MATHÉM. Vf. 1 2
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Corollaire. Lorsque les sommets de deux polygones sont
symétriques par rapport à un centre, ces polygones sont eux-
mêmes symétriques par rapport à ce centre.

Théorème IF- Deux dièdres symétriques par rapport à
un centre ont leurs faces parallèles dirigées en sens con-
traires et sont égaux.

Réciproque. Deux dièdres qui ont leurs faces parallèles et
dirigées en sens contraires sont symétriques par rapport à
un centre.

Corollaire. Lorsque les sections droites de deux dièdres
sont symétriques par rapport à un centre, ces dièdres sont
eux-mêmes symétriques par rapport à ce centre.

Théorème F. Deux angles polyèdres symétriques par
rapport à un centre ont leurs faces parallèles égales et diri-
gées en sens contraires, et leurs dièdres égaux et situés, en
même temps que les faces, dans un ordre inverse.

Réciproque. Deux angles polyèdres qui ont leurs faces pa-
rallèles et dirigées en sens contraires, leurs faces et leurs
dièdres égaux chacun à chacun et situés dans un ordre inverse,
sont symétriques par rapport à un centre.

Corollaire. Lorsque les arêtes de deux angles polyèdres
•sont symétriques par rapport à un centre, ces angles poly-
èdres sont eux-mêmes symétriques par rapport à ce centre.

Théorème VL Deux polyèdres symétriques par rapport
à un centre ont leurs faces parallèles égales, leurs dièdres
égaux et situés, en même temps que les faces, dans un ordre
inverse.

Réciproque. Deux polyèdres qui ont leurs faces parallèles
et dirigées en sens contraires, leurs faces et leurs dièdres
égaux chacun à chacun et situés dans un ordre inverse, sont
symétriques par rapport à un centre.

Corollaire. Lorsque les sommets de deux polyèdres sont



- 171 —

symétriques par rapport à un centre, ces polyèdres sont eux-
mêmes symétriques par rapport à ce centre.

Symétrie par rapport à un axe.

Théorème. Deux figures symétriques par rapport à une
droite sont égales entre elles.

Symétrie par rapport à un plan.

Théorème I. Deux droites symétriques par rapport à un
plan sont égales et également inclinées sur le plan.

Remarque. Lorsque les extrémités de deux droites sont
symétriques par rapport à un plan, ces droites sont elles-
mêmes symétriques par rapport à ce plan.

Théorème IL Deux angles symétriques par rapport à un
plan sont égaux et ont leurs plans également inclinés sur le
plan de symétrie.

Remarque. Lorsque les côtés de deux angles sont symétri-
ques par rapport à un plan, ces angles sont eux-mêmes sy-
métriques par rapport à ce plan.

Théorème III. Deux polygones symétriques par rapport
à un plan sont égaux et situés dans des plans également in-
clinés sur le plan de symétrie.

Remarque. Lorsque les sommets de deux polygones sont
symétriques par rapport à un plan, ces polygones sont eux-
mêmes symétriques par rapport à ce plan.

Théorème IF. Deux dièdres symétriques par rapport à
un plan sont égaux et ont leurs faces également inclinées
sur le plan de symétrie.

'Remarque. Lorsque les sections droites de deux dièdres
sont symétriques par rapport à un plan, ces dièdres sont
eux-mêmes symétriques par rapport à ce plan.

Théorème V. Deux angles polyèdres symétriques par



rapport à un plan ont leurs faces et leurs dièdres égaux, et

ces faces également inclinées sur le plan.

Remarque. Lorsque les arêtes de deux angles polyèdres

sont symétriques par rapport à un plan, ces angles po-

lyèdres sont eux-mêmes symétriques par rapport à ce plan.

Théorème FI. Deux polyèdres symétriques par rapport

à un plan ont leurs faces et leurs dièdres égaux, et ces faces

également inclinées sur ce plan.

Remarque. Lorsque les sommets de deux polyèdres sont

symétriques par rapport à un plan , ces polyèdres sont eux-

mêmes symétriques par rapport à ce plan.

Comparaison des symétries par rapport à un centre et à

un plan.

Théorème. Deux figures symétriques par rapport à trois

plan rectangulaires sont symétriques par rapport à leur

point d'intersection.

Réciproque. Deux figures symétriques par rapport à deux

plans rectangulaires et un point de leur intersection sont sy-

métriques par rapport à un second plan mené par le centre

perpendiculairement à cette intersection.

Corollaire. Tout polyèdre ou angle polyèdre doué de

trois plans de symétrie a ses faces en nombre quadruple-

ment pair.

Théorème IL Deux figures symétriques par rapport à un

centré peuvent être symétriquement placées par rapport à

un plan donné quelconque.

Réciproque. Deux figures symétriques par rapport à un

plan peuvent être symétriquement placées par rapport à un

point donné quelconque.

Théorème III. Deux figures symétriques d'une même troi-

sième sont égales entre elles.
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Théorème IF. Deux tétraèdres ou deux trièdres symé-
triques sont décomposables en tétraèdres ou trièdres addi-
tifs ou soustractifs égaux et superposables.

Théorème F. Deux polyèdres ou angles polyèdres symétri-
ques sont décomposables en un même nombre de tétraèdres
ou de trièdres symétriques, et assemblés par les sommets
d'angles symétriques.

Réciproque. Lorsque deux polyèdres ou deux angles po-
lyèdres sont composés d'un même nombre de tétraèdres ou
de trièdres symétriques assemblés par les sommets d'angles
symétriques, ces polyèdres ou angles polyèdres sont symé-
triques.

Théorème FI. Deux tétraèdres ou trièdres symétriques
sont équivalents.

Théorème FIL Deux polyèdres ou angles polyèdres symé-
triques sont équivalents.

Corollaire IL Tout polygone doué d'un centre de symétrie
est formé d'un nombre pair de côtés.

Corollaire IL Tout polyèdre doué d'un centre de symétrie
est terminé par un nombre pair de faces.

Corollaire IIL Tout parallélogramme est symétrique par
rapport au point de concours des diagonales.

Corollaire IIL Tout parallélipipède est symétrique par
rapport au point de concours des diagonales. — Tout plan
diagonal divise le parallélipipède en deux prismes triangu-
laires symétriques.

Corollaire. La ligne perpendiculaire sur le milieu d'une
droite est un axe de symétrie de cette droite. — Corollaire.
La bissectrice d'un angle quelconque et celle de l'angle au
sommet d'un triangle isocèle sont des axes de symétrie de
ces figures.

Corollaire. Dans le losange, les diagonales, dans le rectan-
gle, les droites qui joignent les milieux des côtés opposés,
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et dans le carré, les diagonales et les droites qui joignent les

milieux des côtés opposés , forment des systèmes d'axes de

symétrie rectangulaires.

Corollaire. Le plan perpendiculaire sur le milieu d'une

droite est un plan de symétrie de cette droite. — Corollaire.

Le plan bissecteur d'un angle plan, celui d'un dièdre quel-

conque et du dièdre à l'arête d'un trièdre isoangle sont des

plans de symétrie de ces flgures. — Corollaire. Dans le pa-

rallélipipède rectangle, les trois plans perpendiculaires au

milieu des arêles , dans le cube, les trois plans perpendi-

culaires au milieu des arêtes et les six plans qui passent par

des arêtes opposées parallèles, sont des systèmes de plans de

symétrie.

Note. Des programmes semblables, aussi bien rédigés,

aussi méthodique^ pour Y égalité, X équivalence et la similitude,

en y joignant les principales propositions de la théorie des

transversales et l'exposé des méthodes métamorphiques, for-

meraient un résumé instructif de géométrie élémentaire. Tm.

NOTE

Sur un point de la théorie générale des équations.

PAR M. VIEILLI JULES),
Professeur.

Ayant eu récemment l'occasion de traiter dans mon cours

les questions relatives à rabaissement des équations, j'ai re-

marqué dans plusieurs traités fort estimables d'algèbre, une

erreur qu'il est bon de rectifier dans l'intérêt des élèves.

Il s'agit de cette question : Étant donnée une équation
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f (x)==o dans laquelle il y a deux racines dont la somme est
égale à une quantité donnée s, déterminer ces racines»

La méthode générale, qui consiste à égaler à zéro le plus
grapd commun diviseur entre/ (x) e t / (s—x), est en défaut
lorsque toutes les racines de l'équation f(x)=0 se distribuent
par couples (a, 6), (c, d)... tels que a-{-b=$, c-f-^=s; mais,
dans ce cas, on remarque que si l'on prend pour inconnue
auxiliaire le produit z de deux racines d'un même couple?
le trinôme x*—sx-\-z devra, pour les valeurs convenables
de z, diviser/(«r). On effectue donc cette division, et le reste
qui suit celui du deuxième degré en x est égalé à zéro. Jus-
qu'ici rien que de parfaitement exact ; mais on ajoute que ce
reste sera du premier degré en x, de la forme Px-(-Q, P et Q
étant des fonctions de z, et qu'en conséquence on devra po-
ser P = 0 ; Q=0, puis chercher le plus grand commun divi-
seur entre P et Q. Ceci n'est pas exact. Le reste de la division
de f{x) par x*—sx-\-z ne saurait être du premier degré
en x, mais il sera toujours indépendant de x.

En effet soit

(1) f(x)=

l'équation f(x)—0 a par hypothèse n couples de racines
(a, b)j (c, d)... telles que a-{-b=s, c-f<i=5, et par suite z
a n valeurs qui sont les produits ab, cd... Supposons pour
un instant qne le reste de la division de/(.r) par x2— sx-\-z
soit du premier degré en x, P.r-f-Q* et soit k le qaotient,
on aurait

/(x)=(xa—sx+z) k-\-Vx+Q.

Si dans cette égalité on fait z=ab et qu'on y mette successi-
vement pour x les valeurs a, b, on aura

Pa-f Q=o
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d'où il suit que les fonctions P et Q s'annuleront à la fois

pour z=ab. Elles s'annuleront de même pour z=cd, etc.

L'équation P = 0 admettra donc n racines. Or, cela est im-

possible , à moins que P ne soit identiquement nul ; car il est

aisé de voir que P sera d'un degré en z au plus égal à n—l.

En effet, en procédant à la division des polynômes (1) par

x*-\-sx*{-z, on voit sans peine que le coefficient du pre-

mier terme de chaque dividende partiel, de degré impair

2n—1—2/7, contient z à la puissance/?. Si donc on pouvait

parvenir à un reste du premier degré en x, c'est-à-dire du

degré 2n—1—2 (n—1), le coefficient P de x dans ce reste

serait du degré /t—1 en z. Ainsi, le reste de la division de

f {x) par x1—sx-\-z sera indépendant de x, et en l'égalant

à zéro, on aura immédiatement les valeurs cherchées de z.

Au fond, la recherche de l'équation en z revient à l'élimi-

nation de x entre les deux équationst/(o:)=0, x2—sx-^-zz=Q.

A chaque valeur de z tirée de l'équation finale en z, doivent

correspondre les deux valeurs de x dont cette valeur de z est

le produit, par conséquent*le diviseur qui précède l'équation

finale doit être du deuxième degré et n'est pas autre chose

que .r2—sx-\-z. Ce second point de vue vient encore à l'ap-

pui de ce qui précède, et explique pourquoi on ne peut ren-

contrer un reste du premier degré en x.

SOLUTION DE LA QUESTION 143. (Page 134.)

PAB M. MURENT (de C 1er mont-Ferrant!;.

Problème. Connaissant un point et le centre d'une hyper-

bole équilatère, trouver le lieu du sommet et du foyer.

1° Lieu du sommet. Soient C et M {fig. 37) le centre et le
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point donnés; tirons par ces deux points une droite indéfinie
et faisons €M=</. Soit CX Taxe transverse de l'hyperbole
dans Tune de ses positions; en menant, de part et d'autre de
cet axe, deux droites CA, CB qui fassent avec lui des angles
de 45°, ces deux droites seront perpendiculaires entre elles
et seront les asymptotes de l'hyperbole équilatère que nous
considérons. Si le point S est le sommet de cette hyperbole,
en tirant la droite MS et la prolongeant, on aura, d'après
une propriété connue de cette courbe, BS=MA ; récipro-
quement , si, par le point M, on mène la transversale AMSB
telle que BS=M A, le point S sera le sommet de l'hyperbole ;
car à cause de cette égalité, il est un point de la courbe, et
puisqu'il se trouve sur l'axe transverse, il en est le sommet.
Abaissons maintenant MP perpendiculaire sur C A et remar-
quons que la direction de la transversale AB serait déter-
minée si Ton connaissait la longueur PA.

Or, de l'égalité BS=MA il résulte que si Ton abaisse en-
core SQ perpendiculaire sur CB, les triangles rectaçgles
SBQ, AMP seront égaux. Ainsi QS sera égale et parallèle
à PA : donc en tirant PQ, cette ligne sera parallèle à AB.
Cela posé, les triangles semblables MPA, QCP donnent la
proportion

MP:PA::QC:CP.

Mais dans le triangle-rectangle isocèle CQS, on a CQ=QS
=PA. La proportion devient donc

MP:PA::PA:CP,
d'où _

PA2=MP.CP.

Il est facile maintenant d'avoir l'équation polaire du lieu.
Pour cela prenons C pour pôle et CMJT pour axe polaire : le
triangle CQS donne

CS2=2SQ2=2PA2,
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et èh remplaçant £I*parMP.CP....E§2=2MP.CP (f )
Faisant CS=p et l'angle SCM=o> et observant que dans le

triangle-rectangle MPC, on a

MP==CMsinMCP=^sin(45°-(D)
CP==CMcosMCP=^cos(45°-~w),

on mettra ces valeurs dans l'égalité (1) et l'on aura

f>*=i<i*.2siii(45°— *>)cos(45°— w )=

d'où

équation d'une lemniscate de Bernouilli ayant pour centre le
point C et pour demi-axe la longueur donnée CM=d.

2° Lieu du foyer. Soit F le foyer de l'hyperbole dont S est

le sommet, faisons CF=p'.

On sait que dans l'hyperbole équilatère, la valeur de la

demi-excentricité est c = a l / 2 ~ , a étant le demi-axe trans-

verse; donc ici on aura p'=p J/2, ou en remplaçant p par la

valeur ci-dessus, on aura pour l'équation du lieu du foyer

C'est une seconde lemniscate qui enveloppe la première et
qui a pour centre le point C et pour demi-axe la longueur

3. Ces deux .courbes sont semblables et semblablement pla-
cées, et si l'on construit l'une d'elles par points (t. IV, p. 145),

on pourra en déduire la seconde par la relation p'=pV2.
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SECONDE SOLUTION DE LA QUESTION 121

( Voyez t. V, page 202. )

P A R M B . . . (de Liège).

Étant donnée une progression arithmétique de n termes

dont la raison soit égale au premier terme; élevant chaque

terme au carré, le tiers de n fois le carré du dernier terme

est toujours entre la somme de tous les carrés et cette somme

moins le carré du dernier terme; démontrer cette propriété

par la géométrie.

Démonstration. Soit une pyramide à base carrée. Je divise

sa hauteur en n parties égales, que je prends pour unités;

puis par les points de division je mène des plans parallèles

à la base. Les n — 1 sections que j'obtiens sont des carrés.

Soient aty a%, a3.,. ant_s leurs côtés, et an la base ; ces diffé-

rentes quantités représentent les termes de la progression

arithmétique. Les aires des sections seront a,% aa% a*... an
3,

et représenteront les carrés des termes de la progression.

Sur ces diverses sections construisons des prismes dont la

hauteur soit 1 (flg. 38).

Sous ces mêmes sections construisons aussi des prismes

dont la hauteur soit 1 {fig. 39).

Les volumes de ces prismes seront respectivement :

Fig. i. Fig. 2.

On voit par ces figures que le volume de la pyramide est
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moindre que la somme de la première colonne, et plus grand
que celle de la seconde. Or le volume de cette pyramide est

-nan ; donc

ce qui est l'expression du théorème.
On voit facilement que le problème 113 peut se résoudre

d'une manière analogue (voir t. V, p. 348).

NOTE

Sur un problème de géométrie.

F A R M . ,
Professeur de mathématiques à MâcoR.

Problème. Par un point B donné à égale distance de deux
droites formant un angle quelconque, mener une sécante
telle que la partie interceptée par ces droites soit égale à une
ligne donnée m.

On connaît les élégantes constructions de ce problème
données pour le cas d'un angle droit par Pappus, Newton
et d'autres {V. la Géométrie analytique de M. Cirrodde). Je
me propose dans cette note de montrer comment ces con-
structions doivent être modiGéesdansle cas d'un angle quel-
conque.

lre Construction (fig> 36). On sait que la question proposée
a toujours deux solutions, et qu'elle peut en avoir quatre.
Dans tous les cas, j'observe que les sécantes sont deux à deux
également distantes du sommet A de l'angle donné, de sorte
que si Ton prend cotte distance pour inconnue, elle n'aura
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que deux valeurs différentes. D'ailleurs ces distances con-
nues, il sera facile de construire les solutions du problème,
puisqu'il suffira de décrire du point A comme centre des cir-
conférences avec des rayons égaux à ces distances, et de leur
mener des tangentes par le point B.

Soit donc CX une des sécantes cherchées, et appelons rsa
distance AN au point A ; soit AC=y, AX=x, BP=:AP=^,
et ô l'angle ykx ; le triangle CAX donne

/72*==,rM-cy
s— 2jfjrcos9. (1)

En considérant la surface du même triangle, on a

mr~xysinti. (2)

La similitude des triangles donne XCA, XBP donne

_, , , xy
ylailxlx—a, $onx-\-y= — . (3)

CL

Élevant les deux membres de cette dernière équation au
carré, et remplaçant dans le résultat xy et x*-\-yx par leurs
valeurs déduites des équations (1) et (2), on obtient l'équa-
tion suivante en r -.

2— 2a*sin G(l~f-cos0)r—ma2sin2Ôz= 0. (4)

Celte équation a toujours deux racines réelles •. une positive,
l'autre négative. La racine positive déterminera la distance
AN.

Cherchons l'équation qui déterminera la distance AN" du
point A aux deux autres sécantes. En la désignant par r, po-
sant AX"=.r, AC"==r, le triangle C"AX" donnera

mr=xy sin 0,

et la similitude des triangles C"AXff, BPX" donnera

xy
y\a\\x\ a—x, d'où y—x = -^-.

CL
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Faisant l'élimination de x eiy comme dan* le cas précédent,
on obtient l'équation

mr*-[-2a*sm 0(l+cosô)r—ma7sm*Q = 0, (5)

équation dont la solution positive donnera la distance AN".
Mais cette équation a ses racines égales et de signes con-
traires à celles de l'équation (4). Donc la solution négative
de l'équation (4), prise en valeur absolue, donnera la dis-
tance AN". Il suffit donc de construire les racines de l'équa-
tion (4).

Pour cela, écrivons cette équation ainsi :

>. (6 )- =tfasina

J
Construisons d'abord une ligne

m m
Or, si on abaisse du point A une perpendiculaire AD sur la
ligne BG parallèle àyy!, on a

AD=a sinO ; BD=

donc u= . Alors, si on prolonge DA et qu'on
m

prenne DL=w , que Ton tire LB, et qu'on lui mène par le
point A une parallèle qui rencontre BG au point F, la ligne
DF est égale à y, car on a

LD:BD::AD:DF,

alors l'équation (6) devient

r[r—2u) =

Donc si du point F comme centre, avec FD pour rayon, on
décrit un cercle, et qu'on prolonge le diamètre AF qui ren-
contre la circonférence en E et E', AE sera la racine positive
de l'équation (4), et AE'la valeur absolue delà racine négative.
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Alors je décris du point A9 comme centre, des circonférence»
aVec les rayons AE et AEf-, je leur mène des tangentes par
le point B, et j'ai construit ainsi les quatre solutions du pro-
blème.

Cette construction montre que la question n'a pas toujours
quatre solutions ; car pour qu'on puisse mener des tangentes
à un cercle par le point B, il faut que ce point soit extérieur.
Cette condition est toujours satisfaite pour le plus petit cer-
cle, car on a AE' < AF < AB. Elle ne sera remplie pour
l'autre cercle que dans le cas où son rayon AE sera moindre
que AB. Écrivons que la valeur positive de r donnée par l'é-
quation est moindre que AB. Le triangle isocèle BPA donne

AB==2.# cos- 0, et on aura :

8 i
"^J&Cl COS — 0 ,

m 2
d?où

l/aasina6 (1 -f cos ô)a+ /nasinaô < 2mcos -0 —asin0 (1 +cos) ;

remplaçant sin 0 par 2 sin - 0 cos - 0, 1+cos 0 par 2 cosa -ô,
2 2 2

et élevant au carré les deux membres, il vient

16aW - Ocos6- e-f-4m'sin4 S cos1 £ G <

< (2m cos -8—4^sin- 0 cos3 - 0)a •
2 2^ A

effectuant le carré et réduisant, on a

m sin2 - 6 < m—ka sin - 6 cosa - 0,

1 1 1
ou m (1—sin2 - 0)J> ïa sin - 6 cosa - 6,

ou enfin m > 4a sin - 6.



Or, si on mène la ligne KH perpendiculaire à AB, on a

donc KH=4tfs in-ô;

donc la condition nécessaire pour que le problème admette
quatre solutions, c'est que la longueur donnée m soit plus
grande que la ligne inscrite menée par le point B perpendi-
culairement à AB. On sait bien, en effet, que cette ligne KH
est la ligne minimum.

2e Construction. Soit CX. une des sécantes cherchées. Je
fais au point X un angle BXR = ô, et soit R le point où la
ligne XR rencontre la parallèle à Ax menée par le point B.
Si le point R était connu, en décrivant sur BR un segment
capable de l'angle donné 0 , l'intersection de l'arc de ce seg-
ment avec Ax déterminerait le point X , et le problème se-
rait résolu. Je prends donc pour inconnue BR=z, et j'appelle
toujours r la perpendiculaire AN abaissée du point A sur CX.
Les deux triangles CAX et BXR étant équiangles, leurs li-
gnes homologues sont proportionnelles, ce qui donne

CX:BR::AN:BT, ou w:z::r:^sine, d'où r==

z
Si je considère de même la sécante C"X", je fais au point

X/r un angle BX"R' égal à l'angle y'Ax, c'est-à-dire au sup-
plément de l'angle 6, et soit R' le point où X"R' rencontre la
parallèle à Ax menée parle point B. SoitBR'=3, AW=r;
les deux triangles C"ÂX" et R'X"B sont équiangles et don-
nent

. . ,, , masinbm:z:;r:a$\nv , d ou r== .z
C'est la même relation que précédemment. Et comme les
deux valeurs de r sont, la première la racine positive, la se-
conde la racine négative, prise en valeur absolue, de Té-
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qualion (4) ; si, dans cette équation (4), je remplace r par la

valeur , l'équation résultant de celle substitution
z

devra avoir deux racines réelles, Tune positive et l'autre né-
gative , dont la première sera la valeur de BR, et la seconde,
prise en valeur absolue, la valeur deBIV. Cette équation est

m. 2a sm O(l-J-cosO) • — ma sin 0 = 0,

OU Za4-

d'où z=—a (1+cos 6)+ l/fl*(i-|-cose)ï+/»7.

Mais si du point A, je mène une perpendiculaire AS sur BR',
j'ai BS==BQ-|-QS = a

donc z=— BS +
par conséquent,

B R = — B S +

BRf = BS + y BS2 -f m*.
On déduit de là :

BR +BS=BR' —BS= \ / B S 2 +

ou SR= SR' = \/B*2 + m\

Donc, si au point B, on élève une perpendiculaire à QB,
d'une longuenr B M = i » , en joignant SM, on aura

SM = y Bi2+/7ia, et Tare décrit du point S comme centre
avec S M pour rayon déterminera par ses intersections avec
la droite BQ prolongée les points R ctR'. Alors, pour ache-
ver la construction, on décrira sur BR et au-dessous de celte
ligne un segment capable de l'angle 0; on décrira sur BR'
et au-dessous de celle ligne un segment capable de l'angle
180°—0. Los arcs de ces segments déterminent sur xx1les
points X, Xr, X", X"', et il n'y aura plus qu'à joindre ces
points au point B pour avoir les sécantes cherchées.

ARN. DE MATHÉM. VI, 1 3
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DE LA DIACAUSTIQUE

dans le cas d'une surface réfractante plane.

P A R M. SOULE (CHARLES),
Elève à l'institution Barbet.

Soient deux milieux P, P' séparés par la surface plane OK,

et considérons la réfraction des rayons lumineux partis du

point P, dans un plan perpendiculaire à cette surface de sé-

paration. Proposons-nous de déterminer l'enveloppe des

rayons réfractés tels que KN (fig. 34). Nous traiterons d'a-

bord la question par la géométrie. Pour cela, démontrons

un théorème préliminaire sur les coniques à centre.

I (fig. 35). Par exemple, MN étant une normale à l'ellipse,

si Ton joint sa trace K sur Taxe des y au foyer F, on aura

RFF' = F'MR, ou bien, comme il est » démontré que
sinFMK c sinKFF' c o

v,.u = - , il s agit de prouver que = - . Sur
sinFiNK a suif iNK a
F T décrivons le segment capable de l'angle F'MF. Le

point K étant le milieu de l'arc F'KF, KM sera bissectrice

de F'MF, et, par suite, sera précisément la normale MN.
KF'

Alors les angles KFF7 et F'MK ayant même mesure - — sont

égaux.

On démontre facilement ,1e même théorème par le calcul.

En effet,

y
tang KFF'= — = ^ ,• sinKFF=

c b2

tangKNF=^7j sinKNF= —° b x( 1/
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sinKFF _ c
smKNF' #

Réciproquement, toutes les fois que cette égalité aura
lieu, la ligne KNM sera normale à l'ellipse ; car, il n'y a
qu'une ligne KN qui puisse faire avec OX un angle aigu
KNO, dont le sinus ait avec celui de l'angle donné KFO un

c
rapport donné —.

II. Même théorème pour l'hyperbole.

III. Cela posé (fig. 34;, soit un rayon incident PK et KN
le rayon réfracté, en appelant n le rapport des vitesses de la
lumière dans le milieu P' et dans le milieu P, nous aurons
sini
smr

Soit n<C\, et construisons une ellipse ayant 0 pour centre,

P pour foyer, - =n pour rapport de son excentricité à son

grand axe. Nous aurons -— = - , et, d'après le théorème

précédent, tout rayon réfracté sera normal à cette ellipse.
L'enveloppe des rayons réfractés, ou la caustique, ne sera
donc autre chose que celle des normales ou la développée de
l'ellipse.

Si n > 1, nous construirons une hyperbole d'après les
mêmes données. Notre enveloppée sera, de même, la déve-
loppée de l'hyperbole.

Cherchons l'équation de ces courbes en fonction des don-
nées n et OP=c :

ay+ (a*—c2) x" = a?(cï—c\

/ i = - , a = - , — y - f - ( - 3—c K = ~ ~ — «?).
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n y _ j _ n
â ( l _ T J * ) ^ -s c*(l—wa)qui sera une hyperbole ou une

ellipse, suivant que /isera ^ 1.

Traitons la question par le calcul.

IV. Cherchons l'enveloppe des droites ay+bx—ab=zO (1),

a ci b étant liés par la relation ^— = n = — — = - , oup KP V

— 7ia)^a = c'V. Désignons, pour abréger, 1 — na

par A:. Différentions chacune de ces équalions, b étant fonc-

tion de a :

, db db , . . r f t •
1 da da da

Egalons les dérivées — , il vient a{a—x)—b*k+bky=O. (3)
du

IPfaut éliminer a et b entre les équations (1), (2), (3).

ci y
Pour]cela, de (1) nous tirons (4) 6 = •—£—} substituant

a—x \

dans (3)

2 / 2 i 2i 2 y
^3^3 J .

substituant dans (4),

2 1 i 2

substituant dans (2), et remarquant que nous avons le cube
2 1 2

de a? + ** y* > fl ^ i e n t Po u r équation du lieu :

1 2 2 2 2

(5) (1—^)3 ^3* + X3 = n» C'î ,
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équation des développées des sections coniqdes à centre,

ellipse ou hyperbole suivant que 1—n% sera 0.

Pour avoir l'équation de ces sections d'y 4- (a*—ca) x* =

=za\a*—c»), identifions l'équation (5) à celle de leurs déve-

veîoppées :
2 2 I 2 4

#3 jç$ _L. ({^——C*)^ y3 = ^ çZ

nous aurons :

2 1 i

a* __ 1 (a3 — c')3 __ (1—n')3
__, __ __? _ - - ^

£3 nï c'Z C3 «3 c'3"

OU

c
On tire delà ^ = 0, # = - , et, par suite, l'équation dei

71

courbes i 7iy-[-7î2(l—•na)«c*=c1(t—7ia).

iVo/e. Si d'un point A pris sur une surface, on va vers un

autre point A', les deux normales à la surface ne sont pas

dans un mémo plan, généralement parlant, et la plus

courte dislance DD' des deux normales divisée par la lon-

gueur de A A' donne un quotient fini, lors même que Tare A A;

est infiniment petit. Euler a démontre qu'il existe pour cha-

que point A deux directions rectangulaires pour lesquelles le

DD'
rapport — devient nul, c'est-à-dire où la distance DD' est

A A.

un infiniment petit du second ordre relativement à Tare AA\

C'est là l'origine des lignes de courbure, une des plus belles

découvertes de l'illustre créateur de la géométrie des sur-

faces ; tout ce qu'on a fait depuis ne sont que des conséquences

médiates ou immédiates des théories eulériennes (Mém. de
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Berlin. 1760, en français) Monge a généralisé cette idée
d'Euler et a établi que si par deux points A et A' infiniment

voisins, on méne'deux droites soumises à la même loi de con-

struction , il existe toujours une direction AA' pour laquelle
DD'

le rapport -r-r-est nul. Malus s'est élevé encore à une plus
A A

vaste généralisation : il considère un premier système de
droites rencontrant une surface donnée; de chaque point de
rencontre part une droite liée à la première par une loi
donnée; on obtient ainsi un second système. A l'aide d'une
analyse (rès-belle, mais assez compliquée, Malus découvre
des relations, devenues célèbres, entre les deux systèmes,
relations que M. Dupin a obtenues ensuite plus simplement,
par des considérations géométriques. C'est même la grande
utilité de la géométrie, d'éclairer des théorjes qu'elle n'a pas
fondées, d'abréger la voie aux découvertes qu'elle n'a pas
faites. Ces relations que nous venons de mentionner renfer-
ment la question optique conme cas particulier. En effet, le
premier système peut représenter des rayons incidents, et le
second système les rayons réfractés, qui comprennent aussi
les rayons réfléchis en prenant l'indice de réfraction égal à—i.
Depuis, M. Quetelet a eu l'heureuse idée de considérer les
deux surfaces trajectrices qui coupent orthogonalement les
deux systèmes de droites d'incidence et de réfraction •. grand
moyen de simplification, car les développantes sont sou-
vent de degrés moins élevés que les développées. On en a un
exemple dans les coniques, courbes du second degré, qui ont
pour développées des lignes du sixième degré. M. Quetelet
a énoncé à ce sujet des théorèmes que M. Timmermans, de
Gand, a démontrés d'une manière tellement élémentaire,
que nous pouvons les consigner dans ce recueil.

Soient deux droites MA, NA se coupant au point A ; le
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Heu géométrique d'un point dont le rapport des distances
aux deux droites est constant, est formé par le système de
deux droites passant aussi par A et relatives aux deux
angles aigus et aux deux angles obtus. Considérons une de
ces droites que nous désignons par AP; prenant donc un
point I sur cette droite, et abaissant sur les droites AM, AN
les perpendiculaires IR, IS, on aura :

IR sinMAP sin i
7F = . MA n = "— = n = constante.
IS smNAP sinr

Si par le même point I nous élevons une perpendiculaire
I T à AP, on a évidemment aussi :

sinRIT sinî
sinSIT sinr

== ni

en regardant donc AP comme une droite dirimante de deux
milieux, IR étant un rayon incident, IS sera le rayon ré-
fracté, si n est l'indice de réfraction.

Cela posé, soient maintenant AM, A"N deux courbes
quelconques situées dans le même plan. Le point dont le
rapport des distances normales à ces deux courbes est con-
stant, sera une troisième courbe A'P, et telle que si par un
point I de cette courbe nous menons les deux normales IR,
IS , les trois tangentes menées en R, I , S, respectivement
aux courbes AM, A'P, A"N, se couperont en un même point.
C'est une conséquence immédiate de ce qui a été dit ci dessus.
Si donc la courbe A'P est une ligne dirimante entre deux
milieux, et si AM représente une trajectoire orthogonale
des rayons incidents, il est évident que la courbe A''N sera
une trajectoire orthogonale des rayons réfractés, si l'on a
IR
~ = n = indice de réfraction ; trajectoire que M. Quetelet

désigne sous le nom de caustique secondaire, et qui n'est
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autre que l'enveloppe d'un cercle dont le centre parcourt la

ligne dirimante et dont le rayon IS est égal à /z.lR. On sait

d'ailleurs qu'il existe une infinité de trajectoires orthogonales;

quand on en adopte une pour les rayons incidents, celle des

rayons réfractes est déterminée, et les développées de cette

dernière trajectoire ou caustique secondaire, est la caustique

cherchée (Corresp. math., t. I , p. 336). Lorsque l'objet lu -

mineux se réduit à un point, la trajectoire orthogonale des

rayons incidents est un cercle de rayons arbitraires qu'il est

naturel de prendre égal à zéro. C'est ce qu'on a fait dans le

problème précédent sur la droite dirimante. Du reste, ce

problème a élé souvent résolu, entre autres analyliquement

par M. Gergonne, et ensui te géométriquement par M. Sturm ;

les solutions de M. Souîé semblent plus simples.

Les Nouvelles Annales contiennent l'équation générale

des caustiques secondaires par réflexion des coniques, les

rayons émanant d'un point. Cette courbe est celle qu'on ob-

tient en abaissant du point lumineux une perpendiculaire sur

la tangente à la conique et prolongeant celle perpendicu-

laire d'une quantité égale à elle-môme {Nouvelles Annales,

t. IV, p. 426). Je ne sache pas qu'on ait jamais calculé cette

équation avec celte généralité. Ce genre de courbe est aussi

donné par l'équation bifocalc//z + ^ z ' = p ; z et z' sont les

distances d'un point quelconque de la courbe à deux foyers

fixes, et/?, q, P , des constantes. C'est ce que M. Sturm a

démontré pour le cas particulier du cercle.

Tschirnhauscn (Wallhcr de) est l'inventeur des caustiques

catoptriques. l i a indiqué, sans démonstration, la caustique

du cercle pour des rayons incidents parallèles {Acta erud.,

nov. 1682, p. 36V); mais J. Bcrnoullia démontré que l'in-

dication de Tschirnhausen était fausse, et a donné, dans des

leçons sur le calcul intégral à l'usage du marquis de Lhospi-

tal (1691 et 1692), la première théorie analytique et géomé-
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trique des caustiques catoptriques et dioptriques pour des
rayons parallèles et convergents, mais toujours dans un
même plan (Opéra omnia, t. III).

Nous croyons utile de consigner ici les principaux travaux
sur les caustiques publies dans ces derniers temps.

Journal de VÉcole Polytechnique.

Malus. Mémoire sur l'optique, cahier XIV, p. 1-44,1808 ;
sur la dioptrique, p. 84-129.

Correspondance sur VÉcole Polytechnique.

Malus. Surfaces caustiques, t. I, p. 142-144, 1808.
Petit. Moyens de construire par points les caustiques par

réflexion ou par réfraction dans le cas des surfaces sphéri-
ques, t. II, p. 353-358. 1812.

Annales des Mathématiques (Gergonnc).

Gcrgonne. Delà manière dont les poissons nous voient et
dont nous les voyons, t. XI , p. 41-69, 1820-21.

Gcrgonne. Recherches analytiques des propriétés les plus
générales dos faisceaux lumineux directs, réfléchis et réfrac-
tés, t. XIV, p. 129-187,1823.

Sturm. Recherches sur les caustiques par réflexion et ré-
fraction dans le cercle, t. XV, p. 205 219, 1825.

Gergonne, Sarrus, Quetelct. Sur les caustiques, t. XV,
p. 345-358.

Gcrgonne. Recherches d'analyse sur les surfaces causti-
ques, t. XV, p. 1-19.

Gergonne. Théorème sur les surfaces caustiques, t. XV,
p. 65-80,247-254.

Gergonne. Démonstration purement géométrique du prin-
cipe fondamental de la théorie des caustiques, et historique
des recherches sur les caustiques, t. XV, p. 307-315.



Saint*Laurent (Thomas de). Recherches sur la caustique

par réflexion dans le cercle, t. XVII, p. 1-33.
Saint-Laurent (Thom. de). Recherches sur la caustiqae for-

mée au fond d'une tasse cylindrique, t. XVII, p. 33-35,1827.
Saint-Laurent (Thomas de). Équation générale delà caus-

tique par réflexion dans le cercle, t. XVII, p. 128-134.
Saint-Laurent (Thomas de). Recherches sur la caustique

par réfraction dans le cercle, t. XVIII, p. 1-19, 1827.
Gergonne. De la caustique par réfraction dans le cercle,

t. XVIII, p. 48-56.

Correspondance mathématique.

Tome I, 1828.

Quetelet. Énoncé d'un théorème général sur les caustiques,
p. 14.

J. G. G. Notice historique sur les caustiques, p. 29.
Quetelet. Énoncé de quelques théorèmes nouveaux sur les

caustiques, p. 147.
Gergonne. Extrait d'une lettre au rédacteur, p. 149 et

268.
• À. Timmermans. Sur les caustiques secondaires, p. 336.

Tome VII, 1832.

Plana. Mémoires sur les caustiques, p. 13.
Plana. Suite, p. 85.

Tome VIII, 1835.

Hamilton. Remarques sur le mémoire de M. Plana , p. 27.

1822. Dupin. Applications de géométrie. Routes de te lu-
mière, p. 185.
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SOLUTION DE LA QUESTION 143 (p. 134).

PAR M. JOHN (de Marseille).

Connaissant le centre et un point d'une hyperbole équila-
tère, trouver le lieu des sommets et le lieu des foyers (Serret).

Lieu des sommets. Prenons pour axe des x la droite pas-
sant par le centre et le point donné, et pour axe des y une
perpendiculaire à cette droite élevée par le centre.

L'équation de l'hyperbole sera de la forme

Ay*+B.rH-Caî + F = 0 j

puisqu'elle est équilatère, C = — A. D'ailleurs A peut être
supposé égal à 1. L'équation de l'hyperbole équilatère sera
donc y ~\-Bxy — x* -\-~F=0 ; soit m le coefficient angulaire
de Taxe de la courbe ; ce coefficient angulaire sera donné par
l'équation B/?ia—km—B=0; x'^y' désignant les coordonnées
de l'un des sommets y'—mx'; yn-\~Bx'y'—x^+aï^Oi
a désignant l'abscisse du point commun à toutes les hyper-
boles; il faudra donc éliminer m, B et F. Entre les trois
équations :

»—B=0,

il vient;

l'équation dn lien est donc (./*+jcy=aa(xa—y2). C'est le
lieu des pieds des perpendiculaires abaissées du centre dhine
hyperbole équilatère dont l'axe serait iz, sur ses tangentes
{Voir Charpentier, Annales, t. IV, p. 142). C'est une lem-
nlscate de Bernoulli ; il est d'ailleurs évident que le lieu des
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foyers est une courbe semblable à celle des sommets et sem-

blablcmcnt placée.

Note. L'équalion est^2+Bx^—a?a-j-F=O, ou F=ra*; a, p

désignant les coordonnées des foyers, on connaît leurs va-

leurs {voir t. I I , p. 430); il faut y faire 7 = 9 0 ° ; N = 0 $

L=/?*F; A = — C = l ; él iminante entre les deux équa-

tions, on obtient desuitc (aa4-£a)a = 2F(aa — p). Tm.

NOUVELLE SOLUTION

et généralisation de la question 101.

P A R M. P A U L S E E R E T ,
Élève d'Avignon.

Théorème. Quatre droites situées dans le même plan for-

ment quatre triangles; dans chacun d'eux existe un point de

rencontre des trois hauteurs ; les quatre points de rencontre

sont situés sur une métnc droite.

1. La démonstration de ce théorème donnée Nouvelles

Annales, 18V6, p. 13, est assez compliquée; la suivante, qui

me paraît plus simple, présente en outre, comme nous le

verrons , l'avantage de s'appliquer immédiatement au théo-

rème général, démontré analytiquement Nouvelles Annales,

18*5, p. 530.

Soient (fig. 40) ABD, ACE -, ODE, OBC les quatre droites

données. Par le point C d'intersection des deux droites OBC,

ACE, menons CF parallèle à ABtD, qui rencontre la droite

ODE au point F , de sorte que Ton a :

(1) FD : F E :: AC:CE.

Soient dyf, e, a les projections sur OBG des points D , F,

E, A. Soient de plus m, n, p, et M les points de rencontre
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des hauteurs dans les trois triangles ODB, ABC, OCE, et
dans le triangle auxiliaire OCF.

Cela posé, pour prouver, par exemple, que les trois points
m> n,p sont en ligne droite, comme par construction la ligne
MCy? est droite, et que de plus les droites M#?i et C/i sont
parallèles, il suffit de faire voir que Ton a :

Mm :C/*:: MplCp; (2)

ou bien, en prenant les projections de ces longueurs sur OBC,
que Ton a .-

df:Ca::fe:Ce,
ou bien

fd:fe::Ca:Ce,
ou bien

F D : F E : : C A : C E ,

ce qui est précisément la relation de construction (1). Donc
on a bien la relation (2) ; donc les trois points JW, «, p sont en
ligne droite. On verrait d'une façon analogue que les trois
points m, n, l sont en ligne droite. Donc les quatre points
sont sur une même droite.

2° Théorème. Si deux des quatre droites sont anti-paral-
lèles par rapport à l'angle formé parles deux autres, 1° la
distance des points de rencontre des deux triangles partiels
sera égale à la distance des points de rencontre dos deux
triangles qui les comprennent; 2° les distances des points de
rencontre de chacun des grands triangles aux points de ren-
contre des triangles non compris sont égales.

Ainsi l'on aura : mn = lp et ml = np.

Par hypothèse l'on a, BC et DE étant anti-parallèles dans
le triangle DAE : angle B=angE; angC=angD, et de plus

AE AD
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II en résulte immédiatement, comme il est facile de le voir,
que BD et CE sont aussi anti-parallèles par rapport à l'an-
DOB, et que l'on a :

ang B = a n g E ; ang(2rfr —C)=ang(2dr— D), et de plus

^ = {b}

OB Où* * }

Soient u>, 6, d les projections sur AGE des points O, B, D ;
c, d9 6, les projections sur OE, de C, A, B ; c, u>, 7, les pro-
jections sur ABD de E, O, C.

Gela posé, je dis d'abord qu'on aura la proportion
pn : nm\\ ml:pi. (1)

On trouve en effet :

pn inmy.ae:ad :: AE.cosG; AD.cosB;

de même
ml : pi :: dz :cd\: AB. cosD : CA. cosE ;

donc, pour que la relation (1) existe, il faut et il suffit que
AE.cosE AD.cosD . . . . . . j .
_ =3 —, , égalité qui existe en vertu des rela-
AB.cosB AG.cosC' & ^
tions (a). De même je dis qu'on aura :

ml : mn :: np ; lp, (2)
et on a :

ml : mn :: eo>' : ed'y :: EO. cos D : CO. cosB
np : ip :: &<*> : 8& :: OB. cosCO : D. cos E ;

donc, pour que la relation (2) existe, il faut et il suffit que
OE.cosE OC. cosC ,
Ô B ^ B = Ô â c ^ D > e g a h t e qU1 e M l e e n V e r t U deS r e l a"
tions {b) ; donc on a en même temps les proportions (1) et
(2) ; or, 1° en les multipliant terme à terme on a :

ml. pn : ma : : ml.pn : pi ,

donc mn *=pi \ ou mn=pl.
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En divisant (1 ) et (2) terme à terme on a .•

pn ml
ml np

., , pn ml ,
d ou £_ = — d ou pn = znZ.

/W/ 72/7 r

Or les deux égalités mn^pl^ et ml=np démontrent le

théorème qui fait l'objet de ce paragraphe.

3. Lemme. Un triangle étant inscrit à une conique, les
trois droites conjuguées aux trois côtés et passant respective-
ment par les sommets opposés concourent en un même point.

Cette proposition, démontrée analytiquement [Nouvelles

Annales, 1845, p. 432), peut se démontrer géométrique-
ment, ainsi qu'il suit :

Les trois droites conjuguées aux trois côtés et passant par
les milieux de ces côtés, concourent en un même point, cen-
tre de la conique; donc, comme on pourrait facilement le
démontrer, les trois parallèles menées par les sommets oppo-
sés , concourront en un même point.

4. La démonstration du paragraphe 1 suppose essentielle-
ment et seulement 1° que dans chaque triangle les trois droites
menées par les trois sommets concourent en un même point;
2° que dans chaque triangle la direction de la transversale
menée par un sommet quelconque dépend uniquement de
la direction du côté opposé, de sorte que dans deux triangles
tels que ODB, BAC qui ont leurs bases sur la même droite,
les transversales menées par les sommets D et A opposés à la
base commune soient parallèles.

En effet, cela étant, on verra comme précédemment, pa-
ragraphe 1, 1° que la ligne MC/? est droite, 2° que les droites
Mm, Cn sont parallèles, et que leurs longueurs sont entre
elles comme leurs projections df, aC, faites suivant les pa-
rallèle D<£, F/et na sur la droite OBC, et ainsi de suite...
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Par conséquent, toutes les proportions précédemment éta-
blies subsisteront encore et conduiront au même résultat.

Donc, d'après le lemme 3 , la démonstration du para-

graphe 1 est exactement applicable au théorème général sui-

vant :

Théorème. Un quadrilatère étant tracé dans le plan d'une

conique, si Ton prolonge suffisamment les côtés opposés, on

obtient quatre triangles ; dans chacun d'eux existe un point

de rencontre des trois droites conjuguées aux trois côtés et

passant par les sommets opposés ; ces quatre points sont en

ligne droite.

NOTE

Sur un nouvel indice de Vexistence de racines imaginaires

dans une équation.

P A R M. P A U L S E & R E T ,
Élève d'Avignon.

1. On sait qu'une équation a toujours des racines imagi-

naires quand plusieurs termes consécutifs de cette équa-

tion présentent trois coefficients en progression géomé-

trique, ou quatre coefficients en progression arithmétique.

La première proposition se déduit immédiatement du théo-

rème de de Gua, et indirectement de celui de Descartes ; la

seconde, dont la remarque est due à M. Hermile, est une

conséquence de la première.

2. Théorème. Si dans une équation quatre termes consécu-

tifs ont leurs coefficients en proportion géométrique, et si de

plus les antécédents ont le même signe, l'équation aura des

racines imaginaires.
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Cette remarque que je crois nouvelle, et que Ton peut dé-

duire du théorème de Descartes, se déduit aussi immédiate-

ment du théorème de de Gua.

En effet, A n _i , A w , An+t, Aw+2 étant les coefficients de
quatre termes consécutifs, on doit avoir séparément, si
toutes les racines sont réelles, les deux relations :

{a) A2
W > A»_i . An+i y A 1 » * ^ Att. A2+H-

Or, par suite de la restriction faite dans l'énoncé, on a à la fois •

An-i.Aw+i>0, et A». A w + 2 > 0 ,

mais des deux relations (a) on déduit la suivante :

A2
M. A a

n + i > A n - i . An. A»+i. An+2 ,

ou bien, divisant par le facteur positif An. An+â, on aura : -

(£) A». A n +i>An—i. An+2Î

or, dans le cas actuel, on a :

An. An + i = An—1. An+2 î

donc on ne pourrait avoir en même temps les deux rela-

tions {a), donc l'équation a des racines imaginaires.

3. Soient a, b, c, d les coefficients de quatre termes con-

sécutifs d'une équation; supposons-les en proportion arith-

métique; on reconnaîtra facilement que l'équation aura des

racines imaginaires, si Ton a •. — z > 0, en multipliant

l'équation proposée par x — y.

An», D I MATB*M. YI.



QUESTION D'EXAMEN {F. t. V, p. 703).

Lieu des milieux des cordes de direction donnée, interceptée
entre deux coniques.

I. THÉORÈME. Le milieu des cordes de direction donnée,
interceptée entre deux coniques, est, généralement parlant,
une ligne du quatrième degré.

Démonstration. Prenons pour axe des y une droite ayant
la direction donnée, et soit l'équation ordinaire à six termes
celle de la première conique ; et une équation analogue avec
des coefficients accentués, celle de la seconde conique.
Toutefois nous supposons, ce qui est toujours permis, que
le coefficient A de y* est le même dans les deux équations ;
résolvant les deux équations, on a

[2AY,-f B-r+D]=[/mx*—2kx+l ; [2A Y,-f B'.r+D'] =

Y, et Ya sont les coordonnées correspondant à la même ab-
scisse dans chaque conique; «, x, \ sont des quantités de la
seconde conique, analogues à m, £, / dans la première co-
nique m==Ba—4AC

k =2AE—BD
l = D a ~ 4AF.

La grandeur absolue de la corde interceptée est Y,— Y,; en
représentant par y l'ordonnée du milieu de celte corde, on
a S^ssY.-f-Y, ; il vient donc

44H-*(B+B')+D+D'= | /mx a

faisant disparaître les radicaux, on obtient



équation du quatrième degré.

II. Discussion. Le second membre peut prendre cette

forme :

les deux facteurs trinômes deviennent égaux, lorsque

* _ * l _ x

m p' m p '

la première équation annonce que les centres des deux co-

niques sont sur une parallèle à Taxe des y , et la seconde, que

les pôles de Taxe des^, pris par rapport aux deux coniques,

sont aussi sur une parallèle à Taxe des^.

On a les identités

k* l A AT
- j = — f , ou L = A E a - BDF+CD a+mF :
m m m ' '

xa \ 4AL' ft .
- î = — t . ! , p . 4 9 O ;

L L'
donc, d'après les équations (1), — = ~ ; mais les trinômes

m jx
peuvent se mettre sous la forme

A y 4 AL / x\> 4AL'

le lieu est donc le système de deux coniques représenté par

l'équation

III. Si les deux coniques sont concentriques et ont un dia-

mètre commun de même grandeur; on peut prendre ce dia-

mètre pour a*e des x et le centre pour origine; alors



J t = / = i 0 , F=F' , e t / = 4 A F = ) . = : - - 4 A F ; donc l'équation

du quatrième degré devient

[(*A,r+x(B+B7—^(w+rt - 2 / ] ' = 4 [/w.ra4-/] [?*'+>],

F /
c'est la question 12 proposée tome V, p. 702. -- ou —-

A. 4A
présente le carré du demi-diamètre commun.

Avis. Nous engageons les candidats à traiter cette dernière

question directement. Les méthodes les plus générales sont

toujours les meilleures sous le point de vue scienliGquc,

mais ne valent rien pour les examens où l'on ne donne que

de pclils ras particuliers qui exigent de petits expédients

auxquels il faut être préparé d'avance, sous peine d'échouer,

les plus forts comme les plus faibles. Tm.

ANNONCE.

LEÇON D'ABITHMÊTIQUK, dédiée aux candidats aux Écoles spé-

ciales ; sur la multiplication abrégée (avec la mesure de

Terreur) ; le nombre des chiffres du quotient dans la divi-

sion ; la division ordonnée de Fouricr; la division abrégée

de M. Guy ; l'extraction de la racine cubique ; la théorie

des approximations numériques de M. Guilmin. Par

M. P. F. Vcrhulst, membre de l'Académie, professeur

d'analyse à l'École militaire de Belgique. Bruxelles, 1847,

in-12 de 72 pages.

Cet opuscule, complet sans superfluités, précis sans obscuri-

tés , qualités si difficiles à réunir, est non-seulement utile aux

élèves, mais indispensable aux professeurs qui désirent con-

naître l'état actuel de l'enseignement. Les additions faites aux

diverses méthodes n'en sont pas le moindre mérite et sont

dignes du lumineux auteur du Traité des fonctions elliptiques.
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QUESTION D'EXAMEN (voy. t. V,p. 703).

Problème. Résoudre l'équation asinx-(-6cosa:=c.
a b

Solution. Faisons -—-—=sinm; _ , =cosm; m est
a -\-b a-\-u

connu par les tables j l'équation devient cos(x—m)= • a • a;

les tables donnent .r—my et par conséquent x, si c=aa-|-Z>\
alors x==/?ij si c>a*+b*, a: est imaginaire ; lorsque c est né-
gatif, on fait x=—y, et l'équation devient a sinr—bcosy=c.

Observation I. Par la table de Gauss, on Irouvc facilement
log(a*+^) au moyen de log^ et log^ [V- Finck, Éléments
d'algèbre, p. 518, seconde édition).

Observation II. Dans la courbe transcendante donnée par
l'équation y—aûnx + bcosjc, la valeur maxima dc^ est
tf'-f-^î l'aire comprise entre l'ordonnée à l'origine et une
ordonnée quelconque , ajoutée au coefficient angulaire cor-
respondant à cette dernière ordonnée, est une quantité con-
stante. La courbe est une sinussoïde.

SUR LES NORMALES

et les Développées des coniques.

Remarque. Nous faisons usage, dans ce qui suit, des fonc-
tions que nous avons introduites dans la théorie des coniques,
fonctions qui existent similairement pour toutes les ligues et
surfaces algébriques, et qui servent à l'application de la
théorie des équations à la recherche des propriétés de l'espace,
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ce qui constitue la vraie géométrie cartésienne, et qu'on

n'enseigne pas dans nos livres élémentaires ; ce qu'ils don-

nent sous ce nom n'est qu'une macédoine de problèmes et de

théorèmes, résolus et démontrés moyennant des opérations

algébriques, chose qu'on savait faire et qu'on faisait plus

d'un siècle avant Descartes. Rappelons notre notation. Nous

désignons la fonction fondamentale par L, savoir :

L—AE*—BDE-f CD'+F(BS—4AC) ;

elle renferme six coefficients, et de là six fonctions dérivées

partielles :

~=—«=DE—2BF; ^ =m = B'— 4AC.

1. PROBLÈME. Étant donnée l'équation générale d'une co-

nique, rapportée à des axes rectangulaires, et l'équation

d'une droite située dans le plan de la conique, quelle rela-

tion doit exister entre les coefficients pour que la droite soit

normale à la courbe.

Solution. Soient *

Ay7 + Bxy + Or* + ï)y + Ex + F = 0 , (1)

l'équation de la conique, et

l'équation de la droite, désignons restrictivement par x et y

les coordonnées du point d'intersection de ces deux lignes.

Pour satisfaire à la condition énoncée, on doit avoir

2Gr-f B J H - E
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ou bien

jr.(2Arf+Be)+jc(2Ae+Brf) = — (dD+eE).

Combinant cette équation avec l'équation (2), on déduit

-eE) ; My=—

substituant ces valeurs de x et de y dans l'équation (1), réu-
nissant les termes en /*, e n / , et les termes indépendants
de/ , on trouve, toute réduction faite, et faisant usage des
relations d'identité (t. I, p. 490) :

[mf+2Vd+2ké] +e*(C/—L

f -L) = 0, (3)

relation cherchée.

Corollaire 1. Lorsque le rapport - est constant, l'équa-

tion en/n'est que du second degré,- ainsi il n'y a que deux

normales parallèles, ce qui est évident; lorsque/est nul,

ce qui revient aux droites passant par un même point, l'é-

quation en -v est du quatrième degré. Nous devons à M. Gé-
CL

rono la première discussion complète de ce cas (t. II, p. 16).
PROBLÈME 2. Étant donnée l'équation d'une ligne du

sixième degré, à coordonnées rectangulaires, vérifier si elle
est la développée d'une conique.

Solution. Soit y(xfy)=o l'équation donnée du sixième
degré, et soient x'y' les coordonnées d'un point de la
courbe,- l'équation de la tangente à la courbe en ce point est
yDyr-+-xDx'=yDy'—x'Dx1; Dx> etDy désignent les dérivées
de la fonction ? prises successivement par rapport à x et hy>
et dans lesquelles ces variables courantes sont remplacées
respectivement par x oXy' ; on sait d'ailleurs que le second
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membre ne renferme que des termes du cinquième degré.
Mettant dans la relation (3) du problème précédent, au lieu de
d, c,f9 respectivement les fonctions Dy, Da?, ./Ar,—#'D.r t ;
si Ton peut donner aux lettres A, B, C...F des valeurs telles
que la relation s'annule identiquement; alors la courbe est
la développée d'une conique, déterminée par les valeurs des
coefficients A, B. . .F . Si cette possibilité n'existe pas, la
courbe donnée n'est pas la développée d'une conique.

PROBLÊME 3. Étant donnée l'équation générale d'une co-
nique, à coordonnées rectangulaires, trouver l'équation de
la développée.

1er Cas.—Courbes à centre. Soit l'équation de la courbe
O ; prenons pour origine

k k'
le centre ; à cet effet, faisons x=zx*4—, y = y ' H — , on

aura Ay '+B^y+CV-J - - - - — 0 ; rapportons les courbes

à ses axes principaux; posons x' = x"coscp — yfsin<p,
y=- | - . r ' gin H~y'c o s?j o n P c u t toujours supposer que <p est
un angle aigu, et substituant, il vient # y / 2 + 6VfJ=aaZ>a

pour l'ellipse ; la développée de cette ellipse est

[aV'a + by"> — c4]3 = ^la^c^xY {V. t. II , p. 74),

OU c*=aa — h\

Revenant au second système d'axes, on a

y"* = x'asin3cp — 2x'yfs\n «pcos cp -\-y'* cos*<p ;

on a tang2 '?= ; delà on déduit, par les relations tri-
A.—vi

gonométriques connues :
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sin2tp== 4jr- (B et R doivent avoir même signe) ;
SX

COB', = ^ = ^ i sia2
? = ^ = ^ , OÙR'=(A-Cf+B';

on a aussi

a'=2—, [ N + R]; b'= ^ [ N - R ] , où N=A+C ;

et c 4 = - ~ ^ p (F. t. I, p. 493, et t. II, p. 431) ;

faisant les substitutions, il vient

4 [w3(Ax'3-Bxy+Cr'a)—4LR'J]3+27/7i5L[B(^f-y'*)

= 0 . (i)

On revient du second système au premier, moyennant

et Ton a ainsi 1'équalion générale de la développée de l'el-
lipse, les axes élant rectangulaires.

Pour l'hyperbole, il faut changer le signe de b% et prendre

6a= ^ [R — JN], et Ton arrive à la même équation que ci-

dessus.

Parabole. Même équation générale que dessus, et soient
a, p les coordonnées du sommet, on a
8NL?=*(/-{-f)—4EL; 8NLp==^(/+/')—4DL (t. II, p. 432);
adoptons le sommet pour origine, et pour axes, les axes
principaux; à cet effet, faisons

x=a-{-.r'cos y—•y sin ?

on doit obtenir l'équation
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car le paramètre principal est égal à ——- {V. 1.1, p 494) ;

l'équation de la développée est alors

2 Na y \ + 2N' / ~ U '

dans le cas actuel, R=zh(A-j-C) ; donc

. A . , C . B
coscp=g-; sincp = - ; s in*p=-;

revenons du second système au premier : l'on a

—a)+sin (̂̂ -—(5) ; y = — sin cp(.r—

1 [C(j>-«)'

" 2NVÂ

— k

substituant, il vient

54A£Na[C(.r—a)'+ H (or—a) (r—P)+A(.T—PH ==
= [4AN(x—a)+2BN(r—P)-*]5;

mais le trinôme du premier membre est le carré de

{x—a) Kc+(^—p) | /A , et remplaçant Vc par -7-7=-,

il vient

PROBLÊME 4. Étant donnée l'équation générale d'une co-
nique à coordonnées obliques, trouver l'équation de la déve-
loppée.

Solution. Même notation que dessus : 7 l'angle des axes;
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conservons même origine et même axe des x ; prenons l d
axes rectangulaires. A cet effet, faisons

x=x— y cotv ; jrsiny=yy

il vient

yt3 [A-B cosy+C cos'v] +J?y [B sin 7—2Ccos7] +Gr'isint7+
—E

les axes étant rectangulaires, on peut appliquer les résultats
précédemmen tobtenus, et ensuite revenir au système obli-
que à l'aide des formules x'=:x-\-ycos 7 ; y =y sin 7.

SOLUTIONS

De quelques questions sur Vorigine des coordonnées dans le$

coniques.

Remarque. Nous prenons l'équation hexanôme de la co-
nique, et désignons par 7 l'angle des axe»; nous faisons
usage de la fonction principale L et de ses six fopctions
dérivées £, kf, /, /', ny m. {Voir page 206.)

1. Quelles sont les équations de condition pour que l'ori-
gine soit •. 1° sur la courbe ; 2° un sommet ; 3* le centre ,-
4° un foyer; 5° un centre de courbure; 6° sur un axe prin-
cipal ; 7P sur une directrice.

Solutions. 1 ° Sur la courbe : F = 0 , équation de condition ;

tion où Ra=(A-f C)a+wsi»Vî (voy. 1.1, p. 26,équation (9))-,
3° Le centre : k = 0 ,• k* = 0 ;
4° Un foyer • 1= /'; n = / ços 7 {voy. t. II, p. 427) ;
5# Un centre de courbure • les axes étant rectangulaires.
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Ellipse et hyperbole 4[A*a — Bkk'+Ck"—4LR'<I»-f 27m'L
[B(*s— A'a)+2(A— C) ÀÀ']'=O; on parvient à ce résultat, en
remplaçant dans l'équation (1) de la développée (voy. p. 209)

* u
x e t ^ p a r et :

m m

Parabole. 27 4N*[2Ap+ Ba]a= 2 [4ANa + 2BNp— k]> ;

N = A + C ; .r, p sont les coordonnées du sommet. Foir la
développée delà parabole (p. 210).

Observation. Si les coordonnées sont obliques, il faut les
rendre rectangulaires, comme il a été dit pages 210 et 211.

6° Sur un axe principal. £'[2Acos7—B] = A:[C—AdbR],
où R = V (A-f-C^+^siu1'/; \\ faut qUe yune ou l'autre de

ces deux équations soit satisfaite; on parvient à ce résultat,

en remplaçant dans l'équation aux axes principaux x cty par
k k'
- e t (voir 1.1, p. 496).

Observation. Cette équation de condition équivautà celle ci:

et cela en vertu de la relation d'identité

(A_C)a-H2Acosv~B] [ 2 C C O S Y - B ] = R ' (voy. 1.1, p. 490).

7° Sur une directrice. La polaire de l'origine doit dans ce
cas passer par un foyer.

Ellipse et hyperbole. L'équation de la polaire de l'origine est
k k

D ^ + E a : + 2 F = 0 ; «-] , PH— sont les coordonnées du

foyer; a et p étant les coordonnées du môme point lorsque

l'origine est au centre ; substituant ces valeurs, il vient pour

équation de condition, m(Dp + Ea] = 2L; d'où

nt [D'p*+2DEap+EV]=4L' ;

mais on connaît les valeurs de a1, p*, et ap en fonction des
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coefficients de l'équation (t. II, p. 430). Pour avoir ap, il faut
avoir recours à l'équation, aux axes principaux

2[A—C>p+a'[B—2Ccosv]4-a9[2AcoS7—B]=0 ;

on en déduit :

aSsin t7= —, [cos7[N—RJ — BsinS]
m

ou Ra = N ' + wsin*v et N = A + C

faisant les substitutions, on a, tonte réduction faite :

[N — R] [D1 + Ea — 2DE cos 7] + 2mF sina 7 = 0.

Parabole. On a DS-j-Ea=— 2F; remplaçant p et a par
leurs valeurs trouvées (t. I I , p. 432), on obtient pour équa-
tion de condition :cosy[DM'+Fk'l] = L(/—/')].

NOTE SUR LES RACINES EGALES.

PAR A. VACHETTE 9

Licencié es sciences mathématiques, et licencié es sciences physique

!» Exprimer que/ (x)=0 a n racines égales.
On a les trois moyens suivants : 1° exprimer que le quo-

tient def{x) par (x—a)n est entier; 2° exprimer que/t-r),
J"(x).t./(

n—1) ont une racine commune a-, 3° exprimer que
f[x) £if\x) ontun diviseur commun du degré «—1,qui est
une puissance exacte [x—a)n~l.

Ces trois procédés sont identiques. En effet, remplaçons,
dans/(x), x par a-\-x—a, et développons
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En divisant par(x~af, le premier membre devient r-v K9

et Ton a

/(x) = f(a) f\à) f\a)

Le second membre devant être un polynôme entier en x, il
faut que les termes où x entre en dénominateur disparais-
sent d'eux-mêmes, c'est-à-dire qu'on ait

n équations qui contiennent a, et donneront n—l condi-

tions quand on aura éliminé a.

Ce sont les mêmes conditions qu'on trouverait par le se-
cond procédé.

Par le troisième procédé, on sait, d'après la formation du
dérivé d'un polynôme au moyen des facteurs de ce poly-
nôme, que s'il existe un commun diviseur {x—a)""' entre

f(x) etj"(x),f(jc) doit admettre comme diviseur (x—#)n;
cary '(JC) étant la somme des produits m—1 à m—1 de/(a:),
si/(.r) n'était pas divisible par (x—«)n, la somme des pro-
duits ne pourrait admettre comme diviseur (x—af"'. En ex-
primant donc q\xef(x) est divisible par {x—a)n, on trouve
les conditions précédentes? et en exprimant que/(x) est di-
visible par (x—af~\ on les retrouve toutes, excepté là pf e-
mière ; en effet :

ou bien :



Comme le deuxième membre doit être un polynôme entier
en .r, on a les conditions -

où il ne manque, pour avoir toutes les précédentes, que la
condition f(a)=Q.

On évite ainsi le paradoxe que M. Gérono avait, à mon
avis, suffisamment résolu dans le tome Ier des Annales. J'a-
joute néanmoins que les développements nouveaux qu'il
vient de donner dans le tome actuel confirment pleinement
sa théorie par des exemples, et font, pour ainsi dire, tou-
cher au doigt la démonstration.

Four démontrer plus rigoureusement les conclusions qui
précèdent, j'observe que le reste de la division de/(x) est

n~\ —r»=H x ÛZZ + ••• +
y* ' (jn &\ A Q[JC CL)

et doit être nul, quel que soit x ou quel que soit x — a ; on
peut l'écrire

= 0.

C'est alors une identité qui donne les conditions énoncées.
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QUESTIONS.

144. Étant donnés deux ellipsoïdes semblables, concen-
triques , et ayant leurs axes principaux homologues dans la
même direction, tout cylindre circonscrit au petit ellipsoïde
coupe le volume du grand dans un rapport simple qu'il s'agit
de trouver. (Lebcsgue).

145. Une droite est parallèle au plan dune conique-, un
plan de direction donnée coupe la droite et la conique en
trois points; formant les sommets d'un triangle, trouver
1° l'équation de la surface engendrée par les côtés du triangle
qui vont de la parallèle à la conique ; 2° dans quel cas les
sections planes de cette surface sont-elles des coniques;
3° évaluation du volume. (Wallis).

146. Dans un paraboloïdc hyperbolique dont les paraboles
principales sont égales, la somme ou la différence des distances
des divers points d'une même ligne de courbure à deux géné-
ratrices reclilignes fixes, est constante. (J. A. Serret.)

147. L'équation de la développée de la courbe # V - f &>'=
=(j?-\-y*f, qui est lieu géométrique des projections ortho-
gonales du centre d'une ellipse sur ses tangentes, peut s'é-
crire sous la forme suivante .-

m / 2 2 2

(2a4—V)b*

(Strebor).
148 La rectification de la courbe, lieu géométrique d'un

point tel que si de là l'on mène deux tangentes à une ellipse
donnée, l'angle qu'elles font soit constant, s'effectue par des
fonctions elliptiques. (Strebor).
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THÉORÈME

sur les courbes algébriques asymptoliques.

PAR J. A. SERRET.

Si une droite est asymptote d'une branche de courbe algé-

brique , elle Vest également d'une seconde branche.

Soit pris pour l'un des axes coordonnés Tune des asymp-
totes d'une courbe quelconque, algébrique ou non, et soit
F(x, y)=0 l'équation de cette courbe. Changeons y en

- , l'équation F ( x, - ) = 0 appartiendra à une seconde
y \ y)
courbe, laquelle passera par l'origine des coordonnées ; or,
si pour celle-ci l'origine n'est pas un point d'arrêt, elle sera
toujours coupée en deux points par un cercle décrit de l'o-
rigine avec un très-petit rayon; en d'autres termes, pour une
très-petite valeur de or, variant par exemple de —s à -f£, il
y aura deux valeurs de ̂ réelles et très-petites, qui pour-
ront être de mêmes signes ou de signes contraires. Par consé-
quent, en remontant à la courbe primitive, on verra que si
x varie de 4~£ à 0 et de —s à 0, on aura deux valeurs réelles
de mêmes signes ou de signes contraires, et qui augmentent
au delà de toute limite. 11 n'y a d'exception que dans le cas
où l'origine est un point d'arrêt pour la courbe auxiliaire,
ce qui ne peut arriver chez une courbe algébrique. On en

i

voit un exemple sur l'équation y = ex.
Note. Ce théorème est dû à Newton, et est énoncé, si je

ne me trompe, dans son Enumeratio Linearum tertii ordinis.
Euler dit : «Quam ob rem curva duos habebit ramos in in-

ÀNN. DE MATHÉM. VI 1 5
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finitum excurrentes inter se oppositos, quorum alter cum
ista linea recta antrorsum, alter cum eadem retrorsum in-
ûnite producta conveniet (Int., t. II, § 174). Ce quant ob
rem avait besoin d'une démonstration. Tm.

DÉMONSTRATION

des Analogies de Néper.

PAR. M. J. CORTAZAR,
ancien élève de l'École de arts et manufactures,

professeur à l'Université de Madrid.

Multiplions Tune par l'autre les deux formules

t(p-a) '

—c)

et nous aurons, d'après des réductions très-simples :

À t B = ^

ou, ce qui est égal :

1 A • ! nsm - A sm - B
2 2 _ sin (p—g)
1 . 2

cos-Acos-B
2 &d'où il vient ;

cos - A cos-B+sin- A sin -B
2 2 2 2

(a)

—c)

cos
\ 1 . 1 A . 1 D ~~ sin/?—sinf/?~
- A cos-B—sm-Asm-B r r

À À
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Or, d'après des formules usuelles, le premier membre est

cosi(A —B)
égala

et le deuxième à

2

cosi (A + B)

tang -(%>—c) tang <-(a+b)

donc

tang - c tang - c

cos l (A—B) tang \ (a+b)

1 1
cos-(A+B) tang -c

c'est une des analogies.

Divisons maintenant les deux formules (#), et il résulte

2 * __sin (p— b)

tang-

ou
. 1 1 Dsin - A cos - B . t ,.

2 2 sm(/>— 6)

donc

sin -Acos-B—cos-Asin-B
2 2 2 2 _ sin(;j—-/)) — sin(/?—a)

sin - AcosyB-j-cos-Asin- B

ou enfin
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sin - (A—B) tang - (a—b)

sin-(A+B) tang -c

c'est l'analogie conjuguée de la première.

Le triangle supplémentaire donne les deux autres.

QUESTION

sur des Ellipses homofocales.

PAR M. EUGENE JUBÉ,
professeur.

Étant donnée une série d'ellipses homofocales, quelle est
la courbe qui passe par tous les points de ces ellipses, où les
normales sont parallèles à une droite donnée?

Soient F, F' les foyers de ces ellipses, les axes princi-
paux pris pour axes de coordonnées, et a, b les demi-
diamètres de l'une d'elles. Son équation sera a y - f ^ V = a 2 ^ .
Le coefficient angulaire de la normale menée en un de ces

aW
points (.r, y) sera -pr, et aura une valeur k constante si ce

0 x
point appartient au lieu cherché.

Soit FF=2c , a%—b*=c*, d'où

• — A i , tf—
(aÀ — &)x y— kx y—kx

et enfin

f—x* — xy\ = — c*xy.

On trouve donc pour Heu géométrique x = 0, y = 0 , et
ihyperbole équiiatère concentrique aux ellipses ,
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y"—x* — xy = — c\

Si le plan des ellipses est vertical, et que la direction con-
stante des normales soit aussi verticale, on obtient la courbe
que décrit le point d'application d'un poids qu'on hisse au
moyen d'un fil fixé en F', et qui s'enroule sur une poulie eu
F, et une autre mobile au point de suspension.

Noie. Il est évident qu'on trouve le même lieu pour une
droite donnée de direction, et faisant avec l'ellipse homofocale
un angle donné; lorsque cet angle est nul, on a la tangente.

Tm.

SOLUTION DE LA. QUESTION 124 (t. V, p. 376).

P A R m. MOUTIER,
élève au Collège de Versailles.

(Fig. 41.) Soit oMP un triangle dont le sommet fixe o est
sur une droite fixe oh située dans le plan du triangle,
on a :

oP =1 ; M P = l / 2 , et cos (JVIoP—2oMP) = cos MoL.

Le lieu du point M est une lemniscate, et la tangente en M
passe par le centre du cercle circonscrit au triangle oPM.

(Serret.)
Je prends o pour pôle ; oh pour axe polaire, et j'appelle

w , p les coordonnées du point M ; on a alors

cosMoPcos2oMP+sinMoPsin2oMP=cosu).

Or, dans le triangle MoP :

2p



et par suite sin MoP s ?—? ; sinoMP = , etc.;

reportant ces valeurs dans la précédente équation, et rédui-
sant

p*—4p3cos to-f-4ps—1=0,

équation polaire d'une lcmniscate ayant pour axe, Taxe po-

laire; le centre V a pour rayon vecteur o V = i ,• et les som-

mets s et s\

o$'=l-f-y2; 05=| /2—1, etc.

Soit c le centre du cercle circonscrit au triangle oPM, et
cD perpendiculaire sur le milieu de oM ; alors

cD == \ / cM2 — t .
V 4

mais, d'après la formule R = — - ,

2psin MoP

et cDs= l- . — r .
2 l/6p3—p4—i

En désignant par & un certain accroissement du rayon
vecteur, et par h l'accroissement correspondant de l'angle :

/M 4p*-p*—3
limite 7 = . . .

\A:/ 4p sm w
Si donc je mène la sous4angente polaire du point M .-

Or, il est aisé de vérifier que

p(pa—3) _ 4pa—p4—3

—p^—1 4p*sino>
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c'est-à-dire que 2cD=oT; donc les trois points M, c, Tsont
en ligne droite ; donc enfin la tangente à la lemniscate au
point M passe par le centre du cercle circonscrit au triangle
oPM.

DEUX QUESTIONS D'EXAMEN

sur les Progressions par quotients.

P A R M. A. VACHETTE ,
licencié es sciences mathématiques et physiques.

1° Trouver quatre nombres en progression par quotient,
quand on connaît leur somme, celle de leurs carrés, celle
de leurs quatrièmes puissances.

Il faut résoudre

Se pose x-^tz^x, et xt—yl ; les équations données con-
tenant x et t de la même manière qu'elles contiennent^ et s,
la valeur de x donnera non-seulement x-{-t, mais x + z, et
le problème sera résolu. Comme on a

on aura à résoudre les deux équations



et en remarquant que la première donne

2 (x* — 2yt) = 2axt — cf+b
et

la deuxième deviendra

(2axt— a*+b) (2ax—a*—b)—ty;+ *!=£ = 0,

ou bien *

ce qui donne les deux équations

d'où l'on tire, par la division,

y* 2 '
Comme j?f ou JC+^ n?est jamais égal à a, alors^, ou xt n'est

a*
jamais égal à -- , valeur maximum du produit de deux fac-

teurs dont la somme est a, ce qui sert à rejeter la solution
où le radical a le signe -)-. On trouve ensuite , avec

a± \/2b—a

4c

On combinera les deux valeurs de xx alternativement avec
celle deylf et on aura d'abord x eU, ensuite^ et z. La
question n'admet qu'une solution.
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Soit par exemple o=21, 6=125, c=5729, on trouvera
rx=24 et xt=\0 avec #,=11, ce qui donne pour la propor-
tion cherchée : 4:3::8:6.

Le problème est impossible pour c >> --ï—-. Le maxi-

mum de la somme des cubes des termes d'une proportion par

quotient dont la somme et la somme des carrés sont connues,

est c = — donne par y=as et x, = .
2 2

2° Trouver une progression par quotient, connaissant la
somme 5 des termes, la somme s% de leurs carrés, la somme sA

de leurs quatrièmes puissances.
On a donc

la—a IW—a* Pqt—a*
q-ï ' q'-l ""*" ? 4 - l

d'où Ton déduit

Prenant pour inconnues lq=x, a =y et ^, on a les trois
équations

éliminant x et^, on obtient

équation réciproque, car elle doit donner aussi bien le quo-
tient du deuxième terme par le premier que le quotient de
Tavant-dernier terme par le dernier. On en déduit :

q _

x—m"±2V'{s^n) (n—mJ)



Comme on a les valeurs

m 4-if , m—s m—s m-\s

*=-£-?+—,.r=—<z+ -3-;
on pourra trouver tous les éléments de la progression, et le

problème n'aura qu'une solution.

Si Ton fait 5 = 3 1 , s2=341 et s4 = 69905, on en déduit

m = l l et 7z=205. On trouve alors q=2 , et la progression

cherchée est fM:2:4:8:16.

Il faut, pour la possibilité du problème, que les valeurs de

q soient réelles, ce qui exige que n soit compris entre s' et

77i% ou que 54s
Q soit compris entre sfca et sa

9s4.

SUR QUELQUES PROPRIÉTÉS

des Polygones et des Polyèdres inscriptibles. — Expression du

rayon de la sphère circonscrite au tèttaèdre. — Rayons de

courbure des courbes à double courbure.

P A R E. BRASSIKTE,
professeur à l'École d'artillerie de Toulouse.

1° Si a, b, c désignent les trois côtés d'un triangle dont s

est l'aire et R le rayon du cercle circonscrit, on a la relation

^ a.b.c „ , a.b.'c

très-connue : R = ——, d ou 4 5 = — — -, cela pose, con-

sidérons un polygone inscriptible, que nous décomposerons

en triangles par des diagonales partant d'un même sommet,

la formule précédente appliquée à chacun des triangles

prouve que quatre fois l'aire du polygone égale la somme

des produils des trois côtés de chaque triangle, divisée par le

rayon du cercle circonscrit, et comme le sommet d'où par-
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tent les diagonales qui divisent le polygone est quelconque,
il résulte ce théorème général :

Si Von décompose un polygone inscriptible en triangles par
des diagonales partant d'un même sommet, la somme des pro-
duits formés , en multipliant entre eux les trois côtés de cha-
cun des triangles, sera la même, quelque soit le sommet dy où
partent les diagonales qui opèrent la division du polygone.

Ce théorème comprend comme cas particulier la proposi-
tion qui donne le rapport des diagonales d'un quadrilatère
inscrit en fonction des côtés.

2° On arriverait à une proposition moins simple pour le
polyèdre inscriplible, mais son énoncé suppose l'expression
du rayon de la sphère circonscrite à un tétraèdre, en fonc-
tion des côtés de ce tétraèdre. Or, en employant les mêmes
lettres avec ou sans accent pour désigner les côtés opposés
du tétraèdre * nous représenterons dans notre formule ses
six arêtes par a, d, b, b\ c, d (a, a 'étant deux arêtes oppo-
sées, etc.). Si V est le volume de ce solide et R le rayon de
la sphère circonscrite, nous écrirons, sans la démontrer, la
relation :

R== - ^ ^ ( 0 * ' + ] ^ ' 4 ^

Si Ton désigne par 2p la somme ad-\-bb]-\-cc\ l'expression
précédente s'écrira ainsi :

A _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

R = y p{p-—ad) (p — bb)(p—ce').
6.V

3° Supposons que sur un plan trois points consécutifs d'une
ligne courbe m, m', m", aient pour coordonnées x, y,
x-\-dx, y-\-dy, x-\-2dx-\-d2x, y-\-^dy-{-dky. Si on pro-
longe mm'jusqu'à l'ordonnée du point m" que nous suppo-
serons coupée en k, il est visible que le triangle

fmfr=.mm'fk-—fnftmfkt=z- (dx.d'y-—dyd'x) ;
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en appelant ds le premier élément de la courbe, on aura,

d'après la formule du § 1°, R = .—, l'expression du rayon de

courbure de la courbe

2^53 __ ds*
bmm'm" [dxd'y—dycPx) '

Si M, M', M" sont trois points consécutifs d'une courbe à
double courbure, dont le premier élément mm! sera ds, le

dsz

rayon de courbure de cette courbe au point M sera R = — ,

A étant l'aire du triangle MM'M"; mais les points M, M', M"
se projetant sur les plans des xy en m, m\ rd\ et en consi-
dérant successivement mm'm" ou MMM" comme les bases du
tronc du prisme formé par les six points M, M', M",
/;?, m', m", et mesurant de deux manières ce solide, on
trouve que Taire du triangle mm'm", que nous désignerons
par A'=Aeosa, a étant l'angle du plan osculateur MM'M"
avec celui des x,y ; en appelant de même A", Am les pro-
jections de A sur les plans des xz, yz, et remarquant que
A = \//A'a-|-A"2-f-A"/>, on a, pour le rayon de courbure,

dsz

R = • mais, d'après ce qui précède ,
2 K A ^ 7 ' a j A ' " 2

A' = -{dxd'iy—dyd2x); A", A'", se déduisant de A', en

changeant lesy ou les x en z.
On pourrait aussi exprimer R au moyen des rayons de

courbure des trois projections de la courbe, et on parvien-
drait à une relation assez simple. Enfin il est évident que si
on désigne par E, e', e", ë" les angles de contingence de la
courbe à double courbure et de ses projections, relatifs au
point M et aux projections de ce point, on aura, en appelant
R', R", R" les rayons de courbure des projections de la
courbe :



Le cosinus des angles que fait le plan osculateur MM'M" avec

les trois plans coordonnes étant — , — , — , on aura
A- .A. A

pour l'équation de ce plan :

x\ y'i z> étant les coordonnées d'un point quelconque.

4° Considérons trois éléments consécutifs, MM', M'M",
M", M"f, de la courbe à double courbure, dont nous suppo-
serons les équations connues. Dans le plan osculateur
MM'M" formé par les deux premiers éléments, et par les
milieux de ces éléments, je mène deux droites, r, r , faisant
avec ces éléments des angles égaux à <? ; ces droites se cou-
peront en un point I. Dans le plan osculateur suivant, je
mène des droites r", r", faisant avec le second et le troi-
sième élément des angles y, et se coupant en un point If ; en
continuant ainsi, je formerai une courbe HT'. . . , dont on
pourra aisément trouver les équations en combinant l'équa-
tion du plan osculateur avec celle des deux cônes consécutifs
dont les axes seront MM', M'M", et dont les génératrices fe-
ront avec ces axes des angles <p. Si nous représentons par o>
l'angle de deux plans osculateurs consécutifs ou l'angle de
torsion, OÎI trouvera, géométriquement ou analytiquement,
pour l'expression de l'arc infiniment petit IF de la courbe
HT'... , l'expression ds*=zdr ̂ -fr'Vsin2? ; on pourrait trou-
ver aussi l'équation de la surface gauche formée par la suite
des perpendiculaires élevées aux points I, I', F . . . sur les
plans osculateurs consécutifs. Dans le cas où <j> = 90°, la
courbe II'I"... sera le lieu des centres de courbure sur les
plans osculateurs ; la surface gauche deviendra développable,
et la relation précédante deviendra ds2=dr*-\-wV1, qui a
été déjà donnée par M. Molins > Journal de Mathématiques,
f. VIII, p. 382
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Note. M. Bérard a donné la relation suivante pour le rayon
de la sphère circonscrite au tétraèdre :

f î [ A - | B + C ] ; Aa=tf3sinas—2/>c(C0Sa—

7, p, a sont les angles respectivement compris entre
ab, ac, bc, on trouve B en changeant dans A .- a en b, a en
P, et vice-versa ; de même C en changeant a et a en c et y ;
il faut en déduire la relation , d'une élégance si remarqua-
ble, de M. Brassine (Annales de Gergonne, t. VI, p. 228).

Tm.

THÉORÈMES

relatifs aux Propriétés focales des coniques.

P A R M. SUCHET,
professeur au collège Charlemagne.

1°Dans l'ellipse, il existe une infinité de systèmes de
deux cercles égaux ayant leurs centres sur Taxe focal à
égale distance du centre de la courbe, et tels que si par un
point qrelconque de l'ellipse on mène à chacun d'eux une
tangente, la somme des deux tangentes est constante.
Quand le rayon des cercles devient nul, leurs centres don-
nent les foyers D'ailleurs la longueur d'une tangente est
une fonction rationnelle de l'abscisse du point correspon-
dant de la courbe. Même propriété dans l'hyperbole en pre-
nant au lieu de la somme la différence des tangentes.

2© Dans les courbes du second ordre, il existe une infinité
de systèmes composés d'un cercle ayant son centre sur l'axe
focal, et d'une droite perpendiculaire à cet axe, tels que si
par un point quelconque de la courbe on mène une tangente



— 231 —

au cercle et une perpendiculaire à la droite, le rapport de

la tangente à la perpendiculaire est constant.

Note, he premier théorème a été énoncé par M, Chastes

(Journal des Mathématiques, t. III, p. 402. 1838), On y

trouve aussi le théorème IV de la page 64 dx\ présent volume.

Tm.

THÉORÈMES

sur les Normales dans les coniques.

P A R M. BELXiXOKT,
élève du collège Sainte-Barbe.

On sait que la tangente est divisée, au point de contact G

et par les axes, en deux segments DG, GC, dont le produit

est égal au carré du demi-diamètre conjugué de oG, dia-

mètre qui passe par son point de contact [fig. 43).

THÉORÈME I. Il existe pour la normale un théorème ana-

logue à celui de la tangente; et de même que DG.GC = £'a,

de même aussi GI.GK=&'\ En effet, les deux triangles rec-

tangles DKG et GIC étant semblables, on a :

DG:GI::GK:GC, d'où GI.GK=DG.GC=:6'\

THÉORÈME II. Le produit des segments que forme la nor-

male en un point avec chaque axe et le diamètre parallèle à

la tangente qui passe par ce point est égal au carré de l'autre

demi-axe.

En effet, on a, d'après le théorème précédent :

GI.GK=&" et HG2==Go2,
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do c
GL. GK. H&. ttG=aib'*s\nl

1=àlb% (1)

parce que a! et b' sont des demi-diamètres conjugués ; d'un

autre côté,

OH2 = KH. HI = (GK — GH) (GH — IG) ;

donc, en développant et en observant que

<^2-fHG2==tf'2 et GI.GK=&",

il vient

Or, les équations (1) et (2) montrent que le plus grand pro-

duit GK,GH=#% et le plus petit IG.HG=&2, c. q. f. d.

THEOREME

sur les Asymptotes de l'hyperbole.

( Voir t. 1, p. 142.)

F A R M. HUET

Théorème. Si d'un point pris dans le plan d'une hyperbole

on abaisse des perpendiculaires sur les asymptotes , et qu'on

prenne sur chacune de ces perpendiculaires la longueur de

l'autre , la diagonale du parallélogramme construit sur ces

deux lignes sera perpendiculaire à la polaire du point choisi ;

si le point est pris sur la courbe, ce sera la normale en ce

point.

La démonstration donnée pour l'ellipse Rappliquant par-

faitement, je n'en parlerai pas j mais j'en donnerai une plus

géométrique qui s'appliquera également à l'ellipse, Soit M

le point donné; AB sa polaire ; abaissons sur les asymptotes
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les perpendiculaires MG, ME, et prenons MH = IV1G et
MF = ME; construisons le parallélogramme 1FMH, je dis
que la diagonale IM sera perpendiculaire à AB; l'équation
de la polaire d'un point dont les coordonnées sont y'\ x'f est
y"x-\-xvy=. 2/wa; xy==m* étant l'équation de la courbe,
faisant dans la première équation successivement a = 0 ,
y~0, on obtient .

^A 2/w2 ^ 2m*
OA=r=-*-<*tOB=:.r= — ,

x y

d'où OA:OB ::/ ':*";

la figure donne

IF = MH = MG = .r"sin 9, etc.
MF==ME=yrsinô donne MF:IF::/':.r", ou, à cause

du rapport commun : AO : OB : : MF : IF. Or l'angle
MF=AOB ; donc les deux triangles AOB, F1M sont sem-
blables comme ayant un angle égal compris entre côtés
proportionnels; donc l'angle IMF=OAB; o r F = M est
perpendiculaire à OAj donc IMAFD est perpendiculaire
à AB.

AUTRE DEMONSTRATION DU THEOREME 68.

( Voyez t. II, page 327. )

PAR M. F. A. G. COLOMBIER,
régent de mathématiques à Béziers.

Nous avons donné [F. t. III, p. 22) uue démonstration
de ce théorème; la suivante doit être préférée en raison
de sa simplicité.

ANN. DE MATHÉM. VI. 1 6



Démonstration. De ce que les quatre points 0 , S, 0', S'

(F. t. III, fig. 5) sontharmoniquement situés sur PQ, Ton a

SO:SO'::S'O:S'O';

par suite, ïes points 0 , 0 ' sont des points conjugués par rap-
port au diamètre SS', c'est-à-dire que

O C x O ' C ^ S i 2 ;

menons le rayon C'A à l'un des points d'intersection des deux
circonférences; en vertu de cette relation, la droite C'A est
tangente en A à la circonférence qui passe par les trois points
O0 0\ A ; par conséquent, si je joins CA, cette droite sera
perpendiculaire à C'A , et par suite les deux circonférences
se couperont orthogonalement en A, c. q. f. d.

NOTE

sur une Courbe dérivant à!une ellipse (*}.

PAR M. J. DIEKTGER (de Sinsheim

Soit ^+Jf=1>

l'équation d'une ellipse; menons du centre de cette courbe
à sa circonférence tous les rayons vecteurs possibles ; pro-
longeons chacun d'eux de la même longueur h, et cherchons
l'équation de la courbe passant par les extrémités de tous ces
rayons vecteurs.

Soient à cet effet xn yx les coordonnées d'un point quel-
conque de l'ellipse, l'équation du rayon vecteur qui aboutit

y
à ce point seray=.~-xx \ si Ton prolonge ce rayon de la Ion-

ce'
gueur h, les coordonnées de son extrémité seront

(#) Du genre Conchoïde, F. t. Il, p. 288. Tm.
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t , hy.

Pour trouver l'équation de la courbe cherchée, il faudra
éliminer x,, y, entre ces deux équations, et l'équation

A cet effet, posons .r^pcose, y=ps\nz, on aura d'abord

, ( !£+•£)- .
et

y =rp sin t-\-h sin e=
de là on tire

** . , y

d'où enfin on obtiendra l'équation de la courbe cherchée en
substituant ces valeurs dans l'équation (2) :

On peut facilement voir que cette courbe est composée de
quatre parties identiques, comme l'ellipse d'où elle dérive.
Les deux points de sa circonférence qui sont le plus éloignés
du centre de l'ellipse, qui est en même temps aussi le centre
de notre courbe, se trouvent sur l'axe des x ; leur éloigne-
ment du centre est a-\-h. Les deux points les moins éloignés
du centre se trouvent sur Taxe des.?- à une distance b-\-h
du centre de la courbe.

Si l'on pose o:=rcosa, ty=rsina, r étant le rayon vecteur
de la nouvelle courbe tirée du centre à un point de la circon-
férence, 7. l'angle que ce rayon fait avec Taxe des x, on aura
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pour l'équation polaire de la courbe en question •.

ab

V / a W a + f t W « ' ' (4)

l'angle a étant compté depuis zéro jusqu'à 2^
Cherchons maintenant la quadrature de l'espace compris

entre l'axe des x, le rayon vecteur correspondant à l'angle

a ( ~ - ), et la portion de la courbe comprise entre ces

deux lignes. On sait que cet espace est exprimé en général

par - \ rdy. ; donc îl est dans le cas actuel :
2 Jo

r* dj. ht*.
\ x/ "f
J 0 V / l — eaC0S2a 2

e étant = .
a

La première de ces deux intégrales se détermine de la ma-
nière suivante :

l—e'cos'a"" 2% 1 + e c o s a ^ i )0 1—ecOSa ""
1 / e + cos a\ ,

= arc ( cos= 7-7 +
2(/7Zv V l+ecosay

1 / —e-(-COSa\

= —*— arc (cos=7T—:—;—2 . a ) =
2 \ / ï3e 2 \ b cos a + a s m a /

= —; arc c o s =
2 b \ b cos a
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Quant à la seconde intégrale, on a pour p =

en désignant la fonction elliptique de \ ' — par

F( ? , m).

Substituant ces valeurs, on trouve pour l'espace cherché :

ab (
— arc c o s =
4 \

Poura = - , cette expression donne le quart de l'espace

entier renfermé par la circonférence de la courbe, dont cet
espace est :

(6)

L'espace compris entre l'ellipse et notre courbe se trouve
donc .-

Si dans tous les points de la circonférence de l'ellipse pro-
posée (1) on mène des tangentes, et si du centre de l'ellipse
on abaisse des perpendiculaires sur ces tangentes, k» lieu de
tous les points de rencontra des tangentes et des perpendicu-
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laires correspondantes est, comme on sait, une courbe re-

présentée par l'équation

{x*+y*)=a*x>+bY. • (8)

L'équation polaire à cette courbe est donc

Celte courbe touche l'ellipse aux extrémités des deux axes

principaux, et elle est de même composée de quatre parties

identiques. Son plus grand rayon vecteur est a, tandis que

le plus petit rayon vecteur de la courbe considérée plus haut

est b+h.
De là on voit qu'on peut prendre h toujours de manière que

la courbe (3) soit tout à fait hors de la courbe (8), ce que

nous supposerons dans ce qui suit.

L'espace renfermé parla courbe (8) se trouve :

L'espace compris entre l'ellipse (1) et la courbe (8) est

(a—bf - , et l'espace compris entre la courbe (8) cl la courbe

(3) est :

(

Si h—a—by ce qui peut avoir lieu dans la supposition pré-

cédente, le dernier espace est simplement

ï •
Dans le cas où h est assez petit pour que les deux courbes

(3) et (8) s'entrecoupent, chacune de ces courbes sera eh

partie hors de l'autre ; pour ce cas, l'expression (9) est la dif-

férence de deux quantités, dont l'une est la somme des par-

ties de l'espace compris entre les deux courbes qui sont hors
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de la courbe (8), et l'autre, la somme des parties de cet es-

pace qui sont hors de la courbe (3).

Si l'on porte sur le prolongement des rayons vecteurs de

l'ellipse (1) des longueurs h, 2&, 3ft..., et si Ton fait passer

par les extrémités des longueurs h, 2/*... des courbes, on

aura une série de courbes analogues à celle représentée par

l'équation (3). Désignant par première, seconde... courbe

celle qui passe par les extrémités de h 9 2/*..., on aura pour

l'espace renfermé par la nième courbe :

ab*+*nbhF (ï,

l'espace compris entre la n^™ et la (n-\-i)ième courbe est

donc .

4WF ( | ,

c'est-à-dire égal à l'espace compris entre la première courbe

et l'ellipse plus 2n fois l'espace dun cercle de rayon h. Il suit

de là que les espaces compris entre deux courbes consécu-

tives croissent en progression arithmétique, et que la diffé-

rence des termes de cette progression est le double du cercle

dont le rayon est égal à h. La courbe de l'ordre 0 sera ici

l'ellipse primitive (¥).

On peut se proposer la même question que ci-dessus rela-

tivement à l'ellipsoïde; mais les intégrales qu'on rencontre

dans cette nouvelle recherche paraissent trop compliquées

pouî qu'elles puissent trouver place ici. Il suffira d'indiquer

quelques résultats. L'équation delà nouvelle surface est

ix1 y za

\a7 ' b7 ca

(*) Propriété intufiive, commune au genre cohehoïde. Tm.



et le volume du corps terminé par cetle surface :*

"abc abchFiz,^) , ach*F(t, k) fc3

+ + ^

( c\ \ /'ct—b* . a, /b*—c*

étant = arc ĉos = - ) . i = \ / ?—^ft V ï = ?

BIBLIOGRAPHIE.

NOTIONS ESSENTIELLES D'ALGÈBRE ÉLÉMENTAIRE , comprenant,

outre les questions exigées pour le baccalauréat es lettres

et le baccalauréat es sciences physiques, l'indication des

théories les plus importantes et les plus usuelles à l'usage

des élèves de philosophie et d'humanités, par A.-M. Laisné,

professeur de mathématiques au collège llollin ; avec cette

épigraphe : Prodesse spes estetunusmihi labor. Paris, 1847,

in-8% 32 pages. Chez Bachelier, Delalain, Hachette, li-

braires.

Les ouvrages bien écrits se lisent vite; j'ai parcouru

promptement cet exposé substantiel de l'algèbre élémentaire.

11 peut servir aux humanistes à repasser rationnellementles

connaissances qu'on leur a enseignées et sur lesquelles ils

auront à répondre. Rien d'essentiel n'est omis ; les énoncés,

quoique resserrés, sont très-intelligibles : c'est le caractère

d'une bonne rédaction. On donne avec quelque étendue la

théorie des quantités négatives. Il est des théories qu'on

n'explique bien qu'à ceux qui les savent : les expressions

négatives sont de ce genre : il semble qu'il faudrait distinguer

les quantités qu'on se donne, pour ainsi dire de prime-abord,

d avec celles qui ne sont que des résultats de calcul; tels



sont les termes isoles négatifs, les - , les—> les\/—l,ete.

On ne devrait expliquer ces dernières qu'au moment qu'elles
se présentent, ou, en style de prospectus, au moment que
le besoin s'en fait sentir. On devrait ajourner la théorie né-
gative et n'en parler qu'après la résolution des équations du
premier degré.

D'après Lhuillier, l'auteur se sert des mots minuende et
minuteur pour distinguer la quantité dont on soustrait de
celle qui est soustraite. L'emploi de ces mots , dans le cours
delà science, est si peu fréquent, qu'on ne voit pas la néces-
sité de les établir. Il en est de même de l'expression : quan-
tité sous-radicale, pour dire quantité sous un radical. C'est
surtout dans les ouvrages destinés aux jeunes gens qu'il faut
éviter les néologismesi mais on ne peut qu'applaudir à la
suppression de l'accentuation barbare autorisée par l'Aca-
démie dans binôme, polynôme, etc. M. Laisné, fidèle à sa
devise, a fait un ouvrage utile. Tm.

QUESTIONS.

149. A, B, C, D sont quatre points pris sur une ellipse ,
et tels que les normales en ces points se rencontrent en un
même point. Faisant passer une circonférence par trois quel-
conques A, B, C de ces points, cette circonférence coupera
l'ellipse encore une fois en un point D', diamétralement op-
posé au point D. (Joachimsthal.)

150. Soit a un point pris hors d'une ellipse, et bc la corde
polaire de ce point. Soit d un point sur le même diamètre
que a et à égale distance du centre ; abaissant de ce point
les perpendiculaires afp, a'q sur les axes principaux, la



droite pq prolongée coupe l'ellipse en deux points b\ c' j les

quatre normales qui passent par b, c) b\ c1 se rencontrent

en un même point. (Joachinisthal.)

151. Supposons trois points m', m", m1" sur une ellipse ;

menons par les points m\ m' des tangentes à cette courbe,

que nous supposerons se couper en un point T. Joignons le

point m" au point m'\ et par le pointT menons une sécante

parallèle à la corde m"mw\ cela fait, si on joint le point m"'

au premier point m', la ligne de jonction m!"m' passe au mi-

lieu de la corde , interceptée sur la sécante partant du point

T et parallèle à m V ' .

Cette proposition fera trouver le centre d'une ellipse lors-

qu'on connaîtra trois points de cette courbe et deux tangentes

ert deux des points donnés. (Brassine.)

152. Prenons un point K dans une ellipse dont ABest un

diamètre.-Joignons les extrémités A , B de ce diamètre au

point K., et prolongeons les droites AK, BK jusqu'aux

points m\ m'\ où elles \ont couper la courbe; menons aux

points m', m" des tangentes à l'ellipse, qui se couperont en

un point extérieur T. Cela posé, la droite KT sera parallèle

au diamètre conjugué du diamètre AB. (Brassine.)

153. Trouver en coordonnées polaires sphériques le lieu

d'un point P sur la surface d'une sphère tel que si l'on mène

de là des arcs de grands cercles aux sommets V o Va...Vn

d'un polygone régulier sphérique, inscrit dans un petit cer-

cle donné, la somme des angles PVfVa, PV3V3... PVnYx soit

constante. (Strebor.)

154. Soit G le centre de gravité d'un triangle, H un point

pris dans le plan du triangle; joignons le point H aux trois

sommets et par le milieu de chacun des trois côtés, menons

une parallèle à la droite qui joint lo sommet opposé au point

H; ces trois parallèles se rencontrent au même point K.

Cela posé, i° les trois points G, H, K sont en ligne (Jroite,
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2° Ton a GH = 2GK. (Théorème de M. Paul Serret, élève

d'Avignoû).

155. Étant données quatre circonférences A, B̂  Ĉ  D dans

un même plan, décrire une cinquième circonférence E ayant

son centre sur la circonférence A; touchant la circonfé-

rence B , de telle sorte que les axes radicaux de cette circon-

férence E par rapport à B et G se coupent sur un point de

la circonférence D.

156. Par un point M d'une conique on mène les cordes

MA, M B , MC...; par les points ABC... on mène des droites

respectivement conjuguées atix droites MA, MB, MC...;

toutes ces droites concourent en un môme point situé sur la

conique. (Paul Serret.)

MÉMOIRE

sur la résolution de deux équations à deux inconnues,

(Suite. Voyez page 54.)

P A R M. OSSIAKT B O N N E T ,
ftépétileur à l'École polytechnique.

Considérons enfin la cinquième des égalités (1), nous en

tirons

d'où, en appelant d} le plus grand commun diviseur eutre

r4 et cA,

et substituant dans l'égalité (H)

(12) [A,, BJ»[jj, R j - k ç ^ , B]
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Appelons en second lieu d4" le plus grand commun diviseur

f* C

entre -~ et -~ , je dis que Ton aura

K", RJ=W,RJ.
Il suffit, en effet, de considérer les deux égalités

obtenus en divisant la quatrième des égalités (1) par d'% et la
cinquième par d4', et de raisonner sur ces égalités comme
on l'a fait plus haut sur les égalités (a) et (b), ou sur les
égalités (c) et {d). La relation

K", RJ=K", RJ
permet de mettre l'égalité (12) sous la forme

(13) [A4, B J =

~L^7' R'J

il suffit de remarquer que

et
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Appelons encore dA
f" le plus grand commun diviseur entre

K"', R3]=rK", RJ.

En effet, entre les deux égalités

éliminons R2; puis l'égalité finale obtenue, divisons ses

deux membres par d3" plus grand commun diviseur entre

-p et ~ , il viendra

Or £/4
f" étant un diviseur de - * n, on a

donc

K", R,Qa'] = [<"',R3],
V V C

puisque-—, ,, * • sont premiers avec-77-777, et par suite

avec d"' 5 donc

D'un autre côté, si Von élimine Ra entre les deux équations

et que, l'élimination faite, on divise de part cl d'autre par



V C

d" plus grand commun diviseur entre -~ et •— , il vien-

dra :
77-J77 -jl

3 a 4 a4

et d™ étant un diviseur de -7A7,, qui d'ailleurs est pre-

mier avec -77 et ' /? on trouvera de même

Noos conclurons de là

K " , R 3 ] = K " , R,l,

et par conséquent, en remarquant que

et

que Ton peut écrire la relation (13) sous la forme

Appelons encore <"" le plus grand commun diviseur entre

Pour le démontrer, entre les deux égalités
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ct
d/d? Q l B ~ RQ-+R« dfd," d) '

éliminons R2, puis, l'égalité finale obtenue, divisons ses

deux membres par d™ plus grand commun diviseur entre
C V

-TTJT, e t -jrrrn e t P a r Q» <Iui s e r a Acteur à tous les termes,

dt d2 d3d3

il viendra

Or d4"" étant un diviseur de '\ , on a

donc

<

"d!
p u i s q u e -77, - . - • , , . , . . , , / ; s o n t p r e m i e r s a v e c fnir

et par suite avec dt"", donc

K"", R ] = K'" , RJ;

d'un autre côté, si on élimine Kt entre les deux équations

et que, l'élimination faite, on divise par d" plus grand

commun diviseur entre -77-777 et * ;,, et par Q3 facteur

commun à tous les termes, il viendra :

Z* °3 f i R—R o ""4-O ' r*
d%dldk d^dK rf4 «4d4d4
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et dA"" étant un diviseur de • j ' , qui d'ailleurs est pre-

ce c
mieravec^, JTJÎM jqwjrî! •>on trouvera de même

W",RJ <[«*,"", R],

nous conclurons de la

et par suite, en remarquant que

'*W" ' R J = U ' w ; < w ' RJ+W'"'R]>

que l'on peut mettre l'égalité (14) sous la forme

(15) [A4,
 B<3 = [_d>id»J4"rf4»'"R'J—Lrfd;x"'rfr" J

~ Uxxx""' ̂ ""L^^"" BlJ

Appelons enfin rf4'"" le plus grand commun diviseur entre

5 x # û r e t ddrdrdr • je dis ^ F o n aura :

K'"",R,] = [<""•, B].

Pour le démontrer, entre les deux égalités

——.^A=:BQt + Ra- -^7, djdj'dj"'

éliminons R,; puis, l'éliuiinatiun faite, divisons de part



et d'autre par dlw plus grand commun diviseur entre
c r3

dd ,,d m
 e t JT^n-jnn e t par Q', = Q" O facteur commun à

tous les termes; il viendra :

Or, dlm étant un diviseur de ddvdwdmn on a :

l i ' V' J ~ L 4 ' 3dd;d:>d;d;d;" dwdï'dry
donc:

puisque ^, ~^, ——„, d,d/j,,,d,,,n sont premiers

a v e c Trmrrnr, > Pa r s u i t e a v e c dlm->

dJun autre côté si l'on élimine R entre les deux égalités

dX"<" V l ~ V* f 3 dl d,'d." d^dl'dl" '

et que, l'élimination faite, on divise par dt"" plus grand
C V

commun diviseur entre ' et 4
 IU ? et par

^ x ^ 2 ^ 3 " 4 " 4 ^ 4

(*) On peut aisément calculer Or' et Q"» et reconnaître la justesse de la relation
Q/ = Q"; mais l'égalité de Q,' et de Q" lient à une cause générale qu'il est bon
d'indiquer, afin de montrer que, si les égalités (1) étaient en plus grand nombre
que cinq, les quantités qui remplaceraient Qi et Q" dans les nouvelle» égalités
que l'on aurait à considérer seraient encore égales. On peut remarquer que
Qr'et Q" sont, à un môme facteur prés, les dénominateurs des valeurs de R et

R2 déduites des équations~ B — RQ. + K/^-et £î R~RrQ2i-R2 I I .
dj dt' rfa' dJ

ANS. DE MATHÉM. Vl. 17
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Qt"=zQJ, facteur commun à tous les termes, il viendra :

f» £3 C3 £4 T» T> (\ nttu%f\ ut r4

et */4"'" étant un diviseur de • • , „ * „„, qui d'ailleurs est
«4»4 ^4 ^4

premier avec^,, - ^ , - ^ _ , , ^ . ^ on troo-

vera de même

de là nous concluons :

et par suite en remarquant que
r 4 T> I I ^4 T> 1 , (• J ///;/ p n

cl

i X T ' ' BJ = dd.-d/drd;"" ' B J + [d"'">B] >
que l'on peut mettre l'égalité (15) sous la forme

~ L < W ' R-J ~ L^7" RJ ~ Ë" R

Acluellement les cinq quotients

sont p r e m i e r s a v e c ,,,,..,„.<„,.,„„ > l e s so lut ionsa a « a «
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sont donc distinctes des solutions \ JTJn^wjmfjWn B* 1 *

cela nous montre que ces dernières solutions sont égales à

[A4, BJ ; ainsi

[A4, BJ = Yd*d»dnîdnndwf» R<J >

ajoutant cette égalité avec les égalités

[A,, i y - [ ^ ç ^ - ^ . B.] + EA4. BJ

" BJ = fe"R] + [A"BJ

précédemment obtenues ; il vient après réductions:

Ce qui ramène la résolution du système proposé, à la réso-

lution de plusieurs systèmes composés d'une équation aune

inconnue et d'une équation à deux inconnues, en nombre

deux fois moindre que par la méthode de M. JBret.

On peut voir aisément que le résultat précédent coïncide

avec le théorème de MM. LabalieclSarrus. Pour cela je m'ap-

puierai sur un théorème d'arithmétique très-facile a éahlir,

et qui s'énonce ainsi : le plus grand commun diviseur entre

un produit abed..., et un nombre n peut s'obtenir, en cher-

chant le plus grand commun diviseur Centre a et/*, le plus

grand commun diviseur o\ entre b et - , 1 e plus grand com-
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mun diviseur S" entremet —., etc., et multipliant entre eux
00

les plus grands communs diviseurs d,<5',<?"... Cela posé ds' étant
le plus grand commun diviseur entre rt et cI? et dt" le plus

V C
grand commun diviseur entre -f, et - , le produit dx

!d" sera
at a

ce
le plus grand commun diviseur dI entre rt et —r j de même

dl étant le plus grand commun diviseur entre ra et ca, d2" le
r c

plus grand commun diviseur entre -2, et ~ , et f/2"
; le plus

/* c
grand commun diviseur entre •••••,2 ; et -7-77J, le produit

djd"da"
r sera le plus grand commun diviseur d2 entre /-3 et

ce c ce c
•7, j \ , = -~-°. On verrai! de même que d3'd^d3

flfd3
tnr est le

ce c c
plus grand commun diviseur d2 entre r3 et - 7 — , et

d'hdl'dlvdl'"dlw* le plus grand commun diviseur c?4 entre r4

cctc7c3c4et y , on a donc :
aata2a3

ce qui est le théorème de MM. Labatie et Sarrus, seulement
établi pour les solutions multiples comme pour les solutions
simples.
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NOTE

Sur les sphères tangentes à quatre plans donnés,

FAB JE. CATALAN

On sait que si quatre plans se coupent de manière à former
un tétraèdre, on peut généralement construire huit sphères
tangentes à ces quatre plans (*). De ces huit sphères, la pre-
mière, intérieureau tétraèdre, est appelée sphère inscrite ; les
quatre suivantes sont tangentes chacune à une face du tétraè-
dre et aux prolongements des trois autres faces : elles sont
dites ex-inscritesj enfin chacune des trois dernières, inscrite
dans l'angle dièdre formé par deux faces du tétraèdre ou par
les prolongements de ces deux faces, touche aussi les plans
des deux autres faces. Ce» trois dernières sphères se réduisent
à deux ou à une dans certains cas particuliers , dont on peut
voir la discussion dans l'ouvrage de M. Olivier. Je me suis
proposé, dans cette note, d'indiquer les relations qui exis-
tent entre les rayons de toutes ces sphères. Je donne aussi,
sous une forme assez simple, les valeurs ahsolues de ces
rayons, en fonction des éléments du tétraèdre formé par les
plans donnés.

I.
Soient :

A, B, C, D , les aires des quatre faces du tétraèdre ;

V le volume du tétraèdre 5
r le rayon de la sphère inscrite ;

(•) Géométrie descriptive de M. Leroy; Développements de Géométrie des-
criptive par M. T. Olivier.



a, p, 7, £, les rayons des quatre sphères ex-inscrites;

Rt, Ra, R3, les rayons des trois dernières sphères.

Nous supposerons, pour fixer les idées, A > B > G > D.

Si Ton joint par des droites le centre d'une quelconque

des sphères aux sommets du tétraèdre donné, on le décom-

posera en quatre tétraèdres, ayant pour bases les faces du

tétraèdre donné, pour hauteur commune le rayon de la

sphère, et pour sommet commun le centre de la sphère. Il

est facile de voir, en outre, que cette construction appliquée

à la sphère inscrite, donnera quatre tétraèdres additifs. La

ïiiûtùe construction, appliquée à une sphère ex-inscrite,

donnera lieu à irois tétraèdres additifs et à un tétraèdre

soustractif ; enfin, elle donnera, pour chacune des trois autres

sphères, deux tétraèdres additifs et deux tétraèdres sous-

tractifs. Nous aurons donc, en appliquant à chacune de ces

décompositions l'expression ordinaire du volume d'une pyra-

mide , ces trois groupes d'équations :

3V
r

- A ,

(1)

(2)

21 —A+B —C-D,

?L=:A-fC-B — D,
qV

(3)
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IL

La somme des équations (2) donne :

d'où, à cause de l'équation (1) :

Ainsi la somme des inverses des rayons des sphères ex-inscrites

est égale à deux fois l'inverse du rayon de la sphère inscrite.

III.

Les équations (3) donnent :

D'ailleurs, si delà somme des trois dernières équations du
groupe (2), on retranche la première multipliée par 3 , on
obtient :

donc

c'est-à-dire que, $i de la somme des inverses des rayons des
sphères ex-inscrites opposées aux petites faces du tétraèdre on
retranche trois fois l inverse du rayon de la sphère ex-inscrite
opposée à la grande face, on obtient pour résultat deuçç fois
la somme des inverses des rayons des sphères de la troisième
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IV.

D'autres combinaisons des équations (2) et (3) donneront
encore :

"»

V.

Si de l'équation (5) on retranche successivement les équa-
tions (6), (7), (8), on obtient :

1 = 1 + 1-1-1 )
Rs p 7 o « I
9 1 1 1 1 f

(9)

2 _ 1 1 1 1

Ces dernières équations prouvent que l'inverse du rayon
de la sphère inscrite dans Vangle dièdre formé par le prolon-
gement de deux faces, est égal à la demi-somme des inverses
des rayons des sphères ex-inscrites opposées aux deux autres
faces, moins la demi -somme des inverses des rayons des sphères
ex-inscrites opposées aux deux premières faces.

Parmi les équations que nous venons de trouver, il y en
a qui rentrent dans les autres; ainsi l'équation (5) est une
conséquence, soit des équations (6), (7), (8), soit des équa-
tions (9).

Mais ces dernières, jointes à l'équation (4), donnent qua-
tre équations distinctes.
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VI.

Si, dans les équations (3) on suppose A + D = B + C , on
trouve R3=oo . Ainsi, quand la somme des aires de deux des

faces du tétraèdre est égale à la somme des aires des deux au-

tres faces, les sphères de la troisième espèce se réduisent à

deux.

Si, avec A-J-D = B + C, nous supposons D = C, d'où
A = B , nous aurons en même temps R2=oo, R3=oo ; les

sphères de la troisième espèce se réduisent à une , si les faces

du tétraèdre sont équivalentes deux à deux.

EnGn, si les quatre faces du tétraèdre sont équivalentes
entre elles , Rt=co , R a = x , R 3 = x , et les sphères inscrites
dans les angles dièdres opposés à ceux du tétraèdre se
transportent toutes les trois à l'infini.

Proposons-nous maintenant de déterminer les rayons des
différentes sphères. Afin d'avoir des valeurs simples, nous
prendrons pour éléments du tétraèdre formé par les quatre
plans, les trois côtés a, b, c de la face D, et les inclinaisons
>, fz, v de D sur les trois autres faces A, B, C.

D'après les équations (1), (2), (3), les rayons des différentes
sphères seront connus, si nous exprimons, en fonction des
données , les aires A, B, C , D et le volume V.

Du sommet opposé à la face D, menons la perpendiculaire

H sur cette face, et hs perpendiculaires/?, ^, r sur les côtés

a, &, c. En appelant p\ q', r} les projections de ces perpen-

diculaires sur la face D, nous aurons évidemment .-

p'=pces>, q'=Çcos^, r = r

H=/? sin l=q sin u=r sin v ,•

puis, comme il est facile de s'en assurer :
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Ces équations donnent

JH _H_ H
~~ sin X ' * ~~~ sinp ' "" sin v'

/?f=HcotX, ç==Hcotp, r'=HcQtv,
2D=H(a cot X -)-&cot p+ccot v).

La quantité acotX-|-£cotf/-J-ccotv e§t une certaine lon-
gueur. Pour abréger, représentons-la par 2 / ; nous aurons :

/ ' 2/sinX' 2/sin[x? 2/sinv'

Actuellement, le volume V du tétraèdre est représenté par

~ DH ; donc
o

Transportons cette valeur et celles de A, B, C dans les équa-
tions (1), (2), (3), nous obtiendrons :

r 2\sinX suif* sin

Ç==l/_L+_f
a 2\sinf* sinv sinX

= ( +

p 2 \sin v sin >. sin p.

Ç=IM , J î
7 2\sinX sinpt sinv

^ 2 \ s i n X * s i n [ x ^ s i n v

»_Ipi. + J f.
R, isi\sin). siûjA sinv

R2 2 \ s in> ' sinv sic

R3 2 \ s i u ). sintx s i n v /
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Si 9 dans la première équation, nous remplaçons / par

sa valeur, il vient .

D___1 ra(1+cosX)
r 2L sinX 'suif* sinv

ou

— = - I a cot - \ -f- b cot -p-\-c cot - v I ;

puis
2D

tf COt - >• - f b COt - fx+CCOt - v
À £ *2>

Ces valeurs pourraient se déduire immédiatement de la

formule

a cot ),-f- Z> col ̂  -f- c cot v*

Des simplifications analogues se rencontrent dans les au-

tres équations, et l'on trouve définitivement :
_ 2D

a~~ 1 1 1 '
—a tang- > + b cot - f* + c »cot - v

À À 2à

B 2 D
B

a cot - ).—Mang - « -\- c cot — v
'2. ¥à &

_ 2D
7 ~~ 1 1 1

a c o t - X-4- 6 cot - f*—ctang-v

1 1 1 '
a tang-X + ^ tang-{jL-|-ctang«v

R = - 2 °

R,=

1 , , 1 1
g - ), -f- b tang - f* — c col r

- /— b cot - p+ctang- v
2 £ À

<z cot - >. — ^ tang - f/. — c tang - v
2, À À
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Note. M. Aubert, de Christiania, en Norvège, démontre
les relations suivantes. (Crelle, t. V, p. 163,1830.)

Ceci se rapporte à la notation de M. Catalan; voici celle
de M. Aubert, qui me semble plus mnémonique : R, rayon
delà sphère inscrite) R,, R2, R3, R4, rayons des sphères ex-
inscrites et rangés par ordre de grandeur; R5, R6, R7,
rayons des sphères ex-inscritcs dans les bi-angles et aussi
rangés par ordre de grandeur.

NOTE

sur l'enveloppe d'une droite de longueur constante, inscrite
dans un angle rectiligne quelconque.

P A R M. X.E DOCTEUR JOACHIMSTHAZ.,

agrégé à TUniversilé de Berlin.

La marche suivante nous paraît la plus simple pour par-
venir à une équation symétrique entre les coordonnées. Soit
Y l'angle des axes, qui est aussi l'angle dans lequel on inscrit
la droite de longueur /, on a les deux équations

x et y étant les coordonnées du point de la droite mobile
avec l'enveloppe, on trouve, par les méthodes connues :

Py — tfijb — acosv) (1) {Nouv. Ann.%
t. I, p.-266).
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Faisons a-\-b=s; ab=p, et par conséquent

d'où
=jo3sin2v — Z^'cos 7 ;

= \u+\p eos'1 y ] [z»-2psiii' | 7 J .

Eliminant p entre ces deux dernières équations, on obtient
évidemment une équation symétrique entre les deux coor-
données.

Note 1. Ces équations développées peuvent se mettre sous
la forme

ou
A=sin9y, B=—Zlcosv ; C=0 , D = — lkxy,

M=z4sin2
7sin2 \7 ; B f=4Z'sins |7 J 5 sin2^7—4I.

C'=4Z4cos7; D'=l* [Z2—(JT+J)8] ;

L'élimination mène à cette équation finale :

[AB'.BC'-AC'2+ AD'.AB']CD'— [AB'.BDr—AC.AD'] BD'+
+ [AB'.CDf—AD'2] AD'=0.

AB'désigne, non un monôme, mais le binôme alterné
AB'—BA', de même BC désigne BC—CB', et ainsi des au-
tres. C'est l'équation donnée par Bezout (Théorie générale

des Équations, p. 300). Le terme le plus élevé est évidem-
ment donné par le binôme [AD'—DA']3 ; ainsi l'enveloppe
est du sixième degré. Faisant les calculs, on obtient :

AB'= — 3Z2sin47 ; ACr=4tfshis7eos7 ; ADr=M#sin*7 ;
BC'= - 4Z6cos3

7 ; BDr= — MZ6cos7 — 3/«j^sinf7 ;
; OÙ M=Z3—x*—y*—2jcy COS7.
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Représentons les trois produits qui composent l'équation fi-
nale respectivement par P, Q, R, de sorte que Ton a
P~Q-|-R=0, il vient :

R ^ _.MZl2sin67 [12Z\rr cos 7—M2] ;

et de là :
sin*7 [M* + 27x>72sin27l —

[8/2cos37+9Msin27] — M T c o s ^ 0 .

Lorsque 7 = - , l'équation se réduit à M3 + 27<r
a
iy

aZ* = 0
À

(voyez torael, p. 266).
II. Cherchons la polaire réciproque de cette enveloppe

relativement à l'ellipse donnée par l'équation y*+x7—F=0;
désignant par x e t y les coordonnées du pôle de la droite

l> V
mobile, on a a. '= - , y' = - (t. II, p. 305) j mettant les

a c b
valeurs de a et b dans la relation /2 =di-\-b'1—2#&cos7, et
ôtant les accent-, ou obtii.-nt pour équation de la polaire ré-
ciproque : ^y—/'(,ra-f-.ra—2j?>*cosy)=0.

La discussion de cette courbe est l'objet du travail qui suit.

III. Soient/», q les coordonnées connues d'un point delà
droite mobile dans une de ses positions, et x, y les coor-
données du pôle de cette droiie; on a, pour déterminer x et
yy d'abord l'équation qu'on vient de trouver, et ensuite l'é-
quation qy-\-px=l\ ce qui conduit à une équation du qua-
trième degré ; mais si l'on a p=q, alors cette dernière équa-
tion fait connaître x -\-y, et l'équation de la polaire réci-
proque donne xy ; la question est donc ramenée à une équa-
tion du secoud degré; mais ces divers cas ont été amplement
discutés pour l'enveloppe même (page 180), et nous ne nous
y arrêterons pas.
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DISCUSSION

de la courbe représentée par l'équation

0 étant Vangle des axes.

PAR M. E. DE BOtJTEILLEB.,
Elève de l'Institution de Reusse.

{Fig. 46.) Une remarque fort importante, et que l'on peut
faire à la simple inspection de l'équation, consiste dans la par-
faite symétrie des variables, qui est mise en relief par la forme

sous laquelle on peut mettre 1 équation. Cette propriété in-
dique que la courbe est symétrique par rapport à la bissec-
trice de l'angle des axes, et par là la construction de la
courbe se simplifiera beaucoup.

Tous les termes de l'équation étant de même parité, on
reconnaît tout d'abord que la courbe a un centre et qu'elle
est rapportée à ce centre. Ce point appartient au lieu, car
l'équation est satisfaite par ses coordonnées ; mais la forme
que nous trouverons pour la courbe fera voir aisément que
c'est un point singulier.

Passons maintenant à la détermination de la forme de cette
courbe. En résolvant l'équation par rapport à y, on trouve :

—£r*C0S B ±lx VI2 cos2 b

_ Ix '— Zcosô =b Va? —Z3sin^
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La discussion sera plus facile en mettant cette expression
sous une autre forme. J'emploie, pour la transformer, l'ar-
tifice connu qui consiste à multiplier la somme des deux
quantités dont on a la différence :

ix
y r~~'~

ZcosôzhV' . rWWô
La condition de réalilé des valeurs d e ^ est que l'on ait
<ra—Z'sin'G>>0, ou x>ZsinG- si donc on construit une ligne
OA=/sin 0, et que par le point A on mène une parallèle à
l'axe des j ' , on est sûr que tous les points de la courbe sont
situés au delà de cette ligne. En égalant à 0 le dénominateur,
on a une valeur dej ' infinie-, d o ^ x = Zest une asymptote de
la courbe. Voyons où la courbe rencontre la ligne AA',
c'est-à-dire cherchons la valeur de y correspondant à Thy-
polhèse x=lsinG. Cette hypolhèse réduit y à Ztang 8. Pour
construire cette valeur, j élève en B une perpendiculaire à
l'axe ; BC sera égal à Z langô, je le rabats sur BBf, et par le
point B' je mène une parallèle à Taxe des x. Le point A sera
le point de tangence cherché.

Je cherche l'intersection de la courbe avec la ligne BB'.

S i j e f a i s x = Z , y = ——-, en prenant le signe + du ra-

dical ; on sait qu'au signe — correspond une valeur infinie.

Il faut donc construire BG = : or, on a, dans le trian-
2 cos G 7 '

gleOBC, OC= . Donc, en prenant la moitié de cette
b ' COS G ' *

ligne, on obtient le point G.
Je vais chercher la condition pour que le point G soit au-

dessous du point A' ; il faut que Ton ait :
1 sinQ 1

2COS& COS9' 2

c'est-à-dire que 6 >. 30°.
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Ainsi, dans le cas des axes dont l'angle est inférieur à 30°,
la courbe affecte une forme plus rentrante. Pour G = 30°, le
point G et le point A' sont sur une même parallèle; pour
des valeurs de G supérieures à 30% la courbe descend oblique-
ment de A' en G.

Cherchons maintenant en quel point la courbe rencontre
son axe de symétrie OS. Je fais x=y dans l'équation ; il

vient :
^4 - j - 2x7acosô — 2l3x* = 0 ,

ou x*+2/a cosô—2/2 = 0 ,

en divisant par x% car la solution x = 0 ne convient pas à la
question, on a :

x*=2P{l—cosG); x = 2 l

Construisons cette valeur :

7.) B D =

donc OE = 2BD=.r. On obtient ainsi le point I en menant
la parallèle EL

Maintenant que nous avons noté quelques points remar-
quables et indiqué la forme générale de la courbe, cherchons
à la déterminer d'une manière plus précise. Nous allons voir
ce que produit l'accroissement de x sur les valeurs corres-
pondantes de y. Nous donnerons, dans cette discussion, au
radical le signe —, qui correspond à la branche de courbe
1GA'. Pour qu'à des valeurs positives de x correspondent
des valeurs positives de^ , il faut qu'on ait ?

Fcos'Ô > .ra— / W ô ,

ce qui donne x<il. Pour ces valeurs de x inférieures à /, y
croîtra avec x jusqu'à l'infini, qui correspond kx = lm

Pour des valeurs supérieures à /, y devient négatif, et la
branche de courbe correspondant à ces valeurs est au-des-
sous de Taxe des x.

ANN. DE MATHÉM. VI. 1 8
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Pour déterminer cette branche, je prends la valeur ab-
solue de y :

—Ix —l

y x* — Z'sitfO—l cos 6 V 1 —Zasin20 I cos &
.r* x

la différence croît avec x, donc^r décroit. Pour une valeur de x
très-rapprochée de l, y est négatif et très-grand ; à mesure
que x augmente, y diminue ; et pour x = o c , il se réduit à
y~ —/, c'est-à-dire que la parallèle y = — l est asymptote
de la branche OS'. Celte branche rencontre Taxe de sy-
métrie H à son point d'intersection avec la ligne El pro-
longée.

D'après ce que l'on a remarqué de la symétrie de la courbe
par rapport à la bissectrice et au centre, on peut aisément
compléter la construction d3 la courbe et la tracer. (Fig. 48.)

Pour mieux encore particulariser la forme de la courbe,
déterminons le coefficient d'inclinaison, et cherchons la po-
sition de quelques tangentes.

Ce coefficient d'inclinaison est

~ y (x1— V) + a

j'élimine^ entre cette équation et celle de la courbe

Ta?

(ZcosG-fl/ )2 Zcose-fV/
2x

«cose+k"

z(zcos
f n no* ce —*~"

'•flectuant et réduisant



— 267 —

/a(cos6 v V — /We—/sinae
tang a =

Pour avoir les tangentes parallèles à Taxe des x, il faut éga-
ler à 0 le coefficient d'inclinaison :

.r'cos2 0 — Z'sin26 cos2Ô = /3sin4e,

d'où «r=dbi tango.

A ces valeurs de x correspondent les parallèles menées par
les points A et A,.

Pour les tangentes parallèles à Taxe desjr, il faut éga-
ler à 0 le dénominateur, soit en posant x1—Z2siû2ô=0, ou
x=d=/sinO, soit en posant Tcos'ô —x' — £3sin28 , x = d b / .
On peut remarquer que les asymptotes de la courbe se
trouvent au nombre des tangentes que nous venons de dé-
terminer : ce sont en effet des tangentes à l'infini.

Cherchons la tangente au point d'intersection de la courbe
avec son axe de symétrie. Soit au point I par exemple; on a
en ce point x2=2Za(l—cosO),

On a alors :
F[l cos 0(1— cos 0)—/sin'O]

" = Z H l O ) =
cos 6(1—cos 6)—sin'8 cos 6—1

1—cosô 1—cos G

II est facile de vérifier que cette tangente est perpendicu-
laire à la bissectrice.

Dans le cas particulier où l'angle des axes est droit, la
courbe prend une forme beaucoup plus simple ; l'équation se
réduit alors à

r ^ _ , ) _ ^ = 0 , d'Où y = ± (j+ff(au_f).
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On voit de suite que x= — l et x = l sont asymptotes;
de même pour ̂ = 2 ety= — l, à cause de la symétrie de l'é-
quation par rapport aux deux variables.

Pour avoir le point où la courbe est coupée par la bissec-
trice, je fais x~y,

.r=0 donne l'origine. Je supprime cette solution; il reste

SOLUTION

d'un cas particulier du théorème de M. Serret. (Question 146,
p. 216.)

PAU E. CATALAN.

Soit un paraboloïde hyperbolique dans lequel les plans
directeurs sont perpendiculaires entre eux, on pourra le
représenter par z = xy9 les axes étant rectangulaires.

Les lignes de courbure sont représentées par

ou par

:>. et p étant des constantes arbitraires introduites par l'inté-
gration.

D'un autre côté, le lieu des points tels que la somme des
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distances de chacun d'eux à Taxe des a: et à Taxe des y soit
égale à c, est donné par

Pour avoir la projection de la ligne suivant laquelle
cette surface coupe le paraboloïde, faisons z = x j , et nous
aurons :

l * 4 Y1

Or, si nous prenons c* = ,••••, nous verrons que le pre-

mier membre est identique avec
+ i ( « - i

Donc le lieu en question coupe le paraboloïde suivant deux
lignes de courbure ; donc, etc.

HEXAGRAMME DE PASCAL,

P A R M. A. HAILLECOUBLT,

Ancien élève de l'École normale,
Professeur de mathématiques spéciales au collège royal de Tours.

Soit ABCDEF Vhexagone inscrit dans la conique donnée
par l'équation ^x,^) = 0. (Fig. 45.)

Désignons par F1(x,j) = 0 l'équation du troisième degré
qui représente les droites d'ordre impair, 1, 3 , 5 ; par
F2(-

r?^) = 0 celle qui représente les droites d'ordre pair ; il
s'agit de montrer que six des neuf points communs à ces
deux lieux étant sur une conique, les trois autres sont en
ligne droite.
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Supposons la réciproque démontrée, savoir : si trois des
neuf points communs à deux courbes du troisième degré sont
en ligne droite, les six autres sont sur une conique. La pro-
position directe s'ensuit aisément ; car, supposons que P n'ap-
partienne plus à MN, et soit P' le point où ED coupe MN,
l'intersection de PB avec MF devrait appartenir à une co-
nique passant par FEDCB, ce qui n'est pas pas possible.

Il suffit donc de démontrer la réciproque.
Pour cela, prenons pour axe des x , la droite passant par

les trois points communs à Fx = 0, F2 = 0; F I ( J ? , 0 ) = 0 et
F2(.r,0) = 0 ayant les mêmes racines, leurs premiers mem-
bres ne peuvent différer que par un facteur q, et par consé-
quent F,(x,0) — qF^XjO) = 0 ; ce qui démontre que

Or, tout point commun aux deux lieux F , = 0, F 2 = 0 est
aussi sur le lieu de l'équation yy{x,y) = 0, par suite sur
l'axe des x donné par y = 0, ou sur la conique de l'équa-
tion y{x,y) = 0. Donc ...

Remarque. Cette démonstration, de même que celle de
M. Roguet (tome III, page 304), permet de supposer que
les lieux représentés par les équations Fr = 0, F a = 0 , sont
quelconques du troisième degré, au lieu d'être l'ensemble de
trois droites chacune. La conclusion en est facile à tirer.

Note. Ce mode de démonstration, dû à Bobillier, a été
appliqué à l'hexagramme de Pascal par M. Gergonne, et
ensuite à d'autres polygones inscrits par divers géomètres, et
particulièrement par M. Plùcker. Tm.
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QUESTIONS.

157. Lorsque trois forces P, Q, R, non-si tuées deux à
deux dans un même plan, se réduisent à une seule force , la
somme des deux tétraèdres construits sur les droites P, Q, R,
prises deux à deux, est équivalente au troisième. (CATALAN.)

158. Si tang a = ±\/— 1, on aura aussi tang \a-\-b) =
zt\/—1, quelle que soit la valeur réelle ou imaginaire
de b.

159. Si parle foyer d'une conique, on conçoit analytique-
ment deux tangentes à la conique, les coefficients angulaires
de ces tangentes, par rapport à une droite quelconque prise
pour axe, sont représentés par ±\/— 1, les axes étant rec-
tangulaires.

160. 1° Soient 2 p le paramètre d'une parabole; r, r*,
les rayons vecteurs menés du foyer aux extrémités d'une
corde, normale à la courbe au point correspondant à r,
on a la relation :

HO HO-KO"
2° L'angle a de la normale avec Taxe est donné par

3° La distance d du foyer à la normale au point correspon-
dant à r, par

(GKORGESS H ITT.)
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161. Soient A et A' deux points d'une ellipse; AN, A'N,

deux normales se rencontrant en N ; n et ri les grandeurs

de ces normales ; p et p' les distances du centre aux tangentes

passant par A et A', d le demi-diamètre parallèle à la corde

AAf; on a : 1° np-\-ripf=z2d*; 2° si l'on mène les deux autres

normales passant par N , on a ?ip-\-rip'-\-ri!p"-]-ri"prnz=con-

stante; 3° si A' se réunit à A, ona/z/?=d a , où n est le rayon

de courbure ; 4° cette dernière expression s'applique au rayon

de courbure d'une ligne de courbure de l'ellipsoïde, d étant

le demi-diamètre parallèle à la tangente. (JOACHIMSTHAL.)

162. ABCDE étant un pentagone plan, représentons par

«, p, 7, $, e, les aires des triangles ABC, BCD, CDE, DEA,

EAB, et par S l'aire du pentagone, on a S*—S(a+p+7+tf+e)+.

«p+p 7 +7&f & + g a = 0 . (GAUSS.)

163. Si d'un point donné dans le plan d'une ellipse, on

mène quatre normales, les pieds de ces normales, le point

donné et le centre de l'ellipse, sont sur une même hyperbole

équilatère, dont les asymptotes ont mêmes directions que les

axes principaux de l'ellipse; le point de moyenne distance

des pieds des normales, les centres de l'hyperbole et de l'el-

lipse , sont sur une même droite conjuguée dans l'ellipse au

diamètre qui fait avec le petit axe un angle égal à celui que

fait avec le grand axe le diamètre qui passe par le point

donné.

RECTIFICATIONS RELATIVES

à une leçon d'arithmétique (Voir p. 204) ; 2° au Traité des

fonctions elliptiques de Legendre et de M. Verhulst,

PAR M. P. F. VERHUIST,
Professeur.

1° Leçon d'arithmétique. A la page 5 de cet opuscule, je
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dis par inadvertance que Terreur totale de la multiplication
abrégée a pour limite l+a-f-b-\-c-]-d-\-e ; il faut ajouter/à
celte somme, c'est-à-dire que l'erreur a pour limite la somme
de tous les chiffres du multiplicateur qui ont servi à l'opéra-
tion, et qui en ont à leur droite, dans le multiplicande, plus le
premier chiffre qui n'a point servi, plus une unité si le premier
chiffre du multiplicande en a plus d'un à sa gauche dans le
multiplicateur.

2° Fonctions analytiques. Tome I I I , p. 97, ligne 4, au
i i

1 —ô 1 ~~9
lieu de ®s=7(k'q)2, il faut f5/6 = -A:(A'̂ ) ^; cette faute est

4 4
d'autant plus perfide, qu'il faut refaire un assez long calcul
pour s'en apercevoir. Elle m'a induit en erreur dans mon
Traité élémentaire des fonctions elliptiques, où il faut lire

à la 7e ligne de la page 229 : a'6 = 2bc(~ \q 2, P'6=7£ 2^ *c-

FORME REMARQUABLE

que peut prendre Véquation qui donne la somme des puissances

semblables des termes d'une progression arithmétique,

PAR. M. RISPAX.,
élève de l'École normale.

Si les termes sont a,b,c A, l et la raison S, on sait que
Ton pose ordinairement :
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pais on élève chacun de ces binômes à la «•*"• puissance, ce
qui donne :

bm= an + ma"1"}-f m{mY)

1—--2

En ajoutant toutes ces égalités terme à terme on trouve :

ou bien, en ordonnant

— a**-,

or le premier membre de l'égalité peut se mettre sous la
forme

Si donc on considère les indices comme des exposants, ce
premier membre peut s'écrire sous la forme symbolique .-

dans laquelle les exposants de s devront être regardés comme
de véritables indices, et le coefficient de $m sera s0 ? qui est
évidemment égal au nombre n des termes de la progression.
On pourra donc, avec ces conventions, écrire l'équation
symbolique très-simple :

et comme lz=za-\-(n—1)*, on aura Z-f <î=<z-f-rc<î, et
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S'il s'agit delà progression des nombres natarels, # = 1 ,
*=1, et la formule devient -.

Soit fait w = 3 , la formule devient en développant :

n(n4-t) n*4-n
mais $0 = rc; 5f = — ^ — = — Y ~ '

donc 6s2 + 3raa + 3TI + 2re=

2.3

QUESTION 147.

Trouver la développée de a?x*-\~b*y* = (^'+jr')"

P A R HI. DE PERRODIL ,

élève du collège de la Flèche.

Yoici un calcul qui conduit au résultat indiqué.
efxdx + bydy — 2(x*+y) {xdx A• ydy) = 0

b\ydy — 4 {xdx +ydyf—

= o,

dx~~ by — 2(x*+y)y dx~~ §y'

en posant, pour abréger, ^

Donc R «
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Soient X et Y les coordonnées courantes du lieu, on sait
qu'on a :

X == x + R cos a , Y =y -f- R sin a \
ax . 6v

«P* ( ^ x + 6> ) + 4 a : y c + *»r ( a V + (3V )

Q P (P — 2a) + a

~~ «P ( ^

Remplaçant a et p par leurs valeurs, le dénominateur

devient :

On a donc les deux équations :

X = Y

Y = -

la valeur de Y se déduisant de celle de X en changeant a
enb, x eny, et réciproquement.

Je multiplie la première par b, la seconde par a, et je les
2

élève à la puissance - ; il vient alors :
o

_ ( £f|* l
~ l(^+^)[(2a--6>*^+(2y-a')6y] )

W
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Ajoutant, et prenant la racine des deux membres, il vient :

&ab
(2)V « ' Y V ^ X ' »

Si Ton avait multiplié l'équation (1) par (2«a-~b\ et la sui-
vante par (2b2—a2), on aurait trouvé en ajoutant :

(3) {2b2— a2) ah* )

) [(Za'-bWx'+fib*—a>)bY] )

Enfin, si Ton multiplie Féquation (2) par l'équation (3),
on trouve :

V ^TYT+Z^T

L'énoncé de cette question doit renfermer une faute d'im-
pression. Voici le résultat indiqué :

II diffère du précédent en ce que dans la parenthèse il y a ?

a^jc*, b*y*, au lieu de aJjr3, b*x\

Observation. J'ai copié l'énoncé tel qu'il m'a été adressé.
Tm.

QUESTIONS D'EXAMEN.

Résolution de quelques questions conduisant à des équations
qui peuvent se ramener à celles du second degré, par un
choix convenable d'inconnues auxiliaires. (t.V, p. 389.)

P A R M. HUET
Régent de mathématiques spéciales au collège de Toulon, licencié es sciences

mathématiques.

I.

On demande de trouver quatre nombres en proportion par
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quotieut, connaissant la somme a des extrêmes, la somme b
des moyens, et la somme c des cubes des quatre termes.

En appelant x, y, 2, t les quatre nombres cherchés, on a
à résoudre le système de 4 équations :

xt=yz (1)
,a (2)
b (3)

5C (4)

Les équations (2) et (3) donnent :

ou en ayant égard à (1), (2), (3), (4)

3.r* (a + b) = a? + & — c,

d ' o ù * l =

En combinant maintenant (2) et (5), on aura les valeurs de
x et t.; puis en combinant (3) et (5), on aura celles de j^ et 2.

II.

Trouver quatre nombres en proportion par quotient,
connaissant la somme a des exlrêmes, la somme b des
moyens, et la somme c des quatrièmes puissances des quatre
termes.

On a immédiatement les équations t
xt=zjrz (1)

x-\-t=za (2)
y+z=zb (3)

<*i4+tr
4+z4 + ^ = c (4)

Les équations (2) et (3) donnent :

z> - f z< = 6î



donc

ou à cause de (1) et (4)

kxt (xa +y+z2 + e
mais (2) et (3) donnent :

donc

et par suite on a :

d'où .rV -_ (^+^>^+^-+^Zl f = 0,
4

équation du deuxième degré en xt, et qui donnera :

xt=jrz = M (5)
et jct~yz = ffl (6)
En combinant (2) et (5), puis (2) et (6), on aura les valeurs
de x et t.

Enfin en combinant (3) et (5), puis (3) et (6), on aura les va-
leurs de Y et z.

III.
Trouver quatre nombres en proportion par quotient, con-

naissant la somme a des extrêmes, la somme b des moyens,
et la somme c des cinquièmes puissances des quatre termes.

On a à résoudre le système :
xt=yZ (1)

x-\-£=za (2)
z=b (3)

c (4)

Les équations (2) et (3) donnent :

-f
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donc

ou en ayant égard à (t) et (4)

$xt [x*+y*+ z3-K3 + 2x* {x + t+y+z)] = a*+bs ~ c.

Mais (2) et (3) donnent :

d'où

par suite
5^[a3+fc3—^(^ + ^)]=^5+65 — c

^3 + ^3 ^5+^5—c
f = o,b[a-\-b)

équation du deuxième degré en xt qui donnera :

.vt=yz = M (5)
xt=yz = W (6)

Alors, en combinant (2) et (5), puis (2) et (6), on aura les va-
leurs de x et t ̂  et en combinant (3) et (5), puis (3) et (6),
on aura celles ûey et s.

IV.

On demande de trouver quatre nombres en proportion par
quotient, connaissant leur somme #, celle de leurs carrés b,
et celle de leurs cubes c.

On a à résoudre le système :
xy=yz (1)

a (2)
b (3)
C (4)

Posons jr-Hssjt' (5), y+z=y' (6). Il en résulte y+•*''=# (7).



Les équations (5) et (6) donnent

donc x*+y* + za + ? = x'*

ou en ayant égard à (1) et (3)

Mais (7) donne o/a + y a == aa—2x>' ;

a? — b — 2JCV
donc .r* = ^-. (8)

De même (5) et (6) donnent

x'ï+l^x'*—-2x2t—3xt%

d'où

et par suite de (1), (2), {k),

3a
Mais (7) donne

j/3-|-y3=a3_3trrf

= a 3

donc

Des équations (8) et (9) on déduit

a*—b—2
4 ~~ 3^

et par suite
, , a3-{-ab—\c

En combinant ensuite (7) et (10), on a les valeurs de x} et y.
La question est alors ramenée au problème I, et par suite
elle est résolue.
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V.

Trouver quatre r ombres en proportion par quotient, con-
naissant la somme a deux nombres, la somme b de leurs
carrés, et la somme c de leurs quatrièmes puissances.

On a les quatre équations

Posons

il en résulte

Les équations
blême IV,

y » a I is/> , I <T _ L / a — — -

•y* 1 'y 1 <>4—1— / ' |

X-\-t=zx'

y+z=y,

oc]+y=a.
(5) et (6) donnent,

cC—b—2x'y
xt—

a (2)
b (3)

c. (4)

(5)
(6)

(7)
comme dans le pro-

.t

(8)

Ces mêmes équations donnent encore

d'où

xl+f*+z>+t*+2xt(2x*+2?+3xt)+tyz(^

ou à cause de (4) et (1)

et à cause de (3)
^xt(b-^3xt)=zx'4 -f y4--c. (9)

Mais de l'équation (7) on tire

ou à cause de
2(x

n -f/ *)—2ct—!tx'y
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par conséquent l'équation (9) devient

bxt{b-\-Sxt)=za*—2x'y' (2aa — J

Si dans cette équation on remplace xt par sa valeur (8), on
obtient une équation du deuxième degré en x'y', qui donnera
j?y=M (10) et x'y'=W (11).

En combinant alors (10) et (7), puis (11) et (7), on obtien-
dra les valeurs de x' et y . La question est alors ramenée au
problème II, et par suite elle est résolue.

VI.

Trouver quatre nombres en proportion par quotient, con-
naissant leur somme a, la somme b de leurs cubes, et la
somme c de leurs quatrièmes puissances.

On a à résoudre
xt=:yz (1)

+ t = a &)
I C — U • \O)

Posons
x+t=xf (5)
,H-z=y, (6)

on en déduit
^ (7)

On tire de (5) et (6), comme dans le problème IV,

On trouve d'ailleurs, comme dans le problème V,

4jci(xa+y i+z3+^+3xO=x'4-Hr'4—c ; (9)
mais

x't+y—a*—ZxyXtâ—xy\

et les équations (5) et (6) donnent
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En remplaçant ces valeurs dans (9), on a

Si maintenant on substitue dans cette équation la valeur

de xt (8), on obtient une équation du deuxième degré en

x'y qui donne x'y=M (10) et x'y=W (11).

Combinant (7) et (10;, puis (7) et (11), on connaîtra x' et y ,

et par suite la question sera ramenée à la question I ou à la

question II , et par suite elle sera résolue.

VII.

On demande de trouver quatre nombres en proportion par

quotient, connaissant leur somme a, la somme b de leurs

cubes, et la somme c de leurs cinquièmes puissances.

On a à résoudre les équations

xt=zyz

x-\.y + z-\-tz=a
jcS+yï+zS+il—b

Posons toujours

x-\-t=x*

d'où

x'+y=a,
comme dans le problème IV, on trouve

a*—b—3axfy
Xt~ 3a

Les équations (5) et (6) donnent

(1)

(2)
(3)

(4)

(5)
(6)

(7)

(8)

d'où

t+++)] '*+y5—c,
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ou bien à cause de (3) et (2)

5xt(b+2axt)=:x's+ys--c ; (9)

d'ailleurs de (7) on tire

ou à cause de

Substituant cette valeur dans (9), on a

Si maintenant on substitue au premier membre de cette
équation la valeur de xt (8), on obtiendra une équation
du deuxième degré en xfy qui donnera j c y = M (10),

Alors, en combinant (7) et (10), puis (7) et (11), on aura
les valeurs de x' et y ', et la question sera ramenée au pro-
blème III.

VIII.

On demande de trouver quatre nombres en proportion
par quotient, connaissant la somme a des extrêmes, celle b
des moyens, et l'excès c de la somme des cinquièmes puis-
sances des extrêmes sur la somme des cinquièmes puissances
des moyens.

On a les équations
xt=yz (1)

x-\-t=a (2)
y+z = b (3)

x*-\.t*—yS—z*=c. (4)

On tire de (2) et (3)



d'où

Mais on a
^3+2^a«+2^a+^=(x+i)3—xH—x€

et
y+zyz+zyiï+z'^iy+z)*-y z—yz* ;

donc à cause des équations (2), (3) et (4), on a

OU

5 [ > 3 ( + 0 ] f y [b*(+)]=a5— 65—c,

ou encore, à cause de (2), (3) et (1),

équation du deuxième degré en xt qui donnera

xtz=yz = M (5)

et
xt=zyz=M. (6)

Alors, en combinant (2) et (5), puis (2) et (6), on aura
x et t; et en combinant (3) et (5), puis (3) et (6), on aura
y et z.

On trouverait de même quatre nombres en proportion par
quotient, connaissant la somme des extrêmes, celle des
moyens, et l'excès de la somme de cubes des extrêmes sur la
somme des cubes des moyens, ou l'excès de la somme des
quatrièmes puissances des extrêmes sur la somme des qua-
trièmes puissances de moyens.

Il existe un grand nombre de questions qu'on peutramener
au deuxième degré par des artifices de calcul semblables aux
précédents.
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RECTIFICATION D'UN ARC DE CERCLE.

PAR. M. J.-G. DOSTOR ,
Docteur es sciences mathématiques.

1. LEMMB. Soit ABC un triangle rectangle en C, AD la
bissectrice de l'angle BAC, DE une perpendiculaire à la bis-
sectrice AC interceptée entre cette bissectrice et l'hypo-
ténuse AB; faisons AB=#, AC=&, AE=#, AD=^,, on a

) ; a—bt < - (a—b).

Limites de l'arc du cercle.

2. THÉORÈME (¥). Lorsqu'on mène aux extrémités d'un arc
AC (fig. 42), moindre qu'une demi-circonférence, la tangente
AB et la droite CB perpendiculaire à la corde, qu'on tire la
bissectrice AD de l'angle BHC, et DE perpendiculaire sur
AD, puis la bissectrice AF de l'angle BAD, et FG perpendi-
culaire sur AF, et ainsi de suite ?- la longueur de Varc AC est
comprise entre les longueurs des côtés issus du sommet A, dans
chacun des triangles rectangles ABC , ADE, AEG.,.

Par le milieu de la corde AC élevons la perpendiculaire
IH ; cette droite passe par le centre 0 et par les milieux de
Tare AHC et des lignes AD, AB ; joignons KC.

On a AK=KC; par suite BK=KC; donc

corde AC<arc AHC<tang AB.

(*) Cet énoncé est extrait du Traité de Géométrie de Prosz, professeur â
Stuttgard, page 167. Stultgard, chez F.-H. Koehler. 1842. J. G. I).
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Ensuite les angles CAD, DAB ont pour mesures respec-
tives !a moitié des arcs CH, AH; or ces angles sont égaux;
donc la bissectrice AD passe par le milieu de l'arc ÀHC, et
y est divisée en parties égales.

Cela étant, menons la droite YLh perpendiculaire sur AD;
elle passe par le milieu de AD, et par suite par le milieu de
AE. On prouve comme précédemment que

corde AH <arcALH <tang kh.

Multipliant par 2, il vient

2AH<2ALH<2AA,
ou

bissect AD<arc AHC < segment AE,

et ainsi de suite.

3. Évaluation approchée de Tare de cercle.

3. THÉORÈME. On peut assigner une ligne droite, dont
la différence avec un arc quelconque AHC soit moindre que
toute ligne donnée.

En effet, la différence entre AE et AD est moindre que le
quart de la différence entre AB et AC (1) ; de même la diffé-
rence entre AG et AF est moindre que le quart de celle

entre AE et AD, ou moindre que — de la différence entre
16

AB et AC , etc. Donc, si Ton continue les bissections des
semi-divisions successives de l'angle BAC, on pourra trou-
ver une bissectrice, dont la différence avec le segment de
AB, dont elle est la projection, soit une fraction aussi petite
qu'on voudra de la différence AB—AC, ou une fraction plus
petite que la grandeur de toute ligne donnée. Donc cette
bissectrice et le segment correspondant de AB, qui com-
prennent Tare AHC, différeront chacun de l'arc AHC d'une
quantité moindre que toute ligne donnée.
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4. Remarque I. Si Ton veut avoir la longueur de l'arc

AHC à moins de —^ près, et que n représente Tordre de la

bissectrice à laquelle il faut s'arrêter, ou qui satisfait à cette

condition, on déterminera cette limite n de la manière sui-

vante.

On observera d'abord que (1)

a*—l>3 < j (0,-6

< l

Multipliant toutes ces inégalités membre à membre, et sup-
primant les facteurs communs aux deux membres de l'inéga-
lité résultante, on trouve

Or Tare AHC est compris entre an et bn (3) ; donc sa diffé-
rence avec chacune de ces deux lignes sera inférieure à

ce qui aura lieu à fortiori, si
A A
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On en dédait, en prenant les logarithmes,

par suite

a—b)

c'est la valeur de la limite cherchée (*).

5. Remarque II. Les valeurs de at et bl9 at et 6a... se dé-

2ab
terminent à l'aide des formules at = — - , bt = \Zaxb. On

peut simplifier le calcul en transformant ces formules en
deux autres, dont l'emploi est plus facile. A cet effet, on
posera

1 , 1 1 , 1

La substitution de ces valeurs inverses dans les relations du
§ 1er les change dans les suivantes :

(c+rf), dt={7j. (f)

A l'aide de ces formules on calcule les valeurs de et et dt,
puis celles de c2et û?a..., jusqu'à celles de cn et û?n ; les in-
verses de cn et dn seront an et bn.

L inspection des formules fait voir que la valeur inverse
de Varc AHC a pour limite une suite de nombres, dont les

deux premiers sont les inverses de AE et AD, et dont les sui-

vants sont alternativement moyens différentiels et moyens pro-

portionnels entre les deux qui les précèdent (**).

6. COROLLAIRE. La différence de d,—c, est aussi moindre

que le quart de la différence d—c.

(*) Voir tome IV de ces Annales, page 159. J.-G. D.
**) C'est la méthode d Arrhimède. Voir Nouvelles Annales, t. III, p. 588. Tin.



Car, puisque la moyenne différentielle ^ (cf-k*k)> l"/c/?=dl,

on peut poser

ou, en retranchant ct de part et d'autre,

mettant à la place de ~ c1 sa valeur - {c-\-d), il vient

dr-c* <2d^%c~ld->oxy d~°l < 4 {d~~c)'

Rapport de la circonférence au diamètre.

7. THÉORÈME. Lorsque Varc AHC (fig. 42) est une partie
aliquote de la circonférence, les droites AC, AB sont les côtés
de polygones réguliers semblables inscrit et circonscrit,- et les
droites AD, AE sont le double des côtés des polygones sembla*
blés inscrit et circonscrit d'un nombre double de côtés.

En effet, si Tare AHC est la ne partie de la circonférence,
l'arc AH en sera la 2ne partie ; les cordes AC , AH seront les
côtés des polygones réguliers inscrits de n et %n côtés ; et les
tangentes AK, AM seront les demi-côtés des polygones ré-
guliers circonscrits de n et 2n côtés. On peut donc écrire,
d'après une notation facile à snisir,

Or AK = KB, AH=HD, AM = M/t = Afe =

Donc
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* • » * • '

n
1

[A]

8. PROBLÈME I. Exprimer les valeurs des périmètres des
polygones réguliers semblables inscrit et circonscrit de 2n
côtés en fonction des valeurs des périmètres des polygones ré-
guliers semblables inscrit et. circonscrit de n côtés.

Si Ton substitue les valeurs [A] dans les formules (1), on
trouvera les relations

p -- » v — l / p „ ' [FI
n~T~ Pn

qui mèneront aux valeurs cherchées.
9. Corollaire, Les formules (F), ou la substitution

des valeurs [A] dans l'inégalité at—

facilement trouver que la différence

7 [a—b), feront
4

10. Remarque, Si Ton substitue dans les relations (F), à la
place de P,n,/>an, Pn ,/>n , leurs valeurs inverses Qan, ?,n ,
Q»7 #n> o n trouvera les formules plus simples

qui conduiront plus facilement au même but.

Ces formules donneront, comme celles de n° 6,

Q < ( Q j
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11. PROBLÈME II . Calculer la valeur approchée de la cir-
conférence au diamètre.
Voir Géométrie de M. Cirodde, 2me édit., p. 174.

Géométrie de M. Lionnet, 3me édit., p. 162.
Géométrie de M. Finck, 3me édit., p. 97 et suiv.
Géométrie de M. Catalan, p. 133 et 145.

FORMATION

des nombres premiers les uns par les autres, d'après M. le

professeur Scherk (Crelle, X, p. 201,1833).

Soit la suite naturelle des nombres premiers^ l'unité omise,

2, 3 , 5 , 7, 11,13, 17, 19 pn.

pn désignant le nème terme de cette suite, on a :

pour n impair, pn=1±3±5±7± — /V-.+ 2/v,;

pour «pair, p n = l d z 3 = h 5 ± 7 ± : +Pn-*
JrPn-i>

Ainsi, tous les nombres premiers qui précèdent/? se trou-
vent danspn, l'unité toujours avec le signe -f- ainsi que le
dernier, qui est + pris deux fois lorsque n est impair, et une
fois lorsque n est pair; quant aux signes, on peut toujours
faire que les derniers termes soient positifs pour n pair, et
ensuite un même nombre de termes positifs et négatifs pour
les autres ; et quand n est impair, on peut faire que l'avant-
dernier terme soit négatif, et ensuite autant de termes posi-
tifs que négatifs.

Exemples •

5 = + 1 — 2 + 2.3*



11= + 1 —2+3 —5 + 2.7,
13 = + 1 + 2—3 — 5 + 7+11,
17 = + 1 +2 — 3 — 5 + 7 — 11 + 2.13.

Cette loi de formation n'est fondée que sur l'observation,

et a été vérifiée jusqu'au nombre premier 499.

Il est d'ailleurs facile de voir que cette loi des nombres

premiers de rang: pair ne saurait appartenir aux nombres

premiers de rang impair ; car un nombre premier de rang pair

est précédé de nombre impair de nombres premiers, parmi

lesquels est le nombre 2. De quelque manière qu'on les com-

bine pour addition et soustraction, on aura toujours un

résultat pair. Donc, etc.

GRAND CONCOURS DE 1847. [Voir t. V, p. 447.)

QUESTIONS PROPOSÉES.

Mathématiques spéciales.

Un triangle PQR étant circonscrit à un cercle, ou forme

un second triangle ABC, dont les sommets A, B, C sont les

points milieux des côtés du premier. Des sommets de ce

second triangle, on mène au cercle les tangentes Aa, B&, Ce,

qui rencontrent respectivement en a, b, c, les côtés opposés

à ces sommets. On demande de prouver que ces trois points

<z, b, c sont en ligne droite. On verra si le théorème a égale-

ment lieu lorsque, à la place du cercle inscrit, on prend

une section conique quelconque tangente aux trois côtés du

triangle PQR (*)•

(*) Au moment de mettre sous presse, nous recevons une lettre de M. le pro-
fesseur J. A. Serret,où se trouve une solution très-simple de ce problème*
Nous en enrichirons le prochain numéro des Annales.
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Mathématiques élémentaires.

Soit donné dans un cercle une corde KKr et le diamè-
tre DL>' perpendiculaire à cette corde ;

D'un point O de la circonférence, on mène deux lignes aux
extrémités du diamètre et deux lignes aux extrémités de la
corde ;

II s'agit de prouver que la somme des projections des deux
premières lignes sur Tune OK des deux autres, est égale à
cette même ligne OK, et que la différence des mêmes projec-
tions est égale à l'autre ligne OK', c'est-à-dire que d et d*
étant les pieds des perpendiculaires abaissées des extrémités
du diamètre sur la droite OK ; on a

Od + Od'= OK
et

Qd — Qd'=z OK'.

SUR L'ÉLIMINATION

par les fonctions symétriques, d'après M. Liouville. (Journal
de mathématiques, t. XII, p. 68, 1847.)

1. Euler, car on revient toujours à ce nom-là, a fondé
Télimination sur la communauté de racines entre deux équa-
tions ; c'est ce qui a donné naissance au procédé du plus
grand commun diviseur. Au moyen des équations qui pré-
cèdent l'équation finale, ce procédé fait connaître les
groupes de valeurs qui satisfont aux équations données, ce
qu'on ne pouvait obtenir jusqu'aujourd'hui par la méthode
des fonctions symétriques. Toutefois cet avantage de la mé-
thode des divisions est racheté par de graves inconvénients.
D'abord la longueur de calculs pénibles à exécuter, et qu'il
faut recommencer pour chaque exemple ; on a ensuite l'em-
barras des solutions étrangères, que Bret, il est vrai, nous



— 296 —

a appris à écarter, mais qui donnent encore lieu à des discus-
sions épineuses, comme nous le voyons dans un mémoire
publié récemment sur cette discussion, et dont l'analyse,
hérisée de formidables formules, ne semblerait pas propor-
tionnée à l'importance de l'objet, si le savant auteur n'avait
eu en vue d'autres conséquences. Par contre, l'équation
finale s'obtient, dans la seconde méthode, sans calcul pour
ainsi dire, par une simple transcription, puisque Warring a
donné les formules pour écrire immédiatement toute fonc-
tion symétrique des racines en fonctions des coefficients.
Bien plus, Vandermonde a calculé et réduit en tables toutes
ces fonctions, depuis la puissance de 2 jusqu'à la puissance
de 10, ce qui dépasse de beaucoup tous les besoins de la pra-
tique. Nous nous proposons de reproduire dans notre recueil
ces tables d'une extrême utilité dans l'analyse appliquée ;
elles permettent, sans avoir besoin d'effectuer l'élimination,
de connaître le degré d'un lieu géométrique. Il était donc à
désirer qu'on pût, au moyen de l'équation finale relative
à une inconnue, calculer les valeurs correspondantes de la
seconde inconnue. C'est ce nouveau service que M. Liouville
vient de rendre à la science, en se servant d'un moyen ingé-
nieux imaginé par Poisson.

2. Soient/(.r9jr)=0, F(x9jr) = 0, (I) deux équations algé-
briques à deux inconnues. On suppose qu'il n'y a pas de solu-
tions infinies, qu'on peut d'ailleurs trouver directement,
Posons JC= t—ox, t et x étant deux nouvelles inconnues.
Substituant cette valeur de x dans les équations (1), on a
deux équations entre les trois inconnues y, t, a, et élimi-
nant^, on obtient une équation entre t et a, que l'on peut
concevoir ordonnée suivant les puissances de a; de sorte
qu'on aura ^(^,a)=^-}-a^-f-aa^^-{-a3^3^H—=0; tyjt$Jt sont
des fonctions connues de t. Prenant les dérivées par rapport
à a, on a
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d'où
dt __ d± db_ ^ + 2 ,^+3*'^ +
dx dy. ' dt ^L - j - * | * U + 3xa^V

^/, etc., indiquent les dérivées de ty, ^ o pris par rap-

port à t.

Faisant a = 0 , on a généralement parlant t — x\ donc

ty(x) = 0 n'est autre chose que l'équation qu'on obtiendrait en

éliminant^ entre les équations (1) Soient xx une des racines

de cette équation, et yx la valeur correspondante de yx,

dt
on a donc x^t— <#',; et pour ces valeurs ~ r = i ^ 1 >

quelle que soit la valeur de a. Faisant donc a = 0, l'équa-

tion (2) donne :

or ty/x) et $f{x) sont des fonctions connues ; donc cette

valeur de x fait connaître celle de cr, et ainsi des autres.

Observation. On voit donc que dans <]>(*,«} ^ n ' e st besoin

de calculer que les deux premiers termes ^t et a^/.

3. Si l'équation $(x) =0 a deux racines égales à or, alors

^f(xx) =: 0 , et commej- n'est pas infini, il faut donc que l'on

ait aussi W-r,) = 0 ; pour avoir la valeur de^> passons à la

dérivée seconde de l'équation prise par rapport à a de

dt , d*b d? x d\ dît
T + TT S\ + -T ^ = 0, faisant a =
dx dt dx x dt dx

alors
dt dU A

0

ANN. DE MÀTHÉM. VI. 2 0
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Donc 2 (̂07.) -f ^!{x)yt -f- ^ V , K = 0 ; xt entre donc dans
deux groupes avec deux valeurs généralement différentes
dey. Si^(jr)=O a trois racines égales à x o on a recours à
la dérivée troisième, et ainsi de suite.

4. Soient maintenant trois équations à trois inconnues :

a 7 ?J et t étant trois quantités arbitraires; éliminant x,y, z

entre les quatre équations, et ordonnant l'équation résul-
tante par rapport à a et p, on a :

de plus

^ ^ ^ db dty dt dt
+ O + 0

et faisant a = p = O, t = x ei ùt — $(x); alors

dh dp

donc

ainsi ̂  et s sont connues dès qu'on connaîtra x.
Observation. Il suffit donc de calculer les trois premiers

termes de ̂  (',<*,P).

5. On pouvait aussi poser x = t — ay — a?z>, éliminant
jr,ty, z, on obtient une équation à deux inconnues f, a; et
raisonnant de la même manière, on voit qu'il faut aussi
calculer les termes en aa.

6. Lorsque l'équation finale on x ayant des racines égales,
il y correspond des valeurs égales de y, alors les deux courbes
représentées par les équations données ont pour point d'in-
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tersection un point de contact, d'un ordre indiqué parla

multiplicité des racines; si les valeurs de y sont inégales,

alors la parallèle à Taxe de x est au point d'intersection

tangente à l'une de ces courbes seulement, et selon la multi-

plication des racines, ce point est aussi d'inflexion visible ou

invisible.

7. La méthode des fonctions symétriques fournit l'équa-

tion finale, mais pas immédiatement ordonnée suivant les

puissances de l'inconnue; tandis que la méthode d'Euler

donne de prime abord l'équation ordonnée ; avantage pré-

cieux dans les questions où il s'agit seulement de connaître

certains coefficients de l'équUion finale ordonnée. L'équation

somme de Bezout jouit aussi de cet avantage, et encore d'un

autre dont les deux précédentes méthodes sont complètement

privées; elle s'applique à toute espèce de solutions infinies,

et donne l'équation de condition qui entraîne un abaissement

de degré dans l'équation finale, relative à une des inconnues,

sans que cet abaissement ait lieu pour l'autre inconnue. Dans

les procédés d'Euler et de Waring , le coefficient du terme

le plus élevé est le même pour chacune des équations fi-

nales, soit en .r, soit en y. Ce coefficient égalé à zéro est la con-

dition pour que les deux équations s'abaissent simultanément

d'une unité; mais si l'on veut que l'une s'abaisse sans l'autre,

aucun des deux procédés n'en fournit le moyen, tandis que

le procédé Bezout a un facteur spécial qui satisfait à cette

condition. Voici comme s'exprime à ce sujet l'illustre ana-

lyste: «Si c'est donc une perfection dans une méthode d'éli-

» mination, de ne point donner de facteur qui accroisse le

» degré général, il faut convenir que ce n'est pas la seule

» qui soit à désirer pour les besoins, et même pour la certi-

» tude de l'analyse. Il ne faut pas toujours se proposer d'é-

» viter les facteurs que l'analyse présente : quand l'analyse

» est appliquée comme il convient à une question, elle ne
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» donne rien qui n'ait quelque rapport à la question. Sï,

» outre l'objet qu'on a particulièrement en vue, elle donne

» certains fadeurs que l'on ne prévoyait pas, ces facteurs

» énoncent quelque chose de relatif à la question. En les

» omettant, en les prévenant, on court le risque d'omettre

» des connaissances utiles à la question, et mémo d'admettre

» des conséquences qu'elle rejette. C'est ainsi que nous

» verrons que faute de connaître le facteur qui est le symp-

» tôme de la dépression de l'équation finale, on serait exposé

» à admettre des racines qui n'appartiennent nullement aux

» équations proposées.

» Ce n'est donc un vice dans une méthode d'élimination ,

» de donner des facteurs à l'équation finale, que lorsque ces

» facteurs n'ont aucun rapport à la question. Mais c'en serait

» un dans l'analyse de ne pas faire connaître tout ce qui peut

» appartenir à la question. » {Théorie générale des équations,

p. 224).

Ces judicieuses réflexions auraient dû fa:re accorder la

préférence à la méihode du célèbre examinateur (*), la plus

analytique qu'on ait présentée ; elle obtiendrait cette pré-

férence, si Ton pouvait la délivrer des longueurs dont elle est

embarrassée, et qui rendent si pénible la lecture de la théorie

générale; ouvrage qui est encore resté aujourd'hui le plus

complet, le plus satisfaisant sur la matière, et dont on ne

saurait trop recommander l'étude aux jeunes professeurs

qui cultivent la science pour elle-même.

Ceci nous rappelle ledislique de Schiller, Die Wissenschaft -.

dhmn ift fie He ïjdje, I/immlijcfye ©ottiim,
fêiue tûofytige jtufye, bie ii;n mit SButter »cvfergt.

O On voit son tombeau dans l'église du village d'Avon, qui est au bout
du parc de Fontainebleau. 11 repose à côlé de Daubenton et de Monaldescbi.
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Voici une première traduction que nous devons à M. le
colonel d'artillerie de Bressollcs :

Pour l'adepte qui la révère
La science est du ciel un lumineux reflet;

Quand pour le secUieur vulgaire
Elle n'est qu'une vache à lait.

Et une seconde, aussi en quatrain, du môme :

Au seuil du temple auguste où trône la science
Deux flots de pèlerins se pressent tour à tour,
Ceux-ci pour s'imprégner de sa divine essence,
Ceux-là pour demander le pain de chaque jour.

Et enfin une troisième en distique, par M. le colonel d'ar-
tillerie Nancy.

La science :
Pour l'un c'est de Dieu même un sublime reflet,

C'est pour l'autre une vache à lait.

Nous citons ces traductions, pour montrer qu'on sait
encore faire des vers français en France.

NOTE

sur la question proposée au concours général Spéciales,

FAE J. A. SER.RET.

Extrait d'une lettre à M. Terquem.

Un triangle PQR étant circomerit à un cercle, on formt
un second triangle ABC dont les sommets A, B, C soient les
points milieux des côtés du premier. Des sommets de ce second
triangle on mène au cercle les tangentes Aa , Bb, Ce qui ren*
contrent en a, b, c les côtés opposés à ces sommets; on demande
de prouver que ces trois points a, b , c sont en ligne droite.
On verra si le théorème a également lieu lorsqu'à la place du
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cercle inscrit on prend une section conique tangente aux trais
côtés du triangle PQR.

Lemme. Soient (fig. 48 ) 0 le point où le côté RQ touche
la circonférence, et H celui où la tangente ka coupe le côté
PQ, les triangles semblables BH# et ACa donnent la pro-
portion :

Ba BH
Câ"~AC'

ou en désignant par a, b, c les côtés du triangle PQR qui
ont respectivement pour milieux les points A, B, C, et par

- , b' et c' ceux du triangle AQH,

Cela posé, les deux triangles PQR et HQA étant circonscrits
au même cercle sont entre eux comme leurs périmètres ; ils
ont d'aiileurs l'angle Q commun -, ils sont donc entre eux
comme les rectangles des côtés qui comprennent cet angle,

c'est-à-dire :: ab\-b\ d'où il suit que Ton aura :

a + W+t* V
W a+b+c b'

En second lieu, QO s'exprime aisément, comme on sait, à

l'aide des côtés de chacun des deux triangles PQR, HQA

circonscrits au cercle ; en égalant ces deux valeurs de QO,

on a ;

d'où

(3) 2 c ' = 2&f-(-2c — 2& — a
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portant cette valeur de 2c' dans l'égalité (2), on aura la va-
leur de 6', savoir :

__ 26 (c—6)
~~a + c — 3b'

enfin l'égalité (1) donnera :

Ba 3c — a — b
w Ca a-\-c — 3b'

lre remarque. Il pourrait arriver que le point a ne tombât
pas entre les points B et C ; dans ce cas, il faudra changer
le signe du second membre de l'équation (1) ; en outre, on
devra changer le signe de c1 dans les équations (2) et (3), ce
qui n'occasionnera en définitive que le changement de signe
du second membre de l'équation (4) ; d'où il suit que le

Btf . , , . , , , a-\-b—3c
rapport jr- est touiours eçal a la valeur absolue de —; ;.

Ca a-\-c—36
2e remarque. Les mêmes choses subsisteraient si on rem-

plaçait le cercle inscrit par l'un des cercles exinscrits; il
suffirait en effet de changer le signe des nombres qui repré-
sentent les côtés dont les prolongements touchent la circon-
férence.

Démonstration du théorème.
Ba C6 kc ,

Les trois rapports - , — , -— étant les valeurs absolues
La Au Bc

des fractions

a -\- 6 — 3c b -\- c — 3a a-\-c — 36
a-Ç-"c— 36 ' a + 6 — 3c' 'b + c — 3<z'

dont le produit est l'unité, on aura :

Ba.Cb.Ac = Ca. A6. Bc.

D'ailleurs les points a, 6, c sont respectivement sur les côtés
du triangle ABC, elles droites Aa, B6, Ce ne peuvent ja-
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mais se couper en un même point, puisque alors on pourrait

mener par ce point trois tangentes au cercle ; donc, par un

théorème connu , les (rois points a, b, c sont en ligne droite.

Remarque, D'après Tune des remarques précédentes, la

conclusion sera la même, si l'on substiiue au cercle inscrit

l'un quelconque des trois cercles exinscrits au triangle.

Extension du théorème aux coniques.

Si Ton substitue au cercle une conique quelconque, le

théorème subsistera. Supposons d'abord qu'il s'agisse d'une

ellipse ; on la placera sur un cylindre droit à base circulaire

convenablement choisi ; le triangle PQR se projettera sur le

plan de la base du cylindre suivant un triangle P'Q'R' cir-

conscrit au cercle de base , et dont les côlés auront pour mi-

lieux les projections A,B,C des points A, B , C; les projec-

tions a\ //, c' des points a,b, c seront en ligne droite; donc

les points a, b, c le seront aussi.

Le théorème sera également vrai pour une parabole,

puisque celle-ci peut être considérée comme limite d'une sé-

rie d'ellipses.

Enfin , des considérations fort simples retendent, comme

on va voir, à l'hyperbole. Dans le cas où la conique donnée

est une ellipse, son équation sera

-•+<=«.
P <l

L'équation de la droite ab devra être satisfaite parles coor-

données du point c , et cela identiquement, en sorte que cette

identité ne sera pas troublée si Ton remplace partout q par

q v— 1 ; d'où il suit clairement que le théorème subsistera

pour l'hyperbole.

Le théorème que nous venons de démontrer est suscep-

tible d'une autre extension. 11 a encore lieu, en effet, si Ton
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prend pour A,B,C, non plus les milieux dos côtés du triangle

PQR, mais trois points quelconques sur lescôlés, tels que

les droites qui les joignent aux sommets opposés se coupent

en un même point.

Soient donc PQR un triangle dont les côtés touchent une

conique quelconque, et A,B,C trois points pris sur ces côtés

et tels que les droites PA, RB, QG se coupent en un même

point ; soient aussi a9b,c, les points où les tangentes respec-

tivement menées à la conique par les sommets du triangle

ABC rencontrent les côtés opposés.

Joignons les différents points de cette figure à un point

quelconque pris hors de son plan, et coupons les rayons ainsi

obtenus par un certain plan; on aura sur ce plan une pro-

jeclion de la figure primitive, et si l'on représente la pro-

jection d'un point par la lettre accentuée qui désigne ce

point, on verra aisément que les droites P'A', IVIV, Q'C se

couperont en un même point. Or on peut faire en sorte que

deux des trois points A'B'C soient les milieux des côtés du

triangle P'Q'IV sur lesquels ils se trouvent ; donc il en sera

de même du troisième. Il suit de là que d après ce qui a été

démontré plus haut, les points a\b\c seront en ligne droite,

donc les points a,b,c le seront également.

DIVISEURS COMMENSURABLES DU SECOND DEGRE.

PAR M. ABEL T&ANSON.

L'objctde cette note est de faciliter la pratique de la méthode

exposée par feu M. Durville [Nouv. Ann., t. IV, p. 329).

I. Soit F{JC)=ZO l'équation proposée. Si on divise Fv.r)

par x*-\-px — q, on aura l'identité
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dans laquelle M et N sont des fonctions rationnelles et en-
tières de p et q.

Pour que x*-\-px — q soit diviseur de F(x), on doit avoir
M = 0, N = 0,' équations en p et q dont les finales seront

du degré ^ - ^ , si m est le degré de F(x) = 0. Mais, eu

égard à la recherche des diviseurs commensurables, on peut
éviter l'élimination. En effet, premièrement le nombre q ne
pouvant être que l'un des diviseurs du terme tout connu de
F{x) = 0 , puisqu'on réduit la recherche actuelle au cas des
diviseurs entiers , il ne reste qu'à associer à un tel nombre q
quelque détermination convenable du nombre p. Imaginons
donc que les deux équations M = 0 et N = 0 aient été or-
données par rapport à p ; de plus, représentons par G et H
les parties indépendantes de cette lettre d'ordre, dans M et N
respectivement. G et H sont des polynômes entiers en q , et
le caractère d'une valeur de q appartenant à un diviseur corn-
mensurable et entier, x^-^px- q, c'est que, substituée
dans les polynômes G et H , o\ïo donne pour résultat deux
nombres g- et h ayant, parmi leurs communs diviseurs , la
valeur correspondante de p. C'est sur cette remarque ingé-
nieuse qu'est fondée la méthode de M. Dur ville.

II. La première observation propre à faciliter cette mé-
thode , c'est que les polynômes G et H peuvent à leur tour
être formés presque sans calcul. C'est à eux , en effet, que
se réduisent respectivement M et W, dans la supposition de
p = 0 ; or l'identité

F{x) = (x*+ px — q) Q -f- Mx + N

devient, dans cette même supposition :

Et alors on voit que G est l'ensemble des termes qui con-
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tiennent X^q dsms T?{Vq) ; H est en même temps rënsembïè

des termes rationnels.

Pour fixer les idées, je suppose que le degré de F(x) soit

impair, de la forme 2?i -f-1 ; on modifiera aisément les résul-

tats pour la forme paire.

Soit donc l'équation proposée

On posera immédiatement :

G = A0

an+1.
Et c'est dans ces deux polynômes qu'on devra substituer pour

q un diviseur quelconque de A2n+I, positif ou négatif. Mais,

comme après une telle substitution, le nombre q devient né-

cessairement diviseur ds II, s'il arrive que ce même nombre

q ait un diviseur commun avec A2n, ce diviseur commun

devra être essayé ( dans le sens positif ou négatif) pour valeur

de p. C'est pourquoi, dans la recherche actuelle, on devra,

avant tout, déterminer le plus grand commun diviseur des

deux derniers coefficients A2n et A9n+1. Soit D ce plus grand

commun diviseur. Avec q diviseur de A2n+r, on essayera pour

p tout diviseur commun à D et q.

Ces premiers essais accomplis, et en supposant l'équation

débarrassée de tout diviseur du second degré correspondant,

on pourra sans inconvénient considérer les valeurs g et h que

prennent pour un même nombre q les polynômes G et —.

III. Soit donc p un commun diviseur de g et h. Il y a ,

dans Fessai des nombres/? et q, indépendamment des carac-

tères d'exclusion qu'on tire des deux conditions :

F(l) F(—1)
- = (entier) ; — — = (entier) ;\+p-q

il y a, dis-je , une précaution à observer qui procurera sou-
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vent une grande simplification dans le calcul. C'est qu'il ne

faudra entreprendre la division de F(x) par x*-{-pjc — q,

qu'après avoir ordonne le dividende et le diviseur suivant les

puissances croissantes de x , comme déjà MM. Thibault

(Nouv. Annales, If, 517) et Finck {Traitéd'Jlgèbre, 2e édit.)

le pratiquent pour la recherche des diviseurs rationnels et

entiers du premier degré. On aura ainsi l'avantage d'être sou-

vent averti de l'impossibilité d'un diviseur, bien avant d'avoir

poussé la division jusqu'au dernier terme du quotient.

On peut d'ailleurs obtenir un nouveau caractère d'exclu-

sion comme il suit. Si M et N ont été ordonnées par rapport

à la lettre q; soient I et L les parties indépendantes de la

lettre d'ordre, respectivement dans M et N. Toute valeur

convenable de p étant substituée dans I et L donnera deux

résultats i et / , multiples de la valeur correspondante du

nombre q. Or I et L résultent dans M et N de la supposition

<7 = 0 ; et l'identité

F(.r) = (x*+px - q) Q + M* + N

donne, dans celte supposition :

d'après quoi on voit aisément que /est le même que F(0) ou

Aan+l ; de plus, on a — ip -(- / = F(—p) ; d'où résulte :

i = A o / ? ' n - ' - Kpn-*+ - A,n.

Or il est clair que A2n+l est multiple de q ; mais la condition

AoP*n- AlP*n~'+ - A a n = m (q)

donnera pour/? un caractère utile.

EnGn, on pourra encore s'aider des remarques suivantes

qui ne sont, à vrai dire, qu'une application aux diviseurs du

second degré x*-{-px— q dis moyens proposés par M. Dur-

ville pour ceux de degré supérieur.
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IV. La question étant réduite à trouver les diviseurs com-

muns qu'acquièrent les polynômes G et II, lorsqu'on y sub-

stitue certains nombres à la lettre d'ordre q, il sera aisé de

remplacer dans celte recherche le système [G, II] par des

systèmes plus simples ; et cela à laide d'un calcul analogue à

celui de l'élimination par la méthode du plus grand commun

diviseur.

Observez premièrement, d'après la valeur ci-dessus des

polynômes G et II, que leurs coefficients ne sauraient avoir

un diviseur commun.

Mais les coefficients de G pourraient admettre un commun

diviseur ^ ; et ccut de II un autre commun diviseur h, et

alors on pourra substituer au système proposé les trois

systèmes suivants :

H
1° g avec - ;

2° h avec - ;

o G H

3° - avec T .
S h

Et d'abord, un système tel que g avec —, ou bien /* avec

— , sera bien facile à résoudre; car, pour le premier, par
o

exemple, on substituera toutes les valeurs de q dans -~, et

on reconnaîtra à chaque fois les diviseurs que le résultat

acquiert en commun avec g ; ainsi on n'aura à faire de sub-

stitution que dans un seul polynôme. Et c'est à cela que nous

ramènerons le calcul pour le troisième sy^èine, que nous

représenterons encore par [G, II] ; mais en supposant qu'au-

cun des deux polynômes G et H n'admette un facteur numé-

rique.
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Soit divisé G par H, et le résultat de la division représenté

par â&==HQ+RIrl,

a est le plus petit nombre par lequel il a fallu multiplier G
pour obtenir un quotient et un reste entiers ; rx est le fac-
teur numérique commun à tous les termes du reste.

Dès lors on prouvera aisément que a et rt sont premiers
entre eux, et que G et H ne peuvent acquérir par la substi-
tution d'une valeur de q aucun autre facteur commun que
ceux qui seront acquis en même temps aux systèmes

[H,r,]et[H,R,].

On divisera H par Rx, et en appliquant ici le beau théorème
de Labatie, on remplacera de nouveau le système de [H, Rx]
par deux autres plus simples •.

[RI frJet [RORJ,
et ainsi de suite.

V. Application. Soit l'équation

j^—6*8+l 9 J:8—30^+24=0,

donnée en exemple par M. Finck (p. 358 du Traité d'Al-
gèbre, 2e édition). On a ici :

G:=— 6?—30, H=

Ce système, en adoptant une notation déjà admise dans la
théorie de l'élimination, sera remplacé par le suivant :

[H, 6] + [ y + 5 , 4 6 ] ,
ou même par

[H,6] + [y+5, 2],

puisque aucun diviseur de 24, substitué à q dans ^+5, ne
peut lui faire acquérir le diviseur premier 23.

Étudions donc premièrement le système [<?-(-5, 2], lequel
n'admet évidemment pour^ que des nombres impairs.
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Et comme on suppose qu'on ait préalablement essayé les
diviseurs dans lesquels p et q sont db 1, on voit que q ne
peut avoir ici que les valeurs + 3, avec lesquelles on pourra
essayer/?—d= 2.

Examinons donc les quatre formes :

x*A-ïx—3 ;
*•—2.T+3;
,v,2 2,27 3 •

or les valeurs f(i)=8 et /(—1)=80 font exclure immé-
diatement la première et la troisième.

J'essaye ensuite par la division les seconde et troisième ,
en ordonnant selon les puissances croissantes, et l'impossi-
bilité se manifeste dès les seconds termes des quotients.

Dès lors les essais doivent se porter sur le système

et comme 6 est diviseur de 24, on doit essayer premièrement,
avec chaque valeur de q multiple de 6, les valeurs de p qui
en sont diviseurs. Pour commencer par les formes les plus
simples, # = + 6 avec p= dzi ; elles se trouveront exclues
immédiatement par la simple considération de y(-j-l) et

On passera donc à ̂ = ± 6 avec p = J^3, d'où les formes

xa+3x+6

x%—3x—6.

La première s'exclut par la même considération de/(1) ou
/•(—i) ; la seconde ne permet pas de pousser la division au
delà du second terme, et la troisième réussit.
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PROBLÈME SUR LES POLAIRES.

P A R M. JOACHIMSTHAXi,
Professeur agrégé à l'Université de Berlin.

Problème. Etant donnés un point (o) et sa polaire par rap-

port à une conique, dont les intersections avec la polaire

soient (/') et (g) (*), trouver le point de rencontre (R) des

deux normales sans se servir des points {/) et (g).

Solution. 1. Soienl cp, cq les directions des axes princi-

paux, et c le centre de la conique; menez co qui rencontre

la polaire de o en r, prenez or = rs, alors le point demandé

sera dans la perpendiculaire st, abaissée du point s sur la

droite pq (fig. 49).

2. Construisez le rectangle cpctq\ joignez cl et o , et le

point demandé sera dans la perpendiculaire cd abaissée du

centre c sur c,o.

Par conséquent, le point R, où les lignes cd, si se cou-

pent, sera en même temps le point de rencontre des deux

normales.

La construction ne subit que des changements légers, en

supposant lo point o dans l'intérieur du triangle/?^.

Si pq devient une tangente à la conique, les trois points

o, r, s coïncident, et on obtient une nouvelle construction

du centre de courbure.

Si la ligne pq devient une sécante idéale, la construction

subsiste encore sans avoir la même signiOcation que pour le

cas des deux normales réelles.

O Les deux points feigne sont pas indiqués dans la figure.
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DÉFINITIONS PRÉCISES ARITHMÉTIQUES

des racines et des logarithmes incommensurables.

P A R M. G U I L M I N ,
Ancien élève de l'Ecole normale.

1. Qu'est-ce que la racine carrée d'un nombre qui n'est

pas un carré parfait ? Qu'est-ce que 1^2, par exemple? Dans

la géométrie, on rencontre ce nombre et on conçoit parfai-

tement son existence ; c'est pour nous alors un nombre bien

déterminé. Mais ne serait-il pas bon de déGnir arithmé-

tiquement, d'une manière précise, indépendamment de toute

app'ication, ce qu'on entend par V^2? C'est ce que nous al-

lons essayer de faire (*).

2. Nous avons remarqué que le calcul de v 2 , à des

approximations décimales de plus en plus grandes, effectué

d'après la définition et la règle données en arithmétique,

conduisait à des nombres qui, s'ils ne croissaient pas toujours

nécessairement, au moins ne décroissaient jamais. Nous nous

sommes demandé si cela était particulier aux approximations

décimales, surtout en voyant que le calcul de celle même

racine de 2 à moins de - , de - , de - , de - , était loin de
5 6 7 8

conduire au même résultat ; car la première racine approchée

est plus grande que chacune des trois au!res.

L'examen de la question nous a conduit à formuler cette

proposition générale : Si Von prend successivement la racine

O Voir t. VI, p. no. Tm.

ANN. DE MVTHF.M. VI *-»•
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carrée d'un même nombre, V 2 par exemple, à moins de

deux fractions — et - , teMes one n soit multiple de m, la
m n

seconde racine approchée n'est jamais moindre que la pre-

mière. Par exemple, la racine de 2 à — près ne saurait
15

être moindre que Wz calculée à - près.
o

a b
En effet, soient - et -~ les deux racines approchées. Si

o lo
ci b 3# b
-était plus grand que - - , on aurait — > —. Mais le carré
5 lo 1o lo

a 3<z
de - ou de — est moindre que 2, et contenu dans 2. Donc

5 15
b
— ne serait pas le plus grand nombre de quinzièmes dont le
15
carré soit contenu dans 2, ne serait pas la racine de 2 à

— près -, ce qui serait contraire à l'hypothèse.

En calculant V% à —, —, -- près, on trouve des nom-
1 0 l o 2SJ

bres égaux à - qui est la racine de 2 à moins de ~. Cela
5 5

peut-il toujours continuer ainsi ? Il est évident que non. Mais

quand la valeur approchée sera-t-elle plus grande que-? Pour
o

le savoir, partons du calcul de notre racine, à - près : on a
o

multiplié 2 par 5% extrait la racine du produit 2 x 5a à moins
d'une unité, ce qui a donné 7. Désignons, pour généraliser,
le reste de cette opération par r (ici r = l). Nous avons
2 x 5a = 7a+ r. Multiplions les deux membres de cette éga-
lité par le carré d'un nombre entier indéterminé n ; nous
avons :

2 + r X n\ (1)
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Nous voyons déjà que la racine carrée de 2 X 5a X #a à
moins d'une unité sera au moins 7 X » , et la racine de 2 à

. _, 1 . . 7 X « 7
moins de , au moins de = - ; ce qui démontre

b xn 5 xn 5 ^
autrement la proposition énoncée plus haut. Continuons •.

pour que la racine de 2 à moins de surpasse , il
F H 5xn * 5 X »
suffit que le deuxième membre de l'égalité (1) soit au moins

égal à (7X w+l)a ; car la racine approchée sera alors — #
5Xft

Mais 7 x n + ! )a = T X i 2 + 2 x ï X » + l . Comparant à
l'égalité (1), on voit qu'il suffît pour notre but que l'on ait

rXra2>2x7Xraou bien rx?*> 2 x 7 , ou enûn « > - — .
r

En prenant pour n le nombre entier immédiatement supé-

rieur à ce quotient, on sera certain que 1^2 calculée à moins
de sera un nombre plus grand que V 2, à - près.

5X^ 5
Dans notre exemple, r = 1. il faut prendre r ;> 14 ; prenant

1 1
r= 15, nous cherchons la racine à moins de = —.

' 5 x 1 5 75
106 3. 7 105 _,

On trouve — , tandis que - = —-. En prenant un quel-

conque des multiples de 5 inférieurs à 5x15 pour dénomina-
teur de la fraction d'approximation, l'approximation n'a-
vance pas. Ce n'est pas à dire qu'il en serait ainsi pour tout

dénominateur inférieur à 75. On voit de plus que ~ est une

limite inférieure de la différence entre J^2 et - , en ce sens
5

que ( - + r r ) est inférieur à 2 aussi bien que | - j lui-même.

k. Maintenant que nous avons un moyen assuré d'avoir
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des racines approchées croissantes, revenons à notre sujet

principal. Qu'est-ce que 1^2?

Calculons 1^2 à des approximations décimales succes-

sives poussées aussi loin que l'on voudra. Écrivons sur deux

colonnes: 1° les racines approchées par défaut ; 2° les racines

correspondantes approchées par excès, lesquelles ne sont

autre chose que les premières augmentées chacune d'une

unité décimale du dernier ordre. Voici le commencement des

deux suites.

1,4 i ,5

1,41 1,42

1,414 1,415

1,4142 1,4143

1,41421 1,41422

Deux nombres correspondants des doux suites, à partir

des seconds nombres, sont compris entre les doux nombres

Immédiatement supérieurs • 1,41 et 1,42, par exemple, sont

compris entre 1,4 et 1,5. Un nombre de gauche peut être

quelquefois égal à son supérieur; le nombre de droite, d'au-

tres fois, égal au sien.

Supposons que l'un de ces cas se présentant, deux ou plu-

sieurs nombres consécutifs de la colonne do gauche étant

égaux, on ne conserve, chaque fois, que l'un de ces nombres,

en supprimant tous les autres, ainsi que leurs correspondants

de droite. Cela fait, nous pouvons certainement établir les

conséquences suivantes : Les nombres de la colonne de gauche

forment une suite croissante ; ces nombres ont cependant

une limite supérieure, car aucun d'eux ne peut dépasser un

quelconque des nombres de la colonne à droite. Les nombres

de celte colonne de droite forment une suite décroissante ; ils
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ont une limite inférieure, car aucun d'eux ne peut ê(re infé-
rieur à un nombre quelconque de la colonne de gauche. Les
deux limites dont nous parlons sont, par leur nature mérne,
comprises entre deux nombres correspondants quelconques
des deux colonnes. Or on peut trouver deux nombres corres-
pondants dont la différence soit une unité décimale aussi pe-
lile que Ton voudra. Donc la différence entre les deux limites
en question est moindre que tout nombre assignable; donc
ces deux limites sont un seul et même nombre. Cette limite

commune est ce qu'on appelle ^ 2 .
Pourquoi ? C'est que 2 est la limite des carrés des nombres

de gauche, aussi bien que des carrés des nombres de droite;
limite supérieure pour les uns, inférieure pour les autres.
On sait, en effit, que les carrés des nombres de gauche sont
tous inférieurs à 2 ; les carrés des nombres de droite tous
plus grands que 2. Ce uombre 2 est donc compris entre les
carrés de deux nombres correspondants quelconques. Par
cela môme que la différence entre deux de ces nombres
correspondants, a et <z + £, décroît au-dessous de tout
nombre assignable, il en est de même delà différence de leurs
carrés (*). Il arrivera donc alors que la différence entre 2 et
chacun de ces carrés sera moindre que tout nombre assi-
gnable, quand ces nombres approcheront de leur limite.
2 est évidemment le carré de la limite de ces nombres, et on
a bien fait d'appeler cette limite, \/'I.

Mais, d'après ce qu'on a dit précédemment, n étant un
nombre entier quelconque, nous pouvons, en prenant des

valeurs approchées de Vi à - , , , . . . ou
vx n nxp nxpXq

C) (a -h s")2 — as — 20 ?+ î* «. f(7a + c?) = >?a+a + cT) Or a -f a + <? est moindre
que le double dea+cT, c'esl-à-dire du plus grand nombre; or a+cTest moindre
que i,5 le premier des nombres de droite. 2Xl,bX <?ou 3cT est donc une limite
supérieure de la différence des carrés.
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plus simplement, à - , — , r - , —-, former deux colonnes
7i z / i U'Ji Hn

pareilles aux précédentes, et arriver aux mêmes consé-

quences pour les limites des nombres écrits dans ces deux

colonnes. Nous serons tout aussi fondés à appeler \/2 la li-

mite commune des nombres de nos deux nouvelles colonnes.

Cependant, à ne voir que les deux tableaux, il ne paraît pas

évident que les deux limites soient les mêmes pour les nom-

bres décimaux du tableau que nous avons écrit, et les nom-

bres du tableau que nous venons d'indiquer sans récrire.

Ne peut-on pas croire à deux limites différentes, l et /', à

deux définitions pour \/2, qui n'en aurait alors aucune ?

Non ; car l'une et l'autre définition sont fondées sur cette

proposition : 2 est la limite dos carrés des nombres de chaque

suite décimale ; 2 est la limite des carrés des nombres des

deux nouvelles suites obtenues en changeant la fraction pri-

mitive qui marquait l'approximation ; supposons , comme il

est dit plus haut, deux limites différentes, / et /', pour les ra-

cines approchées des deux tableaux; prenons deux nombres

à l'extrême voisinage de chaque limite dans les suites cor-

respondantes, l'un intérieure Z, l'autre supérieur à /'; la

différence entre ces deux nombres aurait une valeur déter-

minée plus grande que l—l' ; la différence entre leurs carrés,

qui comprennent le nombre 2, aurait aussi une valeur dé-

terminée (*). L'un de ces carrés, au moins, aurait avec 2 une

différence qui ne pourrait être moindre qu'un nombre assigné

quelconque, comme cela doit être cependant pour les nombres

des deux tableaux, quand on approche suffisamment de la

(•) Cette différence entre les carrés serait au moins égale à 2(i,4)x(/-—!'), ou
bien à 2XaX(i — l'), en appelant a le plus petit nombre de la suite de gauche,
deuxième tableau. On lire cette limite de la formule 2acT+:?*=«(2a-l-9v))^; 1,4 ou
a étant moindres l'un où l'autre que a.
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limite de chacun. On peut faire, au lieu de la démonstration

précédente, celle que nous faisons plus loin à propos de lo-

garithmes, pour prouver l'identité de toutes les limites. Tout

ce que nous venons de dire s'applique évidemment à la ra-

cine carrée d'un nombre quelconque, entier, fractionnaire

ou incommensurable, mais bien déterminé. Cela s'applique

même à une racine quelconque.

n étant d'ailleurs un nombre entier quelconque, on voit

que Ton arrive à la même limite, quelle que soit la fraction

primitive marquant l'approximation. On peut employer le

même raisonnement à l'égard d'autres nombres appelés in-

commensurables, pour les définir au point de vue purement

arithmétique.

Faisons-le pour les logarithmes.

Sur la définition des logarithmes incommensurables.

Considérons le système de logarithmes dont la base est 10.

Écrivons les deux progressions :

f^i: io: ioo:iooo:îoooo:100000
: o . î . 2. 3. 4. 5

et faisons quelques remarques préliminaires. Quand on insère

entre les termes de la progression géométrique considérés

2 à 2 un nombre indéterminé m de moyens, on a pour raison

nouvelle <?— V ÎO; q étant plus grand que 1, car qm+l=10i

tous les termes de la nouvelle progression vont en croissant

et peuvent dépasser toute limite donnée. On sait de plus que

Ton peut toujours choisir m assez grand pour que deux

termes consécutifs de grandeur finie, pris dans la nouvelle

progression, aient entre eux une différence .aussi petite

que l'on veut. La formule générale d'un terme de celte
Ht-l-l

nouvelle progression est y n = y\0n.
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Considérons deux progressions géométriques ainsi obte-

nues, en prenant deux valeurs différentes , m et m\ de m;

prenons un terme dans chacune d'elles, et comparons entre
m-fi m'+i

eux ces deux termes qn= | / i o n eiq'n'=l//ion\ Pour savoir

qud est le plus grand des deux, il suffit de comparer les

deux fractions et Si, par exemple, —— est

ri «+1

plus grande que , il est certain que \ / 1 0 n est plus

grand que KlOn'; en effet, on peut réduire ces fractions

et — .--•— au même dénominateur D. Soient - e l — les
m-f-l m-\-\ D D

m+i D
deux résultats. On voit facilement que V 10 n = \ / l O N et
m'-M __ D N • K ,

V/lON = V 10N' (*). On sait que — est plus grand que —,
D

ou N plus grand que Kf. Donc 10N > 10N', et V/lO31 plus
D

grand que l / lON ' , ce qu'il fallait prouver.

Ecrivons la progression géométrique pour les cas de

m4-l = 10 ; insérons le même nombre m de moyens entre les

termes de la progression arithmétique (1); nous aurons ainsi

les deux nouvelles progressions

f 10 10 10 10 10 10

Ji:V/io:V/ioa:V/io4...V/ioii:V/«oII:V/ioia

1 2 3 10 lj 12
' ïô ' ïo ' ïô "' ïô ' ïô " 10

(•) L'égalité l/T(m«lx /i<)N, reyient à celle-ci, ionXD«ioN(m+1) . OrîLti
tn

étant égal à ,nxD^=Nx (m+i). Donc l'égalité précédente est vraie, et la

première aussi.
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Si nous faisons la même chose dans le cas de ira-j-1 =100,
nous aurons un troisième système :

1 0 0 1 0 0

J_ JL JL 100 101
# ' îoô " Tôô " 100 îoo ' ïôô

et ainsi de suite indéfiniment.

De même que tous les termes des progressions (1) font
partie des progressions (2), tous les termes des progressions
(2) font partie des progressions (3). On peut considérer le
système (3) comme obtenu en insérant neuf moyens entre les
termes, pris deux à deux de chacune des quatre progressions
(•2). Si on écrit le système (4) pour m -f-1 =1000, on verra
de même que ce «yslèmc (4) se déduit de (3), delà même ma-
nière que (3) de (2). m-\-i croissant indéûniment, deux
termes consécutifs d'une progression géométrique pourront
différer auss» peu que Ion voudra; de môme pour la progres-
sion arithmétique correspondante.

Tout cela posé, considérons un nombre quelconque, 7 par
exemple. Il est compris entre deux termes tic la progression
géométrique (2), comme entre deux termes de la progression
géoméirique (3), et ainsi de suite. On ne saurait d'ailleurs

»*+•

avoir V/tOw=:7 pour dos valeurs entières de m-fi et/*, car il
en résulterait 7m+r = 10w, égalité impossible. Pour avoir les
nombres qui comprennent 7 dans une progression quelcon-
que, on observe qu'on doit avoir

l / l i f < 7 < V/TÔ^1,
d'où

1 0 m < 7 w + l < 1 0 ï l + l .

m-\-\ étant un nombre donné , et n un nombre cherché. On
élèvera 7 à la puissance m+l, on comptera les chiffres du
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nombre obtenu ; si on trouve p chiffres , 71*4"1 sera compris
en ÎO*""1 et 10p; n=p—l;/i étant ainsi trouvé, on aura, à la

w-fi m+i

fois, les deux nombres l / lO n et \ / lOn + 1 , qui comprennent 7
dans chaque progression géométrique, et les deux nombres

—— et ——, écrits sous ceux-là dans la progression arith-

métiqae correspondante.
Il nous sera donc possible de former le tableau suivant :

En suivant l'ordre des progressions géométriques tel qu'il
est indiqué ci-dessus, nous écrivons sur deux colonnes ver-
ticales, l°les termes immédiatement iuférieursà7; 2° les ter-
mes immédiatement supérieurs , en mettant à côté l'un de
l'autre les deux nombres qui comprennent 7 dans une même
progression géométrique. Sur deuxautres colonnes verticales,
que nous faisons correspondre aux précédentes, terme à
terme, nous mettons les nombres qui dans les progressions
arithmétiques correspondent aux termes des progressions
géométriques que nous venons d'écrire. Voici le commen-
cement de ces suites :

(a)

100

V/ÎÔ5?
1000

10
10

V"ùf
100

\/io85

(a')

0,8

0,84

0,845

Deux termes correspondants des colonnes (a) et (£•, à
partir delà deuxième li^nc horizontale, sont compris entre
les correspondants supérieurs . ii en est de mémo de deux
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termes correspondants quelconques des colonnes (a') et {b1).
100 100

Par exemple •. | / l 0 8 4 et \ / l o 8 5 ne peuvent être moindres
10 10

que VXtf, ni plus grands que V"w. En effet, 7étant corn-
10 10

pris entre KlO 8 et KlO9 , qui correspondent aux termes

0,8, 0,9 de la progression arithmétique (2), si Ton cherche

les termes qui comprennent (7) dans la progression géomé-

trique (3), on doit trouver deux des termes qui s'intercalent
10 10

entre KlO 8 et KlO9 quand on passe des progressions (2) aux

progressions (3). Les deux termes correspondants de la pro-

gression arithmétique (3) seront deux des termes intercalés

entre 0,8 et 0,9 ; l'un de ces termes pouvant être 0,8 ou 0,9.

Après tout ce que nous venons d£ dire, on pourra répéter

mot pour mot, au sujet des colonnes [a) et (/?), ce qui a été

dit des deux colonnes verticales formées à propos de V2.

Seulement, pour la conclusion dernière, observant que 7 est

constamment compris entre deux termes correspondants de

ces colonnes (a) et [b), on conclura que la limite commune

des nombres de ces colonnes est 7.

En répétant de nouveau, et mot à mot, ledit raisonne-

ment cité, on conclura que les nombres des colonnes (a') et

{bf) ont une limite commune vers laquelle ils tendent indéfi-

niment en correspondant toujours dans les progressions suc-

cessives aux nombres des colonnes (a) et (b), Concevant donc

continuée indéfiniment la comparaison des progressions telles

que (2), (3), (4 ) . . . . . . on trouve des nombres différant de (7)

d'une quantité aussi petite que l'on veut, correspondant à

des nombres des colonnes {a') et {b) continuées suffisamment

loin. On est donc fondé à établir cette définition : Le loga-

rithme d ' 7 n'est autre chose que la limite des nombres (a')

et {b'), limite dont nous avons prouvé l'existence.
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6. Il y a unn infinité de manières d'arriver à cette limite

qu'on appelle logarithme de 7.

Au lieu de faire m ~f~ i = 10, on peut lui donner une va-

leur quelconque p ; puis, pour continuer, une valeur mul-

tiple quelconque de p ; m + 1 =p x q ; puis encore une

valeur multiple p X q X r, et ainsi de suite. Tout ce que

nous avons dit sera vrai. Tous les termes de la progression

géométrique obtenue pour m + * —P feront parlic delà pro-

gression obtenue pour m-\-1 =zp x q< On passera évi-

demment de la progression [m-\-\ ==p) à la progression

7;*4-l= (pxq), en insérant q— 1 moyens entre les trrmes

pris deux à deux de la première de ces progressions. D'ail-

leurs, m -j-1 croissant et pouvant croître au delà de toute

limite, de cette manière-là aussi bien que si m-\-i égalait

10n, deux termes consécutifs d'une progression géométrique

obtenue pourront différer aussi peu que Ton voudra. D'ail-

leurs — : peut décroître indéfiniment. On peut
p Xq X r....

donc, pour nos hypothèses actuelles, recommencer tout le

raisonnement précédent, et arriver à former un tableau sem-

blable à celui que composent les colonnes (<?), (£), (<?'), (£').

On arrivera à cette même conclusion que le logarithme de (7)

est la limite des nombres des colonnes remplaçant {a!) et (//).

Ce qu'il faudrait faire voir, c'est que cette nouvelle limiîc,

quels que soient / ? x < / X ^ ne saurait différer de celle

qui existe pour les nombres (a1) et (//). Admettons que ces

deux limites diffèrent ; soient / la limite de la suite décimale,

et/' la limite de la suite nouvelle, que j'appellerai suite frac-

tionnaire. Supposons / plus grand que /'. Puisque la diffé-

rence / — /' existe, on peut la regarder comme étant plus

grande qu'un certain nombre commcnsurablc r-, H pouvant

être un nombre très-grand. Dans la suite fractionnaire
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des nombres inférieurs à ï, on peut prendre un nombre

-r dont le dénominateur N soit plus grand que H. Alors ^

est moindre que —.

r- inférieur h V est inférieur à / , et diffère de / d'une

quantité plus grande que / — 1 \ plus grande que —, et en-

core plus grande que —. Il résulte de là que —N—, terme

de la deuxième suite fractionnaire correspondant à •— est

encore moindre que / d'une certaine quantité que nous dési-

gnerons par k. Mais on peut prendre dans la sui(e décimale

des nombres inférieurs à l, un nombre qui en diffère d'une

valeur moindre que k. Soit —r, le nombre ainsi choisi. On

A ' A i t «>*; N

aurait —kl > • "T . Par suite, V l O * > KlO A+1, ce qui

10 f c f

est absurde; car, d'après nos raisonnements, l / lOA ' est
N

moindre que T ^ l K l O ^ 1 plus grand que 7. On voit donc
que log. 7 est un nombre bien déterminé ; qu'on arrivera à la
même valeur pour ce logarithme, quel que soit le mode
d'approximation adopté.

7. Nous avons donné quelque étendue aux considérations
précédentes. Elles sont fondées sur cette remarque géné-
rale : le plus grand nombre de nième$ contenu dans la va-
leur d'un nombre incommensurable A , n'est jamais moindre
que le plus grand nombre de piéme$ contenus dans ce nombre
A, si p est un multiple de n ; ce qui se démontre comme on

Ta fait pour - et — , valeurs approchées de 1^2. Pour em-
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ployer les considérations précédentes afin de définir aritbmé-

tiquement un nombre incommensurable A , il suffira donc

qu'on ait le moyen de déterminer le plus grand nombre de

nièmes c o n t e n u s dans \ ? n étant quelconque ; et on le peut,

dès qu'on a, pour détermnier A, une méthode d'approxima-

tion quelconque, le développement en fraction continue,

par exemple.

COMPOSITIONS ÉCRITES

Des sept séries dans lesquelles on a partagé les candidats à

l École polytechnique, à Paris, en 1847. (Voir t. Y, p. 702.)

I.

Discuter le lieu de l'équation .zm-\-ym=zam.

Trouver l'équation de sa tangente.

Calculer, à un millième près, l'expression JC=———— .

+ K
Thermomètre; attractions et répulsions magnétiques;

dispersion de la lumière.

II.

Discuter le lieu de l'équation polaire p=:a si n Ôcos 0 • v. 263).

Trouver l'équation de sa tangente.

Continuité des fonctions algébriques, e^| atielies et

logarithmiques.

Machine pneumatique ; chaleurs spécifiques.

III.

Discuter le lieu de l'équation y= a tang ( j

Trouver l'équation de sa tangente.
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Extraire, avec une approximation donnée, les racines

des nombres quelconques entiers ou fractionnaires et des

quantités imaginaires de la forme a± b V — 1.

Machine pneumatique ; chaleurs spécifiques.

IV.

Discuter le lieu de l'équation y = x -f- a sin [ j- Y

Trouver l'équation de sa tangente.

Conditions d'équilibre d'une baguette homogène s'ap-

puyant à ses deux extrémités sur deux droites fixes, ayant

une position quelconque dans l'espace.

Tension des vapeurs ; condensateur électrique ; para-

tonnerre.
V.

Du sommet A de l'angle droit BAC on mène une droite

quelconque ; des points B , C on abaisse sur cette droite les

perpendiculaires BP, CQ ; trouver le lieu des points M de

ces droites pour lesquels A M 2 = AP X AQ.

Théorie de l'homogénéité.

Généralisation des formules trigonométriques.

Machine pneumatique ; poids spécifiques et instruments

propres à les déterminer.

VI.

Trouver la longueur d'une corde divisant la surface d'un

cercle donné dans un rapport donné.

Construire géométriquement l'équation à laquelle on ar-

rive.
d

Discuter le lieu de l'équation y =

Trouver l'équation de sa tangente.

Baromètre; loi de Mariotte ; bouteille de Leyde.
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VII.

Trouver le lieu de l'équation p = <x — £9, et celui de

l'équation ? = jzrb-

Trouver l'équation de la tangente de chacun de ces deux

lieux.

Trouver le lieu des projections d'un sommet d'une sec-

lion conique sur toutes ses tangentes.

Élei trophore ; hygromètre à cheveu j variations de l'inten-

sité do la lumière à raison de la distance et de l'inclinaison

des surfaces.

QUESTION.

164. A, B, C, D étant quatre points pris sur une ellipse,

tels que les normales en ces points convergent vers le même

point; a*y* + tfx1 = cfb* étant l'équation de l'ellipse, les

cordes AB, CD sont conjuguées relativement à l'hyperbole

ay* — £2xa = — a*l>* ; axes rectangulaires.

RECTIFICATION

Relative à un théorème sur les foyers.

Le théorème IV de la page 533, tome II , doit être ainsi

énoncé : « Le produit des disiances d'un point de la courbe

» aux deux foyers divisé par le produit des distances de ce

» mène point aux deux directrices, donne un quotient con-

» stant. »

Nous devons cette importante correction, qui devait être

faite depuis longtemps, à l'amitié de M. Catalan. TM.
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UNIVERSITÉ DE DUBLIN; 1846 {F. t. V, p. 515).

Programme d'agrégation (Socius, —1847) (*).

MATHÉMATIQUES,

M. Graves, professeur.

1. Donner une méthode géométrique pour mener une tan-

gente à une ligne plane du troisième ordre par un point pris

sur la courbe.

2. La même construcïion donne le cercle osculateur.

3. On peut faire les mêmes constructions pour une courbe

pîane d'ordre quelconque.

4. On peut déterminer de la même manière, pour unesur-

face d'ordre quelconque, et le plan tangent et le cercle qui

oseuîc les lignes-de courbure en un point quelconque.

5. Propriété remarquable des cordes menées d'un point

donné aux points où le cercle osculateur rencontre la courbe.

6. Un théorcmequdeonque sur les asymptotes rectiiignes

descourbcsdu/2lémeordrcélant démontré, ilenrésulledesuile

un théorème plus général sur les tangentes dont les points

de contact sont en ligne droite : par exemple, on sait que

toutes les hyperboles qui ont à l'infini quatre points de con-

tact avec une ligne du troisième ordre, ont le ruêmc cenlre,

et que les trois centres répondant aux trois asymptotes sont

sur une même droite* Quelle est la propriété générale ana-

logue des tangentes?

(*) Programme en lalin; cette agrégation correspond probablement à notre
agrégation pour les facultés et dont le programme doit paraître en 1818.

ÀNN. DE MATHÉM. VI. 2 2
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7. Dans les courbes sphériques, la distinction entre les

branches hyperboliques et paraboliques n'existe pas.

8. Étant donnée l'équation d'une courbe en coordonnées

rectilignes, comment chen he-t- on la nature du point singu-

lier situé à une distance infinie?

9. t et n étant les segments réciproques qu'une tangente à

une courbe fait sur lus axes rectangulaires, l'équation du

ntème degré entre Ç et n est une courbe de la nième classe, c'est-

à-dire une courbe qui est la polaire réciproque d'une courbe

de n^me degré.

10. Cette équation peut généralement se mettre sous la

forme PQR... + y.an_2 = 0; ou les fonctions PQR... en

nombre n sont du 1er degré; an-2 est une fonction de

Tordre n — 2 et f* une constante.

11. Interprétation géométrique des équations P = 0 ;

Q = 0; R = 0; etc. an-2 = 0.

12. Étant donnée l'équation dune courbe de troisième

classe sous la forme PQR -j- l̂ S3 = 0 , on demande l'interpré-

tation géométrique des équations P = 0; Q = 0; R = 0 ;

S = 0.

13. Le théorème remarquable de Cotes sur les transver-

sales coupant une ligne du nième ordre dérive de la considé-

ration des derniers termes de l'équation entre les coordonnées

rectilignes ; un théorème analogue existe pour les lignes de

la nUme classe.

14. Dans un triangle sphérique, on donne la base et l'angle

opposé; quelle relation existe entre les variations des côtés?

15. Le même théorème existe pour un triangle formé sur

une surface quelconque par trois lignes géodésiques (les plus

courtes).

16 Mêmes données ; quelle est la relation entre les varia-

tions des angles à la base ?

17. Déduire de la relation entre les variations des côtés la
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formule fondamentale pour la comparaison des fonctions

elliptiques de la première espèce.

18. Mêmes données ; quelle relation existe entre les varia-
tions des côtés et la variation de la perpendiculaire abaissée
du sommet sur la base ?

19. De ce théorème, on déduit de suite la relation fonda-
mentale entre trois fonctions elliptiques de la seconde espèce.

20. Interprétation géométrique de cette formule par des
arcs elliptiques. Que signifie le terme c'sinu sin y sin.£?

2t. <p et ty étant les amplitudes des deux arcs compirmen-

taires dans l'ellipse, on demande la relation entre les dia-

mètres de l'ellipse qui font des angles 9 et ty avec le petit axe.

22. La fonction sinam (a) est périodique, que u soit réel

ou imaginaire.

23. De là, les fonctions elliptiques sont douées d'une
double périodicité, une réelle et l'autre imaginaire, pourvu
que le module soit réel.

24. On sait que les fonctions complètes de troisième espèce
dépendent des deux autres espèces. On peut déduire de là,
sans peine, le théorème de Legendre sur les fonctions com-
plètes de première et deuxième espèce qui ont des modules
conjugués.

25. Les fonctions de troisième espèce, à paramètres loga-
rithmiques , peuvent être réduites à des fonctions à deux ar-
guments.

26. Développement en série de la fonction 6.
27. Développement en série de la fonction F (c,y), suivant

les sinus des multiples de <?.
28. Développement de F (c), suivant les puissances du

module.

29. Qu'y a-t-ii de remarquable dans l'équation différen-
tielle entre F(c) et b?
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30. Quelle courbe est vulgairement proposée pour repré-

senter les fonctions elliptiques de première espèce?

31. Quelle est la courbe sphérique dont l'arc représente

une fonction de troisième espèce ?

32. Quel doit être le cône pour que Tare de la courbe sphé-

rique représente une fonction de première espèce?

33. Ou une fonction de seconde espèce?

34. Quelle sera la courbe sphérique si Taxe principal in-

térieur du cône est un diamèlre de la sphère? quelle fonction

elliptique représente-t-cllc ?

35. L'une et l'autre courbe peuvent facilement se déduire

de la section sphéro-conique.

36. Deux surfaces confocales du second ordre se coupent

orthogonalement ; quelle est la propriété corrélative des sur-

faces ayant le même centre el les mêmes plans direeleurs?

37. Suivant quelles lignes se coupent de telles surfaces?

38. Dans quelles surfaces du second degré les lignes de

courbure sont-elles planes?

39. Quelle que soit la surface, si la ligne de courbure est

plane, l'angle entre ce plan et un plan tangent, mené par un

point de la ligne, est invariable.

40. La détermination de la ligne géodésique sur la surface

de l'ellipsoïde dépend d'une équation diffêrenlicUe du second

ordre. Quelle est l'interprétation géométrique de l'intégrale

première?

41. Toutes les lignes géodésiques partant d'un ombilic

convergent vers l'ombilic opposé.

42. Tous les arcs géodésiques joignant deux ombilics op-

posés sont de même longueur.

43. La somme ou la différence de deux arcs géodésiques

partant de deux ombilics vers un point quelconque d'une

même ligne de courbure est invariable.

44. Il existe un théorème général pour des lignes géode-
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siques menées d'un point quelconque à une ligne de courbure

donnée et rencontrant une seconde ligne de courbure.

45. Deux arcs géodésiques touchent des lignes de cour-

bures données et se coupent orlhogonalement; quel est le

lieu du point d'intersection?

46. Si on développe/{x) dans une série procédant suivant

les sinus ou cosinus des mulliples de or, comment faut-il for-

mer les coefficients ?

47. Quel développement doit-on choisir pour qu'il soit

vrai pour des valeurs de x comprises enlrc rc et—rc?

48. Ce développement subsiste-il encore lorsquc/(.r) de-

vient discontinue pour une valeur particulière x = a ?

49. Comment peut-on connaître les caractères de la con-

vergence de celte série ?

50. Quelle est la limite de l'intégrale \ —:—- du,i

croissant indéfiniment?
fP sin ico

51. Delà, la valeur ultime de l'intégrale \ /(&>) du.

52. Quelle est la valeur de celte intégrale lorsque/(w) de-

vient discontinue pour w = 0 ?

53. Quelle est la position d'une courbe dont l'ordonnée est

égale à une série procédant suivant les sinus et les cosinus

des mulliples de a:?

54. Comment faut-il transformer la formule pour une sé-

rie procédant suivant les sinus et cosinus de x multiple,

quand on adopte les limites —-/et + / ?

55. On peut déduire des mômes formules une expression

triple dcj\x) sous forme d'intégrale double.

56. L'ordonnée d'une ligne brisée peut s'exprimer eu

fonction de l'abscisse.

57. En cherchant la fonction de la variable x qui est com -

prise entre les limites

x = -i-, * = + ! ,
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nous tombons sur une intégrale déônie digne de remarque.
58. Donner la démonstration de la formule

i f lf^da =

qui a lieu k diminuant indéfiniment.

59. Déduire de là le théorème de Fourrier.
60. Le théorème de Fourrier peut s'étendre aux fonctions

à plusieurs variables.
61. Dans la transformation de l'intégrale double, que de-

vons-nous substituer à la place de l'élément dxdyl
62. Donner une explication géométrique de ce change-

ment.
63. Usage des intégrales définies dans la solution de l'é-

quation différentielle du 7iiéme ordre.
64. La solution d'une telle équation différentielle peut

s'écrire sous forme d'une intégrale multiple.
65. Si les coefficients sont constants, l'intégrale multiple

peut se transformer dans une somme d'intégrales simples.
66. Si les constantes sont les coefficients d'une équation

algébrique ayant des racines (gales, comment faut-il chan-
ger la forme de Tune et de l'autre solution ?

Note. On voit, d'après ce programme, que dans la savante
université irlandaise, les éludes analytiques et géométriques
sont portées à la hauteur du niveau actuel ; en effet, l'ana-
lyse el la géométrie sont pour ainsi dire les doux yeux de la
science, et c'est l'éborgner que de vouloir l'emploi exclusif
d'une de ces méthodes; mais nous comprenons , sous le nom
de L'éomélric, non pas celle qui est emprisonnée depuis tant
de siècles dans le système cellulaire des coniques, mais la
science qui s'occupe des propriétés générales de l'espace, telle
qu'elle est enseignée aujourd'hui en Sorbonne, sous le nom de
géométrie supérieure, par un de ses plus célèbres promoteurs
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On regrette de ne trouver ici aucune question sur une théorie
acquérant de jour en jour plus d'importance, sur la théorie
des nombres. C'est une lacune qui, on peut Fespér
subsistera pas toujours.

érer, ne

PHYSIQUE (*).

M. Mac Cidlagh, professeur.

1. Donner l'expression de l'action du soleil et de la lune
sur la mer dans un lieu donné.

2. Par quel calcul Newton détermine-t-il la hauteur de
la mer par la théorie dile de l'équilibre?

3. Déterminer la hauteur de l'eau, ayant égard à sa den-
sité.

4. Comment le coefficient de la hauteur de l'eau dépend-il
de la densité de l'eau?

5. Par quelle expérience connaît-on la densiié moyenne de
la terre? Décrire l'expérience de Cavendish et donner les élé-
ments du calcul.

6. Exprimer la hauteur totale de l'eau dans la théorie de
l'équilibre, en coordonnées astronomiques.

7. Trois espèces de termes à remarquer dans cette ex-
pression ; quelles oscillations ces termes déterminent-ils?

8. Expression de l'oscillation semi-diurne.
9- Pourquoi le retard des marées de jour en jour, dimi-

nue-t-ii des syzygies aux quadratures, et augmente-t-il des
quadratures aux syzygies?

10. Dans la théorie dynamique de Laplacc, quelle est l'hy-
pothèse sur la forme et la profondeur de la mer ? D'où vient
la nécessité de cette hypothèse?

(•) Sous ce nom, on comprend la mécanique et l'astronomie.
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11. Comment, dans cette hypothèse, faut-il former les

équalicns du mouvement des eaux?

12. Intégrales particulières données par Laplace.

13. Quelle est l'oscillation diurne en hauteur ? Dans quel

cas est-elle nulle?

14. Quel est l'effet des marées sur la precession des équi-

noxes?

15. Comment faut-il calculer la précession des équinoxes?

16. Si les trois moments principaux d'un corps sont égaux,

son mouvement de rotation n'est pas sensiblement changé

par l'attraction d'un corps éloigné.

17. D'après quelle loi la vitesse de rotation change-t-elîe,

si le corps se refroidit ou s'échauffe?

18. L'équalion générale d'équilibre d'un système de points,

telle qu'elle est donnée par Lagrange, combien comprend-t-

elle de conditions?

19. Quel sens Lagrange attribue-t-il aux facteurs dans

cette équation?

20. Si le corps est continu, il y a deux espèces de condi-

tions et deux espèces de forces appliquées.

21. Équation générale de l'équilibre en ce cas.

22. Comment faut-il traiter cette équation, si elle ren-

ferme des conditions différentielles?

23. Combien peut-on se donner de conditions indétermi-

nées ?

24. Dans les problèmes de mécanique et dans les problèmes

de géométrie qui dépendent du calcul de variation, on fait

usage de multiplicateurs; sont-ils de même nature dans l'un

et l'autre cas ?

25. En quoi diffèrent les variations des coordonnées dans

ces deux genres de questions ?

26. Combien y a-t-il d'équations finales indéfinies dans les

questions de mécanique? Combien en géométrie?
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27. Quelle est l'équation d'équilibre d'an fll flexible ou in-
flexible d'après Lagrange?

23. Que signifie le facteur dans cette équation?
29. Si ce Gl est applique contre une surface donnée, com-

ment faut-il traiter la question?
30. Déterminer dans ce cas la réaction de la surface,

31. Quelle est l'équalion d'équilibre d'un fluide incompres-
sible d'après Lagrange ?

32. Comment en déduit-on les équations ordinaires de
l'équilibre d'un fluide?

33. Comment Navier emploie-t-il l'équation générale de la
dynamique pour exprimer l'équilibre d'un corps solide, ho-
mogène , élastique ?

34. Dans celle équation, le moment des forces internes
du solide élastique est une fonction de six quantités différen-
tielles (intégrale sextuple).

35. Le changement de distances entre les particules voi-
sines dépend de ces six quantités.

36. L'expression du moment des forces internes est-elle la
même lorsque le corps n'a pas la même élasticité dans toutes
les directions?

37. Dans un corps solide homogène, peuvent se propager
deux espèces de vibrations. Quelle est la relation entre les
vitesses de ces propagations ?

38. L'éther lumineux dans un corps cristallisé étant trou-
blé, trouver le moment tfV des forces internes ; quelle est la
forme générale de V ?

39. Définition des axes principaux d'un cristal.
40. Une onde plane se propageant dans un cristal, trou-

ver la loi de propagation.

41. Démontrer que les vibrations se font dans le plan de
Tonde.
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42. Comment détërmînë-t-onanalytiquement la direction

des vibrations dans le plan de l'onde?

43. Que signifie cette condition, géométriquement ?Existc-

t-il deux directions?

44. Quelle est la vitesse de propagation dans Tune et l'autre

direction ?

45. En quoi ces lois s'accordent-elles avec la théorie de

Fresnel? en quoi en diffèrent-elles?

46. D'où Fresnel conclut-il que les vibrations du rayon

polarisé sont normales au plan de polarisation? Au vrai, ne

sont-elles pas parallèles à ce plan?

47. Les vibrations sont toujours perpendiculaires au rayon

dans la théorie dynamique, et pas de même dans la théorie

de Fresnel.

48. Comment faut-il définir la surface des ondes?

49. Comment lluyghens démontre-1-il la loi de Snel-

HusO?

50. Quelle est la loi de la réfraction dans un milieu cris-

tallisé? comment la démontre-t-on?

51. Ces lois peuvent se déduire de la forme des intégrales

particulières.

52. Comment la loi de Snellins est-elle démontrée par

Newton? Quelle est la vitesse de propagation selon Newton?

53. Comment Newton expiique-t-il le phénomène de la

réflexion totale?

54. Dans ce cas comment, dans la théorie ondulatoire,

démontre-t-on l'absence de tout rayon réfracté?

55. Quel est ainsi le mouvement propagé dans le second

milieu? En chercher les lois.

56. Trouver les conditions à observer dans la surface com-

mune aux deux milieux.

'•) Loi de refraction de Descartes.
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57. Ces conditions peuvent s'énoncer brièvement.
58. Il existe encore une autre condition, mais qui é$t

renfermée dans celle-là.
59. D'après ces conditions, il résulte que la phase n'est pas

changée, s'il existe un rayou réfracté.

60. Si la réflexion est totale, la phase est-elle changée
par la réflexion ?

UNIVERSITE DE FRANCE.

Concours d'agrégation pour les sciences mathématiques,

année 1847 (voir t. V, p. 513) (*).

Composition d'analyse.

i° Lorsqu'un cercle roule sur une ligne droite de manière
qu'un point de la circonférence décrive une cycloïde ordi-
naire, tout point situé dans le plan du cercle décrit une
courbe analogue à la cycloïJe et dont on demande l'équation.

On fera voir que les courbes ainsi décrites se confondent
avec celles qu'on a appelées cycloïdes allongées ou raccour-
cies, et qui seraient décrites par un point de la circonférence
du cercle mobile, mais dans Vhypothèse où l'espace recti-
ligne parcouru par le centre du cercle, au lieu d'être juste-
ment égal à la longueur de l'arc dont les parties sont venues
successivement s'appliquer dans le même temps sur la droite
fixe, serait plus grand ou plus petit.

2° On donnera les formules pour la quadrature des cy-
cloïdes allongées ou raccourcies, et Ton dira dans quel cas on
peut les couper par des parallèles à la droite sur laquelle

(•) Agrégation pour tes collèges.
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s'appuie la circonférence du cercle mobile, de manière que

les segments retranchés soient équivalents à des carrés que

Ton puisse construire géométriquement, c'est-à-dire avec la

règle et le compas, au moyen des données de la figure.

3° On donnera les formules pour la rectification do ces

mêmes courbes, et l'on démontrera le théorème de Pascal

qui revient à assigner les axes d'une ellipse de laquelle dé-

pend la rectification delà cycloïde allongée ou raccourcie.

4° On saura gré aux candidats des recherches qu'ils pour-

ront faire, si le temps le leur permet, pour déterminer les

tangentes, les rayons de courbure, les développées des

courbes dont il s'agit, et pour montrer ce que deviennent les

propriétés les plus saillantes de la cycloïde ordinaire quand

on passe à la cycloïde allongée ou raccourcie.

Composition de mécanique.

lre Question. Montrer succinctement comment on trouve

la variation de la vitesse angulaire, produite par des forces

continues qni agissent sur un corps.

2e Question. Une sphère homogène se meut sur un plan

horizontal, à l'origine du mouvement ; le centre de la sphère

a une vitesse connue dirigée parallèlement au plan , et l'on

connaît pareillement le mouvement initial de rotation de la

sphère autour de son centre ; la sphère éprouve de la part du

plan une résistance horizontale appliquée au point de con-

tact et de sens contraire à la vitesse absolue de ce point. Tout

cela posé, on demande .

1° De donner les équations différentielles du mouvement

et de démontrer que la résistance horizontale reste constam-

ment parallèle à une mémo droite pendant la durée du mou-

vemrnt, quelle que soit la loi suivant laquelle elle varie d'in-

tensité ;

2° De donner complètement les lois du mouvement dans
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le cas particulier où l'intensité de la résistance horizontale est
constante.

Composition du jury d'examen.

MM. Cournot, inspecteur général de l'Université, prési-
dent ;

Lebesgue, professeur à la faculté de Bordeaux$
Briot, professeur à la faculté de Lyon ;
Sonnet, docteur es sciences, agrégé es sciences ;
Vernier, professeur de mathématiques spéciales au collège

royal Henri IV.
Note. On peut consulter pour la deuxième question de mé-

canique, deux mémoires de M. Cournot, sur le mouvement
d'un corps sur un plan ûxe, ayant égard au frottement.
(Crelle, t. V et VIII , 1830 et 1832 , en français.) Tra.

JOURNAL DE CRELLE. — 1846 (*).

PREMIER CAHIER.

1. Sur les substitutions du premier ordre et sur la trans-
formation des intégrales elliptiques dans la forme normale;
par le professeur H. Richelot, à KOnigsberg. 1-29.

(L'auteur donne une méthode uniforme pour transfor-
dy

mer l'intégrale • - dans la forme normale

V 1

? —•, au moyen de la forme du premier ordre
A2 i >

(*) Ce sont les quatre derniers cahiers qui aient paru; nous donnerons de
même le contenu des cahiers à paraître, et en rétrogradant nous reviendrons
sur les années précédentes de cette précieuse collection , unique en son genre.
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2. Recherches sur l'élimination et la théorie des courbes ;
par A. Cayley, de Cambridge. 30-45. (En français.)

(Théorie analytique du nombre de points d'inflexion, de
tangentes multiples, etc., et autres théorèmes sur les courbes
en générai et sur la ihéorie dos fonctions rendues homogènes,
due à M. liesse; progrès considérable de la géométrie car-
tésienne, et qui paraît être complètement ignoré en France.
Nous en parlerons prochainement.)

3. In solutioncm œquationum algebraicarum disquisitio;
auctore C. J. Malmsten, prof. Upsal. 46-74.

(L'auteur démontre ce théorème, qu'Abel a énoncé, et
dont il a esquissé la démonstration : Si une équation irréduc-
tible de degré p. (p. nombre premier) est résoluble algébrique-

i i t,

ment, les racines ont cette forme JL=A+R^-f R^-f...!! _ ^

A est rationnel, et R^ R y R __, sont racines d'une équa-
tion du [x—i>ème degré, et dont les coefficients sont des
fonctions rationnelles des coefficients de l'équation donnée;
de là on déduit l'impossibilité de résoudre l'équation du
5e degré, et par conséquent les équations de degré supérieur.)

4. Sur ia formule de Lagrange et son application à la for-
mation des séries; par J. Dienger, professeur à Sinsheim,
près Ileidclberg. 75-100.

Fac-similé d'un manuscrit de Ferrari.

DEUXIÈME CAHIER.

5. Addizione alla memoria intitolata : Nuove appîicazioni
del calcolo intégrale relative alla quadratura délie superficie
curve e cubature de' solidi, inscrilta nel tomo 31 di questo
giornale, p. 12, dal sig. D. Barnaba Tortolini, prof, di
mat. trasc. air UnmTsità di Roma. 101-121.

(Première surface engendrée par les projections du centre
d'une ellipsoïde sur ses plans tangents; seconde surface en-
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gendrée de la même manière par le moyen de la première,

et ainsi de suite; et ensuite surface enveloppe des plans per-

pendiculaires aux rayons vecteurs d'une surface donnée.

Tout est ramené à des intégrales elliptiques.)

6. Sur la dispersion delà lumière dans l'atmosphère ; par

le candidat R. Claudius, à Berlin. 122-147.

(C'est l'essai d'une théorie mathématique de la lumière

diffuse. On y discute les idées photométriques de Lambert.)

7. Note sur les hyperdélerminants; par M. A. Cayley, de

Cambridge. 148-152. En français.

(La théorie des hyperdéterminants a été donnée par l'au-

teur au tome XXX, cahier 1.)

8. Recherches sur le calcul des probabilités ; par M. Ôt-

tinger, prof. àl'Universilé deFribourgenBrisgau. 153-191.

(C'est une continuation. Une urne contient n boules, por-

tant les nombres 1,2,3...n ; on tire une boule et on la remet,

et ainsi plusieurs fois de suite; quelle est la probabilité qu'il

sortira k fois consécutivement, une boule comprise dans la

sérier, r-f-1, r-j-2, r-\-3 , r-\-m—1, r et m étant des

nombres donnés.)

Fac-similé d'un manuscrit de Ferroni.

TROISIÈME CAHIER.

9. Résolution algébrique des équations du 9e degré,

jouissant de la propriété qu'une certaine fonction rationnelle

et symétrique donnée de deux racines, est égale à une

troisième racine, par exemple Y\x , x ) = x , et aussi

F{x , x ) — x , F(x ,x ) = xm; par M. Otto Hesse, pro-

fesseur extraordinaire (*) à l'Université de Konigsberg.

193-208.

(•) Autorisé, mais non titulaire.



- 344 —

(Cette solution, indiquée par M. Jacobi, est suivie de con-

sidérations géométriques, et Ton démontre que toute ligne

d'ordre n à 3n(n — 2) points d'inflexions ; et ensuite le théo-

rème de M. Poncelct : Lorsqu'une droite passe par deux

points d'inflexion d'une ligne du troisième ordre > elle passe

aussi par un troisième point d'inflexion.)

10. Sur les séries infinies et leur représentation en expres-

sions finies; par J. Dienger, professeur à Sinzheim, près

Heidclberg. 209-243.

(Formation de diverses séries convergentes.)

11. De criteriis quibus cognoscatur an aequatio quinti

gradus irreductibilis algebraicc rcsoîvi possit ; auctore

Eduardo Lulhero, phii. doct. Regiomont. 244-254.

(L'auteur démontre que lorsque l'équation est résoluble,

la résolvante est toujours décomposable en facteurs rationnels,

et lorsqu'un des facteurs est du premier degré, l'autre du

cinquième degré irréductible est toujours résoluble algébri-

quement.)

12. Quelques problèmes de la théorie combinatoirc -, par

le professeur Weiss, à Munich. 255-2G9.

(Nombre de termes et divers genres de combinaisons.)

13. Sur quelques théorèmes de la géométrie de position;

par M. A. Caylcy. Suite du mémoire, tome XXXI, p. 213

(en français).

(Sur les vingt points donnés par les soixante droites, dans

le théorème de Pascal.) Théorème de M Steiner.

14. Cas analytique particulier dans la théorie de la mani-

velle-, par Téditeur. 276-279.

15. Doux problèmes de géométrie avec les solutions.

280-£84.

1° Par quatre points dans un plan, mener quatre droites

de manière qu'elles forment un carré; 2° par n points
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donnés dans un plan, mener n droite de telle sorte qu'elles

forment un polygone de n côtés, dont les angles soient

donnés et dont l'aire soit donnée (ce dernier problème est

résolu par l'éditeur). Fac-similé d'un manuscrit de Fonlana.

QUATRIÈME CAHIER.

16. Recherches sur la série

. dq%ç% (iV)0 g ) ( i V ) d g )
( X O ( ) ( f ) ( ' ) C V + I )

parE. Heine, professeur particulier (privat-docent) à l'Uni-

versité de Bonn. 285-328.

(Se rattache au travaux d'EuIcr et de Gauss sur les courbes

hypergéométriques.)

17. Sur les courbes du troisième ordre: démonstration

analytique ; par M. Piûiker, à Bonn. 329-336.

(Démonstration analytique intuitive des théorèmes de géo-

métrie énoncés par M. Steiner au tome XXX; l'auteur fait

usage d'un système de symboles au moyen desquels, pour

ainsi dire, il écrit les figures.)

18. Note sur le théorème de Pascal; par M. Plùckcr.

337-340. En français.

(Théorème des vingt points de M. Steiner, rectiGé et dé-

montré.)

19. Géométrie analytique des courbes tracées sur les sur-

faces de second ordre et classe : on entend par ces mots les

deux surfaces hyperboloïdes ; par M. Plûcker. 341-356.

Voici Tcnoncé de divers théorèmes .-

I. Toutes les propriétés des droites dans un plan peuvent

se transporter sur des courbes planes tracées sur un hyper-

boloïJc, et passant par un même point.

IL Si dans une courbe plane tracée sur une surface du

ÀNN. DE MATHÉM. VI. 23
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second degré, on inscrit un hexagone formé de courbes planes
passant par le même point ûxe, les côtés opposés se coupent
respectivement en trois points dans le même plan que le
point fixe. — Si l'hexagone est circonscrit, les trois courbes
planes passent respectivement par le point ûxe et par deux
sommets opposés se coupent encore en un même second
point; et divers théorèmes sur la projection stéréographique
de ces courbes.

20. Sur une nouvelle génération mécanique des surfaces
de second ordre et seconde classe -, par M. Plùcker. 357-359.

21. Observation sur la dissertation: géométrie analyti-
que , etc. (v. 89) ; par M. Plùcker. 360-376. (Propriété
stéréographique.)

Fac-similc d'un manuscrit de Paoli.

PROBLÈME DE MALFATTL

SOLUTION GÉOMÉTRIQUE.

Démonstration de la solution du problème de Malfatti, donnée
par M. Steiner, p. 178 du tome I , cah. II {Crelle); par
M. ZornotOy professeur au collège de Kneiphof, à Kœnigs-
berg. (Crelle, X,p. 300, 1833, en français.)

On trouve dans le tome I de ce journal une construction
très-remarquable du problème suivant, connu sous le nom
du problème de Malfatti : A un triangle donné quelconque,
inscrire trois cercles de manière que chacun d'eux touche ex-
térieurement les deux autres, et deux côtés du triangle. Cette
construction, également distinguée par sa simplicité et son
élégance, n'a pas été démontrée par son auteur, et à ce que je
sache, nulle démonstration n'en a été publiée depuis ce temps-
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là. C'est ce qui me fournit l'occasion de communiquer aux géo-

mètres la démonstration suivante, qui me paraît assez simple

pour mériter leur indulgence.

Commençons par quelques considérations connues.

1. Soient (fig* 50) a et b deux cercles (*) qui se touchent

extérieurement par leur point de contact z; menons une

tangente commune z w". Soit u!' v" une autre tangente, qui

rencontre la première au point W\ on aura :

2. Étant mené par utr et v" un troisième cercle quelconque
ci C*)i <lui coupe a et b dans deux autres points y et x, la

droite ct wr sera perpendiculaire à la droite w V . En même

temps la droite u'y sera perpendiculaire à la droite a ct, qui

joint les centres des deux cercles a et ct.

3. Les cercles a et b peuvent être touchés dans les points

y et x par un même cercle c.

4. Soit A1 le point de rencontre des deux droites acx et

u" v1' prolongées convenablement, la droite k'y touchera le

cercle a au point jr, et par suite aussi le cercle c dans le

même point.

5. Soit décrit du centre c, un second cercle, qui touche

u" vn au point w" (***). Le point A' sera le point de simili-

tude extérieur des deux cercles a et cx, donc la droite A'y

touchera aussi le cercle cx.

6. Réciproquement la tangente./ t commune aux cercles

a et ct menée par leur point de contact y^ touche le cercle cx.

De la même manière, on prouve que la tangente x s, com-

(*) Nous désignerons, pour abréger, le cercle, son centre et son rayon par la
même lettre de l'alphabet.

(**) Ce cercle n'est pas construit dans la figure, pour ne pas la rendre trop
compliquée.

(•••) C'est ce cercle et son rayon ctto", que nous désignerons désormais par ct.



— 348 —

munc aux cercles b et c, menée par leur point de contact x,
touche le cercle ct.

7. Los droites z w'\ x s, y t se coupent dans un point
unique P, que l'on peut regarder comme le centre du cercle
inscrit au triangle abc. D'où suit :

8. Le point P étant le point de similitude intérieur des
deux cercles c, et c, les trois points cn P, c, sont sur une
même droite, et par suite les deux triangles cVx et ctVs sont
semblables. On lire de là :

d'où vient : ct+c=\/c (a-\-b-\-c), ou bien ct*=c (a-\-b—2c,).
10. Soit as' la tangente menée du point a au cercle co

on a :
d

c

11. Soit u! v' une tangente extérieure commune aux cer-
cles a et c, ct qui ne rencontre pas le troisième b; si elle
coupe la droite Vy au point w', on a, comme ci-dessus (1) :
wr u ' = w ^ ' = w ' / = \/{CLC)} cl par conséquent :

c, s1 u! wf

as IL et

On voit par là que les deux triangles rectangles ctas' et
<w* a u' sont semblables, d'où suit : < c , û 5 f = : < W a u'.

12. Soit A le point de rencontre des deux droites uV, « V ,
le cercle a étant inscrit au triangle AA' <w\ on a toujours :

On aura donc aussi :
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On voit par là que les droites A a et as' se confondent en

une droite unique, c'est-à-dire : la droite ka, qui divise en

deux parties égales l'angle A formé par les deux droites

uV et « V , touche en môme temps le cercle ct,

13. Soit de plus uV tangente commune extérieure aux

cercles b et c , et qui ne rencontre pas le troisième cercle a-,

soient B et C ses points de rencontre avec les droites a'V et

ttV, on prouve delà même manière que la droiteBC touche

le cercle c. Donc un triangle ABC étant circonscrit aux trois

cercles #, 6, c, de manière que chacun de ses côtés touche

extérieurement deux de ces cercles, si l'on partage les an-

gles A, B, C en deux parties égales au moyen des droites

AO, BO, CO, le cercle ct sera inscrit au triangle ABO.

14. Réciproquement le cercle ct inscrit au triangle ABO,

est touché de deux des trois tangentes #P, yVy z P , menées

aux cercles a, b> c par leurs points de contact communs
a>X> Z9 e* touche en même temps le côté AB au même

point w", auquel il est rencontré par la troisième tan-

gente Pz.

15. Soient de plus at et bt les cercles inscrits aux deux

autres triangles BCO et CAO, on prouve de la môme ma-

nière qu'ils sont touchés respectivement des droites rP, zP,

et des droites zP, .rP. Donc du point tv", auquel le cercle ct

touche le côté AB, on peut mener une tangente Pz commune

aux quatre cercles a, bf at, bx, et qui touche en môme temps

les deux premiers à leur point de contact commun.

16. Étant donné le triangle ABC, si Ton cherche les trois

cercles a^b^c, déterminés de manière que chacun d'eux touche

les deux autres et en même temps deux des côtés du triangle

ABC, on partagera en premier lieu les angles A, B, C en

deux parties égales au moyen des droites AO, BO, CO ; après

cela étant inscrils aux triangles BCO, CAO, ABO les cercles

<*x» bti cx dont le dernier touche AB au point tv", si l'on mène
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du point w" une tangente au cercle ^tellement choisie

qu'elle touche en même temps le cercle bt, ce qui est toujours

possible, elle touchera aussi deux des cercles cherchés a et b,

qui sont par là entièrement déterminés. F*ar une construc-

tion semblable on trouve le troisième cercle c.

La construction précédente du problème de Malfalti est

précisément celle qui a été donnée par M. Steiner à l'en-

droit cité.

Kœnigsberg, le 30 octobre 1832.

Note. M. Plûcker a donné aussi une solution synthétique

de ce problème (Crelle, XI , p. 117,1834) et même une solu-

tion de ce problème général, résolu d'abord par M. Steiner:

étant donnés trois cercles, décrire trois nouveaux cercles dont

chacun louche les deux autres et deux des trois cercles donnés

(Crelle, XI, p. 356). Il serait à désirer que M. Finck voulût

bien nous faire conuaîlre compléieinent la méthode si féconde

du symbolisme et des coefficients indéterminés appliqués à la

géométrie et dont M. Plùcker a déduit de si beaux théorèmes

{Voir t. III, p. 147, 401, 573, et t. V, p. 60).

VÉRIFICATION ANALYTIQUE

de la formule, question 69. (11.327).

P A R M. LEBESGUE,

Professeur à la Faculté de Bordeaux.

I. Soient a, b,c, trois quantités positives, rangées par

ordre de grandeur (a < b < c). L'équation

abc = x \ aVhaï—cf + bV kx>-b* rfc eVkx*—? \ {a)
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où le signe supérieur est pour a* -f- &*>c* ou = <f, et 1*in-
férieur pour a a + 6 a <c a , est satisfaite par

abc __ abc

l/{a+b+c) (—a+b+c) {a—b+c) {a+b—c) \/\]

Les quatre radicaux étant pris positivement.
La division par xz réduit la première équation à celle-ci :

abc a\ / a2 b\ / c3 ci / ca

x x j : a : V / x xy xÀ xy x

Or on a :

—c) =

— (6a-fca— a'))

De là on tire •.

,— = —L- \ —4 a cauSe de - = —->
6^^ \ bc ) x* x bc *
e

4 — = —2 = 4 , a cause de - =
aa^ \ ac I x% xx ac

de même

U / a
3 4 - ^ — c a \ 2

 c
a c

3° 4 rr,= ——, ^ ; à cause de - as
ab \ ab J x x ab

Ces valeurs réduisent l'équation {a) à celle-ci :

, . j a
 = = ~7—l , ) Hh I —————— 1 H ;̂ -— i H~— _— l

abc bc \ bc J ac \ ac I ab \ ab }

ce qui revient à :

N.B.
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Le troisième terme du deuxième membre de l'équation (a)
disparaît.

II. Quand les trois nombres a, b, c peuvent être regardés
comme les (rois côtés d'un triangle, voici la signification
géométrique de l'équation (a). Soit x le rayon du cercle cir-
conscrit au triangle ABC et O le centre. Gn a .

ABC = BOC + AOC db AOB,

selon que le centre est intérieur ou extérieur au triangle.

AOB devient nul pour . r = - .

Or ;

B O G

~cK4x J - c 1 j ABC = la6sinCj sinG = — ;

d'où ABC == - — , de là l'équation
4 J: ^

4x 4 J 4

qui revient à l'équation (a).

Comme on a aussi :

_
ABC —

il en résulte :

_ l/{a+b+c) (—a+ù+c) (q- b+c) (a+b—c)

abc
X~~V{â+b\cV{â+b\c) (-a+bH) (â^ù+c)~{a+b—c)'

Ainsi cette valeur de x satisfait à l'équation [a).

III. L'équalion (b) est satisfaite par x= oo, c'est le cas
de U=O ) a + b= c. Il n'y a pas triangle.

L'équation (b) est satisfaite par a + b < c, il n'y a plus
de triangle, U est négatif, et x imaginaire.
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La démonstration algébrique embrasse tous les cas.

Prouver que Ton a :

4sinAsinBsinC = sin2A-4-sin2B-f sin2G. (c)

quand A + B + C = 2 qUad.

L'équation (c) revient à l'équation (b).

SOLUTION DE LA QUESTION 46 (t. I , p. 517).

Théorème de géométrie sur les pyramide*.

PAB. 15. CATALAN.

De toutes les pyramides ayant même angle polyèdre au

sommet et même hauteur, la plus petite en volume a pour cen-

tre de gravité de sa base le pied de sa hauteur.

La base est déterminée par un plan langent à une sphère

ayant pour centre le sommet de la pyramide, et pour rayon

la hauteur, que nous adoptons pour unité.

Prenons le sommet pour origine des coordonnées rectan-

gulaires ; chaque arête sera déterminée par les angles qu'elle

forme avec les trois axes.

Soient x, y, z les coordonnées du point où le plan de la

base touche la sphère, nous aurons :

z*=ï. (1)

Soient ensuite «If (3O y, les angles que forme, avec les

axes, la première arête, et xl9 yt, zt les coordonnées du

point où cette droite perce le plan tangent, nous aurons

encore :



— 354 —

en posant :

(3)
x xi y fi zi s t > n t le^ coordonhécs du premier sottimet de la

base, et il est facile de voir que lt représente la longtiear de

l'arête qui répond à ce sommet.

On aurait des équations de même forme pour les autres

sommets.

Projetons, sur le plan des xy, la base de la pyramide, et

soit 2G l'aire de cette projection, nous aurons, par une for-

mule due à de Stainville :

2 C = 2 X r a - ^ j j . (4)

Menons, de l'origine des coordonnées, des rayons vecteurs
$t, rîa... aux différents sommets du polygone situé sur le plan

des xy $ soient &o 0a,.. les angles formés par ces droites avec

la partie positive de l'axe des x, nous aurons :

yx = ^ sin Bl9 y 2 = S, sin 6a.
donc

et comme

la formule (4) devient :

2C = llj, sinv, sinya sin(ô, —. 6,). (5)

Actuellement l'angle que forme la base de la pyramide avec

le plan des xy^ a pour cosinus z ; donc, en représentant par

2P Taire de cette base,

2P = -2//asin Vl siny, sin(6, — OJ. (6)
z

Dans cette deriiîère équ&tton , ix, la, l3... sont des fonctions de
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x, yf z; les antres quantités sont indépendantes de ces va-
riables : d'ailleurs, comme le minimum du volume réponé
évidemment au minimum de la base, la question est ramenée
à un problème de calcul différentiel.

Posons s/^sinv.siny, sin(Oa—ex) = J?(x,yy z); en différen-
ciant la formule (6), par rapport aux trois variables, et
égalant à zéro cette différentielle, nous aurons :

A cause de l'équation (1), on a xdx-\-ydy-\~zdz=:Oi donc
l'équation précédente devient :

Actuellement x et y sont des variables indépendantes, donc

d¥ , / dF\ ,dF . /_, dF\ ^
z*—-+x F - z — ) = 0, z1— + j F— z— = 0 .

Je multiplie la première équation par y , la seconde para:,
et je retranche; ce qui me donne simplement :

<*F dF

*Tx=Xd/ ( 7 )

Développons cette formule ; on a :

le premier membre de l'équation (7) équivaut donc à

ô2—et) est le double du triangle ayant pour côtés
les deux rayons vecteurs $t et £a; xx-\-x^ est le double
de l'abscisse du milieu de sa base; appelons/, l'aire de ce



— 356 —

triangle élémentaire, ctgt l'abscisse de son centre de gravité,

nous aurons :

SV,sin(0, _ e i).(x,+x%) = Gïtg, = 12CX.

En désignant par X l'abscisse du centre de gravilé de la

base, l'équation (7) devient donc :

ainsi les coordonnées du point de contact cherché sont pro-

portionnelles à celles du centre de gravilé de la base : ce qui

démontre le théorème. (Août 1840.)

THEOREMES

sur les polygones inscrits dans une conique, et solutions des

questions 1C8, 109 et 110. {Voir p. 112.)

P A E M P A U L S E E R E T ,
Élève d'Avignon.

1. THÉORÈME I. Soient deux quadrilatères ABCD, abcd

inscrits dans la même conique : si Ton prend successivement

chaque côlé AB du premier quadrilatère, qu'on cherche les

deux points de rencontre AB " a~b, AB " cd de ce côlé , avec

le côté homologue ab et son opposé cd du second quadrila-

tère , on obtiendra huit points de rencontre, qui seront si-

tués sur une môme conique (*).

Démonstration, Prenons les deux côtés homologues AB et
ab pour axes des y et des x.

Soit (1) A

C) On est prié de faire les ligures.
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l'équation de la conique. Les systèmes des droites AD,BC ;
ad, bc seront représentés par les équations suivantes :

(2) Ay+B'a:r + C V + D r + E ^ + F = O . [AD,BC].
(3) A"y+B"xy + Cx>+V"y+Ejc + F=:Q. [ad, bc].

Cela posé, retranchons successivement (2) et (3) de (1),
nous obtiendrons ainsi les équalionS"des droites CD, cd.

CD, {a); ( B — B V + ( C - C V + E-E r = 0.
cd, (4); ( À — À V + ( B - B > + D - - D " = 0 .

Retranchons (3) de (2), l'équation résultante :

(c) ( A - A ' V + (B'-B") xy + (C'-C) * ' + (D-D") y +

sera satisfaite par les coordonnées des cinq points, AB • ab\

AD ad; Xl)'bc'y BC ' ady BG ' bc ; la conique qu'elle re-
présente passera donc par ces cinq points. Démontrons de
plus que celle même conique (c) passe par les trois points

CD'̂ Z,- CD'aD, cd'AB.

1° Elle passe par CD * cd ; car si x et y désignent spécia-

lement dans (a) et (b) les coordonnées du point CD " cd, en

multipliant (a) par x, et (b) par^-, on aura les deux éga-

lités :
(B—B') xy -f (C—C) xy + (E—F) x = 0,

et (A—A'') jM- (B—B")xy -f (D-D V = 0.

Par suite, en retranchant la première de la seconde, on aura
T égalité

égalité qui n'est autre chose que l'équation de la conique {c),
dans laquelle x ci y sont remplacés par les coordonnées du

point CD ' cd\ donc, e t c .

26 Elle passe par AB cd. Faisant en effet x = 0, dans {b)
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et (c), on arrive dans l'une et l'autre équation, à la relation

3° Elle passe par ab' CD. Faisant de méme^ = 0, dans
[a) et (c), on arrive pour Tune et l'autre équation à la rela-
tion (C—C) JC -f (E—F) = 0.

La proposition est donc démontrée.

Conséquences.

2. Le théorème de M. Plùckcr, qui fait l'objet de la ques-
tion 108 (tom. Y, p. 112), n'est, dans le cas général, qu'une
conséquence du théorème précédent, et même qu'une con-
séquence restreinte. On peut en effet énoncer généralement
le théorème suivant :

THÉORÈME II. Soient deux quadrilatères ABCD , abcd in-
scrits dans la même conique.

Si les trois points Ali ' ab, BC * bc, CD ' cd, sont sur une

même droite XY. Généralement: 1° le point AD'ad sera
sur la même droite XY ; 2° ies quatre points

ÂB ' a/, BC \ ~ , CÏÏ 'ô ï , AD'^c,

seront sur une seconde droite xy.

Démonstration. Dans le cas ordinaire, les huit points sont
sur une même conique ; donc, comme une conique ne peut
être coupée en plus de deux points par une droite, et trois de
ces points sont sur une même droite XY, la conique, lieu
des huit points, sera remplacée par un système de deux
droites XY, xy. Donc, déjà, les huit points seront répartis
sur deux droites.

Or, 4° je dis que dans le cas général, AB' ad sera sur la

droite XY, qui contient déjà les trois points AB ' ^£, BC ' Zc,

CD'crf.



En effet, dans le cas général, aucun des trois points
AB ' cd, BC * ôd , CD " âb, ne se trouve sur XY ; car si, par
exemple, ÂB ' cd était sur XY , comme S I ' ba s'y trouve
déjà, il ne pourrait arriver que deux choses : 1° ou bien ab
et cd rencontreraient la droite AB en deux points différents,
et alors la droite AB serait la droite XY elle-même, ce qui
est un cas très-particulier, et que Ton doit môme rejeter ,
car alors la droite bc passerait par le point B , ce qui amè-
nerait ou une absurdité, ou l'hypothèse que les deux qua-
drilatères auraient un sommet commun ) 2° ou bien ab et cd
se rencontreraient au même point de AB, c'est-à-dire au
point 0 , ce qui est encore un cas particulier.

Ainsi donc généralement les trois points AB " cd^ BC ad,

CD * ab sont sur xy ; et je dis que AD ' ad ne saurait être sur
xy. Car, comme BC ' ad est déjà sur cette droite, on retom-
berait dans les cas particuliers de tout à l'heure. De môme

AD ' bc ne peut être sur XY. Donc enGn, généralement, e tc . .
Note. J'ai cherché à déduire directement des considéra-

tions précédentes, les modifleations que peut subir le théo-
rème dans les cas particuliers qui peuvent se présenter , je
n'y ai pas réussi. Dans ce qui suit, je supposerai le théorème
de M. Piùcker, démontré pour tous les cas.

Généralisation du théorème de M. Plûcker.

3. THÉORÈME III. Soient deux polygones ABCD K L ,

abcd kl d'un nombre pair 2n de côtés, inscrits à la
même conique ; les côtés homologues AB,#&.... donnent 2n
points d'intersection; si 2n— 1 de ces points sont snr une
même droite XY , le point restant sera sur la même droite.

Soit en effet le théorème vrai pour les polygones de quatre
et de 2n côtés, je dis qu'il sera vrai aussi pour les polygones
de %{n + 1 ) côtés.
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Soient en effet ÀBCD....HKLMN, abcd...Mlmn, deux
polygones inscrits de 2#4-2côlés; menons les diagonales

AL, al. Par hypothèse les 2n-f-1 points Ali ab, CÏÏ ' cJ,...

ÏÏJÎ ' hk, KL ' £/ ; LM# /̂ T, MN " 7û7i sont sur une droite XY;

et il faut prouver que AN ' an est aussi sur XY.
Or les diagonales AL, al décomposent chaque polygone

total en un quadrilatère, et un polygone de 2n côtés inscrits
l'un et l'autre.

Dans les deux polygones de %n côtés ABGD HKL,

abcd hkl, par hypothèse les 2n—1 points AB au,

BC'bc ÎÏK'M, KL*Â7sont sur XY; donc AL'7/ est
sur XY.

Dans les deux quadrilatères ALMN, almn, les deux points

LM lm, MJN " ma sont sur XY -, mais AL ' al est sur XY ;

donc le théorème étant vrai pour les quadrilatères, Ai\ " an
sera aussi sur XY.

Donc, le théorème étant vrai pour les quadrilatères, le
sera pour les hexagones, les octogones, etc., c'esl-à-dire
ponr tous les polygones inscrits d'un nombre pair de côtés.

Corollaire I. Pour un système de deux polygones inscrits
dans la même conique d'un nombre impair quelconque,
2/i-|- 1, de côtés on aura un théorème analogue à celui du

§ 3, en prenant pour 2/i+2*eme côté, les tangentes et des
sommets homologues. Ainsi, soient ABC....HKL, abc.Jikl
deux polygones inscrits de 2n-\-1 côtés, désignons par TA
et ta les tangentes aux points A et a; si les 2/z-M points de
concours des côtés homologues des deux polygones, sont sur

une même droite XY, le point TA " ta sera sur XY; de môme

TB ' tb sera sur XY, et ainsi de suite ; on a donc ce théo-
rème :



— 361 —

THÉORÈME: Soient deux polygones ABC...KL, abc,..Ml

de 2/z-f-l côtés inscrits à la même conique; si les 2/J + I

points de concours des côtés homologues sont sur une même

droite XY, les 2n-\-i points (\e concours des tangentes me-

nées par les sommets homologues seront sur la môme droite

XY.

Corollaire IL Par la théorie des polygones polaires réci-

proques, on arrive à un théorème général pour les polygones

circonscrits aux coniques, analogue au théorème généralisé

de M. Plûcker, et que j'énoncerai pour deux quadrilatères.

THÉORÈME IV. Soient ABCD, abcd deux quadrilatères cir-

conscrits à la même conique, si les trois droites À<z, B&, Ce

se coupent en un même point O, la droite DU passera aussi

par ce point.

Corollaire III. Le théorème généralisé de M. Pliicker,

énoncé sous une autre forme , donne un théorème qui n'est

autre que celui de M. Finck. (Question 53), dans lequel on

remplace le système des n droites concourantes , par une

conique, théorème que voici :

TnÉORÉME Y. Soient 2/*—1 points X, , Xa . . . .X2n_i sur la

même droite j soient pris un nombre quelconque de points

A,, B,, Cx.... sur une conique située dans le même plan que

la droite; en les joignant au point X,, les droites résultantes

coupent la conique en de nouveaux points Aa, Ba, Ca..., qui

joints eux-mêmes au point X2, donnent des droites qui déter-

minent sur la conique de nouveaux points A3, B3, C3..., et ainsi

de suite. Soient ainsi A2», B2 n , C2»... les points déterminés

sur la conique parles droites joignant le point X2 w-i aux

points A 2 n - i , B2»-i, C2 ï l-i. . . .; les droites A ^ n , BxB2n,

CA».--. concourront en un même point X2n, situé sur la

droite XtX2n-i-

Pour démontrer la proposition, il suffit de considérer les

ÀNN. DE \i\THRH. VI. 24
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polygones de 2n côtés inscrits dans la même conique A,A,A3...

A2»—iA2n, et BJJJB3... B2n—iB2n.

Par hypothèse, les 2n—1 points A , A / B j £ , ÀaA3" BaB3—

A2%-iA2n" B2n-iB2n ; ou ce qui revient au même, les points

X r , Xa... X 2 »- i , sont sur une même droite, donc, d'après

le théorème généralisé, le point restant A4A2»' BIB2W, sera

aussi sur la droite XXX2»—1 ; ou en d'autres termes, les droites

A ^ n , Bfizn concourront en un même point de la droite

X,....X2n—1- H est d'ailleurs évident qu'il suffît de considérer

le cas où Ton prend deux points A o B, sur la conique.

4. De la combinaison du théorème généralisé de M. Plticker,

avec le théorème de Pascal sur l'hexagone inscrit, se déduit

une démonstration très-simple de la question 109, la ques-

tion 110 se déduisant elle-même de cette dernière. Yoici

renoncé de cette question.

THÉORÈME VI. Soit un polygone de 4/rc + 2 côtés inscrit à

une conique; les côtés opposés donnent 2m-\-l points de

rencontre j si 2m de ces points sont sur une même droite,

le point restant sera aussi sur cette droite.

Ce théorème est comme on voit une généralisation de celni

de Pascal.

Démonstration, Soit pris par exemple un polygone de dix

côtés ABCDE abcde\ les quatre points AB'a&, J3G Te,

CD ' cd, DE ' Se sont sur une même droite XY; le point Ea ' Ae

sera aussi sur XY.

Menons les diagonales Ac, aG.

Nous décomposons ainsi le décagone en un hexagone

ABCa&c, et les deux quadrilatères opposés kede, aCDE.

Par hypothèse AB ' ab, BC " bc sont deux points sur XY ?

donc le point Ac ' Ca est aussi sur XY.

Considérons les deux quadrilatères, et appliquons le théo-



rème de M. Hacker, les trois points Àc * aC ,cd ' CD, 5ê " DE

sont sur XY, donc Ae' aE est aussi sur XY.

Maintenant supposons qu'au lieu d'être des quadrilatères,
les figures opposées «CDE, Acde soient des polygones d'un
nombre pair quelconque de côlés aCDE....KL, Aode..,M,

le théorème de M. Plùcker servira pour ces polygones,
c'est-à-dire que5 puisque par hypothèse CD ' cd, DE '5e.. . .
KL ' kl sont sur la droite XY, que d'ailleurs Ac ' Ca est aussi
sur XY, le point Al ' ah sera aussi sur XY. Mais alors le po-
lygone ABC....KLabc...kl aura 4 + 4/rc—2=4/»+2 côtés.
Le théorème est donc démontré.

Corollaire. Par la théorie des polygones polaires réci-
proques, on déduira sans peine du théorème précédent la
démonstration de la question 110, ou du théorème suivant.

THÉORÈME VII. Soit un polygone de km -f- 2 côtés circon-
scrit à une conique, les droites qui joignent les sommets op-
posés forment c2m-\-i diagonales; si 2m d'entre elles se
coupent au même point, la diagonale restante passera aussi
par le même point.

5. Scholie. Tous les théorèmes précédents sont applicables
aux polygones inscrits ou circonscrits aux lignes cono-sphé-
riques, ainsi que nous le verrons dans un prochain article
sur la démonstration des questions 116 et 117, relatives à
ces lignes.

QUESTION 160 (t. V I , p. 271).

P A R M. JULES MOUTEER,

élève du collège de Versailles.

1° Soient 2p le paramètre d'une parabole, r, i* les rayon»
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recteurs menés du fojer aux extrémités de la corde nor-
male à la courbe au point correspondant à r, on a la relation

2° a étant l'angle de la normale avec Taxe de la parabole

COS'«=:—•.2r

3* d étant la distance du foyer à la normale :

(Georges Ritt.)

Solution 1. x\ y étant les coordonnées du point corres-
pondant à r, l'équation de la normale en ce point est

y - y ^ — ^ * — x'). (1)
p

Les abscisses x\ x11 des points d*intersection de la normale
avec la courbe t sont données par l'équation

p
dans laquelle les produit des racines

or

l̂onc

2. D'après l'équalion (1)

g p1 C° p'+y"-p+2x'-2r
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3. he carré de la distance du foyer à la normale,

est, d'après une formule connue,

QUESTION 158 (t. VI, p. 271).

P A R M. JULES M O U T I E R ,

élève du collège de Versailles.

Si fgx = db 1/— 1, on aura aussi tg[a + b) = zt ]/— i,
quelle que soit la valeur réelle ou imaginaire de tgb.

Posons tgb = « + p V— i i «, P pouvant être nuls, posi-
tifs ou négatifs:

tg[a + b) =

Le module de cette expression étant l'unité, nous poserons

— 1 ;^IaV/— 1

ce qui revient aux deux équations :

P ± 1 = (1 db P) sin y qp a cos<p.

En éliminant sin?, il vient cosep = 0; donc
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et par suite

sin cp =r dz 1 ;

donc enfin

QUESTION 159 (t. VI , p. 271).

F A R M. JULES M O U T I E R ,

élève du collège de Versailles.

Si, par le foyer d'une conique, on conçoit analytiquement
deux tangentes à la conique, les coefficients angulaires de
ces tangentes par rapport à une droite quelconque prise pour
axes, sont représentés par ±: {/— i; les axes étant rectan-
gulaires. Soit, par exemple, une ellipse

Féquation générale des tangentes à cette courbe est

pour la tangente passant au foyer

d'où

Soit maintenant une droite y = yx + S, si V est l'angle
qu'elle forme avec les tangentes passant par le foyer

et d'après le théorème précédent

~i. C.Q.F.D.
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SOLUTION DE LA QUESTION 149.

P A R MC. DE PERRODIL ,

élève du collège de la Flèche.

(1) tf>'-h&a.ra = a*b*j étant l'équation de la courbe ; a, p
les coordonnées du point de concours des quatre normales,
les quatre points donnés sont situés sur la courbe

(2) c*xy—a%ay + U §x = 0.

Éliminons y entre (t) et (2).

(A) c^^2a7c'ax^a\a^+b^—c^x'+2ak\x^aG^==i0.

Soit (3) (y—qY + {pc— pY = ^a, le cercle qui passe par
trois points quelconque des points donnés. Éliminons y entre
(1) et (3).

(B) c4.r4—

Dans cette dernière équation

Il reste à démontrer que pour des valeurs convenables de
p , q et R, les équations (A) et (B) ont les mêmes racines au
signe près de l'une d'elles. Supposons donc que/?, q, R soient
des valeurs réellement capables de remplir ces conditions.
Ajoutons (A) et (B), les derniers termes se détruiront, et Ton
pourra diviser par x.

( C ) J ^ ^ ^ J
+ 2a 4 ( c 2 «—2R»=0 .

tietranchoiis (B) de (A), bous aurons vM équation qui
devra être identique af ce là précédente.



- f 2*a (ét*-\-2Ktp)x— tfa(R4— 4 ^ Y + a V ) = 0 .

Les équations de condition d'identité seront, en y joi-

gnant celle qui indique que les derniers termes de A et de B

sont de signes contraires :

(1) 4tfy+4£y+2c'Ra— (aV+J'F—c*) = 2a'(4/—aa) ,

(2)

(3) . . . . 2^(2Ra/7—c'a) (?/>—a) = c'(R*—4iy + * V ) .

(4) R 4 m4^y+^ a a*«

Je dis qu'effectivement (1) est conséquence des trois autres.

Substituant R4 tirée de (i) dans le second membre de l'é-

quation (3), et réduisant, il vient : R3(2/?—a) = c3a.

Substituant dans le second membre de l'équation (2), il de-

vient :

[2c* - f 2 (Ra - f ca)] - ^ - ou R* (2c '+2R a +2c' ) .
2/7-a

Par conséquent l'équation (2; devient, en remplaçant R4 :

ou bien, ajoutant kefp* aux deux membres,

4 # y -f~ 46a^a-f- 2caRa — (aV -\- Z>'p* — c4) = 2a1 (4/?a—aa).

Résultat parfaitement identique avec (1).

ANNONCE.

L'arithmétique de M. Lionnet et celle de M. Guilmin

viennent de paraître. On en rendra compte.
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SOLUTION DE LA QUESTION 150.

P A R M. DE PERROBIX.,
élève du collège de la Flèche.

Soient p et q les coordonnées du point a; sa polaire aura
pour équation

(1) Aty + B*qx — A'B* = 0Î

la droite qui joint les pieds des coordonnées du point a
diamétralement opposé, sera

Multiplions ces équations Tune par l'autre, nous aurons un
lieu qui contiendra les quatre points b,c, b\ c', savoir :

La combinaison de cette équation avec celle de l'ellipse,
donnera un lieu passant encore par les quatre points 6, c,
b\ c'.

Or, en vertu de Féquation A y -{-J^x* — A a B a = o ,
l'équation précédente se réduit à

(2) ( A y + B y ) ^ r + A a
! 7 ( / > * - B > + B>(?2-A').r = 0,

qu'on peut rendre identique avec

(A3 - B > r + B V - A2?JT = 0 5

or l'intersection de ce lieu avec l'ellipse donne quatre points,

où les normales concourent au point [a, p], donc aussi les

quatre points d'intersection de l'hyperbole (2; jouissent de la

même propriété. D'ailleurs les conditions d'identité, savoir :

Aaj3 _ ( A a —
; Aa—Ba

donnent immédiatement les coordonnées a, p du point de
concours.
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SOLUTION DES QUESTIONS 149 (p. 241), 163 (p. 272)
et 164 (p. 328).

P A R M. M E N T I O N ,
élève du collège Louis le Grand.

Je m'appuierai sur ce théorème bien connu :
« Si quatre points d'une ellipse sont sur un même cerclé,

les côtés opposés du quadrilatère qu'ils forment sont égale-
ment inclinés sur les axes. » La réciproque est vraie. {Ployez
Géométrie de Bobilicr, lignes'courbes, première section,
prop. 6.)

Je vais eri effet prouver que les droites AB et CD sont égâ
lement inclinées sur les axes, toutefois après avoir établi
quelques lemmes préliminaires.

1. Équations donnant les coordonnées des pieds des tiofc-
males.

Les résultats de l'élimination de .r, {rtiis de y entre les
deux équations ctf -f b*x* = a*b\ b^x — a*ay+c*xy=0,
sont :

-- #T=o,

résultats qui mettent en évidence la dernière partie des pro-
priétés énoncées (Question 163). La première partie est miSe
en évidence par l'équation b*$x — c?xy-\- tfxy = 6 -, car de
ces équations on tire que les coordonnées du centre des
moyennes distances sont

"""à?'2c7*
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D'ailleurs celles du centre de l'hyperbole équilatère sont

II. Coefficient angulaire d'une corde de l'hyperbole équi-
latère.

(xY) (#"/') étant les extrémités de cette corde, le coeffi-
cient est

b^x'x"'

Si les points sont des pieds de normales , on a la relation

à* y

III. Actuellement soient (r', y ) (x" y") {x?y) (xa yj

les pieds des normales, il s'agit de prouver que les coeffi-

cients de AB et CD sont égaux et de signes contraires, et que

_ b\x'+x") ____ V (•r,
~\y+"- + â

)

a\y+y") â* yt+y, °U

or
Xt—x, a*

il reste donc à prouver qu'on a

jf + J a* (yt +jrJ b
6» ( + j

Mais la relation n° II permet de substituer à chacun des deux
membres les suivants :

t

en sorte que définitivement la démonstration du théorème
dépend de celle de l'égalité :
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b'px'x"

Or a%o*y'y"yly% = b^xtx^x'x'\ qui est rendue évidente
par ce qui a été indiqué au n° I.

SUR LES BRANCHES INFINIES DES COURBES ALGÉBRIQUES (*)•

PAR M. H AILLE COURT,
ancien élève de l'École normale.

On sait que
1° Le coefficient angulaire de tout rayon vecteur inGni

mené par l'origine, doit être racine de l'équation F(c)=0,
obtenue en remplaçant x par 1, y par c dans les termes du
plus haut degré de l'équation de la courbe en la mettant
sous la forme

2° Si à une racine y de l'équation F(<?) = 0 correspond une
branche infinie hyperbolique et parabolique, sa tangente à
l'infini a pour cofiîcicnt angulaire celte même racine.

3° Si y = b est asymptote à une branche infinie, xm manque
dans l'équation et la plus haute puissance xk est multipliée
par une fonction ûey s'annulant pourj*=£ et par suite de
la forme (y — b)qr.{y), c'est-à-dire que l'équation a la
forme

o =A*,y)=**(y- bMri+x*-'....
Il s'agit de démontrer les trois théorèmes suivants, dont le

troisième est évidemment une conséquence des deux autres :
THÉORÈME I. Le nombre total de branches infinies parallèle

(•) Voir page 217.
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à une même direction est pair pour toute courbe représentée par
une équation entière et rationnelle.

THÉORÈME IL Les branches hyperboliques sont en nombre

pair.

THÉORÈME III. Les branches paraboliques sont en nombre

pair.

I. Soit prise pour axe des x la direction du rayon vecteur
inûni, F(c) = 0 a une racine nulle et est de la forme cqK[c),
on a donc :

o =f{x,y) =xmcqiz{c) + .r—"....
On peut toujours supposer q impair : en effet, si q était

pair, on pourrait multiplier toute l'équation par y, ou son
égal c r , d'où

o =yf{x,y) = xm+tcq+'Tz{c)+x* - • • •

et comme Taxe de.r, ainsi introduit dans le lieu géométrique,
représente deux branches inûnics, il est clair que la dé-
monstration n'est pas altérée.

Soit donc q impair. Si, donnant à c des valeurs détermi-
nées — h , + A , aussi pelites qu'on veut, on fait croître x

à partir d'une valeur finie , les deux premiers termes
xmhqx{h),—xmhqr>(—h) donnent leurs signes aux développe-
ments correspondants. On voit ainsi qu'il y a un nombre im-
pair de branches infinies entre les deux concourantes^=—A,
y=:-\-h, et comme ce qu'on dit pour x positif peut se répéter
pour x négatif, le théorème I est démontré.

IL Soit maintenant pris pour axe des x une asymptote.
L'équation est de la forme

On peut toujours, comme plus haut, supposer q impair, et
delà môme manière on démontrera que tant au-dessus qu'au-
dessous de 1 axe des x il y a un nombre impair de branches
infinies comprises entre deux parallèles x=z — h, j? =



tote commune.
Donc le nombre de branches ayant leur asymptpte paral-

lèle est pair, ce qui démontre le théorème II.
Remarque. Il a été démontré qne toute asymptote rectiljgne

est asymptote à au moins deux branches.
On voit de plas que si les deux nombres de branches in-

finies, ayant l'une un sens et l'autre le sens contraire, ne
sont pas égaux , la différence est un nombre pair.

Scholie générale sur les branches infinies des courbes.

Elle se résume en cette proposition, qui n'a besoin d'aucune
démonstration spéciale ;

Soit F(*,i£)=0 l'équation d'une courbe rapportée à des coor-
données t,u, assujettie seulement à la condition que le point
déterminé par/,w passeàl'infini dès qu'une au moins des coor-
données prend elle-même une valeur infinie. — Si la courbe
donnée par l'équation en coordonnéesreclilignes F{x,y)=0 a
une branche infinie qui ait pour asymptote la droitey=cx+d7

la courbe F(f,u) = 0 a une branche infinie qui a pour asymp-
tote la ligne u=ct-\-d.

Si *=« , M = P , on a le système polaire ordinaire, et à
chaque asymptote rectiligne y=.cx-\-d correspond la spirale
asymptotique p=c&>4-d.

PROBLÈME 155 (p. 243).

PAB. M. HUET CHABXES-AUGUSTE) ,

Supposons le problème résolu. Menons HB, HC, HE
{fig. 52), la tangente HG axe radical de E et B, et HF axe
radical de E et C, soit b le rayon de B, c celui de C, et x celui
de E. Nous aurons :



HC—EHa = c * - x \
Ajoutant, \\ vient :

HCa — BHa=c2 — b\

quantité constante; le point H sera dans l'intersection de
deux lieux géométriques dont l'un est le cercle, et l'autre
une droite facile à construire. H étant connu, on mènera
HG tangente à B. Puis menant BG, le point de rencontre E de
cette droite avec A, sera le centre cherché.

Note. M. Moutier de Versailles résout le même problème,
en remarquant de suite que H est le centre radical des trois
cercles B, E, C 5 la solution est immédiate ; il y en a huit.

DÉMONSTRATION

du Théorème de M. Serret (Question 146, p. 216).

P A R m. OSSIAKT B O N N E T ,
Répétiteur à l'École polytechnique.

L'équation da paraboloïde hyperbolique étant
z = xy,

les lignes de courbure seront représentées par la double
équation différentielle

dx dy
= 0.

Vï+y
Or, on tirç a^émenj de cettQ équation

*dy ± * ^ = 0 ;
Vt+x* iSt+f

o u i t ^ t

+ ± Vy*+za = const. ;
ce qui prouve la proposition.
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Note. Voir p. 268 ; c'est à tort que nous avons mis cas

particulier, carie théorème n'a lieu que pour ce cas, comme

on peut le voir dans le mémoire de M. Serret (Journal de

mathématiques9 XII , p. 248, 1847).

PROBLÈME DU GRAND CONCOURS DE 1847.

F A R M. J . B O N N E L ,
candidat admissible à l'École normale.

Fig. 55. Dans un (riangle quelconque PQR, on joint deux

à deux les milieux des côtés; on forme ainsi un nouveau

triangle ABC ; puis, par chacun des sommets de ce triangle

on même des tangentes à la circonférence inscrite dans le

triangle donné PQR.

Ces tangentes rencontrent les côlés opposés du triangle

ABC en trois points a, b, c, qui sont toujours en ligne droite.

Démonstration.

Projetons la figure de telle sorte que le cercle demeure un

cercle, et que les deux points a, b soient transportés à l'in-

fini. (La théorie de la perspective montre que cela est tou-

jours possible de deux manières.)

La droite ka devient alors parallèle à Bc, par suite se con-

fond avec PQ. De môme Bb se confond avec PR, et les mi-

lieux des côtés PQ, PR devenant des points de contact, il en

résulte quePA = PB ; le triangle circonscrit est équilatéral.

Or, dans le cas du triangle équilatéral, le théorème est

évident, car les trois points de concours sont à linûni ; donc

le théorème subsiste pour un triangle quelconque.

De plus, une section conique peut être considérée comme

la projection d'un cercle ; donc le théorème s'étend aux sec-

tions coniques.

Nota. Dans le prochain numéro nous donnerons la com-

position couronnée.



— 377 —

GRAND CONCOURS (année 1847).

( Fig. 56). Un triangle PQR étant circonscrit à un cercle,
on forme un deuxième triangle ABC, dont les sommets A, B, C,
sont les points milieux des côtés du premier. Des sommets
du deuxième triangle on mène au cercle les tangentes Aa,
B&, Ce, qui rencontrent respectivement en a, b,c, les côtés
opposés à ces sommets. On demande de prouver que ces trois
points #, b, c, sont en ligne droite.

On verra si le théorème a également lieu lorsque, à la
place du cercle inscrit, on prend une section conique tan-
gente aux trois côtés du triangle.

PRIX D'HONNEUR.

PAR M. CARON (JULES),
Né le 14 novembre 1829, à Gien ( Loiret), élève interne au collège royal

Saint-Louis, classe de M. AMIOT.

Après avoir effectué les constructions indiquées par Té-
nonce , nous allons chercher les polaires des points a, b et c ;
si nous démontrons que ces polaires se coupent en un seul
et même point, il sera démontré par là même que abc est
une ligne droite.

# appartient à la tangente Atf,donc sa polaire passe au point
de contact l; d'un autre côté , a se trouve sur la droite BC;
sa polaire passe donc par le pôle de BC. Soient m9 n, T , U,
les points de tangence de Bb, Ce , P R , QR ; B est le pôle de
w T , C est le pôle de nU, d'où le pôle de BG est en D , point
d'intersection des deux lignes m T , raU, et la polaire de a
est D/.

M. VI. â5
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Les polaires de h et de c se déterminent par la même série
de raisonnements et de constructions ; la polaire de b est E/w,
la polaire de c est Fn. Soit H le point d'intersection de D/,
E/rc, nous allons démontrer que Fn passe en H.

Ces trois droites sont trois transversales menées par les
sommets du triangle DEF. Pour qu'elles se coupent en un
même point, il faut et il suffit que, des six segments qu'elles
interceptent sur les côtés du triangle, le produit de trois
quelconques non consécutifs soit égal au produit des trois
autres. Tout se réduit donc à vérifier la relation

(a) FI. Erc. i)/n=E/. Fm. Dn.

Nous savons que la perpendiculaire abaissée du pôle D sur
la polaire BC passe par le centre ; elle est d'ailleurs perpen-
diculaire à PQ, qui est parallèle à BC ; donc elle passe par
le point S de tangencede tQ.

Joignons de même ET, FU : ces trois lignes se coupent en
un même point, qui est le centre O du cercle donné ; donc
les segments qu'elles interceptent sur les côtés du triangle
DEF satisfont à la relation de condition :

(1) FS. EU. DT = ES. DU. FT.

On a d'ailleurs, d'après les propriétés des sécantes dans le
cercle :

FS. F/=Fm.FT.
EU. E/*=EZ.ES.
DT.D//*:=D/i.DU.

En multipliant membre à membre, il vient :

(2) FS. EU. DT. FI. E?i. Dm = FT. ES. DU. Fm. Et tin.

Si Ton tient compte delà relation (1), on retombe sur
l'égalité (a) qu'il s'agissait de vérifier ; donc les trois polaires
des points #, b, c, se coupent un un même point; doue ces
trois points sont en ligne droite.
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Pour une conique quelconque, la ligne qui joint le pôle
et le point de contact de la tafhgente parallèle à la polaire
est le diamètre conjugué des cordes parallèles à la polaire;
donc les droites DS, ET, FU, se coupent en un même point,
qui est le centre de la conique (pour la parabole, le point
d'intersection est à l'infini, et les droites sont parallèles);
donc la relation (1) est satisfaite. En second lieu, d'après le
théorème de Carnot, des 12 segments interceptés par une
conique sur les côtés d'un triangle, le produit de six
quelconques non consécutifs est égal au produit des six autres ;
donc la relation (2) est encore satisfaite ; donc l'égalité (a),
conséquence des relations (1) et (2), a également lieu, et le
théorème s'étend à une conique quelconque.

O Ce théorème a également lieu toutes les fois que les
points A, B, G, sont tellement choisis sur les côtés du
triangle PQR, qu'en joignant PC, QB, RA, ces transver-
sales concourent en un même point. Nous ne ferons qu'indi-
quer la démonstration.

Dans l'hypothèse ci-dessus énoncée, si Ton prolonge les
côtés du triangle ABC jusqu'à leur intersection avec les côtés
respectivement opposés du triangle PQR, les trois points
d'intersection sont en ligne droite, et cette droite est préci-
sément la polaire du point d'intersection des lignes DS, FT,
FU. Donc ces lignes se coupent en un même point, et la
relation (1) est satisfaite. La relation (2) est d'ailleurs aussi
satisfaite. Par suite, l'égalité (a) est vérifiée, et le théorème
est généralisé.

On voit maintenant pourquoi, dans l'hypothèse particu-
lière où A, B, C, sont les points milieux des côtés du triangle
PQR, les lignes DS, ET, FU, passent par le centre de la
conique; car chaque côté de ABC étant parallèle au côté op-

(*) C« qui suit a été ajouté par le lauréat.
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posé de PQR, les points d'intersection , qui, à la limite, ne
cessent pas d'être en ligne droite, se transportent à l'infini ,•
le pôle de cette droite, située à l'infini, sera le centre de la
conique; DS, ET, FU, doivent donc se couper au centre.

NECROLOGIE.

DDRVILLE.

L'Université et l'enseignement ont fait une perte sensible
dans la personne de M. Louis-Marc-Marie Jeanson-Durville,
licencié es sciences mathématiques, licencié es sciences phy-
siques , docteur en médecine , professeur titulaire de mathé-
matiques élémentaires au collège royal de Saint-Louis, et
chargé par alternat de la troisième division de mathéma-
tiques spéciales du même collège.

Durvillc est né à Paris, le 29 novembre 1805. Après
avoir étudié avec une égale ardeur les diverses branches des
sciences, soit mathématiques, soit naturelles, il s'était livré
par choix à l'enseignement des premières. Il subit avec suc-
cès les épreuves du concours et obtint le titre d'agrégé dans
deux facultés ; plus tard, il se fit recevoir docteur en mé-
decine.

Durville a peu écrit. Les deux mémoires dont il a enrichi
nos Annales., Sur les divisions rationnelles du second degré
(juillet 1845) et des degrés supérieurs ( septembre suivant ) ,
permettent de juger ce qu'il aurait pu faire s'il s'était livré
aux recherches mathématiques. Mais ses préoccupations s'é-
taient dirigées de préférence vers les spéculations physiques,
principalement sur la force expansive des gaz en général et
de la vapeur d'eau en particulier. Il était parvenu à des sim-
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plifîcations notables dans la construction des locomotives et

autres appareils à vapeur dont l'industrie fait usage* Ses

idées se trouvaient déjà réalisées sur des modèles en petit,

lorsque la maladie et la mort sont venues le surprendre.

L'excès du travail auquel il se livrait depuis quelque temps,

pour mener ses idées à bonne fin, avait occasionné, à ce

qu'il paraît, un affaiblissement général du système nerveux

qui amena sa fin prématurée. Il est mort le 30 mars 1847,

dans sa quarante-deuxième année, vivement regretté de

tous ses collègues, et de ses élèves qui l'aimaient et l'hono-

raient comme un père.

Il laisse deux enfants, une fille et un fils. M. de Salvandy,

ministre de l'instruction publique, dont l'active bienveillance

pour le personnel de son département est devenue prover-

biale, s'est empressé, proprio motu , d'accorder une bourse

au plus jeune des deux enfants. A. J. H. V.

USAGE

De la méthode des multiplicateurs indéterminés, pour la

démonstration de quelques propositions de géométrie analy-

tique. — Remarque sur la méthode à employer pour dé-

montrer les principaux théorèmes relatifs aux diamètres

conjugués.
P A R M. E. B R A S S I N B ,

Professeur aux écoles d'artillerie.

lo La méthode des multiplicateurs indéterminés, dont on

donne en algèbre un exemple pour la résolution des équa-

tions du premier degré à plusieurs inconnues, et qui est

d'une si grande importance dans la mécanique, peut aussi

servir à la démonstration très-simple de plusieurs proposé
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lions de géométrie analytique, comme nous allons le faire
voir par les exemples suivants.

O Théorème de Pascal sur l'hexagone inscrit dans une co-
nique. Supposons un quadrilatère inscrit dans une conique,
dont les côtés opposés ayant pour équation y = ax-\-b9

yz=za'x-\-b' et y = ax-\~B,y = a.tx-\-$t
J l'équation de la

courbe passant par les quatre sommets du quadrilatère sera
évidemment :

[y—ax—b) (y—a'x—b^+Xy—zx—ft (y—*'x— p')=0. (1)

(Cette équation renferme un coefficient indéterminé X, qui
permettrait de faire passer la courbe par un cinquième
point, ce qui prouve que la forme précédente est la plus gé-
nérale possible). Sur le côté y = a!x-\-V construisons un
second quadrilatère inscrit daus la même conique et désignons
les équations de ses côtés opposés par

L'équation de la courbe pourra encore prendre la forme :

{y—dx—b')(y—a"x— bv)+y\y—mx—n){y—m'x—ii')=O^)

et par une détermination convenable de X et f/. et après avoir
respectivement divisé les équations (1), (2) par \-\-\ et i-f-f*,
ces équations devront devenir identiques terme à terme,
puisqu'elles représentent alors la mesure courbe ; cela posé,
en faisant abstraction de la droite y = a'x-\-b\ commune
aux deux quadrilatères, les six autres droites forment un
hexagone dont les côtés, opposés deux à deux, sont :

y—-ax—b=0,y—a"x—&"=0, y—ax—-(3=0, y—7rix—n'=z0,
y—<x!x—3f=0, y—tnx—n = 0*

Or, les équations (1), (2), préalablement multipliées par

— — et —:— devant rester identiques quel que soit or, si

C) Voir t. III, p. 304; t. VI, p. 269.
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on appelle X,, ¥,, X3 Y, les coordonnées communes aux
côtés opposés des deux derniers systèmes ci-dessus, on
aura identiquement,.d'après les équations (1) (2), les rela-

tions :

* ( J a X b ) ± { Y ! ' X b " )

e t

Comme d'ailleurs la relation générale

est évidemment satisfaite par les coordonnés X, Y, com-

munes aux deux côtés opposés y = ax + b, y = al'x + b"9

il résulte que les points d'intersection des côtés opposés de

l'hexagone, dont les coordonnées sont XXYO XaYa, X3Y3,

sont situées sur la droite dont l'équation est

Remarquons que si deux côtés opposés d'un quadrilatère

inscrit deviennent des tangentes, les deux autres côtés se

confondront avec la droite qui passe par les points de con-

tact, et l'équation (1) de la conique prendra cette forme

simple (y— ax-b)(y—dx — 6r) + M . r - « 3 — P)' = 0,

qui peut être souvent utile.

2° Imaginons inscrits dans la section conique deux qua-

drilatères qui n'aient pas, comme précédemment, le côté

y—a'x — b' = 0 commun; mais supposons ce côté com-

mun remplacé par deux côtés distincts y— a'x — b' = 0,

y — hx—À: = 0 , les équations (1), (2) de la conique seront

remplacées par les suivantes :

{y—hx-~k)(y—a"x—V^+^y—mx—7t)(^—wfo:—/i')=0, (4)
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qui seront identiques pour desdéterminations convenables de X
et de p. Cela posé, considérons l'équation de la conique

Y—ax—b) (y—a'x—b') = T 4 ~ ( r -&r— k)(y-a"x—b'% (5)

laquelle passera j par les quatre points d'intersection des
droites dont les équations sont au premier membre avec
celles dont les équations sont au second membre, mais
d'après l'identité des équations (3), (4), les coordonnées qui
annulent simultanément les deux produits

{y—mx~ri)(y—m'x—n% (y—v.x—p)(y — o!x—13'),
rendent identique l'équation (5), ce qui fait que huit points
d'intersection se trouvent sur la conique (5). Mais les inter-
sections des côtés .y—a'x—&'=0, y—hx—k = 0 avec la
courbe, peuvent être réunies par autant de cordes que l'on
voudra; d'où résulte ce théorème général : Si un polygone
d'un nombre quelconque de côtés {supérieur à sept) est inscrit

dans une conique, et si Von prend deux systèmes distincts de

quatre sommets consécutifs, et qu'on termine par deux diago-

nales les deux quadrilatères que forment quatre sommets, ces

deux diagonales, avec leurs côtés opposés dans les quadrila-

tères se rencontrent en quatre points ; les quatre^autres côtés se

rencontrent aussi en quatre points y et les huit points ainsi dé-

terminés se trouvent sur la même conique (*).

On pourrait, en employant pour les degrés supérieurs au
second, des équations de formes particulières, arriver à des
théorèmes analogues aux précédents.

3° Ramenons encore aux principes précédents un théo-
rème bien connu. Supposons que par un point quelconque o,
situé dans le plan d'une conique ou même deux sécantes
(elles que la première coupe la courbe en deux points m\ m'\
et la seconde en deux points ri,ri\ on pourra former un

(*) Voir p. 356; le théorème de M. Paul Serret est antérieur au présent tra-
vail, Tm.
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quadrilatère m'rri'rin", et en faisant varier de position les
sécantes qui passent toujours en o, le lieu des intersections
des côtés opposés m!ri, m"n" du quadrilatère, sera une droite.
En effet, prenons le point o pour origine des coordonnées et
désignons par y— kx = 0, y — kx = 0 les équations de deux
sécantes fixes, et par,/—<xx — p = 0, y—aîx— p'=0, celles
des deux autres côtés opposés du quadrilatère formé par les
sécantes ; l'équation de la conique sera :

J-Uy—kx)[y-l/x)-\-Xy-*x-p)[y-J*—p')-] = 0. (6)

Pour de nouvelles sécantes de position quelconque, l'équa-
tion de la sécante sera :

et l'équation (7) devra rester identique à (G), bien que &, &',

a, h, a\ b\ varient sans cesse ; en identifiant dans les équa-

tions (6), (7) les termes du premier degré et faisant y-j— = à,

on aura ;

*{ab'+ba')=Q, A(W) = C, A(£ + £') = C". (8)

C, C, C" étant des constantes égales aux coefficients in-
variables et déterminés des termes du premier degré de l'é-
quation (6) -, mais les coordonnées des points de rencontre
des côtés opposés du quadrilatère sont données par des équa-
tions y =ax-\-b, y~a!x-\-b'; prenante, a! dans ces deux
dernières, les portant dans la première du groupe (8) et
tenant compte des deux dernières de ce groupe, on trouve

C'V C
très-simplement —— = C, équation du lieu cherché.

x x
4° Nous ne multiplierons pas davantage les exemples de

la méthode précédente, qu'on peut employer souvent
avec succès pour la détermination de droites, de plans,
de courbes, assujettis à des conditions particulières.
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Si par exemple on voulait faire passer un plan par une
droite dont les projections auraient pour équations P = 0 ,
P'=0, et par un point; on poserait d'abord P + À P ' = O

pour l'équation du plan, et X serait déterminé par la con-
dition que le plan contient le point donné.

Au sujet de cette méthode élémentaire, je remarquerai
que les questions sur les diamètres conjugués, dont j'ai in-
séré les énoncés dans ce recueil, se démontrent très-simple-
ment , en faisant usage des valeurs des coordonnées des ex-
trémités de ces diamètres. Si, par exemple, x f , y sont les
coordonnées de l'extrémité de l'un des diamètres conjugués,

y"= -x\ x"=—Ty seront les coordonnées des extrémités
a b

du second diamètre. Ces valeurs très-simples fournissent la
démonstration immédiate d'un grand nombre de proposi-
tions nouvelles et de presque tous les théorèmes connus,
comme je l'ai fait voir dans le Journal de mathématiques,
tome VII, 1842. Les auteurs qui depuis ont suivi cette mé-
thode dans leurs traités de géométrie analytique, auraient
pu ajouter, comme je l'avais fait, sans sortir du cadre des
éléments, que la somme ou la différence des puissances sem-
blables de la plupart des lignes conjuguées, est constante ; ce
qui donne de l'extension aux théorèmes d'Apollonius. Ainsi,
dans l'ellipse, la somme des carrés des normales ou dessous-nor-*
maies conjuguées est constante. Une de ces deux propositions
renferme comme cas particulier, l'invariabilité de la sous-
normale dans la parabole, parce que, lorsque le grand axe de
l'ellipse est infini, une des deux sous-normales devient nulle.

Note. La méthode des multiplicateurs, mise en usage par
Bobilier, est aujourd'hui cultivée avec grand succès en Alle-
magne et en Angleterre et n'a pas encore trouvé accès dans
nos éléments, et avec raison. A quoi cela sert-il? à enrichir
la science et en même temps à en faciliter l'accès ; mais n'é-
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tant pas exigé dans les examens, cela ne sert par conséquent
à rien du tout. Il est toutefois à regretter que dans un ou-
vrage philosophique récemment publié, sur la correspondance
entre l'algèbre et la géométrie, on se soit contenté de traiter
des questions depuis longtemps débattues et rebattues, et
qu'on ne dise pas un mot des méthodes, par exemple, des
multiplicateurs, des procédés métamorphiques, des principes
de translation, des symbolismes, des homogènes, etc., qui
ont triplé nos connaissances géométriques. Existet-il quel-
que chose de plus philosophique dans la science, que les mé-
thodes ? Et où la liaison entre les deux instruments que l'in-
telligence applique à la quantité est-elle plus manifeste que
dans ces méthodes? Peut-cHre aussi que le savant auteur de
tant d'écrits utiles s'est réservé de traiter ces matières dans
on ouvrage spécial, qui sera accueilli avec faveur par ceux
qui attachent de l'intérêt à l'histoire des progrès de l'esprit
humain dans toutes les directions. Ce serait un magnifique
travail, de reprendre en sous-œuvre les Essais de l'illustre
Condorcet, de les rectifier et de les compléter.

NOTE SUR LA DIVISION DU TRAPÈZE

Par des transversales parallèles à ses bases.

P A R *ï. B. RIVAX.S,
Ancien professeur.

Si l'on propose de diviser un trapèze en deux parties qui
soient entre elles dans le rapport^ :q par une transversale
parallèle à ses deux bases, que nous appellerons a et b , il
est avantageux de prendre pour inconnue cette transversale
qui est donnée par la formule très-simple :

T =
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La construction de cette formule au moyen de la règle et du
compas est très-aisée. Il est clair que cette formule donne-
rait la suite de transversales qui serviraient à diviser le tra-
pèze en n parties égales ; il suffirait de faire successivement
/>=1,2,3. . . e t£=7i—1, 71 — 2... etc.

SOLUTION DE LA QUESTION 151 (p. 242).

PAR M. GEORGES RITT.

Supposons m', m'\ mm sur une ellipse; menons par les
poins m'y m" des tangentes à cette courbe que nous suppo-
sons se couper en un point T ; joignons le point m" au point
m1", et, par le point T, menons une sécante parallèle à la
corde m"mm; cela fait, si Ton joint le point m'" au premier
point m\ la ligne de jonction m"rm! passe au milieu de la
corde, interceptée sur la sécante partant du point T et paral-
lèle à m!"m"'. ( Brassinc. )

Prenant pour axes le diamètre parallèle à m"m' et le dia-
mètre passant par T , l'équation de la courbe sera

et la distance du centre au point T sera—.
*/

Les coordonnées étant pour m'(—x'y ), pour m" (o.y ),

pour m"' ( x", / ' ) , l'équation de m"mf" sera

y -y'=11^^-^ ou y-y= -
En vertu de l'équation de la courbe.
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L'équation de la parallèle menée par T ,

b' b'x"-\-x' ...

y * y +y
Enfin l'équation de ml ml"

, y-y, (2)

L'élimination directe entre (1) et (2) donne pour les coor-
données du point de rencontre

"V •—

Et Ton vérifie aisément que la relation

2 j

(j-2^-)

ou

est satisfaite ; ce qui démontre le théorème.

SOLUTION DE Lk QUESTION 152 (p. 242).

PAR M. GEORGES HIT T.

Prenons un point K dans une ellipse dont AB est un dia-
mètre. Joignons les extrémités A, B de ce diamètre au point
K, et prolongeons les droites AK, BK jusqu'aux points
m\ m' où elles vont couper la courbe ; menons aux points
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m\ m" des tangentes à l'ellipse qui se couperont en un point
extérieur T. Cela posé, la droite KT sera parallèle au dia-
mètre conjugué du diamètre AB. (Brassine. )

Soit ay> + b'x*— a'b2 (1) l'équation de l'ellipse rap-
portée au diamètre donné AB et son conjugué pris pour axe
des abscisses.

a, p coordonnées du point donné K intérieur ou extérieur
à la courbe.

(3)
UC

Équations des droites AK, BK.

L'élimination entre (1) et (2) donne pour les coordonnées du

point m',

x ••' " ,

Au lieu d'éliminer entre (1) et (3) pour trouver les coor-
données du point/;/', il suffit de changer dans les valeurs (4),
h en — b et Ton obtient :

Les tangentes aux points ?ri {x',y ), m1' (x'\y") ont pour

équations :

ayy+ tfxx'—tfb2=o,

d'où Ton tire, pour le point de rencontreT, les coordonnées
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— x") .

Substituant dans ces équations les valeurs précédentes, on
trouvera: x=:0, ^ = P ;
ce qui démontre le théorème.

Au surplus, le théorème de M. Brassine n'est qu'un cas
particulier de la théorie générale des polaires.

NOTE SUR LES EXPRESSIONS £ , 0° {voir t. V, p. 259

et t. VI, p. 109).

I. Tout calcul commence par des opérations sur des
données, et le calculateur qui fait emploi de ces données, y
attache nécessairement un sens déterminé, fixe. Il n'en est
pas ainsi de certains résultats de calcul, qui représentent des
opérations apparentes dont on ne peut connaître et fixer le
sens, qu'autant qu'on sache d'où les résultats proviennent.
Ainsi zéro n'est jamais une donnée sur laquelle on opère en
entrant dans un calcul ; mais très-souvent le calcul se ter-
mine par des opérations à faire sur le zéro, par exemple une

division - , ou une élévation de puissance 0°; dans ces cas,

le résultat n'a un sens déterminé que lorsqu'on sait d'où Ie3
zéros proviennent. Êclaircissons ceci par des exemples»

z = — est l'équation du paraboloïde hyperbolique. Si
oc

on fait simultanément x = 0 , y = 0 , z devient - , et cette
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expression signifie dans ce cas que z a une valeur quel-
conque , c'est-à-dire que Taxe des z fait partie de la surface.
Menons dans le plan xy la bissectrice y=.r; par cette bis-
sectrice et Taxe des z concevons un plan qui coupe la sur-
face suivant une ligne dont l'équation prise dans ce plan

x
est s = — = 1, la section est donc une droite parallèle à la

x

bissectrice; si maintenant on fait x~O, z a encore la

forme - ; mais celte fois cette expression, d'après sa prove-

nance, désigne l'unité ; c'est-à-dire la parallèle coupe Taxe
fi Y)des z aune distance 1 de l'origine. Généralement soitz=•-—•—
k(x)

l'équation d'une surface; si l'on a simultanément/^) = 0;

F (a) = 0 ; alor^ z — - ; la droite parallèle à Taxe des z, pas-

sant par le point x = a, y = b, du plan xy^ est située sur
la surface; menons par Taxe des z le plan y~x, il coupe

f(x)
la surface suivant une ligne ayant pour équation z =zJ—— ;

t(x)
si l'on a simultanément/^) = F (a) = 0, z = - ; et cette va-

leur désigne les coordonnées des points où la parallèle à l'axe

desz, passant par le point x=a, y=a, rencontre la section.
Soit l'équation de la surface exponentielle z =/(x)F(y) ;

supposons que l'on aitf{a) = F (b) = 0 ; x = 0° signifie que
z est indéterminée, ou bien comme ci-dessus que la paral-
lèle à l'axe des z, passant par le point x=za,y = b, ap-
partient à la surface.

Faisons y~x\ alors z=f(x)Kx) est l'équation de la
section faite par le plan^ = .r; sif(a) = F(a) = 0 , z = 0°
désigne les coordonnées des points où la parallèle ren-
contre la section; prenons en particulier l'équation
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Faisons x=^y=Qi z=0° , expression de provenance in-
déterminée; faisons y = x, l'équation de la section est

(-Y
z = \p / =s/?""t; donc, dans ce cas, faisant#=0, 2=0° a
pour valeur p~\

Soit encore l'équation exponentielle z = xv ; faisant
# = ^ = 0 , z=0° expression indéterminée; mais si dans la
section z = xx on fait u = 0, alors z=0°=1 ; c'est l'objet de
la démonstration suivante due au célèbre Pfaff, et rapportée
par son savant disciple Mœbius (Crelle, XII, 134).

II. LEMME 1. On a toujours (1 + z ) m > l-\-{m—i)z, pour
z positif et m > l .

LEMME 2. m étant > 4, on a 2W > w2.
Nous nous contentons d'énoncer ces lemmes.

Soit ^=•*:*, faisons J ? = - ; y =n —t il faut démontrer

que n croissant indéfiniment, nn s'approche de l'unité;
i

comme « > 1 , on a évidemment / i w > l ; faisons donc
i

nn = l-fz ; 7i=(t-]-z)w>l + (/i—l)z, en vertu du lemme 1 ;
i i

d'où n—l > (n—l)z ; 1 > z ; nn < 2 ; ainsi ra* est toujours
compris entre 1 et 2, lorsque n > l .

Faisons ;i = 2m/if où /*" est un nombre constant fini, et /n
l m i

pouvant croître indéfiniment ; nn = 2 2 />. n'2 n ; or, puis-

que m dépasse 4 , o n a 2 m > w î , donc - — > m/i;; et par

m i i

conséquent -^-. < —, ; donc 22mn' < 2mn' ; n'n' < 2 ; donc
2 /i m/i

ÀNN. DE MATHéM. Vï. ^O
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<C2 <C3 ; dqnc # < 2 . 2 = 2 ^ / =pn <C2 <C3 ; dqnc # < 2 . 2 = 2 ^ / =p

et/? est une quantité constante finie > 1 j donc en croissant
i

n s'nn s'approche indéfiniment de l'unité. C. Q. F. D.

QUESTIONS.

165. fê\ + (~) = t , étant l'équation d'une ellipse ;

axes rectangulaires; ( - ) + (~) = 1 , est l'équation de

la polaire réciproque de l'enveloppe de l'ellipse, relativement
au cercle^a+^*=ca = à*—b*. Tm.

166. Le lieu géométrique des projections orthogonales du
centre de la lemniscate de Bernoulli sur ses tangentes, a pour

2 2

équation polaire P
3 = a cos —. w - R°BERTS.

o

167. La longueur entière d'un quadrant de cette dernière
courbe est égale à trois fois la différence entre l'arc infini
de l'hyperbole équilatère correspondante, et son asymptote.

W . ROBERTS.

168. Une conique étant rapportée à des axes rectangu-
laires , si le coefficient angulaire d'une tangente menée par

un point est égale à J / ^ T , ce point est un foyer.
PLUCKER.

169. Lorsque des paraboles ballistiques, situées dans le
même plan, ont même point de départ et même vitesse ini-
tiale , elles ont la même directrice ; les sommets sont sur une
même ellipse et les foyers sur une même circonférence.
(R. Wolf de Bern.)
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RECTIFICATION

Relative à une formule sur la parabole.

La formule donnée page 213, ligne i l , en descendant, est

fautive et doit être remplacée par celle-ci : 2ncosy=l-{-l'. 1

M. Mention a eu la bonté de nous signaler celte erreur de

calcul.

ANNONCES.

COURS COMPLET D'ARITHMÉTIQUE à l'usage des élèves qui se des-

tinent aux écoles du gouvernement ou à toute autre école

spéciale. Par A. GUILMIN, ancien élève de l'école nor-

male, professeur à Paris. — In-8°, — vu, 342. — 1847.

Chez Carilian-Gœury et Victor Dalmont, libraires.

GÉOMÉTRIE SIMPLIFIÉE, suivie de Notions de trigonométrie,

d'arpentage, etc., ouvrage adopté par l'Université. Par

J. PERCIN , professeur au collège royal de Nancy. 3e édit.,

1844, in-12, XI , 218,4 pi. lith. Paris, Langlois et Leclercq,

libraires.

SUR LE THEOREME 154. (Tome V, p. 242.)

PAR M. MENTION.

Ce théorème est démontré et discuté tout au long dans

l'ouvrage de M. de Lafrémoire, page 213, quant à la pre-
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mière partie, et la seconde partie devient intuitive par la

démonstration môme donnée dans cet ouvrage.

Ce qui n'esl indiqué ni à la page 242 des Nouvelles Annales

ni dans l'ouvrage précédent, c'est que le point H peut être

pris dans l'espace, et la démonstration reste la même.

Ainsi généralisé, ce théorème mène à cet autre :

« Si parle milieu d'une arête d'un tétraèdre, on mène une

parallèle à l'arête opposée, qu'on répète cette construction

pour chaque arête, on obtient un nouveau tétraèdre équi-

valent et symétrique au premier. De plus, il a même centre

de gravité. »

C'est ce tétraèdre que JVIonge appelle conjugué du té-

traèdre donné.

(Voir Correspondance sur l'École Polytechnique, tome Ier,

p. 440, et tome I I , p. 260 et 263.)

DEMONSTRATION

De la formule de M. Brassine relative au rayon de la sphère

circonscrite (p. 227).

PAE M. »E PERB.ODII,,
Élève de la Flèche.

Je prends trois axes rectangulaires se croisant à l'un des

sommets S, et soient «,p, 7; a', £',7'; a", p\ 7"; les coordon-

nées des trois autres sommets A, B, C; a', b\ c étant les

arêtes qui aboutissent au sommet S, nous aurons les quatre

équations : •

Retranchant les trois dernières de la première, il vient :
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La valeur de D représente six fois le volume du tétraèdre

(Géom. anal, de M. Lefébure, p. 449). En substituant donc

les valeurs de x,y et z dans [la première des équations (1),

on aura :

R = -

Si Ton remplace N, N', N" par leurs valeurs, le résultat

contiendra six sortes de termes; ceux qui multiplient dk,

savoir :

Ceux qui multiplient b'k et c'4, qui se déduisent des pré-

cédents, les premiers en changeant a\ pf, y1 en a, p, 7, et les

seconds en changeant a'f, f ", 7" en a, p, 7.

Ceux qui multiplient 2al3b'\ savoir :

Et les deux parties analogues qui multiplient 2#V a et 2b'3cr\

et qui, considérées avec la précédente, contiennent symé-

triquement les facteurs («a+PP'+77')--5 C*a+!5V)--- Or ces

facteurs s'expriment très-simplement en fonction des arêtes,

en effet, on a évidemment •.
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Donc en multipliant les six parties précédentes par 4, et dé-

signant le résultat par A, nous aurons R== - ^ 1

et A=[4& VM&'H-c'a+*a) V 4 + [4a'V8—(
-f [4^ "£fa—(a'a-f&'2—c')2] c'4

Développant et réduisant, on trouve, toutes réductions

faites :

ou

A *= {aa'+bbf+cc')(aaf+bb'—cc'jiaa'+cc'—bb'Kbb'+cc'—a af).

SOLUTION DE LA QUESTION 97. {F. t. IV, p. 260.)

PAR M. MENTION.

Couper un triangle par une transversale, de manière que

trois segments non consécutifs soient égaux. (PROUHET).

Solution, joutant au rayon du cercle circonscrit la dis-

tance du centre de ce cercle au centre du cercle inscrit, on aura

la valeur du segment triple. On en obtient encore une valeur

en retranchant cette distance du même rayon.

Démonstration. Le théorème de Ptolémée donne immédia-

tement l'équation (x étant la valeur de ce segment).

* — oc{ab + ac + bc) + abc = 0 ,

dansflaquelle 2p est le périmètre du triangle dont <z, b, c sont

les côtés.
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Or ab+ac+bc = 2& f - i - + + -î—
^ ^ \sin A ~ sîn B ^ sin G

sin A sin B sin C sin A sin B sin G

"~ . A . B . G'
sin— s i n - s i n -

2t À JL

(S représente la surface du triangle), abc = 4/>Rr.

Substituant ces valeurs, l'équation devient :

A
s i n s i n

D'où enfln x=R ± ^R1—2Rr.

SOLUTION DE LA QUESTION 70 (t. II, p. 327).

M.

n est entier et positif.

Cette formule est évidente pour les valeurs 1 et 2 de n.
Supposons donc la proposition vraie pour une certaine valeur
de n, et une valeur inférieure d'une unité; multipliant les
deux membres de l'équation par a + &, le premier menlbre
devient alors égal à a*+l-\*bn+I-{-ab{àri+b"r'1). On tirade là
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an+t -f- 6n+l, en mettant pour an^ + bn~* sa valeur, et le reste
s'achève de soi-même.

Corollaire. Si dans cette formule, on fait :

# = cos<p-|-\/—lsincp; 6=:cos<p — \/—isincp,

on obtient cette formule connue :

(Voir t. V, p. 223, formule 43, et t. VI, p. 95.)

THÉORÈME.

a—b

(TÎ est entier et positif.)
La démonstration est identique à la précédente.
On peut aussi tirer de là des formules trigonométriques

connues.

DÉMONSTRATION DU THÉORÈME de la page 197.

FAR M. MENTIOKT.

J'emploie la figure 40; N est le point de concours de la
hauteur partant du point A dans le triangle ADE, avec celle
qui aboutit au point 0 dans le triangle OCE.
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Le théorème de la page 197 peut se démontrer plus sim-
plement comme il suit.

Les deux triangles Bmn et Np/ sont semblables, et four-

nissent la proportion — = —- : d après le lemme que nous

AC
avons rappelé (1845, p. 655) B/i= 2. — cotgB=ACcotgB.

( Ce lemme apprend en effet que Bn est le double de la
distance du centre du cercle circonscrit à ABC, au côté AC).
D'ailleurs Np : AC ::pK : CK, or, comme^K=CKcotgCED,

mn cote B _ „
Donc-7— = ——rest, dans le cas actuel. B = E, . . .

lp cotgE ' '

QUESTIONS D'EXAMElNr ;

Sur le mouvement uniforme j droites et cercles.

DROITES.

I. Deux molécules décrivent chacune une droite, d'un
mouvement uniforme, avec des vitesses données ; on con-
naît aussi les positions simultanées des deux mobiles à un
instant déterminé ; il faut chercher les positions des deux
mobiles lorsque leur distance est un minimum.

Solution. ^ = vitesse du premier mobile; *>' = vitesse
du second mobile ; II' =• d = plus courte distance des deux
droites ; A et A', deux points où se trouvent les deux mo-
biles à un instant déterminé; N et ]Nf, deux points où se
trouvent les mobiles après le temps t, compté depuis le dé-
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part de la position A, A'; faisons AI = b, A T = #; NN'== z ;

on a IN ==& + #

za = (i,e+by+ {ïi+ b')3 —

où 7 est l'angle des deux droites.

Faisons za = A*a -f B*+ C,- A = \? -f- */'—

B=2^(6—ô'cos7)+2^(6f—écosy) G=ôa+^a—2^^c

A est le carré de la résultante des deux vitesses, prises sui-
vant leurs directions -, C est le carré de la distance AA'.

(
T> V p»a

' + 2A ) 8»+ C "* 77 » a ins i z*est a u

( T> V p»a

' + 2A ) 8»+ C "* 77 » a ins i z*
minimum lorsque t= — —-.

A ri.

DISCUSSION.

1° d > 0 ; alors z ne peut jamais gêtre nul $ donc

. donne la distance

Bv Bpr

minimum; et pour ce cas IN=&— — ; IfNr = ô'— —• ;
JàA. 2A

les signes de fc, '̂, ,̂ vl déterminent le signe de B , et par
conséquent les positions des points N et N' relativement aux
points I et I'.

En développant 4AC — B*, on trouve :

4AC— Ba = 4sina7[^ — &V] a + < f | y + */1— Mcosy],

où Ton voit qu'en effet 4AC — Ba est essentiellement positif.

Si 7 = 0, les droites sont parallèles ; de même, si 7 = 2*.

C'est le problème des courriers, selon qu'ils vont dans le

même sens ou dans des sens opposés. On suppose ordinaire-

ment d « 0 -,
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2° d=0 ; les droites sont dans un même plan ; et au cas

du minimum,

II. La droite NN' décrit un hyperboloïde parabolique, et

lorsque les deux droites sont dans un même plan, l'enve-

loppe de la droite NN' est une parabole {Foy. t. I , p. 449) ;

cette parabole est tangente aux deux droites données et à la

droite AA' : il suffit donc de connaître encore deux autres

positions simultanées, pour que la parabole soit entièrement

déterminée. &

III. Le lieu du milieu de NN' est une droite, car le centre

de gravité des deux mobiles décrit une droite (t. I I , p. 241),

d'où Ton déduit ces deux théorèmes :

Théorème 1. Une parabole étant inscrite dans l'angle MIM';

M et M' étant les points de contact, le lieu du milieu d'une

portion de tangente quelconque à la parabole interceptée

dans l'angle est une droite passant par les milieux de IM et

de IM'.

Théorème 2. Une conique étant inscrite dans l'angle MIM',

M et M' étant les points de contact, si Ton mène une troi-

sième tangente parallèle à MM', rencontrant IM en N et

IM' en N', prenant sur IM un point O, tel que les quatre

points M , N , I , O soient harmoniques; de même un

point Or sur la droite IM', une quatrième tangente quel-

conque rencontrera les trois tangentes et la droite OOr en

quatre points harmoniques.

Ce théorème est une conséquence perspective du précédent.

IV. Problème. Trois mobiles parcourant trois droites d'un

mouvement uniforme, avec des vitesses données et des posi-

tions initiales données, trouver les positions où Faire du

triangle ayant pour sommet les trois mobiles, est un mini-

mum.



Solution. Même notation que dessus; soient z, z', z\ les
côtés du triangle et u son aire ; on a :

tta = 16 [ 2sVa -f 2z V" + 2* V * — z4— z'4 - z"4 ] ;

remplaçants1, z'a, zf'a, etc., parleurs valeurs en fonction de*
on obtient tta = M**-f N*3 + R f + S/ + P ; lorsque le se-
cond membre peut devenir nul, alors les trois mobiles peu-
vent être sur la même droite ; ce cas-îà excepté, le second
membre égalé à 0 ne peut avoir de racines réelles et M et N
sont de même signe ; il est d'ailleurs évident, en faisant
le calcul, que M et N sont essentiellement positifs. Pour
trouver les valeurs extrêmes de u, on a l'équation
4M*34-3N*3 -f 2ÏU + S = O, équation qui a toujours au
moins une racine réelle ; il reste ensuite à discuter si Ton
obtient un maximum ou un minimum.

V. Dans le cas de quatre mobiles, on peut se proposer de
trouver les positions des quatre mobiles tels que, formant
les sommets d'un tétraèdre , le volume de ce tétraèdre soit
un maximum ou un minimum , on parvient à une équation
du bème degré.

CERCLES.

VI. Soit A le point de départ du mobile, et X le centre,
T le nombre d'unités de temps qu'il met à parcourir les

quatre quadrants d'une vitesse uniforme, V = — , la vitesse

angulaire j ô = nT + t, le temps exprimé en unités de
temps, où n est un nombre entier positif et t un nombre
plus petit que T ; E étant l'espace angulaire parcouru , on
aura évidemment E = n4g + \t (1).

Soit maintenant une seconde circonférence, dans le plan
de la première ; nous désignons les quantités analogues par
les mêmes lettres accentuées, et soit a l'angle que font les
deux rayons menés aux mobiles lors de leur départ simul-
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tané, l'un de A , l'autre de A'; au bout du temps 6 , o n a

évidemment 6 = » T - f t = n'T+tf (2), et l'angle que forme-

ront alors les deux rayons sera a±Ytdz\rt\ en donnant

aux vitesses les signes convenables. D'après cette formule,

on peut résoudre les diverses questions qu'on peut proposer

sur ce genre de mouvement. Si les rayons partent du paral-

lélisme , o n a a = 0 ; par exemple, si Ton demande après

quel temps les rayons feront un angle égal à b, on aura

b = a±:Yt±:Yt' ; ensuite il faut avoir égard à l'équation

indéterminée (2) qui donnera le nombre de solutions pério-

diques.

VIL Deux mobiles parcourent d'un mouvement uniforme

deux circonférences situées dans le même plan , on demande

quand leur distance sera un maximum ou un minimum.

Solution. Soient O et O' les centres des deux circonféren-

ces , et M et Mf les positions simultanées des deux mo-

biles,- 0 0 ' = ^ , M 0 = r et M ' O W ; M O O ' ^ ; MOrO= <?',

on aura :

[d — r COS cp — r' COS ©')* + (/>s*n <p — r> s i n ¥T = MM".

Or, d'après ce qui précède, <p et </ sont donnés en fonction

de t ; on pourra donc trouver l'équation de condition pour

qu'il y ait maximum ou minimum.

VIII. Lorsqu'on a plusieurs circonférences situées dans

un même plan et décrites par des mobiles d'un mouvement

uniforme, étant données les positions initiales des rayons ,

on pourra trouver les positions de ces mêmes rayons après un

temps donné, et résoudre les problèmes sur les positions de

ces rayons.

IX. Lorsque tous ces cercles sont concentriques, on a le

problème du cadran. La question suivante a été proposée

cette année aux examens de Paris : Les trois aiguilles, celle

des heures , des minutes et des secondes , étant sur midi, on
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demande quand Tune de ces aiguilles sera la bissectrice de

l'angle formé par les deux autres. Nous engageons les élèves

à prendre des exemples numériques et à discuter soigneuse-

ment les signes des vitesses et la position des rayons j si Ton

voulait le faire pour le cas général, cela entraînerait à trop

de longueurs ; nous avons indiqué les moyens de solution.

(Voir t. Y, p. 35.) Tm.

QUESTIONS PROPOSÉES

au concours d'admission à Vécole normale en 1S47.

SUJET DE COMPOSITION DE MATHÉMATIQUES.

Première question.

On donne, sur un plan, un nombre quelconque de points

A, 13, C, D ; par une origine flxe O, choisie à volonté sur ce

plan, on mène un nombre infini de droites, et sur chacune

d'elles on porte une longueur OM réciproquement propor-

tionnelle à la racine carrée de la somme des carrés des

perpendiculaires abaissées, sur cette droite, des différents

points A, B, G, D, on demande :

1° Le lieu des positions des points M obtenus de cette ma-

nière $

2° S'il est toujours possible, les points A, B, C, D

restant fixes, de choisir l'origine O , de telle sorte que ce

lieu devienne un cercle ;

3° Examiner si la courbe cherchée est toujours fermée

pour toutes les positions du point O.

4° Lorsque cela a liea, trouver où le point O doit être
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placé pour que, les points A, B, C, D restant fixes, l'aire to
taie soit la plus grande possible.

Deuxième question.

Exposer la théorie des annuités et discuter le problème
dans les différents cas qu'il présente.

SUJET DE COMPOSITION DE PHYSIQUE.

1° Théorie des verres de divergence.
Y a-t-il quelque utilité à considérer le cas fictif d'un objet

virtuel ?
2° Propriétés générales des vapeurs.

DISCUSSION

Des valeurs générales fourmes par la résolution de trois équa-
tions du premier degré entre trois inconnues.

P A R M. AMIOT

( Extrait du Précis analytique des travaux de l'Académie de Rouen, 1842. )

1. Il suffit de parcourir un traité d'algèbre pour être
frappé, dès le commencement, d'une lacune importante. On
trouve, en effet, à la suite des différentes méthodes usitées
pour la résolution des équations du premier degré, une dis-
cussion complète des valeurs générales fournies, soit par une
équation à une seule inconnue, soit par deux équations» à
deux inconnues ; mais là s'arrête ordinairement toute discus-
sion. Certains auteurs présentent, il est vrai, quelques re-
marques générales sur les valeurs fournies par trois équations
entre trois inconnues, mais aucun, à ma connaissance du
moins, ne donne une véritable discussion des circonstances
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diverses de compatibilité on d'incompatibilité que peut offrir

un système de trois équations entre trois inconnues (*)•

Cette discussion serait-elle donc jugée trop peu importante

pour prendre place dans un traité élémentaire? Mais, quand

on applique l'analyse à la géométrie aux trois dimensions de

l'espace, la discussion des coordonnées de l'intersection de

trois plans donnés par leurs équations, suppose connue la

discussion algébrique des valeurs générales fournies par ces

trois équations; et , pour les surfaces du deuxième ordre, la

distinction entre celles qui sont douées de centre et celles qui

en sont dénuées, repose entièrement sur cette même discus-

sion. Aussi, dans la plupart des traités de géométrie analy-

tique, admet-on comme prouvés, en algèbre, plusieurs ré-

sultats dont la démonsiration ne se trouve pas dans les traités

spéciaux. 11 y a donc là une véritable lacune qu'il importe de

combler. C'est dans ce but que j'ai entrepris ce travail et que

j'ai l'honneur de le présenter à l'Académie.

Je ferai d'abord observer qu'il ne me paraît pas possible

d'entrer dans la discussion complète de trois équations à trois

inconnues, en ne considérant que les valeurs générales des

inconnues, attendu que des circonstances fort différentes

d'indétermination, par exemple, peuvent se traduire par une

même forme des inconnues. Aussi, aux valeurs générales or-

dinaires, j'ai joint des inconnues auxiliaires , qui m'ont per-

mis d'entrer dans toutes les particularités de la question. Ces

inconnues auxiliaires ne sont autres que les valeurs des coeffi-

cients indéterminés dont on fait ordinairement usage par la

méthode d'élimination due à Bezout. Toutefois, j'ai apporté

à cette méthode une modification indiquée par M. Poulet-

Delisle, qui consiste à multiplier chaque équation par un

coefficient indéterminé.

On a ainsi trois inconnues auxiliaires, qui, pour chaque

(*} V. Manuel (V'algèbre, p. 222, Ie éciit. Tm.
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cas, ne dépendent que de deux équations. On peut donc en
prendre une arbitrairement, et par conséquent la choisir de
telle sorte que les autres soient entières. Il en résulte plus
de simplicité dans les calculs, et surtout plus de symétrie
dans la discussion.

2. Soient les trois équations générales :

(1) ax-\-by-\-cz = cl y

(2) a'x-\-b'y + dz = d',
(3) a"x + by+crz=d'.

Je les multiplie respectivement par les indéterminées m,
n> P-i j'ajoute les deux premières, et jesoustrais la troisième,
ce qui me donne :

(4) (am+a'n—d'p)x+{bm+Vn~b"p)y+{cm+dn--d'p)z =
z=zdm-\-dn—d"p. H

Je puis supposer /w, n et p, déterminées de manière que
Ton ait :

,K. ( bm+b'n=b"p, -, . A.A . l m = db"—b'd'
(5) \ , ,;' d'où je déduis \ , „

en posant p = bcf—cbf.
On obtient ainsi :

x=dm+d>n-d'p
am-j-a'n—a"p

__ d'(c'b"—b'c")+dXbcn—cb")+d"(cb'- bd)
~ a(c'b"—b'c")+a'{bc"—cb")-\-a"{cb'-bc')'

Je puis pareillement supposer qu'on attribue à w, n et p
des valeurs qui annulent les coefficients de x et z, et Ton a :

m = <fa" — a!c" .

en posant p =ac' — ca!
Et il vient :

P» — d"p

d(c'a"~afc")+df(ac"—ca") +d"(ca! —ac')
"" b{êcé] — de") + b'(ac" — ca") + b'\c a —ad)

À N N . DE M A T U É M . V I . - /
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Enfin, disposant de m, n, et p de manière à annuler les
coefficients de x et ̂ , ce qui donnne :

igx ( amXdn—dp ,, , ( m = bd — a!b
W ! , T . , ,,; d'où „

l um-j- bn=z b p f /* = ^ô" — £# '
en posant p —ab1 — ba!

On obtient :

m z=1
dm+dn~d'p

cm -J- c'/a — c'Jp
bn—ba!') +d"(ab'--baf)-~c(b'a" —a!iy') + c'{ab" — ba")+c"(ab'— ba'f

3. Ces valeurs générales de x, ^ et z9 substituées dans les
équations (1), (2) et (3), jouissent toujours de la propriété
de les vérifier analy tiquement. Mais, d'après les valeurs par-
ticulières attribuées aux coefficientsay b, c, d, a\b'.... celles
des inconnues x,y et z, peuvent affecter diverses formes,
suivant que les équations sont compatibles, distinctes, in-
compatibles , ou conséquence les unes des autres. Ce que je
me propose, dans cette discussion, c'est d'établir des carac-
tères d'après lesquels on puisse, dans tous les cas, déduire
la signification des équations (1), (2) et (3) des valeurs trou-
vées pour x,y et s, en y joignant, au besoin, celles des in-
connues auxiliaires /n, n et/?. Je distinguerai plusieurs cas :

Premier cas. Je supposerai d'abord qu'aucune des valeurs
inconnues auxiliaires m, n ou/?, ne soit égale à zéro dans
chacun des systèmes (5), (7) et (9). Il peut arriver alors que
les valeurs générales de x, y et z soient toutes les trois finies
et déterminées, infimes ou indéterminées.

4. 1° Je suppose que les valeurs de m, n etp, déduites des
(mb+nb'=pbtf , .„ ,

deux équations} , „ ne vérifient pas ama+n~a}p,
^ {mc+nc=pcf J

le dénominateur commun des valeurs de x, y et z sera dif-
férent de zéro, et les valeurs de ces inconnues seront toutes
les trois finies et déterminées. Les trois équations proposées
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seront distinctes et compatibles. Si les valeurs des inconnues
sont positives, elles répondront généralement à la question
dont les équations sont la traduction algébrique ; à moins,
toutefois, que cette question ne renferme quelques conditions
non exprimées dans les équations, et auxquelles ne puissent
satisfaire les valeurs trouvées pour les inconnues, comme
serait, par exemple, celle de n'admettre que des valeurs
entières, lorsque Ton trouverait pour x, y et z des nombres
fractionnaires. Si une ou plusieurs de ces valeurs sont né-
gatives, on sait que, prises toutes positivement, elles con-
viendront généralement, non à la question telle qu'elle a été
mise en équation, mais à cette question modifiée dans son
énoncé, ou simplement mise autrement en équation, de telle
manière que Ton obtienne de nouvelles équations différant
de celles qu'on a résolues par le signe de tous les termes qui
renferment celles des inconnues qui ont été trouvées né-
gatives.

5. 2° Si les valeurs de w, n etp, tirées des deux équations

!
m ,n ,~~P „ vérifient am + dn^pcP, et ne vérifient

pas la relation md-\- nd! =pd", les valeurs de xy y et z
seront infinies toutes les trois ensemble. Alors les équations
(1), (2) et (3) seront incompatibles, car l'équation (4), qui
peut être substituée à Tune d'elles, devient, quand on y rem-
place m, netp par leur valeur

O.x+0.y+0.z = dm+d'n —pd",

équation absurde d'après l'hypothèse. Ainsi, les équations
proposées sont incompatibles toutes trois ensemble ; mais je
dis qu'elles sont compatibles deux à deux, et forment, par
conséquent, trois systèmes distincts chacun de deux équations
compatibles et indéterminées. En effet, en ne considérant que
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les équations (1) et (2), par exemple, on en tirera, après
avoir posé <£—ax=k, etd'—a'x = k'

?— hc'—cV Bi Z ~~ bc'— cbr

Valeurs nécessairement finies et déterminées, quelle que
soit .r, puisque bc1—cb\ qui est la valeur Aep dans le sys-
tème (5), est supposée différente de zéro. On verrait de même
que les équations (1) et (3), puis (2) et (3), forment des sys-
tèmes compatibles. Mais chacun de ces systèmes ne renfer-
mant que deux équations , et comprenant trois inconnues,
admet une infinité de solutions.

6. 3° Je suppose, enfin, que les valeurs de m, n et/?, dé-
l mb4-nb'=pbf' , .„ , „

duitcs de l , „ vérifient aussi à la fois les deux
l nc-{-nc =jpcf

relations am-\-dnz=zpa" et dm-\-d'nz=zpd}\ les valeurs de

.r, y et z seront toutes trois de la forme - ; je dis que, dans

cette hypothèse, Vune des équations proposées sera conséquence
des deux autres, et que, par conséquent, le système proposé se
réduira à un seul système de deux équations entre trois in-
connues. En effet, l'équation (4) pouvant toujours être sub-
stituée à (3), par exemple, on aura, au lieu du système pro-
posé, les équations (1) et (2), et 0.x-\-0.y-{-0.z=0; cette
dernière équation étant vérifiée évidemment par tout sys-
tème de valeurs de x, y et z, qui vérifient (1 ) et (2), est une
conséquence de celles-ci, et par conséquent, il ne reste que
les équations (1) et (2), entre les trois inconnues x, y et z.
On verrait, d'ailleurs, comme au numéro précédent, qu'elles
sont compatibles.

7. Les équations (1), (2) et (3) peuvent toujours être con-
sidérées comme représentant trois plans -, les valeurs géné-
rales de JT, y et z sont les coordonnées de leur point d'inter-
section. Dans la première hypothèse, celle de x, y et z finies
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et déterminées, les trois plans se coupent en un même point,
lequel est le sommet d'un angle trièdre, dont les trois plans
donnés sont les trois faces.

Dans la deuxième, celle de .r, y et z infinies, les trois
plans ne se coupent plus ea un même point, mais ils se
coupent deux à deux, suivant trois droites parallèles ; ils
forment ensemble un prisme triangulaire.

Enfin, dans le cas de x,y et z de la forme -, les trois plans

se coupent suivant une seule et même droite, laquelle est
complètement déterminée par deux quelconques des plans
qui la contiennent.

7. Deuxième cas. Je suppose nulle une seule des valeurs
de //*, n onp) dans un seul des systèmes (5), (7) ou (9). Soit
par exemple/> = ta' — cb'=0, dans le système (5). On ne
pourra plus, dans cette hypothèse, substituer l'équation (4)
à Tune quelconque des équations (1), (2) et (3). Car l'hypo-
thèse JS=O en fait une combinaison des deux seules équations
(1) et (-2). C'est qu'effecliveaient ces deux équations sont suf-
fisantes pour faire connaître x-, car, de bc!— c&r = o, on

b' c1

déduit b'=brct c'=zcr, en posant ^-= - = r, et, par la
0 C

substitution de ces valeurs, l'équation (2) devient a'x +
r[by-{'Cz) = dt

t laquelle, combinée avec (1), donne imnié-
dr—d'

diatement x== :, valeur (inie et déterminée. En effet,
ar—a

ab' — ba!
7 quantité essentiellement différente de

b
zéro, puisqu'on suppose la valeur de p du système (9) diffé-
rente de zéro.

Les valeurs de^- et z sont aussi finies et déterminées, car,
si l'on remplace x par la valeur précédente dans les équa-
tions (1) et (3), elles deviennent de la forme by-\-cz=k

kç" — k'b''
et b"y + cvz = k\ et l'on en déduit y = 7-7? r}, et
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—. kbu

valeurs nécessairement finies et déterminées,
puisque l'on suppose la valeur de n du système (5) différente
de zéro.

Si, d'ailleurs, on introduit l'hypothèse bc'=cbl et b'=z brd
= erdansla valeur générale des inconnues, on a d'abord

__ dr[cbv—bc")+dXbc" — ctf)
X " — bc")+a'(bc"--cb")

(cb"—bc") dr—d'
~ (ar — a!) (cb"—bc") ~~~ ar — ar

Quant à celles de y et z, leurs numérateurs n'éprouvent
aucune modification importante, mais leur dénominateur
commun devient {ar—a') (bc"—cbn), et ne peut être nul,
puisque chacun des facteurs ar—a1 et bc1'—cb'\ est supposé
différent de zéro.

Ainsi, dans cette hypothèse, les valeurs dex^yetz, qui
vérifient les équations (1), (2) et (3), sont finies et déterminées;

les équations sont distinctes et compatibles ; elles représentent

trois plans qui se coupent en un même point.
8. Troisième cas. Je suppose nulles deux des valeurs de

m, «ou/?, dans un seul des systèmes (5), (7) ou (9). Soit,
par exemple, m = Octjp = O dans (5); de bc'=cb*Ql b'cv

= c'b'\ on déduit bb'c'c'^cb'c'b" ou bc"=:cb", et partant,
on a aussi n—o dans le même système. Dans cette hypothèse,
l'équation (4) n'offre aucun sens, et la valeur générale de x

est-, tandis que celle de y et z se présentent sous la forme

de - ou de oo.

Pour interpréter ces valeurs, remontons aux équa-
tions proposées et observons que l'on a b' = br, c! = cr,

b1 c' W c1'
bt'=r1b et c" = r'c, en posant T = - = r et — = — = r'.

b c b c
Si Ton substitue ces valeurs dans les équations (2) et (3), le

système proposé devient :
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(1) ax -\-by -{- cz =. d ax + v = d

(2) dx -f- r{by-\- cz) = d! ou bien tf'.r -j- rv ==== ^'

(3) a^r+T^- j -cz ) ==£*'' a"o:+rV = ^

En posant, pour abréger, i>=&/-|-c3.

On peut éliminer p ou ^ et z, soit entre (1) et (2), soit
entre (1) et (3), soit enfin entre (2) et (3) ; on obtient ainsi
les trois valeurs de x :

rd—d' r'd— d" r*dr — rd"
t* *" »ir. i y* • — — _ _ — — _ _ y ii i H i

ut r — ^" r'̂ r — a>
n

 r'a
f — ra'

Lesquelles sont nécessairement finies et déterminées. Car

on a ar—d = — , et cette quantité ne peu être nulle,

puisque nous supposons la valeur de/? du système (9) diffé-
rente de zéro. On verra, de même, que les dénominateurs
des deux autres valeurs de x ne peuvent être nuls.

A chacune de ces trois valeurs de x, on de^ra joindre une
infinité de valeurs dey et z, astreintes à la seule condition
de vérifier l'équation en y et z résultant de la substitution
de x dans la troisième équation du système proposé. Ainsi,
ce système se décomposera dans les trois suivants :

_rd — d
ar—a

by-\-cz=v% en posant f = d — a -
-a'

. , d' d(r'd—d'f)
by +cz = r', en posant i/ = j - - tfa — d')

Sd'—rd"
X = —r—,

+ « = ••", en posant enfln o = 7 - - , _ , — — ^ j .
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Ainsi, 'dans cette hypothèse, les trois équations proposées

sont incompatibles toutes trois ensemble; mais, en les réunis-

sant deux à deux, on a trois systèmes de deux équations com-

patibles. Elles représentent trois plans, qui se coupent deux

à deux, suivant des droites parallèles, et de plus parallèles

au plan des (y, z).

9. Il peut arriver que ces trois systèmes soient distincts,

ou se confondent en un seul. En effet, les trois valeurs pré-

cédentes de x seront toutes trois différentes, ou bien toutes

les trois égales entre elles, car, en égalant une de ces va-

leurs successivement à chacune des deux autres, on trouve

la même condition :

rf'a" — a'd"-\-r{ad"—da") + r'{da'—ad) = 0.

Si, en supposant cette relation satisfaite, on y remplace r
et r* par leurs valeurs, on trouve :

b{d'a"—a!d") 4- V(ad"—da") + V\da'—ad') = 0
ou c{d'a" — a!d") + d(a d" — da!}) -f c"{da'—ad') = 0,

quantités qui ne sont autres que les numérateurs des valeurs

générales d e y et z. Or, nous savons que le dénominateur de

ces mêmes valeurs est nul ; donc les trois systèmes précédents

seront distincts ou se réduiront â un seul, suivant que les va-

leurs de y et z (8) et (10), seront de la forme <x> ou de celle - .

Dans le premier cas, on aura trois droites distinctes, et, dans

le second, ces trois droites se confondront en une seule.

10. Quatrième cas. Je suppose qu'une seule des valeurs

de m, n ou/? soit nulle dans deux des systèmes (5), (7) ou (9) ;

soit, par exemple, / ? = 0 dans (5) et (7), on aura bc'=cbr

etact=ca\ d'où résulte ab'~bar, et partant la valeur

jp sera aussi nulle dans le système (9). Si Ton pose

b> — c' — ?' _*— — — — r,
b c a
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l'équation (4) devient {m-\-nr) (ax + by -f-cz—•d) = 0, la-
quelle est identique, quelles que soient les valeurs qu'on
attribue à .r, y et z. puisque les valeurs de m et rc, de chacun
des systèmes (5), (7) et (9), satisfont à la relation m+nr=O.

Si, dans l'équation (2), on remplace a\ b' et d par les va-
leurs <zr, br et cr, on a r{ax+by-\-cz)=zdr, équation qui
est incompatible avec (1), ou qui en est une conséquence, sui-

d'
vant que — égale ou n'égale pas d. Par suite de ces mêmes

hypothèses, les valeurs générales de .r, y et z deviennent
_ d(b"c' — c"b') + d'(bd' — cb")

X ~ a{b"c* — c"U) -\-a'(bc"—cb")
__ (bc"—cb") (d' — dr) __d! — dr

— (bcv—cb") (a'—ar) ~~~ a' — ar

_d(c'a" — afc") + d'(ac"—ca")
y ~ b{c'a"-a!cv) -\-b\ac"-- ca")
_ (dr—d) (ca" - ac") __ dr— d'
~ (br— br) {ca" — ac") ~ ~ Ô

_ d(b'a" — afb") + d(ab"—ba")
Z ~~ c(b'a" —a'b") + c'(ab" — ̂ a")
__̂  ^ r ^ ^ f ) {ba"-~abv) _ dr—d1

— (cr — cr) {ba"—ab") ~~ Ô '
valeurs toutes trois infinies, si d'est différent de dr, c'est-à-
dire si les équations (1) et (2) sont incompatibles, et toutes

trois de la forme •-, si dr=d\ ou si (1) et (2) sont consé-

quences Tune de l'autre.

Dam le 'premier cas, chacune des équations (1) et (2) ,
jointes d Véquation (3) , forment deux systèmes compatibles et
distincts. En effet, si l'on attribue, dans (1) et (3), par
exemple, une valeur quelconque à .r, on aura

Arc" — cA:' _ M r — kb"
y — bd'—cW e t Z ~~ bc"^bfn

valeurs nécessairement finies et déterminées, puisque la va-
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leur de>*, dans le système (5), est supposée différente de
zéro. On verrait de môme que les équations (2) et (3) forment
un système compatible. Ces deux systèmes se réduiront à un
seul, si les équations (1) et (2) sont conséquence l'une de
l'autre. Donc, dans l'hypothèse présente, les équations (1),
(2) et (3) se réduisent à deux systèmes de deux équations com-
patibles et distinctes, ou bien à un seul système, suivant que
les valeurs générales des inconnues sont infinies ou indéter-
minées. Elles représentent, dans le premier cas, trois plans,
dont deux sont parallèles, et coupent par conséquent le troi-
sième suivant deux droites parallèles; dans le deuxième cas,
les deux plans parallèles sont confondus en un seul.

11. Si, avec les trois valeurs de/? nulles, on suppose m=0
dans (5), il en résulte 7*=0, et les valeurs dey et z, tirées
de (1) et (3), sont infinies, quelle que soit la valeur attri-
buée à x. Mais on verrait aisément que les valeurs de x et z,
par exemple, pour une valeur quelconque attribuée à y,
seront finies et déterminées. C'est qu'alors les intersections
du troisième plan, par les deux premiers, sont parallèles au
plan des./, z. On verra, comme au numéro précédent, que
ces deux droites sont distinctes, ou se réduisent à une seule,
et que, par conséquent,, le système des équations proposées se
réduit à deux systèmes, ou à un seul système de deux équa-
tions , suivant que les valeurs générales des inconnues seront

de la forme oo ou - .

12. Cinquième cas. Je suppose enfin que les valeurs de
deux indéterminées m, n,p soient nulles dans deux des sys-
tèmes (5), (7), (9). Soient, par exemple, m etp nuls dans
(5) et (7), on aura c'b" = b'c? et bc'=cb' avec c'a" = a'c",
et ad =ca'. On en déduira bc" =cb", ac"=ca!\ Vav=a!b\
ab"=ba" et ab' =ba', et partant les valeurs des auxiliaires
m, n etp seront toutes nulles dans les trois systèmes (5), (7)
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et (9). Dans ce cas, l'équation (4) devient 0 . J : + 0 . ^ - } - 0 . Z = = 0 ,

et n'offre aucun sens.

Quant aux valeurs générales des inconnues, elles se pré-

sentent toutes évidemment sous la forme de -. Or, on peut

a! V c' a!' b" c"
poser — = T = - = /• et — ==•— = —=: r', et si 1 on rem-r a b c a b c 1

place, dans les équations (2) et (3), a\ b' et c', a", b" et c'\
par leurs valeurs en r et r', on aura :

(1) {a
(2) r(a
(3) r'(a

pour le système proposé, et Ton voit que généralement ces
trois équations sont soit incompatibles toutes trois ensemble,
soit deux à deux, d'une manière quelconque. Toutefois _, si
Ton avait rd = d\ la première et la deuxième seraient iden-
tiques-, la première serait identique avec (3), si l'on avait
drf= d", et enfin elles seraient toutes trois identiques ensem-

d' d"
ble si l'on avait d = — = - - . Ainsi, dans ce cas, les trois

r r

équations seront incompatibles entre elles ou se réduiront à
deux équations incompatibles, ou enfin elles se réduiront à
une équation unique entre trois inconnues, les deux autres
étant une conséquence de celle-ci ; elles représentent trois
plans parallèles, et il peut arriver que deux de ces plans,
ou même que tous trois se réduisent à un seul.

13. En résumé, un système de trois équations du premier
degré entre trois inconnues, offrira nécessairement Tune des
combinaisons suivantes :

1° Ces trois équations seront compatibles et distinctes lors-
que les valeurs générales des inconnues seront finies et déter-
minées; les valeurs des auxiliaires m, n et p étant toutes
différentes de zéro, ou une seule étant nulle dans un seul
des systèmes accessoires.
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2° Les trois équations seront incompatibles toutes trois en-

semble, mais compatibles deux à deux, et formeront par

conséquent trois systèmes distincts de deux équations compa-

tibles et indéterminées lorsque les valeurs générales des

inconnues seront infinies, les auxiliaires étant toutes diffé-

rentes de zéro ; ou bien encore lorsque l'une des valeurs

générales des inconnues étant indéterminée, et les autres

infinies, les valeurs des auxiliaires seront nulles toutes trois

ensemble dans un même système accessoire, et différentes de

zéro dans tous les autres.

3° Une des trois équations sera incompatible avec une des

deux autres, mais ces deux-ci (celles qui sont incompatibles

entre elles) seront compatibles chacune avec la troisième, et

partant le système proposé se réduira à deux systèmes compa-

tibles et indéterminés lorsque les valeurs générales des in-

connues seront toutes infinies, et qu'en même temps la valeur

d'une des auxiliaires sera nulle dans les trois systèmes acces-

soires , les autres étant toutes différentes de zéro , ou encore

deux de celles-ci étant nulles dans un deuxième système

accessoire.

4° Une des trois équations sera conséquence des deux au-

tres , et partant le système proposé se réduira à un seul sys-

tème de deux équations compatibles et indéterminées, lorsque

les valeurs générales des inconnues seront toutes trois indé-

terminées , que les valeurs dos auxiliaires soient toutes diffé-

rentes de zéro, ou bien que seulement quelques-unes d'entre

elles ne soient pas nulles.

5« Enfin les équations seront toutes trois incompatibles

deux à deux, ou bien conséquence Tune de l'autre, et for-

meront par conséquent trois systèmes distincts d'une seule

équation à trois inconnues, lesquels pourront se réduire à

deux ^ ou même à un seul, lorsque les valeurs générales des

inconnues seront toutes trois indéterminées, et qu'en même
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temps les valeurs des auxiliaires seront nulles toutes à la fois
dans les trois systèmes accessoires.

SUR LES

FOYERS DES COURBES D'INTERSECTION

De deux surfaces du second degré.

FAR S. CATALAN.

Si l'on appelle foyer d'une courbe dans l'espace, un point
tel que sa distance à un point quelconque de cette courbe soit
une fonction entière, du premier degré, des coordonnées de ce
dernier point ; on peut se proposer de chercher dans quel cas
l'intersection de deux surfaces du second degré a des foyers.

Représentons par a, (3, 7 les coordonnées rectangu-
laires du foyer cherché, et par .r, y, z> celles d'un point
quelconque de la courbe; nous devrons avoir, pour tous les
points de la courbe d'intersection,

(x — o)* + (y — W + (z—if = (mx+ny+pr+qy. (1)
Or 5 cette équation (1) peut être regardée comme une con-

séquence des deux équations :

mx-\- ny -\-pr-\-q = R ,

lesquelles représentent respectivement une sphère de centre
fixe et de rayon variable, et un plan parallèle à un plan donné ;
conséquemment, cette équation (1) représente une sur-
face de révolution sur laquelle doit se trouver la courbe donnée.

Il faut donc, pour que l'intersection de deux surfaces du
second degré puisse avoir un foyer, que cette intersection
soit située sur une surface de révolution, du second degré.

Cette condition nécessaire est suffisante, car il est évident
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que la surface engendrée p."- une conique tournant autour
de Taxe focal, a pour foyers ceux de la section méridienne.

La question ci-dessus est donc ramenée à cette autre :
Dans quel cas Vintersection de deux surfaces de second degré
appartient-elle à une surface de révolution du second degré ?

Si Ton prenait les équations des deux surfaces sous la
forme la plus générale, on arriverait très-péniblement à la
condition cherchée ; pour simplifier, on peut supposer que
Tune des deux équations est ramenée à la forme

(2) A x a + A y + A V + 2 C . r + D = 0,

l'autre étant

(3) ax*+ay+a'lz*+2byz+2b'xz+2b''xy+2cx+2cfy+

+2c"z+d=0.

L'intersection des deux surfaces devant être située sur

une surface de révolution, il doit exister un facteur X tel, que

(4) (XA+^)^+(XA'+a' ) r
2 +(XA"+a'V-f26r Z +26^+

+2&'\rr-f 2ÇkC+c)x-\-2cry+2c"z+(kD+d) = 0 ,

représente cette surface de révolution.
En employant les deux équations de conditions connues (*),

éliminant X, et développant, on trouve

Telle est la relation cherchée.
Cette relation étant peu susceptible d'une interprétation

géométrique, il vaut mieux supposer que les deux surfaces
données se coupent en effet suivant une courbe tracée sur
une surface de révolution, et prendre pour axe des z l'axe
de rotation, ou seulement une parallèle à cet axe.

(*) Analyse appliquée de Leroy , 3e édit., p. 200.
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Alors, en supposant que les équations des deux surfaces

données soient

Ax* + Ay+k''z* + 2Byz+2Bfxz + ... = 0, (6)

ax* + a'y -f flV-f 2byz+2bfxz + . . . = 0 , (7)

il faudra qu'il existe entre les coefficients des relations telles,

que l'équation

{lA+a)x*+ (XA' + a V + (XA" + *")*•+... == 0 (8)

représente une surface de révolution autour d'une droite

parallèle à Taxe des z. Ceci exige que

XA-f a=XA'+tf', XB + ft = O, >Bf+6f=O7 )B" + 6":=0;

d'où l'on conclut généralement

B~~B' ~~B""~~" A—Ar V)

Si donc deux surfaces de second degré jouissent de la pro-

priété énoncée, il devra arriver, en général, que les équa-

tions de ces deux surfaces puissent être ramenées à

Si, dans ces formules (9), trois des rapports sont - , lequa-

trième rapport est égal à — X ; et les deux surfaces jouissent

de la propriété demandée. Ainsi, en particulier,

Si deux surfaces du second degré ont leurs plans principaux

parallèles chacun à chacun, leur intersection est TOUJOURS sur

une surface de révolution.

Cela fait voir, comme l'a énoncé Jacobi (*), que chaque ligne

de courbure d'un ellipsoïde a deux foyers, etc.

O Liouville, XI, 237.



J'ai laissé de côté une circonstance qu'il est bon de noter.
On sait qu'à une ellipse donnée correspond toujours une

hyperbole, dont le plan est perpendiculaire à celui de l'el-
lipse , et qui est telle, que chacun de ses points est un foyer
relativement à la première courbe ; c'est-à-dire que la dis-
tance d'un point quelconque de l'ellipse à un point quel-
conque de l'hyperbole est une fonction rationnelle des coor-
données du point pris sur l'ellipse. Par analogie, on pourrait
supposer que l'intersection d'un ellipsoïde de révolution avec
une surface du second degré a des foyers autres que ceux
de l'ellipse méridienne; on pourrait supposer même qu'à une
courbe quelconque tracée sur un ellipsoïde de révolution,
correspond toujours une courbe focale.

Il est facile de voir que ces suppositions ne seraient pas
fondées.

Considérons, pour un instant, une ellipse et son hyper-
bole focale. Lorsque ces deux courbes tournent autour de
leur axe commun, elles engendrent respectivement un ellip-
soïde et un hyperboloïde de révolution. Si l'on prend un point
particulier sur l'ellipsoïde, il aura pour ligne focale l'hyper-
bole déterminée par un plan méridien perpendiculaire à celui
qui passe en ce point.

Pour un autre point de l'ellipsoïde, non situé sur le mé-
ridien, il y aura une autre hyperbole focale, et ainsi de
suite.

Il suit de là que si Ton trace une ligne quelconque sur
l'ellipsoïde, le lieu des foyers relatifs aux divers points de
cette ligne, sera l'enveloppe des hyperboles correspondant
à ces divers points : or, toutes ces hyperboles n'ont que deux
points communs, savoir, les sommets réels de l'hyperboloïde.
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ADDITIONS

au théorème de M. Paul Serret (p. 359),

PAR S. CATALAN.

Je conserve les mêmes notations.

Si l'on retranche membre à membre les équations qui re-

présentent (AB, CD) et (ab, cd)y on obtient

(d) Ay+(B" — B + B ^ + CV + D> + E*+F = 0.
C'est l'équation d'une conique qui passe par des points AB.ad,

AB.bc, CD.ad, QD.bc, AD.ab, BC.ab, AD.cd, BC.cd.

On trouve ensuite facilement que

1° Les points communs à (c) et {d) et les points A, B, C, D

sont situés sur une même conique, représentée par

2° Les points communs à (c) et («?), et les points a> b, c, d

étant situés sur une même conique représentée par

(2A"

DIVISION NUMÉRIQUE ORDINAIRE

facilitée, par les compléments (Crelle, t. XIII , p. 209, 1835).

i . Premier procédé. Soit D le diviseur, q le chiffre du quo-

tient , et R le reste précédent ; le reste suivant est R — #D ;

or, on a l'identité R — ^ D = R + ^ ( i O n — D ) — ?10n, «étant

le nombre total des chiffres de quotient, 10n—D est le com-

plément du diviseur. Au moyen de cette identité/ pour obtenir

ÀNN, DE M A T H É M . VL 28
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les restes, au lieu de soustractions, on n'a que des additions

à faire, car la soustraction de qAOn s'opère éh effaçant du

reste le premier chiffre à gauche, et si le complément est

moindre que le diviseur, les multiplications sont aussi moins

pénibles.

2. Second procédé. On a encore l'identité

O»-* — D) — 2

en prenant par/? le chiffre surpassant d'une unité le premier

chiffre à gauche du diviseur, alors/j.tO»*—*— D a toujours

un chiffre de moins que le diviseur, ce qui facilite les multi-

plications ; et la soustraction de qpiQn.— i s'opère à vue sous

les deux premiers chiffres à gauche du reste. — Nous sup-

primons les explications.

RECTIFICATION

d'une formule du tome II des Annales, page 508,

PAR M. A. HAIX.LECOUAT,

Or, chaque quantité y ' 2 P , par exemple, n'est répélée

qu'autant de fois qu'il y a de racines dans l'équation en x,

savoir m fois ; de même chaque x^v est répété n fois ; donc

.+ tr( f |)2P+ x"*v... -f x'W2P) vaut seulement

nS2p, et non ™/z(5'2p-f-S2;>).

Avant-dernière ligne, on lit

mais chaque y* est multiplié seulement par zx1" = S*i ; donc
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et par suite

d'où je conclus

et de même pour S"2p+1.

SUR LA QUESTION 70e {Foy. p. 399),

PAR M. LEBESGUE ,

Si Ton veut trouver la somme des puissances mème* des
racines a, (3,7... de l'équation

xn — pxn~l -\-qxn—2 — et c , zh ux ZÇLV = 0,

il faut, comme Waring Fa montré (Meditationes algebraicœ,
p. 1, à la notation près), prendre pour Sm =am-f pmr{-Ym-f «î̂ -f...
une somme de termes compris dans la formule

1 ^ 1 ; ^ < pVr'..^' (A)

On doit supposer

Û, b, c,d... devant être positifs ou nuls.

N. B. Si TZ =0 , m = a, le terme doit être réduit hpm ; M = l .
Si TT = 1, le terme a pour coefficient M = (— 1 )*»-«+!.
Pour 7i >> 1, on appliquera la formule (A), en ayant soin

de donnera <z, 6, c... toutes les valeurs possibles qui satis-
font aux équations (B).

La démonstration de Waring revient à montrer que si la
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râleur de Sm est exacte pour les indices 1, 2, 3... k égal ou
inférieur à n, elle Test aussi pour un indice plus grand, en
yertu de la formule

La vérification est facile.
Si on considère l'équation x*—p.r-f-<7 = 0, il faudra

dans les formules de Waring poser r = # = . . . = 0 ; alors,
en supprimant les racines nulles, on trouvera

Dans cette formule, il faut avoir soin de prendre pour m—2p
zéro si m est pair, et 1 si m est impair, ce qui détermine/;.

Si Ton change p en a + p et q en a|3, puis a, p, m en
a, b, n, on aura la formule 70e des Nouvelles Annales, t. II,
p. 327.

Pour l'équation x3—px*-\-qx — r = 0 , on trouverait
une formule analogue, mais susceptible d'une simplification ;
ainsi Ton aura pour un exposant impair n = 2v— 1

a*>-i +p»-i + 7 » - i =/,2«-i —Qjfc-^jr—r).

Pour un exposant pair

a » 4. p̂ t, + 72t)=p2t — Q2v(pq - . r) + 2(— y) \

II s'agit de trouver la loi des fonctions entières Q.
On fera remarquer ici que p =n « + P+7, ^ = «p+0,7+p7,

r==©Py donnent /?^—r=(a+P) (a4-7) (P+7). Ainsi Ton
aura

On reconnaîtra que la fonction Qau-i est une fonction entière
d e *> PN Tf—ï voici un moyen particulier de la trouver avec
facilité.
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Dans le développement de (x-^-y-^z)2*"* > tes termes

sont de trois espèces ; ils renferment 1, 2 ou 3 des lettres a,

p, Y, et comme la somme des exposants est impaire = 2 P — 1 .

un seul exposant est impair, ou les trois sont impairs, de sorte

que Ton peut poser, en supposant 2e—1 = n impair :

P, Q, R, S étant des fonctions entières de x*,y, z\ D'après

cela,

d'où il suit que Ton a

Si Ton pose

il viendra

en représentant par S, ce qui devient S quand on y fait

La fonction S est l'ensemble des termes de {x-\-y-\-z)n, qui

contiennent les trois lettres x , j - , s avec des exposants im-

pairs , en ayant soin de diviser celte somme par xyz. Si donc

on a égard au coefficient du tenue xayhzc, qui est égal à

1.2.3 a —Lit

#, ^9 c étant impairs, on trouvera très-aisément les formules

suivantes :
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La dernière formule a été employée avec succès pour dé-

montrer l'impossibilité de l'équation

On est ramené à une équation biquadratiquc

dont l'impossibilité s'établit par une méthode très-élémen-

taire, dont je donnerai quelques exemples dans un autre

article.

L'impossibilité des équations ^3-f-^3 = z3, x5-\-y5~z5

ne se présente pas aussi facilement; on est conduit aux équa-

tions
p* + 3q2 = rl ou 4r3, p* — 5#a = r5 ou 4r5.

On sait les résoudre généralement, mais cela exige des re-

cherches préliminaires assez étendues ; les formules générales

de solution conduisent ensuite assez facilement à la démons-

tration de l'impossibilité.

Il y a pour cela deux modes de démonstration. Le pre-

mier , dû à Fermât, conduit à faire voir qu'étant donnée

une solution en nombres entiers a,b,c, on en déduirait une

autre en nombres entiers a\ b', c' plus petits, et ainsi de

suite à l'infini, ce qui implique contradiction.

Le second, beaucoup plus simple, conduit à faire voir

que de l'équation donnée, on en déduit une autre P = Q , qui

est impossible, parce qu'en divisant les deux membres par

un nombre convenablement choisi, on obtient nécessairement

des restes différents. Cette méthode est celle de non-con-

gruence ou non-équivalence, car on appelle nombres con-

grus ou équivalents pour un module (diviseur enlier positif
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déterminé, ceux qui, divisés par ce module, donnent dés

restes égaux.

Les méthodes employées pour démontrer l'impossibilité de

l'équivalent xn -\-yn~ zn lorsque rc = 3, 5, 7 ne jettent que

très-peu de jour sur le mode général de démonstration, i l

reste à savoir si l'emploi des expressions imaginaires,

formées avec des racines de l'unité et dites nombres com-

plexes, dont l'étude est fort importante d'ailleurs, est bien

de nature à faciliter la démonstration du théorème de Fermât,

qui a un sens beaucoup plus restreint que celui qu'il aurait

si x, y, z devenaient des nombres dits complexes ; le théo-

rème pourrait même avoir lieu dans ce cas, celui de Fermât

étant impossible.

Note. Le profond arithmologue de Bordeaux travaillée un

traité méthodique et complet d'analyse indéterminée : celle

du premier degré est achevée et prête à paraître. La méthode

réunit la rigueur et la généralité que réclame la dignité de

la science, à la clarté et à la simplicité qu'exige une expo-

sition élémentaire. La doctrine des nombres s'est enrichie de

beaucoup de théories nouvelles et postérieures à l'ouvrage

de Legendre, qui laisse des lacunes que le traité de M. Le-

besgue remplira, et dont nous jouirions bientôt si le savant

professeur avait à sa disposition les sources et ressources

qu'on rencontre difficilement hors de la capitale. Tm.

QUESTION 144 (p. 216).

P A R M BX PERROBIL ,
élève du collège de la Flèche.

Étant donnés deux ellipsoïdes semblables, concentriques,

et ayant leurs axes principaux homologues dans la même di-
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rection, tout cylindre circonscrit au petit ellipsoïde coupe le
volume du grand dans un rapport simple qu'il s'agit de
trouver (LEBESGUE).

Je mène et le plan xy qui contient la courbe de contact,
et le diamètre oz parallèle aux génératrices du cylindre ;
il contient les centres de toutes les sections parallèles au
plan xy. En effet, tout plan conduit suivant cette droite
coupe l'ellipsoïde suivant une ellipse; le cylindre suivant
deux génératrices tangentes à cette courbe et le plan xy sui-
vant un diamètre passant par les points de contact, alors
tout plan parallèle à ce dernier détermine une corde paral-
lèle au conjugue de oz, et-qui, par conséquent,a son milieu
sur oz. D'ailleurs le cylindre perce le grand ellipsoïde sui-
vant deux ellipses parallèles au plan xy$ car toutes les sec-
tions horizontales se projettent parallèlement à oz suivant
des courbes semblables à la courbe de contact ; cela résulte
immédiatement de l'équation de la surface

Quel que soit z, le rapport des coefficients de x* et y* est
constant.

Considérons actuellement le demi-ellipsoïde situé au-
dessus du plan xy, et relevons les ordonnées parallèles
à oz de manière à les rendre perpendiculaires à ce plan ;
alors un cylindre, ayant pour base une partie quelconque

mais infiniment petite du plan xy, sera multiplié par -—,

p clant l'inclinaison de oz sur le plan xy, leur somme ou le
volume compris entre la surface cylindrique et celle du grand
ellipsoïde sera multipliée dans le même rapport ; appelons X
ce volume, Y le volume modifié, on aura
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Soient d le demi-diamètre du grand ellipsoïde dirigé sui-

vant 02, a, b, les demi-axes de la courbe du plan xy, et con-

sidérons l'ellipsoïde E, dont les axes seraient a, a', c.

Si Ton décrit un cercle sur 2a! comme diamètre, et si Ton

mène le cylindre droit B ayant ce cercle pour base, il in-

terceptera dans rellipsoïde E un volume dont il est facile de

trouver le rapport avec V.

Appelons l'axe b prolongé indéfiniment Taxe des,/. Les ^

du grand ellipsoïde et de la surface auxiliaire E sont dans le

rapport constant de a à b ; donc, si Ton mène un petit cy-

lindre parallèle à Taxe oy, qui coupe un élément sur chaque

surface, les cylindres qui projetteront ces éléments sur le

plan xy auront des bases dans le rapport de a à b et même

hauteur j donc ils seront eux-mêmes :: a : b, donc il en sera

de même de leur somme. En les appelant V et V on aura

b

Enfin, si sur a, comme diamètre, on décrit une sphère,

le cylindre auxiliaire B déterminera dans cette sphère un

autre volume V" j dont le rapport à Y' est facile à trouver,

car les ordonnées comprises dans les deux surfaces sont dans

le rapport de a à c. Deux petits cylindres ou prismes,

ayant la même base et terminés à ces deux surfaces, sont

dans le même rapport, donc

V f Tss± X Y =
c c1 bsinp ' abc'binjp

Soient a\ b1 les demi-diamètres conjugués de c\ on sait

que

ab = a'Z/sina; donc V " = „, , f •. X.

Mais aWsin«sin/» n'est autre chose que le volume du

parallélipipède construit sur les trois demi-diamètres a', b\ c\
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et Ton sait que ce volume est constant et égal à ABC , A, B,
C étant les axes principaux de l'ellipsoïde ;

mais V" = - 7T M — y

k étant le rapport de similitude (c'est l'expression du vo-
lume d'un segment circulaire tournant autour du diamètre
parallèle à sa corde, le rayon étant représenté par a et l'apo-
thème par ka), il viendra donc

X =

ou

ABC 6

X = j
uABC "~" 6

Note. Si l'élève distingué auquel les Nouvelles Annales
doivent tant de solutions remarquables n'a pas fait ici usage
des symboles abréviateurs du calcul infinitésimal, c'est sans
doute pour ne pas sortir de la voie collégiale ordinaire.

Tm.

DIVISION

Des figures équivalentes en parties superposables d'après
M. Gervien, premier lieutenant dans le 22e régiment d'in-
fanterie de Prusse (Crelle, t. X, p. 228} 1833).

La Théodicée est un ouvrage philosophique , écrit en bon
français, par un géomètre allemand, dans un temps où cet
idiome était difficilement manié, même par les indigènes,
pour des objets de cette nature. Au § 214 de la 2e partie,
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Leibnitz dit : « II y a une espèce de géométrie que M. Jua-
» gius de Hambourg, un des plus excellents esprits de son
» temps , appelait empirique. Elle se sert d'expériences dé-
» monstratives, et prouve plusieurs propositions d'Euclide,
» mais particulièrement celles qui regardent l'égalité de
» deux figures, en coupant Tune en pièces pour en faire
» l'autre. De cette manière, en coupant, comme il faut, en
» parties les carrés des deux côtés du triangle rectangle et en
» arrangeant ces parties comme il faut, on en fait le carré de
» l'hypoténuse ; c'est démontrer empiriquement la 47e pro-
» position du 1" livre d'Euclide. »

Jungius est le même, je crois, qui a signalé Terreur de
Galilée, au sujet de la caténaire ; on sait que le célèbre Flo-
rentin a le premier remarqué cette courbe, qu'il croyait
être une parabole (Mech., dialogue II) ; mais c'est Leibnitz
et Bernouilli (J.) qui ont trouvé l'équation de la courbe.

La méthode de Jungius ramène la géométrie élémentaire
au jeu connu sous le nom de casse-tête chinois; on trouve
une démonstration de ce genre pour le théorème de Pytha-
gore, dans le Manuel de géométrie. Je m'en suis servi pour
faire découvrir ce (héorèmeà un enfant. M. Blanchet a inséré
cette démonstration dans son Legendre commenté, sans in-
diquer la source; chose naturelle, c'est-à-dire ordinaire;
mais il semble fort bizarre d'avoir fait suivre ce Legendre
modifié d'un autre Legendre tout pur. Que dirait-on d'un
marchand qui, vendant une étoffe brodée, obligerait en
même temps de prendre l'étoffe unie pour rehausser la
broderie. On répond à cela qu'on donne le Legendre uni
par-dessus le marché. D'abord, c'est peu respectueux, et la
modestie exigeait que l'ouvrage précédât le commentaire ;
ensuite, c'est une mutilation fâcheuse d'avoir omis les notes ;
ia partie précieuse, où il ne s'agit plus du talent exégétique
d'un professeur, mais du génie créateur d'un géomètre. Du
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reste, ceci ne se rapporte qu'à la forme de l'ouvrage de

M. Blanchet, et n'ôte rien au mérite intrinsèque d'une pu-

blication utile à l'enseignement.

M. le lieutenant Gervien a résolu ce problème : étant

donné tel nombre qu'on voudra de polygones plans équiva-

lents, trouver des parties telles qu'en les arrangeant con-

venablement, on puisse reproduire à volonté l'un quelconque

de ces polygones. Nous donnons ici les deux premières pro-

positions de cet ingénieux travail, sauf à y revenir. Nous

supprimons des démonstrations très-faciles.

(Fig. 53.) Pour fixer les idées, soient les quatre triangles

équivalents ACB , ABD, ADE, AEF, ayant même sommet

A et des bases égales ; cinq droits AC , AB , AD, A E , AF,

partent des points A ; par chacun des points B , D , E , on

mène des parallèles à ces cinq droites ; les chiffres romains

indiquent les parallèles à la même droite ; ainsi V désigne

une parallèle à la droite AF, IV une parallèle à la droite AE

et ainsi des autres ; chaque triangle se trouve ainsi divisé en

sept parties, savoir en cinq triangles et deux quadrilatères

parties égales chacune à chacune.

(Fig. 54). Les triangles équivalents ABC, ACD ont même

base AC et des hauteurs égales IBM, DN ; menons la droite BD,

il y a trois cas.

1° La droite BD rencontre la base AC entre A et C : c'est

le cas de la figure ; par le point d'intersection,'on mène,

dans l'intérieur du triangle ABC dos droites parallèles aux

cotés AD, CD du triangle ADC; par le même point, on

mène dans l'intérieur du triangle ADC des parallèles aux

côtés AB, BC du triaugie ABC ; les chiffres arabes indiquent

les parallèles, les deux triangles donnés sont ainsi divisés

chacun en quatre triangles égaux chacun à chacun.

2° La droite BD passe par un des points A, C ; même con-

struction.
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3° La droite BD laisse deux points A , G du même côté ;

nouvelle construction à chercher.

L'auteur allemand indique aussi quelques constructions

pour des polygones sphériques équivalents. Euler a montré

la décomposition des deux pyramides triangulaires symétri-

ques en quatre pyramides égales ; sa démonstration est suffi-

sante pour étahlir l'équivalence des valeurs dans tous les

cas, mais elle n'établit la décomposition effective que pour

le cas où le centre de la sphère circonscrite est dans Tinté-

rieur de la pyramide. Il faut une autre construction quand

le centre est dehors. Cette construction est encore à trouver

et à fortiori celle qui est relative à des pyramides équiva-

lentes quelconques. C'est une branche de stéréotomie non

exploitée et à laquelle se rattache peut-être la théorie de la

cristallisation où le géomètre des mondes a résolu tant de

beaux problèmes.

SUR LA CONVERSION DES SÉRIES EN PRODUITS

d'un nombre infini de facteurs, d'après M. Stern

(Crelle, t. XII, p.j353) en français.

I. Élant donnée la série

S = l - j - A x + A a + A3-f A 4 - f . . . (1)

on peut la convertir immédiatement en un produit. En effet,

on a

M-Aa) (1+AI+A,4-A3) (i+AI+A,+A,+A4) , .

« Les deux expressions sont identiques, c'est-à-dire que

* si l'on ajoute un certain nombre de premiers termes de la
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» série donnée, on obtient la même valeur qu'on obtien-
» drait en calculant la valeur du prodnit correspondant par
» le même nombre de facteurs, de manière qu'une série con-
» vergente mène toujours à un produit convergent. »

Soit la série :

"~ T2rU3t1.2.3.V

on la convertit par la formule (2) en celle-ci .-

_ 3 10 41 206
e"~"2# T" 40' 205'"

où le nèm facteur étant ~, le n-\-ièm<> est , ,

1 1 1 1
de même, Iog2 = i — - + - — ̂  + p

„ , . _ 1 5 14 94 444
d ou los:2=-. —. — . . .

° 2 1.3 4.5 5.14 6.94

Le H*™ facteur étant | , le »+l*»»« est

II. Parles considérations précédentes, on peut changer
vice versa un produit d'un nombre infini de facteurs en
série ; soit

*x a, a, aA

Comparant avec la formule (2), on a

H\«i A
dou A'-~^-5 A,--.—,

et en gênerai An = - ~ ~ — — , formule déjà

donnée par M. Schweins.
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BIBLIOGRAPHIE.

ÉLÉMENTS D'ARITHMÉTIQUE , suivis de la théorie des logarithmes,

par E. Lionnet, professeur de mathématiques au collège

royal Louis-le-Grand, examinateur suppléant d'admission

à l'École navale, in-8° de320 pages. 1847, Paris (*).

Les scolastiques du moyen âge ont exploité, et de nos jours

exploitent encore, le privilège de parler sans attacher au-

cun sens précis aux mots, d'établir des propositions vagues

à l'aide d'autres propositions plus vagues encore ; c'est ce

qui a fait dire à Montaigne : Pour m! enlever un doute, ils

m'en donnent trois. En même temps que régnait cette pré-

tendue philosophie, avait cours un ouvrage composé dans

un esprit diamétralement opposé. Tous les objets y sont clai-

rement et régulièrement définis, et on ne quitte jamais une

proposition sans l'avoir rendue inexpugnable, sans avoir

obtenu l'assentiment universel. Aussi cet ouvrage a-t-il

été accepté comme le code de l'intelligence ; ce mot doit être

pris dans le sens propre. De même que les jurisconsultes

citent comme autorité tel article, tel chapitre du Digeste ou

des Institutes, il suffisait de s'appuyer sur tel théorème de

tel livre pour se mettre à l'abri de toute objection. Cette

haute puissance législative, librement et universellement

admise, a fait naître, et à juste raison, une espèce de culte

pour les quinze livres des Éléments, culte qui ne s'est pas ar-

rêté seulement au contenu, voire même à la forme; de là une

morpholâtrie qui s'est prolongée jusqu'au dix-huitième siècle.

(*) ChezDesobry, Magdeleine et compagnie, rue des Maçons-Sorbohne , i.
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Ainsi, Spinosa a donné la forme euclidienne au panthéisme ;
Newton, à la mécanique céleste, et Christian Wolf, célèbre
disciple de Leibnitz, à tout le système philosophique du
maître, les mathématiques comprises (*). On sait avec quel
succès Legendre a ressuscité cette forme en France pour la
géométrie. Ce chef-d'œuvre, en conciliant la rigueur an-
tique avec le goût moderne, a exercé une grande et heu-
reuse influence ; il a donné naissance à cette doctrine des
convergences trop peu cultivée dans l'école d'Euler, et sans
laquelle l'emploi si indispensable des séries devient souvent
chanceux et quelquefois inintelligible (**). Une méthode qui
avait si bien réussi devait naturellement exciter le désir de
l'appliquer aussi à l'arithmétique. DéjàEuclidea inséré dans
sa géométrie plusieurs livres sur les rapports numériques,
rationnels et irrationnels. Il est vrai qu'il représente les
nombres par des lignes, et raisonne sur ces lignes ; ce qui
démontre encore que les Grecs n'avaient aucune idée d'un
système graphique de numération analogue à celui des In-
diens , et cela malgré l'esprit et l'érudition que l'on a dépen-
sés pour établir le contraire. Nous avons vu ce que Wolf a
fait pour toutes les parties de la science. L'arithmétique dont
nous allons nous occuper , à l'instar de celle de Wolf, est
augmentée de toutes les acquisitions faites depuis le célèbre
philosophe. L'ouvrage est divisé en six livres, précédé de
principes et suivi d'une théorie des logarithmes.

Principes (1-6),- contient les définitions, la numération
'parlée et écrite; la première définition est ainsi énoncée : On
nomme grandeur ou quantité tout ce qui peut être partagé
en parties aussi petites qu'on voudra. Nous doutons que cette
définition remplace jamais celle qui est généralement ad-

(•) Elemenla Malheosos universae. Halae, 1683.
(**) M. Cauchy a montré des séries divergentes dont remploi est légitime.

Comptes rendus, 1843, 2e semestre, p. 370.
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mise, savoir que la grandeur est tout ce qui est susceptible
d'augmentation et de diminution ; lorsque cette grandeur
contient plusieurs parties égales ou que l'on croit telles, elle
prend le nom de quantité; et quand on fait sur cette quan-
tité l'opération de compter, elle devient un nombre, dont
chaque parlie est Yunité. Ainsi, une droite unie est une
grandeur, susceptible de devenir quantité et nombre; une
population est une quantité, redevenant nombre par le re-
censement. Il y a même des grandeurs qui ne peuvent jamais
devenir quantité; telles sont les irrationnelles; les imaginaires
ne sont pas même des grandeurs, ce sont des symboles d'opé-
rations. On dit pourtant quantité irrationnelle et même
nombre irrationnel, et sans inconvénient ; c'est que, dans le
langage ordinaire, on n'a pas besoin de cette extrême préci-
sion qui tient compte des moindres nuances qui différencient
des synonymes. Mais dans une définition didactique, cette
précision en est le mérite essentiel. Ce genre de mérite semble
manquer à la nouvelle définition, qui implique même taci-
tement une sorte de cercle vicieux; n'est-ce pas dire qu'une
quantité est tout ce qui peut être partagé en parties plus
petites qu9 aucune quantité donnée ? Il s'ensuivrait même que la
molécule atomique des chimistes n'est pas une grandeur.

Dans la seconde définition, on dit qu'on donne le nom de
mathématiques à la science des grandeurs, et c'est probable-
ment ce qui aura engagé l'auteur à abandonner la définition
admise de la grandeur. Le plaisir, la douleur, etc., sont
susceptibles d'augmentation et de diminution; donc, d'après
l'ancienne définition, ce sont des grandeurs, et par consé-
quent, d'après la seconde définition, on serait amené à la
conclusion absurde que les sensations font partie des mathé-
matiques. Mais cette absurdité tient à l'omission d'un prin-
cipe essentiel, decelui de Y homogénéité ; principe qu'onne ren-
contre pas dans l'esthétique. On donne bien le nom commande

ÀNN. PE MATBÉM, VI, 29
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plaisir aux impressions qu'éprouve l'esprit en lisant Ulliade,
en méditant Archimède, en voyant un tableau de Raphaël,
en écoutant une musique de Weber, etc. ; or nous n'avons
aucun moyen de comparer ces impressions, Y unité nous
manque, il n'y a pas d'homogénéité, et les mathématiques ne
s'occupent que de grandeurs homogènes. Aussi Wolf a-t-il
fait entrer Y homogénéité dans l'exposition des principes.

Trois axiomes terminent ici les principes. Le troisième,
souvent invoqué dans l'ouvrage, est en effet très-utile.
Voici l'énoncé i Un tout ne change pas de valeur lorsqu'on
intervertit l'ordre de ses parties.

Livre I. (7-4-0) Opérations sur les nombres entiers.
Définitions consécutives des quatre opérations. C'est dans le

genre Euclidien. Est-il convenable aux commençants? La mul-
tiplication et la division sont définies d'une manière simple et
naturelle; ce qu'on ne rencontre pas d'ordinaire, parce qu'on
vise à une généralité inopportune. Faisant usage, et avec
infiniment de raison, des signes algébriques, l'auteur in-
dique le sens de nruf do ces signes ; on a omis le point et les
deux points, signes JLoibniizîcns si commodes pour indiquer
une multiplication et une division. On a oublié la parenthèse,
dont le sens en mathématiques n'est pas purement gramma-
tical et annonce une opération incidente.

Dans la soustraction, on ne donne qu'un seul exemple et
sans zéros,' cela ne suffit pas pour une opération qui offre les
premières difficultés aux commençants.

Les théorèmes sur la multiplication précèdent la manière
de faire cette opération. Cet ordre très-didactique convient-il
à des commençants? Par contre, l'auteur fait entrer des
exemples numériques dans l'énoncé même des propositions ;
ce qui n'-'st pas très-didactique, ni fort approprié à l'en-
seignement. Nous signalons comme un modèle de précision
et de clarté l'exposition ordinairement si épineuse de la di-
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vision. Tout est ramené à une simplicité extrême, parce
qu'on suit la marche naturelle des idées sans anticiper sur
les difficultés à venir ; on donne ensuite toutes les propo-
sitions delà théorie des nombres relatives aux deux dernières
opérations.

Ce livre est terminé par quinze problèmes résolus ; ils se
rapportent à la règle de trois et à celle d'alliage ; on réduit
toutes les questions à connaître le prix d'une certaine unité;
considération très-commode qu'on doit, il me semble, à
l'examinateur Reynaud.

Le prix du litre de vin est donné en sous ; ce n'est pas légal.
Dans l'exemple XII, page 35, il est question de voleurs et
de gendarmes; on en parle assez ailleurs pour qu'il ne soit
pas nécessaire d'en parler encore en arithmétique. 11 y a aussi
seize problèmes à résoudre avec les solutions.

Livre III. (41-75). Propriétés des nombres entiers.

Sous ce titre un peu trop vaste, ce livre renferme une
théorie élémentaire complète des diviseurs et des multiples,
comprenant le plus petit multiplecommun, indispensable dans
l'arithmétique des fractions. Il est question aussi des con-
gruences, dont on parle sans les nommer. A la manière de Dio-
phante, l'auteur raisonne toujours sur des nombres donnés, ce
qui amène plus de clarté, sans nuire à la généralité des consé-
quences. La proposition relative à la divisibilité par \ 1 (p. 46),
ne vaut ni en théorie ni en pratique ce qu'on donne ordi-
nairement.

Six problèmes résolus et onze à résoudre terminent ce li-
vre; les solutions sont simples, et le onzième, relatif à des
mobiles, est un problème intéressant d'auaiyse indéterminée
sur le mouvement uniforme.

Livre III (76-138). Fractions et nombres décimaux.

La définition de la multiplication est embarrassante quand le
multiplicateur est fractionnaire. L'auteur s'en tire, en disant
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que multiplier une quantité par une fraction, c'est diviser

cette quantité par le dénominateur de la fraction, puis multiplier

le quotient par le numérateur. C'est plus loin et à la page 114,

que Fauteur, après avoir défini le rapport, montre que cette

seconde définition s'accorde avec la première. Les proposi-

tions XX et XXÏ traitent du plus grand commun diviseur

et du plus petit commun multiple des fractions irréductibles.

Cela me parait inutile et pourrait même être embarrassant

pour des élèves.

Nombres décimaux (99) ; les propositions fondamentales sur

la périodicité sont établies clairement par l'intermédiaire des

équations algébriques ; moyen qu'on ne saurait trop tôt em-

ployer; d'une facilité extrême, telle qu'on pourrait, qu'on de-

vrait l'introduire dans ces excellentes institutions où les jeunes

personnes reçoivent une instruction solide, persistante, et

par conséquent profitable; car, la bonté d'un enseignement

doit s'évaluer, non au moment qu'il finit, mais dix années

après. Quelle en est alors la partie restante moyenne, prise

sur le grand nombre ?

Le corollaire de la page 109 n'établit pas une généralité

suffisamment rigoureuse.

L'exposition du système métrique est précédée de quelques

considérations qui appartiennent à la cosmographie. On défi-

nit le jour moyen, unité factice, sans parler du jour sidéral,

unité réelle, indispensable pour donner un sens à l'unité fac-

tice. Pourquoi ne pas se servir du mouvement réel au lieu

du mouvement apparent, et dire que le jour sidéral est le

temps constant entre le passage du plan d'un même méri-

dien terrestre par une étoile fixe, et le troisième passage

suivant ; lorsqu'au lieu d'étoile, on prend le soleil, on a le

jour vrai, dont le rapport au jour sidéral fixe est variable ;

la moyenne entre un grand nombre de ces rapports donne

le jour moyen.
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La déGnition si importante du mètre est englobée dans une

phrase ; il faudrait l'en détacher pour la mettre en évidence

(p. 117).

Ce livre est terminé par des problèmes utiles sur le mouve-

ment uniforme circulaire. [La fin prochainement)

UNIVERSITÉ DE DUBLIN (Fby. p. 329).

Prix mathématique de Vévêque Law. Juin 1846 : questions.

En 1796, John Law, évéquc d'Elphin, a donné au collège

de Dublin 735 liv. st. (18,529 fr.) pour encourager les études

mathématiques ; les exercices roulent sur l'algèbre, l'analyse

appliquée et la trigonométrie sphérique. Le premier prix est

de 25 liv. st. (630 fr.) et le second de 10 liv. st. (250 fr.) ;

les deux professeurs de ce cours reçoivent chacun 5 liv. st.

(125 fr.), pour retenir à dîner les deux autres examinateurs

le jour de la distribution des prix. Parmi les lauréats de-

venus célèbres, on remarque HamiKon (William) en 1801 ;

Jeïett ctRoberts (Michael) 1838, et Roberts (William) en

1839.

SIR WILLIAM HAMILTON, PROFESSEUR.

1. Si , dans un triangle sphérique ABC, le côté BC étant

fixe, le sommet A décrit un aric AA' infiniment petit sur le

petit cercle décrit du point B comme pôle; abaissant du

sommet A une perpendiculaire AE sur le côté opposé BC,

sin BE angle A' CA
r\n j | •

sin CE angle A' 13A*

2. De là, si dans deux triangles sphériques ABC , CBD,

situés dans deux hémisphères opposés relativement à leur

base commune BC, on a ABu=DBC ; et 2 tang. BC cos ABC
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== cot AB + cot Bï), A, C, D restant fixes, si B décrit un
arc BB' infiniment petit sur un petit cercle ayant C pour
pôle, on aura encore ABC = JDB'C.

3. De là, mômes données, et mêmes conditions-, le point
E intersection des deux diagonales AD, BCdu quadrilatère, et
les points C, C" pieds des perpendiculaires abaissées de Csur
les côtés AB, BD, sont sur un même grand cercle.

4. Mêmes conditions ; A et D étant les deux foyers d'une
ellipse sphérique passant par B ; C est le pôle du petit cercle
osculateur de l'ellipse en B.

5. De là, le grand cercle qui bissecte l'angle des deux
rayons vecteurs d'une ellipse sphérique, est normal à l'el-
lipse.

6. De là, la tangente de la moitié de l'angle formé par
deux rayons vecteurs est moyenne harmonique entre les
tangentes des deux rayons vecteurs.

7. Si on élève au foyer une perpendiculaire à un rayon
vecteur et qu'on la prolonge jusqu'à la normale, celle-ci
sera divisée en deux segments par le point de l'ellipse ex-
térieurement , et par le pôle du cercle osculateur intérieu-
rement; les sinus des quatre segments forment une pro-
portion par quotient.

8. La projection d'un arc normal (terminé au grand axe)
sur chacun des deux rayons vecteurs est égale au demi-para-
mètre de l'ellipse, c'est-à-dire à la moitié de la corde qui
passe par le foyer, perpendiculairement au grand axe.

9. De là, les tangentes des quatre arcs : 1° le demi-pa-
ramètre, 2° la normale, 3° la distance du foyer au centre,
4° le rayon de courbure, forment une progression géomé-
trique continue.

10. Le rayon de courbure est vu sous un angle sphérique
de chaque foyer; en général, l'un de ces angles est aigu et
l'autre obtus; la somme algébrique des produits qu'on ob
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tient en multipliant la tangente trigonométrique d'un de ces
angles par le sinus du rayon vecteur correspondant est nulle,

M . MAC CULLAGH, PROFESSEUR.

1. Un point P se moût dans un plan de manière que sa
distance à une droite fixe, située dans le plan, divisée par
sa distance à un point fixe F, situé hors du plan, donne un
quotient constant ; démontrer que la droite FP décrit un
cône droit, dont Taxe est perpendiculaire au plan déterminé
par le point et la droite fixes.

2. De là, si une section faite dans une surface du second
ordre passe par une directrice, et si F est le foyer correspon-
dant à celte directrice, le cône qui a ce foyer pour sommet
et la section pour base, est un cône droit.

3. Démontrer, par la propriété modulaire, que la somme
des angles qu'un côté du cône fait avec ses lignes focales, est
constante.

4. Démontrer, par la même propriété, que les sinus des
angles que fait un côté du cône avec une ligne focale et le
plan directeur correspondant, sont constantes.

5. Si dans une surface du second ordre une section parallèle
à un plan tangent est une hyperbole, démontrer que le plan
tangent coupe la surface suivant deux droites.

6. Trouver l'équation de la surface polaire réciproque

d'un ellipsoïde ou d'un hyperboloïde, relativement à une

sphère.

7. Les surfaces qui sont polaires réciproques à deux ellip-

soïdes de mêmes foyers relativement à la même sphère, ne

peuvent se couper.

M. GRAVES, PROFESSEUR.

1. L'équation d'un ellipsoïde, rapporté à ses axes princi-
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paux, étant - 7 + 7 5 + - 7 = 1 (1); # > > 6 > c , peut être ra-
CL u C

menée à la forme ^ ( . r ' + y + z 1 — 6 2 ) — ,r3-|-mV = 0 (2),
donner l'interprétation géométrique complète de l'équa-
tion (2).

2. L'équation (1) peut aussi être mise sous cette forme :

les constantes m et n étant liées par l'équation —7 + — = 1 ;

quels théorèmes géométriques sont compris dans l'équa-
tion (3)?

3. Un quadrilatère formé par quatre génératrices étant
tracé sur un hyperboloïde à une nappe, les quatre sommets
sont ceux d'un tétraèdre, dont les six faces étant rencontrées
par une transversale, donnent six points en involution.

4. Un hexagone étant inscrit dans une ligne du 3ème ordre,
de manière que les trois intersections des côtés opposés soient
sur la courbe, une transversale coupera les six côtés de
l'hexagone et la courbe on neuf points en involution.

5. L'équation d'une courbe plane du 3éme ordre peut être
mise généralement sous la forme

« et p étant pris arbitrairement, quelle propriété générale
des courbes du 3éme ordre est exprimée par cette équation?

6. Établir et prouver la propriété correspondante des sur-
faces du 3«me degré.

7. Le théorème énoncé en 5 donne un moyen simple de
construire le cercle osculaleur en un point donné d'une ligne
plane du Zème ordre.

8. Étant donnés la base c et l'angle opposé C d'un triangle
sphérique ABC, démontrer que Ton a

sin s'da -f- sin sdb = sin cdp ;
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p est la perpendiculaire abaissée de C sur c, s et s' sont les

angles adjacents à a et b, dans lesquels/? divise C.

9. De là dériver la formule pour la comparaison des fonc-

tions elliptiques de seconde espèce.

10. U =s 0 étant l'équation d'une courbe plane du nt™ or-

dre, trouver l'équation générale d'un diamètre donné, con-

jugué à un système de cordes parallèles à la droite y = mx.

11. Tous les diamètres de Tordre n— 1 passent à travers

les mêmes {n— l)a points.

12. Trouver l'enveloppe de tous les diamètres de Tordre

n — 2 et démontrer que cette enveloppe passe par tous les

points d'osculation de la courbe (c'est le nom qu'on donne

aux points où la tangente a quatre points consécutifs en com-

mun avec la courbe).

Concours Lloyd.

Fondé par souscription en 1839, en commémoration des

vertus et des talents de Lloyd, prévôt de l'Université. En 1847,

la souscription se montait à 1,075 liv. st. ; rapporte un divi-

dende semestriel de 18 liv. st., donné en prix. L'examen

roule sur les mathématiques et la physique.

M. MAC CULLAGH , PROFESSEUR.

1. Si (1 — 2ap + a*) = i+al\+a>V,+ ... oùP,, Pa

sont indépendants de a ; exprimer Pn en fonction de n et de/?.

2. Si dans le développement ci-dessus, p est le cosinus

d'un angle, démontrer que la valeur de Pn est entre les

limites dz 1.

3. Si — 1 £ = l + « P ( i ) + flaP(2)-^..., démon-

trerqueP(n)= &n+i)Pu.

4. Soit A un point situé à une distance a du centre d'une
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sphère de rayon r, si s est la somme des quotients de chaque
élément superficiel de la sphère divisé par le cube de sa dis-
tance au point A, la somme étant prise entre les valeurs o

et p de cette distance, l'on a s = — ( ).
a \p p /

5. C et Cf étant los extrémités d'une corde inscrite dans
une conique, dont F est le foyer et P le point où la tangente
est parallèle à la corde, la différence des distances focales FC,
FC est égale à la corde CC, multipliée par le cosinus de
l'angle 6 que la corde fait avec la droite FP ; démontrer ceci
par la propriété delà directrice.

6. Q étant le pied de la perpendiculaire abaissée de M,
milieu de CC sur FP, alors FQ est la moitié de la somme
deFCet F C

7. N étant le point d'intersection de FP et CC, on a
FN2 = sa — c2; 2* = FG + FC; 2c = CC

8. Ensuite s i /est la moitié de la corde passant par F par-
rallèlement à CC, s, c,/étant donnés, FP sera donné.

9. Si n est le point où une autre corde parallèle à CC'
coupe FP, et si F/*, ainsi que les longueurs s, e, f sont
données, la corde passant par n sera donnée, ainsi que la
somme des distances de ses extrémités à F.

10. De là si s, c, /sont donnés, l'aire du segment renfermé
entre la corde CC et Tare curviligne CPC est proportion-
nelle au sinus de l'angle G ; il en est de même de Taire du
secteur formé par les droites FC, FC et Tare CPC.

11. Dans une section conique, le produit/sin a6 est égal au
demi-paramètre.

12. s, cyf étant donnés, si la conique est décrite par un
point attiré vers le foyer F, le temps mis à décrire Tare CPC
est donné. (Cet énoncé comprend les trois cas du théorème
de Lambert.)

13. Lorsque le point P est au milieu de NQ , la courbe est
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une parabole, et Ton a / * + cÀ = 2fs ; la courbe est une
ellipse ou une hyperbole, selon que/ a -j- c* est inférieur ou
supérieur à 2/>.

14. Dans les deux derniers cas, l'axe focal est donné si
5, e, y sont connus. (Les propriétés précédentes sont à prou-
ver géométriquement.)

15. .r, y sont les coordonnées d'un point P d'une ellipse

x* r2

donnée par l'équation — 4-—- = 1 ; soient x\ y les coor-
a b

données d'un point fixe, dans ce plan. La longueur d'une

droite menée par le point fixe {x\ y') parallèlement à

FP et terminée à la tangente menée par P, est égale à

1 _ j - . I ̂  et cette longueur est proportionnelle à

la distance de P à la polaire du point fixe {x\y').

M. GRAVES, PROFESSEUR.

1. —— + ^ ~ -f- —— + — 1 = 0 étant une équa-

tion en / , prouver que si a> b>c> etc., les limites des

racines sont a*, b\ c% etc.; ainsi toutes les racines sont réelles

et inégales.

2. la, |x% v* sont les trois racines de l'équation en / ,

x* r5 ^
\- -| - = 1, exprimer JT, y , 2 en fonction de

t t *""•" c? £ ' C

X, JJL, v, b et c.

3. F(£) étant une fonction rationnelle et entière du degré n
k

de k, décomposer =~r- en fractions partielles ; o n a m < n .

4. De là nous pouvons tirer immédiatement la solution de
ce système d'équations :
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-\-...bt=z k

5. Développer — dans une série suivant les puissances

ascendantes de x.
C dx C dx

6. Trouver les intégrales \—=— et \ . n , n étant un
JcoiAr Jsmnx'

nombre entier.
7. Déterminer sur la sphère un point tel que la somme

des cosinus des distances de ce point à un nombre quelconque
de points fixes sur la sphère, soit un maximum.

8. P est un point quelconque pris dans le plan de deux
cercles donnés ; P' est le point d'intersection des deux polaires
de P, relativement aux deux cercles ; P et P7 sont dits points
réciproques. Prouver que Taxe radical passe par le milieu
de PP'.

9. D'un point P d'une conique à centre, soient menées
deux cordes PA, PB parallèles à deux diamètres égaux, le
cercle passant par A, B et P touche la conique en P, et a pour
rayon — ; r étant le demi-diamètre auquel une des cordes est

parallèle, et p la perpendiculaire abaissée du centre sur la
tangente en P.

10. Déduire de là la formule connue pour le rayon de
courbure.

11. Un côté d'un triangle inscrit dans un cercle est donné
de direction, un second côté est assujetti à passer par un
point donné •, quel est le lieu du pôle du troisième côté?

12. D'un point P d'une conique, abaissez les perpendicu-
laires p, p\ p" sur une corde TT' et sur les deux tan-
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gentes TS, T S menées par les extrémités; démontrer que

Ton a^4" = ^ - ; 77r, T:\ 7r étant les perpendiculaires abais-

sées du centre de la section sur TS, TS', et sur la tangente

parallèle à TT'.

13. Soit une tangente menée en P et des perpendiculaires
ir, ?r', n" abaissées sur cette tangente de S, T et T', prouver
que n'. 7r" = 7r\

14. Prouver que ~ ^ = —7-; * étant la perpendiculaire

abaissée du centre sur la tangente en P.

ANNONCES.

LEÇONS NOUVELLES DE GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE , précédées des

Éléments de la trigonométrie, par MM. BRIOT et BOUQUET,

professeurs à la Faculté de Lyon. Paris, 1847, in-8% XX,
439; 15 pi. lith. Chez Desobry, E. Magdeleine et Ci6,
libraires éditeurs, rue des Maçons-Sorbonne, 1.

On rendra compte de ces Leçons nouvelles, qui ne sont
pas des leçons; ouvrage remarquable, élant, pour la forme
et le fond, au-dessus du niveau ordinaire, d'une cote si basse.

PATRIA.—Notices statistiques sur les travaux publics, les
finances, l'industrie, le commerce, la population et l'ad-
ministraiion intérieure et extérieure de la France, par
Léon LALANNE, ingénieur des ponts et chaussées. Paris,
1846-47; in-8°. J.-J. Dubochet et Cie, éditeurs, rue Ri-
chelieu , 60.

Cet ouvrage, curieux et instructif, se recommande aux
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professeurs pour exercer numériquement les élèves sur des

données réelles, et non, comme presque toujours, sur des

suppositions arbitraires et souvent même absurdes. Outre

des connaissances positives qu'acquerront ainsi professeurs

et élèves, c'est aussi un moyen de faire aimer la science, en

en montrant les applications aux besoins du pays.

THÈSE DE MÉCANIQUE ET D'ASTRONOMIE, présentée à la Faculté

des Sciences de Paris, le 25 octobre 1847, par M. J. A.

SERRET. Paris, 40 p. in 4°, 1847. Bachelier, lib.

La thèse roule sur la célèbre question du mouvement d'un

point dans l'espace attiré vers deux centres fixes. L'auteur

fait usage de coordonnées elliptiques mises en vogue par

M. Lamé et entrevues par Legendre. Dans un sujet traité par

L. Euler, Lagrange, Legendre, et récemment par M. Liou-

ville, le profond analyste trouve encore à ajouter, à éclaircir.

La thèse d'astronomie s'occupe de la détermination de la fi-

gure des œrps célestes. 11 est très-agréable de trouver ici

sous une forme clégante tout ce qu'on a découvert sur cette

importante matière, depuis les travaux de Maclaurin jusqu'à

l'ellipsoïde à axes inégaux de M. Jacobi. Le tout est d'une

lecture attachante ; mérite rare dans les écrits de ce genre,

et qui par cela même doit être signalé.

QUESTIONS.

170. abc, ABC étant deux triangles rectilignes situés

dans le même plan, les quatre sommets l>, c, B, C sont fixes ;
au ac

on a la relation —- = — = constante.
AB AC

Si le sommet a décrit une ligne plane algébrique de degré
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pair et divisée par la droite bc en deux parties égales et symé-
triques, le sommet A décrit une ligne de même degré.

171. abcd, ABCD étant les deux tétraèdres, les six som-
mets 6, c, d, B, C, D sont fixes ; on a la relation

ab ac ad
— = — = — = constante.
Ali AL AD

Si le sommet a décrit une surface algébrique de degré pair,
et divisée par le plan bcd en deux parties égales et symé-
triques, le sommet A décrit une surface de même degré.

(JACOBI.)

172. Étant données la longueur d'un arc de cercle et celle
de sa corde, déterminer le rayon. (VINCENT.)

173. Une longueur étant partagée en m parties égales par
des points noirs, et en n parties égales par des points rouges,
déterminer la plus petite distance entre un point noir et un
point rouge. (VINCENT.)

174. Une équation algébrique ayant toutes ses racines
réelles, trouver le nombre précis de racines comprises entre
deux limites données, par le moyen du théorème de Des-
cartes. (JACOBI.)

DEUX PROBLEMES

sur la parabole et l'hyperbole équilatère.

Par quatre points C, B, D, E faire passer une parabole.

Fig. 32. Prolongez les droites CB, DE jusqu'à leur ren-
contre eu A ; prenez AG, moyenne proportionnelle entre AC
et AB, et de même AH, moyenne entre AE> AD. La droite
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AM, menée du point A au milieu de GH, sera un diamètre
de la parabole.

Par quatre points C, B, D, E faire passer une hyperbole

équilatère.

Fig. 33. Prolongez les droites CB, DE jusqu'à leur ren-
contre en A ; prenez les longueurs AG, AH, moyennes pro-
portionnelles, la première eatre AC et AB, la seconde entre
AE et AD. Sur la droite MA, menée par le milieu de GH,
prenez une longueur ML = MG, et tirez les droites LG, LH.
Ces droites seront parallèles aux asymptotes de l'hyperbole.

QUESTION D'EXAMEN

sur les racines carrées des racines d'une équation algébrique.

Problème. Étant donnée une équation algébrique, trouver
l'équation qui a pour racines les racines carrées prises avec
un seul signe des racines de la proposée.

Équation du second degré.

Solution. Soit x1 — atx-{-at=0 l'équation proposée,

«% pa les racines.

Soit xQ — £vr-f-Z>u=:0, l'équation cherchée, ayant pour

racines a et £, on a les relations connues &K
a —• 2fta = #, ;

b; = aa; d'où b,= \/'at+2V'<h; &,= V/*a.

Exemple numérique : a = l -, (3=2 ; a,=5 ; #a—S : 6 t=3 ;

Équation du troisième degré.

tf3=O, équation proposée; «% p% 7% les
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trois racines ; .z3—btx* + Kx— b9 = 0 , équation cherchée ;

racines «, (3, 7 ;

on a 2«'=8<zl = 6 l*-- 2&a

d'où &,= K^3 i éliminant 6 f , on obtient l'équation du qua-

trième degré

b* — 2a A*— 8a A + a a
a + « « A = 0.

Exemple numérique •* a = l ; P = 2 ; v = 3 ; « , = 14 ;

^a = 49 ; #3=36.
L'équation en b, est b* — 986a

a — 288^, + 3 8 5 s 0 ; d'où

&,=11.

On procède de même pour les équations des degrés su-

périeurs.

Observations. 1. Si dans la proposée de degré m, on fait

x ==y% la transformée en .y a pour racines, les racines carrées

des racines de la proposée, chacune prise avec les deux

signes ; aussi la transformée est de degré 2#ietles termes de

rang pair, combinaisons impaires des racines, manquent.

2. DansFéquation qu'on obtient par le procédé indiqué,

les coefficients sont irrationnels. Faisant disparaître les ra-

dicaux , on est ramené au cas général.

3. On peut suivre la même marche pour calculer une

équation ayant pour racines les racines d'indice do?iné quel-

conque des racines de la proposée.

N. DE MÀTHËM. v i . , 3 0
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SUR LE XXIV* PROBLÈME

de Varithmétique universelle (*).

PAB. M ABEL TBANSOftJ

PROBLÈME. Par tm potnJ A donné à égale distance de deux

droites rectangulaires OX, OY, mener une sécante telle que

la partie BG interceptée par ces droites9 soit égale à une ligne

donnée m.

Ce problème, qui offre, par la diversité de ses solutions,

un précieux exercice aux commençants, est choisi comme

exemple dans les livres élémentaires ; mais il me semble

qu'on n'en a pas tiré tout le parti possible.

Premièrement, si on appelle a la distance du point A à

chacun des côtés de langle droit, on trouve, pour déter-

miner la longueur du segment OB intercepté par la ligne

cherchée sur le côté OX, l'équation

(a) x*-

Équation qu'on abandonne aussitôt pour chercher quel-

que solution plus simple ; mais c'est bien à tort, car cette

équation est propre à donner un exemple remarquable

d'abaissement, et la construction des segments OB est aussi

facile que celle de la plupart des lignes qu'on prend pour

inconnues dans les autres solutions du même problème.

Remarquez, en effet, que les quatre segments sur l'axe

OY sont égaux aux segments sur OX. Or, entre les deux

O V. 1.111, p. 180 et 262.
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segments OB et OC, que donne une même position de la
ligne m, il y a une relation qu'on a dû écrire pour former
l'équation (a) ; c'est

OB:OC;:OB—a la.

Les racines de l'équation (a) satisfont donc par couples à la
condition

x':xv :: *'— a:a;

c'est-à-dire à l'équation xfxu^a (x'+x"). — Ou, ce qui
revient au même, on est assuré que l'équation («) admet
deux diviseur de la forme x* — px -f- ap.

On vérifie cette indication en identifiant le premier mem-
bre de (a) au produit

{x* —px -f- ap) (x* —p'x + ap') ;

et on trouve, en effet, qu'il suffit de poser p-\-p' =2<z, avec
pp1 sss — m2 ; de sorte que p et pi sont racines de l'équa-
tion

z* — 2az — m* = 0,

d'où on tire p = a

Ainsi deux des segments OB sont racines de l'équation

a7« — (a — \/a2 + ma) x+a {a—V a* +m')= 0,

et les deux autres de l'équation

x3 —(a + \/a2~\-m2) x + a {a + VV + wa) = 0.

Maintenant je vais rappeler sommairement les solutions
dans lesquelles le choix de l'inconnue conduit à une équa-
tion du second degré seulement.

1° Solution de Pappus; c'est celle que M. Fontes a
étendue au cas d'un angle quelconque dans sa deuxième con-
struction. (Nouv. Ann., t. VI, p. 184) (*).

(*) Pappus donne deux solutions ; une par la conchoïde et l'autre par Pinler-
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2° Première solution de Newton. On prend pour incon-
nue la distance entre le point A et le milieu de BC ; voir tous
les traités élémentaires.

3° Deuxième de Newton. Du milieu de BC on abaisse une
perpendiculaire sur la bissectrice de l'angle droit. Appe-
lant^ la distance entre l'origine O et le pied de cette per-
pendiculaire; b la demi-longueur de BC, et c la distance
OA ; la valeur de y dépend de l'équation extrêmement
simple

à laquelle on parvient en exprimant, au moyen des quan-
tités e et y, la distance de A au milieu de BC ; et substituant
cette expression à la lettre x dans les équations de la solu-
tion précédente, n° 2.

4° Solution de M. Gergonne, rapportée dans le livre de
M. Cirodde, étendue par M. Fontes au cas de l'angle
oblique.

J'ignore si les deux solutions suivantes ont déjà été don-
nées quelque part.

5° Si on prend pour inconnue le rayon du cercle inscrit
au triangle formé par les deux côtés de l'angle droit et la
sécante BC, on trouve l'équation

2ar% -J- 2ar (m — a) — cfm = 0 ,

et on pourrait former également l'équation relative à l'un
des trois cercles ex-inscrits.

6° Enfin on peut prendre pour inconnue la distance z
entre l'origine et le point D, où le cercle circonscrit ren-
contre la bissectrice. — Cette manière de résoudre le pro-
blème doit être remarquée comme comprenant, avec une

section d'une hyperbole équilatère et d'un cercle; sans mentionner le cas où le
jxrint est fur une bissectrice (liv. IV, prop. XXI11 et XXX). Tm.
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égale facilité, le cas d'un angle quelconque 6. — On arrive
très-aisément à l'équation

en appelant e la distance OA.

NOTE

Sur la division d'un trapèze dans le rapport dem à n par
une parallèle aux bases.

P A R M . JUÉON AKTNTS,
Professeur,

Ancien élève de l'Ecole polytechnique.

La solution de ce problème indiquée par M. Rivais,

page 387 de ce volume, conduit aux conséquences suivantes,

remarquables par leur généralité.

1° Soit b la base d'un triangle T, x la parallèle à b qui

partage la surface T dans le rapport de m à n, et tle triangle

qui est une de ces deux parties :

T—t:*:; V— x*\x*\\ min,

d'où n-\-m

expression indépendante de tous les autres éléments du
triangle.

Donc, tous les triangles qui ont b pour base, ont leurs
surfacps partagées dans le rapport àe m k n par une droite

/ ,
parallèle a la base et de longueur b \ / —-— dan» cha-
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cun de ces triangles, quels que soient et la hauteur et lés
angles.

2° Si b est la base d'un triangle quelconque, face latérale
d'une pyramide quelconque, en inscrivant dans ce triangle

latéral une droite parallèle à b et de longueur b \ / — — ,

et menant par cette droite un plan parallèle à la base de la
pyramide, ce plan partage la surface convexe de la pyra-
mide dans le rapport de m à n, puisque tous les triangles
latéraux sont tous partagés dans le rapport de m à n.

3° Si b est le rayon de base d'un cône quelconque, si Ton
coupe ce cône par un plan parallèle à la base, et donnant

pour section un cercle de rayon b \ / — ; — ; ce plan par-
\r m-j-n

tage la surface convexe du cône dans le rapport d e w à n ;
puisque les surfaces convexes des deux cônes semblables sont
entre elles comme les carrés des rayons des bases.

4° Si b est la base d'un triangle quelconque, face laté-
rale d'une pyramide quelconque, en inscrivant dans ce
triangle latéral une droite parallèle à b et de longueur

——-, et menant par cette droite un plan parallèle

à la base de la pyramide, ce plan partage le volume de la
pyramide dans le rapport de m h n; puisque les volumes
de deux pyramides semblables sont entre eux comme les
cubes des arêtes homologues.

5° Si b est le rayon de base d'un cône quelconque, si Ton
coupe ce cône par un plan parallèle à la base, et donnant

pour section un cercle de rayon b y / -~~, ce plan par-

tage le volume du cône dans le rapport de m à n, puisque

les volumes des cônes semblables sont entre eux comme les

cubes des rayons des bases.
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6° Soient a la base inférieure d'un trapèze, b la base su-
périeure , x la sécante parallèle aux bases et partageant la
surface du trapèze dans le rapport de m à « ; soient enfin
A, B, X les triangles de bases a^b, x formés en prolon-
geant les côtés non parallèles du trapèze

D'où x>=JH— b'-l ?—a%,
m-j-n m-\-n

expression indépendante de tous les éléments du trapèze
autres que les bases parallèles.

Donc tous les trapèzes de mêmes bases ay b ont leurs sur-
faces partagées dans le rapport de mhnpar une droite pa-

rX /rallèle à ces bases et de longueurs / —:— b*-\ ;—a*
m-^ç-n m—j-/z

dans chacun de ces trapèzes, quels que soient et la hauteur et
les angles.

7° Si un trapèze quelconque de base a, b est la face laté-
rale d'un tronc de pyramide quelconque, en inscrivant dans
le trapèze latéral une droite parallèle aux bases a, b et de

longueur \ / — ^ — 6a-J ~—a\ et menant par cette
y ™>-\-n m-\-n

droite un plan parallèle aux bases du tronc de pyramide;
ce plan partage la surface convexe du tronc de pyramide
dans le rapport de m à n, puisque tous les trapèzes laté-
raux sont partagés dans le rapport de m k n.

S0 Si a, b sont les rayons des bases d'un tronc de cône
quelconque, si Ton coupe ce tronc de cône par un plan pa-
rallèle aux bases et donnant pour section un cercle de

rayon \ / —̂ -— b*A ;— a*, ce plan partage la surface
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convexe du tronc de cône dans le rapport de m h n, puisque
les surfaces convexes des cônes semblables sont entre elles
comme les carrés des rayons des bases.

9° Si a, b sont les bases d'un trapèze quelconque, face
latérale d'un tronc de pyramide quelconque, en inscrivant
dans ce trapèze latéral une droite parallèle aux bases a, b

et de longueur \ / —^— b3-] ^—a*, et menant par
V m-f-n m-\-n

cette droite un plan parallèle aux bases du tronc de pyra-
mide , ce plan partage le volume du tronc de pyramide dans
le rapport de m à ra, puisque les volumes des pyramides
semblables sont entre eux comme les cubes des arêtes ho-
mologues.

10. Soient # , 6, les rayons de bases d'un tronc de cône
quelconque, si Ton coupe ce tronc de cône par un plan
parallèle aux bases, et donnant pour section un cercle de
rayon \ / b*4 az\ ce plan partage le volume

J y m-\-n ' m-\-n r r

du tronc de cône dans le rapport demà/ i , puisque les vo-
lumes des cônes semblables sont entre eux comme les cubes
des rayons des bases.

NOTE

sur le nombre de racines réelles contenues entre des limites
données, à l'aide du théorème de Descartes (Question 174,
p. 455).

P A R M. OSSIAN B O N N E T ,
Répétiteur à l'École Polytechnique.

On sait que le théorème de Descartes fait connaître immé-
diatement une limite supérieure du nombre des racines
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réelles positives d'une équation, et même le nombre exact de
ces racines quand l'équation n'a aucune racine imaginaire.
Le même théorème, appliqué à la transformée en —x d'une
équation, peut aussi donner une limite supérieure ou le
nombre exact, dans le cas de la réalité de toutes les racines,
du nombre des racines réelles négatives de cette équation. C'est
ce que l'on montre dans tous les traités d'algèbre; mais ce
qui n'est pas suffisamment connu, c'est qu'on peut déduire du
seul théorème de Descartes une limite supérieure du nombre
des racines réelles d'une équation comprises entre deux nom-
bres donnés a et b, et même le nombre exact de ces racines
quand l'équation proposée n'a aucune racine imaginaire; or

il suffit pour.cela de considérer la transformée e n ^ = - ,

qui évidemment a autant de racines réelles positives que
la proposée en a de comprises entre a et b. Cette re-
marque, que Ton doit à M. Jacobi (*), est d'une grande im-
portance. On voit, en effet, qu'elle permet dans un grand
nombre de cas d'éviter l'emploi du théorème de M. Sturm ;
du reste la transformée en y a une forme assez simple •. en

effet, àey = —- on tire J: = . ^ ^ — * + ^ _ , et si

f(x) = 0 est l'équation proposée, on obtient pour la trans-
formée

T 1.2 ^1 .2 .3
n étant le degré de l'équation, et d la différence a — b.

O Crelle, XIII, 340, 1835.
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Une autre remarque que j'ai consignée il y a quelques
années dans les tableaux polytechniques publiés par M. Blum,
c'est que lorsque l'équation proposée n'a pas de racines égales,
si l'on suppose a et b suffisamment rapprochés l'un de l'autre,

CL • — OC

la transformée eny = finit par se trouver dans l'un de
x— b

ces deux cas : ou de ne plus avoir que des permanences, ou
de ne plus avoir qu'une variation ; de là résulte que le théo-
rème de Descartes ou plutôt la conséquence que M. Jacobî
en a déduite, suffit pour conduire d'une manière complète
à la séparation des racines ; pour cela étant donnée une équa-
tion f(x) = 0, on prend tous les nombres entiers compris
entre les limites extrêmes de l'équation, et n et n + 1 étant
deux consécutifs de ces nombres, on cherche par la trans-

II I \ —— OC

formée e n ^ = combien ils comprennent au plus
de racines réelles ; supposons que l'on trouve &, on
prend a < l d'une manière quelconque et on cherche de
même combien il y a au plus de racines entre n et n-f-<*,
et entre n + a et rc-f-1 ; supposons que l'on trouve U pour
les deux limites n et ft+a, on prend a ' O d'une ma-
nière quelconque et on cherche de même combien il y a
au plus de racines entre n et ^+a', et entre n-\-* et
/ i + a ; et ainsi de suite jusqu'à ce que Ton tombe sur une

a—— x

transformée en y= y qui ne présente que des perma-

nences ou une seule variation, auxquels cas les deux limites

a et b ne comprennent aucune racine réelle, ou en com-

prennent une seule.
a— x

Quant à la propriété de la transformée e n , y = r,
x —• 0

d'après laquelle a et b étant suffisamment rapprochés, le
nombre des variations du premier membre est 0 ou 1 , on
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rétablit simplement comme il suit : faisons a=b-\-§, ce qui

donne ̂ = — t -| , et supposons d'abord que les deux
X-—U

limites a et b ne comprennent aucune racine réelle de l'équa-
tion, je dis que si § est suffisamment petit, toutes les racines
de la transformée en y différeront aussi peu qu'on voudra
de — 1, le degré de petitesse de la différence entre les racines
et —1 étant mesuré dans le cas où ces racines sont imagi-
naires par celui du module de cette différence. En effet, con-
sidérons d'abord les valeurs de y qui correspondent aux
valeurs réelles de x et qui sont évidemment réelles. Si nous
désignons par e un nombre positif et déterminé plus petit,
1° que toutes les différences obtenues en retranchant a suc-
cessivement de toutes les racines réelles de l'équation pro-
posée qui sont supérieures à a, et 2° que toutes les différences
obtenues en retranchant de b successivement toutes les ra-
cines inférieures à b, les valeurs dey considérées différeront

de —1 de moins que ~; or § unit par devenir aussi petit que

Ton veut quand on resserre les limites. D'ailleurs e peut être

supposé constant, donc les valeurs réelles dey finissent par

être constamment aussi peu différentes de —1 qu'on le veut.

Donnons maintenant à x les valeurs imaginaires ; soit

« + PK—1 Tune de ces valeurs, la valeur correspondante

de tr sera r = — 1 A = = . Or, si on appelle *run

nombre déterminé et positif plus petit que la valeur absolue

de tous les coefficients de V — 1 dans les racines imaginaires
de l'équation proposée, la différence qui existera entre la
valeur de y considérée et — 1 aura un module plus petit

que -7. Or -7 peut devenir aussi petit qu'on le voudra

en resserrant suffisamment les limites a et b; donc les va-
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leurs imaginaires dey, comme les valeurs réelles, Onissent
par être constamment aussi peu différentes de — 1 qu'on le
veut ; on conclut aisément de là, en se rappelant les relations
qui existent entre les coefficients et les racines d'une équa-
tion, et les propriétés élémentaires des modules des expres-
sions imaginaires, que les coefficients de la transformée enjr
finissent par être constamment aussi peu différentes qu'on le
veut de ceux d'une équation qui a toutes ses racines égales
à — 1 , c'est-à-dire de (y-+-i)m = 0 (m est le degré de l'équa-
tion proposée, et, par suite, de la transformée). D'ailleurs
cette dernière équation n'a évidemment que des permanences;
donc lorsque a et b se rapprochent indéfiniment en ne com-
prenant aucune racine de l'équation proposée, la transformée

a—x n ,
eny = finit par ne plus avoir de variations.

x— b
Supposons maintenant que a et b9 en se rapprochant,

comprennent toujours une et une seule racine réelle de
l'équation proposée, je dis que la transformée en y finira
par avoir constamment une seule variation ; en effet, dans ce
cas, nous avons toujours dans la transformée eny une racine
réelle positive, c'est celle qui correspond à la valeur de x
comprise entre a et b ; et quant aux {m — 1) autres racines,
elles se rapprochent indéfiniment de — 1, comme dans Vautre
cas, de manière à en différer d'aussi peu que Ton veut ; sup-
posons a et b assez près l'un de l'autre et le produit des fac-
teurs du premier degré correspondants à ces dernières
racines assez peu différent de (y + i)m~\ pour que dans ce
produit les coefficients soitnt 1° positifs, et 2° tels que le
rapport de l'un quelconque d'entre eux au précédent aille
toujours en diminuant à mesure qu'il se rapporte à un terme
de rang plus élevé, propriétés qui ont lieu, comme Ton sait,
dans (^+l)m~I. Je dis qu'à partir de ce moment la trans-
formée en y ne présentera qu'une variation j en effet, soit
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le produit des facteurs du premier degré correspondants aux

valeurs de ^ , très-peu différentes de — 1 , et « la valeur

positive de y qui correspond à la valeur de JC, comprise

entre a et b j si nous multiplions y{y) p a r ^ — a , le produit

sera le premier membre de la transformée en y. Or ce poly-

nôme a au moins une variation, puisque les termes extrêmes

ont des signes contraires; du reste il n'en a pas plus d'une,

car si An—Aw_,a est le premier coefficient négatif de ce

polynôme, on aura « > - r - — , mais

donc on aura aussi

ou bien

A n + I — A n a < 0 , An+a —A n +

ce qui prouve que tous les coefficients qui suivent le premier

coefficient négatif sont aussi négatifs, et par conséquent que

le polynôme ne présente qu'une variation; nous arrivons

ainsi au résultat énoncé.

Je dois dire, en terminant, que la démonstration qui pré-

cède est analogue à celle que M. Vincent a employée pour

prouver que le théorème de Fourier conduit toujours à la

séparation des racines, lorsque le rapprochement des limites

se fait parla méthode de Lagrange. (Liouviile, I, 341,1836.)
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ÉLÉMENTS D'ARITHMÉTIQUE , suivis de la théorie des logarithmes,

par E. Lionnet, professeur de mathématiques au collège

royal Louis-le-Grand, examinateur suppléant d'admission

à l'École navale, in-8° de 320 pages. 1847, Paris (*).

( Fin, voir page 439.)

Liv. IV (139-171). Racines carrées et racines cubiques.

Les deux opérations sont décrites avec une grande simpli-

cité. Toute proposition sur les carrés est suivie immédiate-

ment de la proposition analogue sur les cubes , ce qui rend

la marche plus rapide. Est-elle appropriée à l'état moyen

intellectuel des commençants? On lit (p. 146) : La racine

carrée d'un nombre, à moins d'un autre nombre, est le plus

grand multiple du second nombre dont le carré soit contenu

dans le premier. Cette définition est-elle claire ? N'est-il pas

préférable de s'en tenir à la définition générale des approxi-

mations, où l'on dit qu'une quantité est approchée de sa va-

leur exacte, à moins d'un nombre donné, lorsque la diffé-

rence pour excès ou défaut est moindre que ce nombre ?

Le problème III (p. 167), où l'on donne un critérium

pour reconnaître si un nombre entier est un carré, au moyen

du nombre de ses diviseurs, est curieux. L'auteur indique

aussi comme, à l'aide des deux premières opérations radi-

cales, on peut extraire les racines d'indice 2m . 3n , m et n

étant les nombres entiers.

(*) Ghei Desobry, Magdeleine et compagnie, rue des Maçons-Sorbonne , 1.
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Liv. V (172-238). Proportions et progressions.
Qui nous délivrera des Grecs et des Romains? disait le

spirituel auteur de la Gastronomie. Les proportions et les
progressions sont les Grecs et les Romains de l'arithmétique.
On peut en dire autant, avec plus de raison encore. Ce n'estpas
qu'il y ait eu progrès, car, au moyen âge, on distinguait des
rapports par douzaines, et on leur donnait des noms rébarba-
tifs à rendre jaloux nos nomenclateurs chimiques. Le temps,
ce grand déblayeur des mauvaises choses, a presque tout en-
levé et a encore trop laissé. Une page d'écriture algébrique
suffirait pour expédier facilement ce qu'on nous donne péni-
blement par la méthode discursive en trente pages. L'auteur
s'est conformé au préjugé généralement établi qu'un raison-
nement mathématique est d'autant plus solide, plus profond,
qu'il est plus étendu, plus long. C'est le contraire qui est
vrai : les plus courts raisonnements sont toujours les plus
profonds, pénétrant plus dans l'essence du sujet.

Des applications nombreuses de la règle de trois directe et
inverse et des règles d'intérêt terminent ce livre. On définit
l'intérêt (p. 210) ce que rapporte un capital pendant un cer-
tain temps.

Il serait peut-être plus convenable d'assimiler l'intérêt à
une location, et définir l'intérêt : le loyer d'une somme payé
au prêteur par l'emprunteur.

Le Lilavati contient ce singulier exemple : Une esclave de
seize ans coûte 32nischas, combien une esclave de vingt ans?
Réponse : 23 3/4 nichas, raison inverse. (Sect. VI, § 76.)

Liv. VI (239-288). Problèmes et théorèmes divers.
Nous signalons ici avec une vive satisfaction un perfection-

nement notable dans renseignement élémentaire. Quittant
la voie battue, l'auteur rédige un complément aux théories
arithmétiques, et qui est aussi un acheminement ou, selon le
langage philosophique des Allemands, un propédeutique à
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la théorie des nombres ; doctrine malheureusement négligée

malgré sa haute importance dans l'instruction, qu'a fait res-

sortir un des esprits les plus lucides, les plus élevés de notre

siècle, le célèbre créateur des couples. Voici les matériaux

renfermés dans cette partie dernière et la plus précieuse de

l'ouvrage :

1° Numération et trois opérations dans un système de base

quelconque ;

2° Limite du nombre d'opérations dans la recherche du

plus grand commun diviseur (Nouv. Annales, t. IV, p. 617) j

3° Proposition sur les carrés magiques (Nouv. Annales,

t. I I , p. 446);

4° Propositions diverses sur les diviseurs d'un nombre ;

5° Théorème de Fermât ; théorème de Wilson ;

6° Quatre propositions sur les résidus quadratiques. Il est

probable que c'est pour la première fois que ce mot est pro-

noncé dans un traité français d'arithmétique. Il est à regretter

que l'auteur n'y ait pas joint la loi de réciprocité de Legendre,

si facile à démontrer par la méthode de M. Dirichlet.

11 serait peut-être convenable d'attacher le mot reste uni-

quement à la soustraction, et de réserver le mot résidu pour

le dernier reste de la division. 11 existe ici une apparence

de lacune. Les résidus linéaires ont occupé Fauteur dans les

livres précédents ; il en a traité sans les nommer. Les con-

gruens rentrent dans les résidus linéaires. Pourquoi éviter

d'employer des expressions qui ont acquis droit de cité ?

7° Arrangements et combinaisons. Très-bien. Mais pour-

quoi s'obstiner à ne vouloir pas indiquer la manière de for-

mer les combinaisons, avec la certitude de n'en oublier au-

cune ? Cette formation est pourtant très-utile pour éclaircir

la théorie des déterminants, qu'on rencontre maintenant dans

toutes les parties de la science ;
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8° Probabilités. Ce sont quelques applications du sujet

précédent ; car on sait que le calcul des probabilités est fondé

sur les coefficients binomiaux ou combinatoires. On donne ici

quelques problèmes sur les enjeux et sur la loterie. Il semble,

pour éviter des méprises, qu'il aurait fallu dire un mot de

Y espérance morale, où ion a égard à la fortune et à la position

respective des joueurs. De là l'immoralité du jeu de la Bourse,

où des hommes, comparativement pauvres et ignorant les

causes perturbatrices qui agissent sur les fonds, jouent con*

tre des banquiers millionnaires connaissant parfaitement ces

causes et les faisant naîire au besoin. Il y a opportunité à in-

culquer de bonne heure ce genre d'enseignement dans l'es-

prit de la jeunesse.

Ce livre est suivi par une théorie des logarithmes, donné

avec la rigueur et les développements désirables, et qui ter-

mine l'ouvrage.

Le Fari quœ sentiat d'Horace étant le devoir de tout écri-

vain , nous avons hasardé quelques observations critiques ;

d'autant plus volontiers qu'on pourra, si elles sont fondées,

y avoir égard dans les fréquentes éditions qu'obtiennent

facilement les bons ouvrages élémentaires, composés par des

professeurs à classe nombreuse (*). Nous avons vu qu'une

sévérité didactique était la tendance dominante de cette

arithmétique ; celle de M, Guilmin a une tendance purement

pédagogique. Conçue dans cet esprit, l'exécution doit être

différente, comme nous le dirons prochainement.

COLLÈGE ROYAL DE LA FLÈCHE.

Le succès éclatant que vient d'obtenir cet établissement

d'éducation publique, semble digne d'être consigné. Sur

O La seconde édition vient de paraître.
ÀÏIN. DK MVTHÉlt. V I . 3 1
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quatre élèves présentés à l'école polytechnique, trois ont été
admis, savoir :

1° Gros de Perrodil (Ferdinand-Victor), âgé de 17 ans,
première année de spéciales, 1er de la promotion.

2° Laboissière (Adrien-Jean-Marie), âgé de 17 ans, pre-
mière année de spéciales, 38me de la promotion.

Deshautschamps (François-Léopold), âgéde 17 ans, 55mede
la promotion.

Le ministre de la guerre a adressé une lettre de félicita-
tion au général commandant, et une autre à M. Bonûls,
professeur de ces jeunes gens, qui conservent à l'école
polytechnique les bourses qu'ils avaient au collège.

Ce brillant résultat est une preuve surabondante que le
talent d'enseignement mathématique n'est pas, et fort heu-
reusement, concentré dans la capitale.

NOTE

Sur la géométrie analytique de la sphère.

L'Allemagne possède depuis plus d'une dizaine d'années
une sphérique analytique; tel est le titre traduit d'un ou-
vrage du professeur E. Gudcrmann, de Munster. Les courbes
tracées sur la sphère sont représentées par des équations
comme celles qui sont tracées sur un plan. Ainsi les grands
cercles sont donnés par des équations linéaires, les coniques
par des équations du second degré à six termes ; de sorte
qu'un problème étant résolu, ou un théorème étant démontré
sur des courbes planes, peut être transféré sur les courbes
analogues sphériques ; les coordonnées sont certaines fonc-
tions trigonométriques des distances sphériques des points
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aux axes coordonnés. Nous rappelons ce fait, parce qu'on

lit dans le Compte Bendu (n° 20, 15 nov. 1847, p. 723), que

M. Borgnet a soumis à l'examen de l'Académie un Essai de

géométrie sphérique. Un certain système de coordonnée s per-

met de traiter d'une manière uniforme tous les problèmes

sur les coniques sphériques. Commissaires : MM. Cauchy,

Poncelet, Liouville.

M. PHILIPPE KORALEK.

Souscription.

M. Philippe Koralek, né en Bohême, élève de l'école po-

lytechnique de Vienne, possède une méthode pour calculer

le logarithme d'un nombre entier de 1 à 10 millions; le

logarithme d'une ligne trigonométrique d'un arc, degrés,

minutes et secondes, avec sept décimales exactes, en quel-

ques minutes; de même les opérations inverses ; c'est ce qu'il

a fait en séance publique à Vienne, comme il est constaté par

les journaux du pays, et plusieurs fois en notre présence à

Paris. Ce jeune homme a quitté son pays natal, le régime

par trop paternel du Spielberg, pour venir respirer l'air de

la liberté en France ; mais cet air, pas plus que celui de

l'atmosphère, ne donne à vivre. Désirant se faire con-

naître et se créer une existence, M. Koraîek a donc adressé à

l'Académie des sciences un mémoire contenant la description

de sa méthode. On sait que les rapports académiques, lorsque,

par exception, ils sont faits, rapportent quelque honneur, et

même rien du tout quand, selon la règle, ils ne sont pas faits.

Toutefois il était permis ici d'espérer un tour de faveur, car

le rapporteur désigné, illustre inventeur du calcul des ré-
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sidus, connu par sa respectueuse soumission aux paroles

de l'Écriture, pouvait se rappeler celles-ci : Fous aimerez

Vétrangery car vous avez été vous-mêmes étrangers en Egypte.

Devant viser à d'autres moyens, le jeune Bohême a traduit de

l'allemand un ouyrage élémentaire, composé par Joseph Sa-

lomon, professeur à l'école polytechnique de Vienne, sous le

titre : Recueil de problèmes et théorèmes sur la planimé-

trie, etc. Il contient 217 problèmes résolus et 235 théorèmes

démontrés, qui offrent aux professeurs des exemples intéres-

sants et aux élèves d'utiles exercices parfaitement gradués.

Mettant son espoir dans la générosité française , l'auteur

publie par voie de souscription. On aura ainsi l'occasion

d'acquérir un bon ouvrage, tout en faisant une bonne

action.

Prix de la souscription : 5 fr.

On souscrit chez M. Bachelier, libraire, quai des Àugus-

tins.

SOLUTION DE LA QUESTION N 169, p. 394 (*),

PAR m. DRIASTE DE X.OB.MMG,
élève en spéciales.

Soit 0 l'horizontale passant par le point de départ, et OY

la verticale du même point, v la vitesse initiale et a son

angle avec OY j les projections du mouvement sur ces deux

droites seront t

(1) r

(•) On est prié de faire U figure.
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t désignant le temps compté à partir du départ du mobile ;
l'élimination de t entre ces deux équations donnera la tra-
jectoire décrite par le centre de gravité du mobile, qui sera

elle représente une parabole dont Taxe est parallèle à OY. Si
on change x en x-\-h, y my-{-k^ le s coefficients de a* et
dey seront les mêmes dans la transformée quels que soient
h et k; donc cette courbe, rapportée à son sommet, aura
pour équation :

son paramètre sera donc

Le sommet sera le point pour lequel la valeur de y, prise
dans l'équation (1), sera maximum, c'est-à-dire lorsqu'on
aura :

= g * OU t= ;
s

en portant cette valeur dans les équations (1), (2), on aura
pour les coordonnées du sommet :

(4)

esinffcosa
\ = -• (5)

g
En éliminant a entre ces deux équations, nous aurons le

lieu des sommets ; divisant membre à membre, il vient :

d OU



— 478

portant cette râleur dans (4)

* o.
En supprimant la solution ^ = 0, qui ne satisfait pas à la
question, on a

g*?-\-*gf—2i?y=0, -(6)

équation d'une ellipse dont Taxe des y est un axe de symé-
trie, ce qu'on pouvait prévoir; car en donnant à a les va-
leurs c/t et 180°— a,, on doit obtenir deux paraboles égales
et symétriquement placées par rapport à OY. Pour avoir la
partie de OY interceptée par la courbe, il faut dans l'équa-
tion (6) faire x=0^ la différence des deux valeurs de .y sera
la valeur cherchée.

On trouve ainsi y=0, y=* —, d'où 6 = —.
% 4#

Pour avoir la demi-longueur a du deuxième axe, nous

ferons y= r—, et la valeur trouvée pour x sera a, d'où
4#

Si à la valeur de^ prise dans l'équation (4), on ajoute la

valeur -̂, quart du paramètre, on aura l'ordonnée con-

, A . , .. 4 . ^(COSa + S Î n a ) ^ é# .
stante de la directrice -^ - 1 ou — j cette valeur

étant indépendante de a, toutes les paraboles proposées ont
donc même directrice.

Quant aux foyers, ils ont mêmes abscisses que les sommets
correspondants, et leurs coordonnées sont égales à celles de
ces mêmes sommets, moins le quart du paramètre; en se
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reportant aux valeurs (4) et (5), on voit que les coordonnées
cherchées sont :

x

élevant au carré et ajoutant :

équation indépendante de a; elle représente donc le lieu des
foyers. Ce lieu est un cercle dont le centre est au point de

départ, et dont le rayon est égal à —, valeur que Ton a

trouvée déjà pour l'ordonnée de la directrice et le petit axe
de l'ellipse; ceci fait voir que les trois lignes sont tangentes

au point ^ = o , jr = — ). On pouvait prévoir que les trois

lieux se rencontreraient en ce point ; car si on lance le pro-
jectile verticalement, il décrira une ligne droite dontlalon-

gueur calculée directement sera —. Cette ligne étant la limite

de toutes les paraboles proposées, lorsque le paramètre dé-
croît indéfiniment, son extrémité doit être la limite des posi-
tions des sommets et des foyers de toutes les paraboles pro-
posées, et se trouver sur la directrice ainsi que nous l'avons
vérifié. On peut remarquer que l'ellipse et le cercle ont
même tangente verticale ; ainsi toute parallèle à la verticale
coupant Tune des deux courbes en deux points rencontrera
aussi l'autre en deux points.

Nous avons fait voir que d'après la nature de la question,
les sommets et les foyers étaient symétriquement placés par
rapport à l'axe dcs^. Il suffira donc, pour prouver que tous
les points des denx lieux satisfont à la question, de démontrer
que ceux qui sont situés à droite de Taxe des,y satisfont. A
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la seule inspection de la valeur (4), on reconnaît que l'or-

donnée du sommet peut varier entre 0 et —, comme l'or-

donnée des différents points de l'ellipse; donc tous les points
de l'ellipse peuvent être occupés par des sommets. Imagi-
nons une parallèle à o^, coupant l'ellipse en deux points M,
M' ; ces deux points seront les sommets des deux paraboles
qui auront leurs foyers sur le cercle et sur la droite MM'.
Celle qui passe en M' a son foyer au-dessus de Taxe des x,

attendu que Ton a MfP < — ; quant à celle qui a son sommet

en M, son foyer est placé en N au-dessous de l'axe des x,
parce que la distance MP, distance du sommet à la directrice,

est plus petite que—. La droite MM' étant quelconque, il
o

est démontré ainsi que tous les points du cercle peuvent être
occupés par les foyers.

Note. M. Paul Serret a donné une solution plus courte du
même problème. Il reste à démontrer que l'enveloppe de
toutes ces paraboles est une parabole.

SUR LES

PREMIERS THÉORÈMES DE LA STÉRÉOMÉTRIE,

D'après M. Koppe, professeur à Sœst en Westphalie.
(Crelle, XIV, 70, 1805 )

Dans la planimétrie d'Euclide, les propositions sont ar-
rangées avec un tel art, que Tune est toujours une consé-
quence des propositions précédentes ; de telle sorte qu'au-
cune interversion de rang n'est possible. Cette impossibilité
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diminue à mesure que Ton avance, et arrivé aux plans, on

a déjà acquis une telle richesse, qu'on peut admettre plu-

sieurs ordres de succession pour asseoir les premiers fonde-

ments stéréométriques. Au premier abord, la marche la

plus simple paraît être de considérer les lignes dans l'es-

pace, ensuite la position des lignes et des plans, puis la

position des plans dans l'espace. C'est aussi la marche

adoptée par Euclide. Toutefois, comme la position mu-

tuelle des lignes dans l'espace, ou envers un plan, ne

peut s'établir solidement qu'à l'aide d'intersections de plans,

ces déductions impliquent une sorte d'inconséquence. C'est

ce qui a engagé M. Koppe à renverser Tordre suivi et à

commencer par la considération des plans. Il procède ainsi,

mais nous supprimons les démonstrations que les lecteurs

trouveront facilement.

1. Principe. La position d'un plan est déterminée par trois

points non en ligne droite, par une droite et un point hors

de la droite, par deux droites qui se coupent, par deux

droites parallèles.

2. Deux plans ne peuvent avoir que ces trois positions

possibles : ils sont parallèles, se coupent suivant une droite,

ou coïncident. La même chose pour une droite et un plan.

3. Définition. L'angle dièdre est l'espace inûni renfermé

entre deux plans qui se coupent. Entre deux angles dièdres

peuvent exister les trois relations de grandeur ; angles ad-

jacents, opposés au sommet; l'angle dièdre droit est celui

qui est égal à son adjacent; deux plans sont perpendiculaires

lorsqu'ils forment un angle dièdre droit.

4. Delà suit que tous les angles dièdres droits sont égaux,

comme dans la planimétrie et autres conséquences sur les

angles adjacents et les angles opposés par le sommet.

5. Premier théorème. L'intersection de deux plans perpen-
diculaires sur un troisième est perpendiculaire sur les deux
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droites; l'intersection des deux plans avec le troisième, se

démontre par superposition.

6. Deuxième théorème. Si de deux plans, le premier est

perpendiculaire à un troisième plan , et si la droite d'inter-

section des deux plans est perpendiculaire sur l'intersection

du premier et du troisième plan, cette droite d'intersection

sera aussi perpendiculaire sur l'intersection du second et du

troisième plan, et ce second plan est aussi perpendiculaire sur

le troisième ; se démontre aussi par la superposition.

7. Troisième théorème. Si l'intersection de deux plans est

perpendiculaire sur les deux intersections de ces deux plans

par un troisième plan, les deux plans sont perpendiculaires

sur ce troisième plan. Par superposition.

Observation. On peut faire précéder ce troisième théorème

aux deux premiers ; on évite ainsi de parler de plans per-

pendiculaires avant d'en avoir montré la possibilité.

8. Lorsqu'une droite est perpendiculaire à deux droites

menées par son pied dans un plan 7 elle est perpendicnlaire

à toute autre droite menée par son pied dans le même plan.

Conséquence des théorèmes deuxième et troisième; on peut

toutefois démontrer aussi ce théorème par la superposition.

9. Définition. Une droite est perpendiculaire sur un plan

lorsqu'elle est perpendiculaire à toutes les droites menées par

son pied dans le plan.

10. Une droite est perpendiculaire sur un plan lorsqu'elle

est perpendiculaire à deux droites menées par son pied dans

le plan (8).

a) Si deux plans sont perpendiculaires sur un troisième, la

droite d'intersection est perpendiculaire sur ce troisième

plan (5).

b) Deux plans étant perpendiculaires, une droite menée

dans l'un des plans perpendiculairement à l'intersection

commune, est perpendiculaire à l'autre plan (6).
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c) Tout plan passant par une droite perpendiculaire à un

second plan est perpendiculaire à ce plan (7).

il. a) Deux droites perpendiculaires sur un plan sont

parallèles (4).

b) Si de deux droites parallèles l'une est perpendiculaire sur

un plan, l'autre est aussi perpendiculaire sur ce plan (10).

c) Deux droites parallèles à une troisième sont parallèles;

deux angles plans à côtés parallèles sont égaux ou sup-

plémentaires.

SOLUTION DE LA QUESTION 168,

Proposée dans le dernier numéro.

P A R M. JULE3 M O U T I E R ,
élève da collège de Versailles.

Une conique étant rapportée à des axes rectangulaires, si

le coefficient angulaire d'une tangente menée par un point

est égal à V—1 > ce point est un foyer.

1. Coniques à centre. ay*-\-b*jc*=a%b*î l'équation gé-

nérale de la tangente est

y=ax ± \/aV -f- b* ;

Si a=\/~l; y=x\/~

2. Parabole. y==2fxx; la tangente a pour équation gé-

nérale :

r=p. * - 1 .
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3. Le même théorème s'applique aux normales.
Coniques à centres. L'équation générale des normales est s

Parabole. y=ax—ay.(( * );y.(

=zV~\ (x — |J ; donc, etc.

SUR LES COMPOSITIONS

données dans les examens de concours pour V École
polytechnique.

PAE UN

On ne devrait, ce me semble, ni répéter d'une année à
l'autre une même question, ni donner comme problème une
chose connue.

Or, à FÉcole polytechnique, la question pour la sixième
a

série en 1847 est, sauf la construction d'un lieu y = --,

la même que celle pour la huitième série en 1846.
Que dire de cette question sous le n° V : Généralisation des

formules trigonoraétriques? On en conclura sans doute que,
sous peine de compromettre ses élèves, un professeur ne
peut s'éloigner de certains ouvrages et employer la méthode
si simple et si générale de Coriolis. Laplace avait donc tort
de conseiller les méthodes générales?

Ces réflexions s'appliquent également aux compositions
pour les autres Écoles du gouvernement.
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DES AUTEURS (*).
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AM10T, professeur au collège Saint-Louif.

Discussion des valeurs générales fournies par la résolution de
trois équations du premier degré à trois inconnues 407

ANNE (Léon), professeur, ancien élève de l'école polytechnique.

Note su la division d'un trapèze dans le rapport de m an par uns
parallèle aux bases 461

B de Liège.

Trouver le rayon de la section circulaire passant par un point donné
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nues 54 135 243
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(*) Nous devons ces excellentes tables à l'extrême obligeance de M. le pro-
fesseur Léon Anne.
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la tangente en M passe par le centre du cercle circonscrit au
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p
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363
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valeur réelle ou imaginaire du tang b 365, 4SS
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en deux points b', c' ; les quatre normales qui passent par b, c,
bf, & se rencontrent en un même point 369

Propriétés des polygones et des polyèdres inscriptibles; expression
du rayon de la sphère circonscrite au tétraèdre 396
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le point T menons une sécante parallèle à la corde m" m"'. Cela
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cette courbe et deux tangentes en deux des poinis donnés . . . 388
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Note sur les sphères tangentes à quatre plans donnés; par M. E. Catalan. . 253
Relations de M. Aubert sur le môme sujet; par M. Terquem . .260
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Note sur les foyers des courbes d'intersection de deux surfaces du second

degré; par M. E. Catalan 421

•XXX* Physique mathématique.

De la diacauslique dans le cas d'une surface réfractante plane ; par
M. Soulé 186

IX. Calcul infinitésimal.

Note sur l'équation différentielle—-+kt -+. . . . Any—0; par M. J.
axn dxn—i

Dienger i24
Conversion des séries en produits d'un nombre infini de facteurs (d'après

M. Stem '. 437

SOLUTIONS DES QUESTIONS PROPOSÉES.

I. Algèbre élémentaire.

Étant donnée l'équation

abc—x[a[/Tx^^+b \/T&^& + c

en tirer la valeur

abc P
X K 3 m o u .

4l/p(p-a)(p-6)(p~c)
[Prob. 69, t. Il, p. 327 J; par M. Lebesgue 350

Démontrer que

n est entier et positif [ Prob. 70, t. II, p. 327]; par M. Mention 399
Noie sur le même article; par M. Lebesgue 427

XX. Géométrie élémentaire.

L'enveloppe des bases de tous les triangles rectilignes qui ont un angle
commun et même périmètre est un cercle : même propriété pour les
triangles sphériques; par M. Cabussi de Bajor [Prob 137, t. V, p 671]. . 25

Solution du même problème; par M. J. Murent 99
Soit un faisceau de n droites convergentes au point 0 et (n— t) points X,,

X2... Xn-ï en ligne droite, le tout dans un même plan; prenez sur oAila
première du faisceau arbitrairement les points A,, Br, Ci, etc., en nombre
quelconque ; du point Xi comme centre, projetez ces points sur la seconde
droite du faisceau en Aa, B*, Ca, etc. ; du point Xa comme centre, projetez
ces dernières sur la troisième ligne du faisceau en A3, B3, C3, etc., et ainsi
de suite.

Soient An, Bm Cn, etc., les dernières projections obtenues du point X*-,
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comme centre sur la n*"»* du faisceau; les droites A, An, B, B*, C, On, etc.,
concourent en un même point situé sur la droite X, Xn~,.

2«Si » = 3 et si X» restant fixe on suppose queXa décrive une conique, quel
sera le lieu décrit par le point des concours des droites A,, An,... B, Bn.
[Prob. 53, t. I, p. 520]; par M. Paul Serret 46

Étant donné un polygone régulier, trouver le lieu d'un point situé dans son
plan, et tel que le produit des distances de ce point aux sommets du po-
lygone soit égal à une quantité donnée [Prob. 130, t. V, p. 512]; par
M. Vanuson 91

Etant donnée une progression arithmétique de n termes dont la raison est
égale au premier terme; élevant chaque terme au quarré, le tiers den
fois le quarré du dernier terme est toujours entre la somme de tous les
quarrés et cette somme moins le quarré du dernier terme; démontrer
cette propriété par la géométrie [Prob. 121, t. V, p. 202]; par M. B***. . . 179

Quatre droites situées dans le même plan forment quatre triangles, dans
chacun d'eux existe un point de rencontre des trois hauteurs; les quatre
points de rencontre sont situés sur une même droite [Prob. loi, t. IV,
p. 370]; par M. Paul Serret 196

Note sur cet article par M. Mention 400
Etant données quatre circonférences A, B, C, D, dans un même plan,

décrire une cinquième circonférence E ayant son centre sur la circonfé-
rence A, touchant la circonférence B, de telle sorte que les axes radicaux
de cette circonférence E, par rapport à B et C, se coupent sur un point de
la circonférence D [ Prob. 155, t. VI, p. 243] ; par M. Huet (Charles-Au-
guste) 374

Solution du même problème; par M. Moutier 375
Couper un triangle par une transversale de manière que trois segments non

consécutifs soient égaux [Prob. 97, t. IV, p. 260]; par M. Mention 398

III. Trigonométrie.

Si tang a«=»±V —1 on aura aussi tang {a-\-b)'=±\/ — 1 quelle que soit la
valeur réelle ou imaginaire de b [Prob. 158, t. VF, p. 271]; par M.Jules
Moutier 365

IV. Géométrie analytique à deux dimensions.

Une parabole ayant un foyer fixe touche constamment une conique de
même foyer ; si on mène par le foyer une ligne qui fasse un angle constant
avec l'axe de la parabole, le lieu du point d'intersection de cette ligne avec
la parabole variable est une conchoïde du cercle (Limaçon de Pascal)
[Prob. 138, t. V, p. 672]; par M. Vannson 122

Connaissant un point et le centre d'une hyperbole équilatére, trouver le lieu
du sommet et du foyer [Prob. 143, t. VI, p. 134 ] ; par M. Murent 176

Solution du même problème; par M. John 195
Soit OMP un triangle dont le sommet fixe 0 est sur une droite fixe 04, si-

tuée dans le plan du triangle, on a

OP= l ; MP« V 2*; cos ( MOP- 2 OMP) — cos MOI.

Le lieu des points M est une lemniscate, et la tangente en M passe par le
centre du cercle circonscrit du triangle OMP [Prob. 124, t. V, p. 376]; par
M. Moutier ' 221

Quatre points étant placés harmoniquement sur une droite, une circonfé-
rence qui passe par deux points conjugués coupe orthogonaleraent la cir-
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conférence décrite fur la distance des deux autres points conjugués
comme diamètre [Prob. 68, t. II, p. 32? ], voir t. III, p. 22; par M. P. A. G.
Colombier 233

Trouver la développée de a*a?s -f bty*=(x% -f t/*)* qui est le Heu géométrique
des projections orthogonales du centre d'une ellipse sur ses tangentes
[Prob. 147, t. VI, p. 216]; par M. de Perrodil 275

Propriétés des polygones inscrits dans une conique et comme conséquentes
solutions des théorèmes 108, 109 , no, p. 112, t. V; par M. Paul Serret. 355

l°Soient ïp le paramètre d'une parabole, rr' les rayons vecteurs menés du
foyer aux extrémités d'une corde normale à la courbe au point corres-
pondant à r, on a la relation

p
2° L'angle <x de la normale avec Taxe est donné par cos^a—— ;

2r
3° La distance d du foyer à la normale du point correspondant à r est don-

f r J
[Prob. 160, t. VI. p. 271]; par M. Jules Moutier 863

Si par le foyer d'une conique on conçoit analytiquement deux tangentes à la
conique, les coefficients angulaires de ces tangentes par rapport à une

droite quelconque prise pour axe, sont représentés par + V — 1, les axes
étant rectangulaires [Prob. 159, t. VI, p. 271]; par M. Jules Moulier. 366

A ,B , C , D sont quatre points pris sur une ellipse, et tels que les normales
en ces points se rencontrent en un même point; faisant passer une cir-
conférence par trois quelconques ABC de ces quatre points, cette circon-
férence coupera l'ellipse encore une fois en un point Dr, diamétralement
opposé au point D [Prob 149, t. VI, p. 2U] ; par M. de Perrodil 367

Solution du même problème par M. Mention 370
Soient a un point pris hors d'une ellipse, et bc la corde polaire de ce point.

Soit a' un point sur le même diamètre que a et à égale distance du centre;
abaissant de ce point les perpendiculaires a'p, a'q sur les axes principaux,
la droite pq prolongée coupe l'ellipse en deux points b\ c1 ; les quatre nor-
males qui passent par ô, c, b', c', se rencontrent en un même point [Prob.
150, t. VI, p. 242]; par M. de Perrodil 369

Si d'un point donne dans le plan d'une ellipse, on mène quatre normales,
les pieds de ces normales, le point donné et le centre de l'ellipse sont
sur une même hyperbole équilatére, dont les asymptotes ont mêmes di-
rections que les axes principaux de l'ellipse : le point de moyenne dis-
lance des pieds des normales, les centres de l'hyperbole et de l'ellipse,
sont sur une même droite conjuguée dans l'ellipse au diamètre qui fait
avec le petit axe un angle égal à celui que fait avec le grand axe le dia-
mètre qui passe par le point donné [Prob. 163, t. VI, p. 161]; par M. Men-
tion 370

A, B, C, D étant quatre points pris sur une ellipse tels que les normales en
ces points convergent vers le même point a%y2 + b~x* = a2ô2 étant l'équa-
tion de l'ellipse, les cordes AB, CD sont conjuguées relativement à l'hy-
perbole a*y2—6&£«—a'6* (axes rectangulaires) [Prob. 164, t. VI, p. 328];
par M. Mention 870

Supposons trois points m', *n", m"' sur une ellipse ; menons par les points
m', m" des tangentes à cette courbe, que nous supposerons se couper
en un point T ; joignons le point m" au point m1", et par le point T me-
nons une sécante parallèle à la corde m"m"1 ; cela fait, si l'on joint )«



— 499 —

Pag.
point m'" au premier point mf, la ligne de jonction m"1 m'passe au milieu
de la corde, interceptée sur la sécante partant du point T et parallèle a

m"m'".
Celle proposition fera trouver le centre d'une ellipse lorsqu'on connaîtra

trois points de celte courbe et deux tangentes en deux des points donnés
[Prob. 151, t. VI, p. 242]; par M. Georges RM W8

Prenons un point K dans une ellipse dont AB est son diamètre. Joignons le»
extrémités A, B de ce diamètre au point K, et prolongeons les droites AK,
BK jusqu'aux points m\ m" où elles vont couper la courbe; menons aux
points m', m" des tangentes à l'ellipse, qui se couperont en un point ex-
térieur T. Cela posé, la droite KT sera parallèle au diamètre conjugué du
diamètre AB [Prob. 152, t. Vï, p. 242] ; par M. Georges Ritt S«9

V. Géométrie analytique à trois dimensions.

La surface d'un cylindre oblique à base circulaire est équivalente à celle
d'un rectangle dont un côté serait le diamètre du cercle, et l'autre côté
la circonférence d'une ellipse ayant pour axe la hauteur et l'arête du cy-
lindre [Prob. 134, t. V, p. 671]; par M.Rispal t«

Môme théorème par M. Cabussi deBajor 102
Dans un paraboloïde hyperbolique dont les paraboles principales sont égales

et dont les plans directeurs sont perpendiculaires entre eux, la somme ou
la différence des distantes des divers points d'une même ligne de courbure
à deux génératrices rertilignes fixes, est constante fProb. 146, t. VI,
p. 216]; par M. E. Catalan «6*

De toutes les pyramides ayant même angle polyèdre au sommet et même
hauteur, la plus petite en volume a pour centre de gravité de sa base le
pied de sa hauteur [Prob. 46, 1.1, p. 5i9] : par M. E. Catalan 553

Dans un paraboloïde hyperbolique dont les .paraboles principales sont
égales. la somme ou la différence des dislances des divers points d'une
même ligne de courbure à deux génératrices rectilignes fixes est con-
stante [Prob. 146, t. VI, p. 216] ; par M. Ossian Bonnet . . . 375

Étant données deux ellipsoïdes semblables, concentriques, et ayant leurs
axes principaux homologues dans la même direction, tout cylindre cir-
conscrit du petit ellipsoïde coupe le volume du grand dans un rapport
simple qu'il s'agit de trouver [Prob. 141, t. VI, p. 216]; par M. de Perrodil. 431

QUESTIONS D'EXAMEN.

I. Algèbre élémentaire.

Théorie des exposants de nature quelconque. [Composition 13, t. V, p. 7043;
par M. 0. Terquem 1M

Trouver quatre nombres en progression par quotient ou bien en proportion
par quotient quand on connaît leur somme, celle de leurs carrés et celle
de leur quatrième puissance; par M. A. Vachette 223

Résolution de quelques systèmes d'équations pouvant se ramener à des
équations du second degré par un choix convenable d'inconnues auxi-
liaires; par M. Huet 277

XI. Algèbre supérieure.

Étant donnée une équation algébrique, trouver l'équation qui a pour racine
les racines carrées prises avec un seul signe des racines de la proposée ;
par M. 0. Terquem 4*6
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Étant donnés dans un plan un cercle et une droite AB qui ne rencontre pas
le cercle , de chaque point M de la droite, on mène deux tangentes au
cercle et on joint les points de contact par une corde qui, prolongée, va
rencontrer AB en un point M' ; on a donc pour chaque point M un seg-
ment MM'.On demande s'il y a dans le plan un point 0 d'où l'on voie jour,
un angle droit dans tous ces segments; on demande ensuite s'il y en a hors
du plan, et enfin s'il y en aura quand la droite rencontrera le cercle.
[Concours d'élémentaires 1846]; par M. Drouets. 161

Dans un triangle quelconque PQR on joint deux à deux les milieux des
côtés; on forme ainsi un nouveau triangle A,B,C; puis par chacun des
sommets de ce triangle on mène des tangentes à la circonférence inscrite
dans le triangle donné PQR. Ces tangentes rencontrent les côtés opposés
du triangle A.B,C en trois points a,6,e qui sont en ligne droite. [Concours
de spéciales, 1847]; par M- J. Bonnel 376

Solution couronnée du même problème; premier prix, M. Caron Jules. . . . 377

XV. Trigonométrie reotiligne.

A,B,C étant les trois angles opposés respectivement aux côtés a,6,e d'un
sin A

triangle, déduire la formule a* -=> 6«+c2 — 2&ccosA de l'égalité

sin B sin C
— —T— •=» ; par M. 0. Terquem 34

D'un point D d'un diamètre FDE d'un cercle, on mène une sécante quel-
conque BDA au cercle , en A et B on lui mène les tangentes AC, BC et on
joint D,C. Démontrer que tang ADE. tang EDC = constante. [T, V, p. 703,
composition u ]; par M Moulier loi

Résoudre l'équation sinx+6cosx-=c [T. V, composition 9, p. 703]; par
M. Terquem 205

V. Géométrie analytique à deux dimensions.

Théorèmes sur les divisions en moyennes et extrêmes raisons dans les co-
niques et sur les cordes passant par un point fixe et divisées en raison
donnée; par M. 0. Terquem 28

Note sur cet article 131
Si dans l'équalion d'une ligne du second ordre on a n = DE —2BF —o, me-

nant par l'origine une droite quelconque, le coefficient angulaire de cette
droite multiplie par le coefficient angulaire de la droite qui va de l'origine
au pôle de la première droite est un produit constant; par M. 0. Ter-
quem 33

Étant donnée une ellipse, si on lui circonscrit des rectangles tels que ABCO,
on sait que tous les sommets sont situés sur un même cercle concentrique
à l'ellipse. Soit MNPQ le quadrilatère formé par la jonction des points de
contact, on propose de montrer :

lo Que les deux côtés consécutifs MN, et NQ sont également inclinés sur
la tangente AB qui passe par le point N qui leur est commun.

2© Que leur somme MN+MQ est constante quel que soit le rectangle.
3° Que toutes ces droites telles que QM , MN sont toujours tangentes à une

même ellipse décrite des mêmes foyers que la proposée [Question du con-
cours général de 1846]; par M. Paul Serrel - 64

Même question; par M. Drouets . . 159
Généralisation de la composition 4, t. V, p. 509, et démontrée t. V, p. 648;
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par M. Paul Serret to4
Quand deux courbes du second degré ont un foyer commun , si l'on mène

de ce point deux rayons recteurs aux extrémités d'un diamètre quel-
conque de Tune des courbes , la somme ou la différence de ces rayons di-
visés respectivement par les rayons de la seconde courbe, dirigés suivant
les mêmes droites que les premiers, est constante [Composition 5, t. V ,
p . 702] ; par M. Gérono .150

Lien des milieux des cordes de direction donnée interceptées entre deux
coniques [Composition, 12,t. V, p. 703]; par M. 0 . Terquem .202

Un triangle PQR étant circonscrit à un cercle, on forme un second triangle
ABC dont les sommets A.B,C soient les points milieux des côtés du pre-
mier. Des sommets de ce second triangle on mène au cercle les tangentes
Aa,B6,Cc, qui rencontrent en a,b,c les côtés opposés à ces sommets: on
demande de prouver que ces trois points a,b.c sont en ligne droite, on
verra si le théorème a également lieu, quand à la place du cercle inscrit,
on prend une section conique tangente aux trois côtés du triangle PQR
[Concours général, 1847]; par M. J.-A. Serret 301

Questions sur le mouvement uniforme; droites, cercles, etc. ; par M. 0.
Terquem 401

VI. Mélanges.

Note historique sur la notation cartésienne des exposants ; par M. Etienne
de la Roche 35

Note historique sur le binôme de Newton, les exposants négatifs et fraction-
naires; par M. O. Terquem. . . . , 85

Lettre sur le théorème de Fermât, démontré par M. Lamé; parM 0 .Terquem. 132
Nécrologie de M. Durville ; par M.-A.-J.-H. V 380
Notions essentielles d'algèbre élémentaire de M. A. Laisné ; par M. 0 . Ter-

quem 240
Eléments d'arithmétique de M. E Lionnet; par M. 0 . Terquem 439
Collège royal de la Flèche , en 1847 473
Note sur la géométrie analytique de la sphère 474

VXX. Annonces.

Arithmétique de M. Verhulst 284
Arithmétique de M. Lionnet 368
Arithmétique de M. Guilmin 395
Géométrie simplifiée de M. J. Percin 395
Leçons de géométrie analytique de MM. Briot et Bouquet 453
Notice statistique sur l'administration intérieure et extérieure de la France;

par M. Léon Lalanne 453
Thèse de mécanique céleste ; par M. J. A. Serret 454
Souscription à une traduction d'un ouvrage de M. Joseph Salomon; par

M. Koralek 475

VIII. Questions proposées.

Questions 140, 141, 142, 143 134
Qu«Stions 144, 145, 146, 147, 148 212
Questions 149, 150, 151,152,153, 154,155,156 241
Remarque sur la question 154 395
Questions 157, 158, 159, 160, 161, 162, 163 272
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Grand concours de 1847 294
Compositions écrites de l'Ecole polytechnique . » . . . J2G
Question i64. 328
Rectification de l'énoncé du théorème 4; t. II , p. 533 32g
Programme d'agrégation de l'université de Dublin 329
Suite de ce programme 445
Concours d'agrégation de l'université de France 339
Énoncé du journal de Crelle (1846) . 34t
QuÇStionS 165 , 166 , 167, 168 , 169 394
Concoure u'admission à l'Ecole normale (1847) 406
Généralisation de théorèmes, t. IV, p. 648, et t. V, p. 65. 104
Enoncés delhéorémes relatifs aux propriétés focales des coniques 230
Questions no-174 454
Collège de la Flèche 473

QUESTIONS NON RÉSOLUES

Dans les six premiers volumes.

TOME I.
N°
9
2 (bis)
4 (bis)
6 (bis)
25
28
31
34
35
41
45
47
51
52
56
57

TOME IL
60
61

Page
346
122
ib.
ib.
247
ib.
394
895
ib.
396
519
ib.
520
ib.
521
ib.

48
ib.

62 (Stewart) 96
63
66
67
78
79

TOME III.
81
83
84
87
88
89

137
326
327
455
ib.

40
ib.
ib.
376
ib.
ib.

N°
93
95
99
103

116
117
120
135
136
139

140
141
145
148
153
156
165
166
167
170
171
172
173
174

TOME IV.
Page
259
260
370
ib.

TOME V.

167
ib.
202
672
ib.
ib.

TOME VI.

134
ib.
216
ib.
242
243

mib.
ib.
454
ib.
ib.
4b.
ib.

Observations. Sur 174 questions, il en reste 54 à résoudre.]
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ERRATA.

TOME I. (Cinquième supplément.)

ç 168, ligne 12, en remontant, 1827, lisez : 1727.
Page 526, ligne 20, en descendant, 93, lisez s 90.

TOME IL (Quatrième supplément.)

Page 43> ligne 11, en descendant, 4^3, ajoutez : t. I.
k k1 k kf

Page 431, ligne 7, en descendant, , , lisez .• -f- —, -| .
mm mm

TOME IV. (Deuxième supplément.)

Page 296, ligne 14» en descendant, z'f(a), lisez •. zf(a).
Page 296, ligne 9, en remontant, R^w. Ce reste qui... lisez : R*wce,

reste qui.
Page 400, ligne 9, en descendant, r, lisez : r*.
Page 400, ligne 8, en remontant, atang2<p, lisez : a9tana$.
Page 528, ligne i5, en descendant, (1), effacez.
Page 528, ligne 12, en remontant, (2), lisez : (1).
Page 5a8, ligne 9, en remontant, (2), lisez: (1).

TOME V. (Premier supplément.)

Page 164, ligne 10, en remontant, / O J , lisez : —fivt).
Page 221, n08 3 i , 32 . . . 3 6 , mettez partout s bis.
Page 266, ligne 8, en descendant, = / ? , lisez : = ip.
Page 266, ligne 9, en descendant, p — hh\ lisez : i{p—hh1),
Page 266, ligne io, en descendant, p—hh", lisez : 2(/?—hh").
Page 266, ligne 11, en descendant, p—h'h", lisez : i{p—h'hu).

h°h'*hn* , h"hnh"
Page 266, ligne 12, en descendant, ^ , lisez; =•.

Page 722, ligne 9, en remontant, 125, effacez.

TOME VI.

Page 27, ligne ï3 , en descendant, Fig. 5, effacez.

Page 4̂ > ligne 6, en remontant, 7, Usez : 7.
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Page 5i, ligne 9, en descendant, Fig. 9, lisez : Fig. 7 bis.
Page 99, ligne 10, en descendant, A. Menez, lisez: Amenez,

Page 110, ligne i3, en descendant, ~ , lises : ~ .

Page 110, ligne i3, en remontant, le dénominateur, lisez .* les
dénominateurs-

Page 110, ligne 4* e n descendant, limites, lisez: limite.
Page 110, ligne 7, en remontant, rationnelle, lisez : irrationnelle.
Page i3o, ligne 9, en descendant, a—an , lisez : a%—an.
Page 168, ligne 12, en remontant, les courbes, lisez : la courbe.
Page 189, ligne 8, en remontant, démontre, Usez .«démontré.
Page 211, ligne 4» e n remontant, (A-j-C), lisez : (A-fC—Bcosy).
Page 211, ligne 4> e n remontant, t. I. lisez : t. II.
Page 211, ligne 5, en remontant, 3C, lisez : Ca.
Page 211, ligne 5, en remontant, K'2/fT, lisez : K/'/'R2.

Page 212, ligne 11, en descendant, l / (A-f -C) i + /wsin2<)/, lisez :

\r{ A-(-G—Bcos^)' -j- msin'^.
Page 235, équation (3), xk^ lisez : x*\
Page 238, équation (8), o?a+ja , lisez : (^-fj - ) 3 .
Page 265, ligne i5, en descendant, fig. (47), effacez.
Page 266, Jigne i3, en descendant, fig. (48), lisez : fig. (4;).
Page 268, ligne 7, en descendant, x8z=2/2, lisez : x2—a/3.
Page 272, ligne i3, en descendant, S, lisez: S2,
Page 273, ligne 9, en descendant, analytique, lisez : elliptique*
Page 343, ligne i4> en descendant, 1,2,, lisez : 1,2,.

Page 352, ligne i3, en descendant, —, lisez: - .

Page 3̂ 4» ligne i/}i en descendant, assujettie, lisez: assujetties.
Page 3^5, ligne 6, en remontant, y*dx-{~, lisez : y*dxdz.
Page 3^5, ligne 6, en remontant, x^dyàz, lisez : x7dy-\-.
Page 394, ligne 7, en descendant, l'enveloppe, lisez : la déve-

loppée.
Page 3;4i ligne 14, en descendant, assujettie , Usez : assujetties.

Page 44° ligne 3, e n remontant, i683, lisez : 1718.

PARIS.— IMPRIMERIE DE FAIN ET THUNOT,
Rue Racine, S8, près de l'Odéon.
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