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OBSERVATIONS

sur le théoréme de M. Lamé, relativement au plus grand
commun diviseur , et nouvelle démonstration de ce théoréms.

PAR B. FINCK,
Docteur és sciences , professeur de mathématiques a Strasbourg.

Yai donné dans les Nouvelles Annales , un théoréme pour
déterminer une limite du nombre des opérations de la re-
cherche du plus grand commun diviseur de deux nombres.
Ce théoréme a trouvé place dans la seconde partie de mon
arithmétique, pages 37 et 58. J'en rappellerai I’énoncé : si B
est le plus petit des dewx nombres , et qu’on cherche le plus petit
B+41

2

nombre entier n, qui rend 2" >

, 20 sera une limite du

nombre des opérations. O, peut conclure de la, qu’il suffit

log (B 1)

que 2 + 1 soit > org et, si cest le nombre des
B

chiffres de B, il suffit que n +1> KC,E’ car log 2 > 0,3. De
1a pour 22, la limite %— 2 ou 339 c—2.

M. Lamé donne la limite plus simple 5c, et il se serta
cet effet de la série 1, 2, 3, 5, 8..., dont les premiers termes
sont 1, 2, chacun des autres étant la somme des deux précé-
dents. J'ai considéré dans mon arithmétique, page 128, la
méme série dans un but analogue. Ici je la remplacerai par
une autre; mais il faut reprendre les choses de plus haut,
et d’abord , je dis que si B est égal au nime terme de la
série

1,2,3,5, 8, elc. (1)
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il n’y aura jamais plus de » opérations , et si B est < que
ce néme terme, il y aura moins de » opérations.

En effet, soient R, , R,... les restes; ¢, , 9,... les quotients.
11 vient:

A =By, +R, ‘} @
B=Ry,+R,, elc. )

Remarquons que si ou prend dans (1) deux termes con-
sécutifs , pour en chercher le plus grand commun diviseur ,
les restes seront précisément les termes précédentsde (1), et
le nombre des opérations sera le rang du plus petit des deux
termes, dont on chercherait le plus grand commun diviseur.
Drailleurs, les quotients et le dernier diviseur auraient leurs
valeurs minima, savoir : 2 pour le dernier quotient, et 1
pour tous les autres et le dernier diviseur. Par conséquent ,
="
au n#me terme de (1). En effet, si les quotients et le der-
nier diviseur ont leurs valeurs minima , les nombres R
R, .,
aussi chacun sa plus petite valeur. Donc, dans tout autre
cas, B sera >le terme de rang ».

Donc si B = le terme de rang », il n’y a pas plus de »
opérations, et a fortiori si B est < que ce terme. La détermi-
nation du maximum du nombre des opérations revient donc
a celle du rang du terme qui dans (1) est égal , ou immédia-

si A ct B donnent lieu a n opérations , il s’ensuit que B

n—19

. R,,B seront les n premicrs termes de (1), et auront

tement supérieor a B.

On y parviendrait au moyen du terme général de (1),
traitéc comme une série récurrente : mais ce terme n’étant
pas maniable, je remplacerai la série (1) par une autre.
Cette série (1) se rapporle a la fraction continue

141

T+ 1
1+ .
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dont les réduites sont

5 8
' 31 5 etc. (3)
Parmi ces réduites , j’en prends une qui soit de rang impair :

§,ainsi que chacune des suivantes, convient : je dirai tout
3

.3 . o
alheure pourquoi ; ne convient pas. Je forme la série géo-

8 /8\. 8)3
15, (5> (5 ®

sauf le premier terme, chacun des autres est<que son corres-
pondant pris dans (1); on peut s'en convaincre pour le
deuxiéme et le troisiéme ; pour les suivants, dans (1) chacun
se déduit du précédent au moyen d’un multiplicateur égal a

métrique

. 5 N
I'une des réduites (3), a parlir de 3 aucune de ces réduites

. 8 .
n’est moindre que 5 raison de la série (4); donc, etc.

Ils’ensuit quesi BZ que leniéme terme de (4), Best<< quele
o R 8\°
niéme terme de (1). Donc, si B <que (5> , quiestle terme de
rang x -1 dans (4), B est << que le terme de rang x - 1
dans (1), et il y aura au plus x opérations; mais B sera

= /8\° . . , N
B <5> , si x cst un nombre entier au moins égal a
<

log B __ log B.

— . Soit ¢ le nombre des chiffres de B;
log8 —log5  0,204....

log. Bestainsi << c; il s’ensuit, que le maximum du nombre
des opérations est le nombre entier immédiatement supérieur

c (]
a — mbre entier qui ne surpasse pas — ou 5c.
0,208 "° q passe pas 5, ou o¢

b]
log B o
i donnera souvent une limite

Fajoute que la formule
)
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. . I . 2,184
moindre ; c'est ainsi que si B==15 3, elle donne

* — ouif.
0,204

au lieu de 15.

Yai dit que la réduite 5 e convient pas pour raison de
la série auxiliaire; cela tient a ce que log 3=0.176 et la

limite serait

¢ <0u log B ui conduirait a 6c
o176 \"" 0,176/ 1 rase
L . . .o 8
Chacunc des réduites de rang impair qui suivent : donne

un log. plus grand que 0,204, mais on y gagnerait peu de

-H/

chose; car ces réduiles sont toutes moindres que

14175
2

valeur de la fraction continue citée; or

a pour log.

une quantité qui reste au-dessous de 0,209, de sorte que le
dénominateur de log. B, ne peut s’élever jusqu’a 0,209.

Si on emploie des quoticnts excédants, chaque reste est
moindre que la ‘moiti¢ du précédent, diminué préalable-
ment d’une unité, et ces restes successifs ont pour maxima

B—1 B—1—2 B—1—2—-2" B—1-2— . —2"
S I e — =
_ B—2" 41
)

Si donc ce dernier est <7 2, Popération est terminé a la ném
division ; de la
B—2"4-1<<2"MouB+1<C2"3

B4-1
2">—j}"—, oun>

et
L.(B4+1)—13

1.2
Un peut donc prendre ce nombre pour limite , ou si I'on veut
};j“ —1,0u encore—- [. (B4 1) — 1, nombre plus

simple que la limite donnee par M. Binet. (Compte rendu .
n° 19 du 2™ semestre 1844,



