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PROBLEMES COMBINATOIRES.

PAR M. THIBAULT,
Professeur, licencié és sciences physiques et mathématiques.

1. Probléme. Etant données différentes séries. la premiére
de m lettres a, b, c..., 1a seconde de m’ lettres a', ¥', ¢'..., la
troisiéme de m'' lettres a”, b", ¢"'..., elc. déterminer le nombre
des arrangements qu’on peut faire, chagque arrangement de-
vant contenir n lettres de la premiére série , n' lettres de la
deuxiéme , n" de la troisiéme, etc.

Il y a deux cas a considérer, savoir - 1° si aucune lettre ne
doit se répéter dans un méme arrangement; 2° si une méme
lettre peut se répéter plusieurs fois.

1° cas. Arrangements sans répétitions. Commencons par
former tous les arrangements possibles des m lettres de la
premiére série n a n ; leur nombre est donné par la formule
connue m (m—1) .... (m — n - 1); nous le représenterons
par Ap.n.

Dans I'un quelconque de ces arrangements, introduisons
une lettre @' de la seconde séric a toutes les places possibles
qui sont au nombre de n 41 ; il en résultera » 41 arran-
gements nouveaux L’introduction de chacune des autres
lettres 4',c',... en fournira le méme nombre, ce qui fait en
tout (z - 1) m' arrangements nouveaux provenant de l'ar-
rangement considéré. La méme chose étant faite pour cha-
cun des Ay arrangements déja formés, il en résultera
(n+4-1) m'Am,y arrangements composés chacun de » lettres
de la premiére série, et d’une lettre de la deuxiéme.
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Dans I'un quelconque de ces derniers arrangements, affec-
tons pour un instant de V'indice 1, la lettre de la seconde
série qu’il contient ; puis introduisons-y une deuxiéme lettre
de cette série en Vaffectant de I'indice 2. Gette nouvelle lettre
pouvant se mettre a toutes les places qui sont an nombre de
n -+ 2, il en résultera » + 2 arrangements nouveaux. En in-
troduisantde cette maniére dans ’'arrangement considéré cha-
cune des m'—1 lettres de la seconde série qui ne se trouvaient
pas dans cet arrangement, il en résultera en tout (z -+ 2)
(m'—1) arrangements. La méme chose étant faite pour cha-
cun des (124+1) m' Am,» arrangements primitifs, on auraen tout

(1) (n42) X m (m' —1) Amn

arrangements composés de » lettres de la premiére séric, ct
de deux letires de 1a seconde, ces deux derniéres étant affec-
tées des indices 1,2, d'aprés Pordre de leur introduction.

On suivra le méme ordre de formation jusqu’a ce qu'on ait
introduit dans chaque arrangement »’ lettres de la deuxiéme
série , et en affectanl successivement les nouvelles lettres in-
troduites des indices 3,4, .... 7. On aura ainsi tous les arrau-
gements qu'on peut former avec »n lettres de la premiére
série , et »' lettres de la deuxi¢me, différents entre eux soit
par les lettres, soit par Pordre de ces lettres , soit par Vordre
des indices ; leur nombre scra

(n41) (n+2) . .. (n4-n') X m' (m'—1) .... (m'—n'4+1) A,
qui peut s'écrire (n +1) (2 +2) .... (n+ 7)) A nAm 0
Observons actuellement qu'unméme arrangement de lettres
se trouvera reproduit avec toutes les permutations possibles
dans ordre des indices, c’'est-a-dire 1.2....n' fois. Si donc
on supprime les indices , le nombre des arrangements diff¢-

rents deviendra 1.2...n' fois moindre. Dans le cas de deux s¢-
ries seulement . la formule cherchée est done
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(1) (n42).... 1) AmaAmp ,
1.2.....n

qui peut s'écrire sous la forme symétrique.

I

Au moyen des arrangements relatifs a dcux séries, on ob-
tiendra ceux qui sont relatifs a trois, cn suivant exactement
la méme marche pour introduire les m" lettres de la troi-
siéme séricn” a n". On trouvera ainsi que la formule relative
a trots séries est

1.2...(n+n'4n")
1.2..nx1.2..n' X 12....n

7 Am,nAm’,n’Am”,n” 3

On trouvera de méme que la formule générale cherchée
relativement d toutes les séries, est :

1.2....(n+n' +n"4..)
1.2..n X 1.2...0' X 1.2..0" X....

Am,nAm’_n'Am”,n” s (A)

Deuxiéme cas. Arrangements avec répétitions. On suivra
cxacltement lJa méme marche que pour les arrangements sans
répétitions. Mais alors A, s représentera lc nombre m" qui
exprime combien on peut faire d’arrangements » a n avec
répétitions au moyen de s lettres. L’introduction de1.2,..n
lettres de deuxiéme séric, avec les indices respectifs 1,2, ..n/,
dans les Apn arrangcments des lettres de la premiére série,
conduit a des arrangements successifs , dont les nombres sont
respectivement

(n41)m'Amm, (n+1) (n+2) X m" Amg,.....
(n+1) (m+2)....(n+n") X m™ Amp.

Si on supprime les indices, le nombre total des arrangements
est
n+1)(n4+2)....(n+n)
1.2..0

X I"‘mAmm
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]

nombre qui, ¢n représentant m™ par A o, prend la forme
symétrijue exprimée par la méme formule (1) gu’on a ob-
tenue pour lc cas des arrangements sans répétitions,

On trouvera de méme que le nombre des arrangements re-
latif a toutes les séries, est exprimé par la formule (A) ci-
dessus.

Si les lettres d’'une ou de plusieurs séries pouvaient se répéter
et que les autres ne le pussent pas, le nombre des arrangements
serart exprimé encore par la méme formule (A), en considé-
rant Amn, Amw, ctc., comme représentant des nombres
d’arrangements avec ou sans répétitions, suivant que les
lettres des sérics correspondantes pouarraient ou non se ré-
péter.

I1. Prosuime. Dans le nombre total des arrangements avec
ou sans répetitions, considérés dans le probléme précédent
combien de fois se rencontre-t-il que des lettres d’une méme
série, de la premiére par exemple, se succédent 1° par groupes
de p lettres au moins; 2° par groupes formes exactement de p
lettres ? _ :

Nous emploiercns les notations Ap,n , elc., conme dans
le probléme précédent, pour représeater les nombres d’ar-
rangcments de m lettres » a n, etc., avec on sans répéti-
tions de lettres.

Considérons d’abord, pour fixer les idées, les arrangements
ou les leltres de la premiére série sont assujetties & ne pas
se répeter.

Formons toutes les successions possibles des m letires de
la premiére séric p a p sans répétitions, ce qui donnera
Am,p groupes différents. Considérons I'un de ces groupes en
particulier , et formons aussi tous les arrangements possibles
contenant z — p lettres de la premiére série , n' letires de la
deuxieme, "' lettres de la troisiéme, elc., mais dont seront
vxclues les p lettres du groupe considéré, arrangements dont
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le nombre est exprimé par la formule (A), en y remplacant
m, npar m — p, n—p. Si nous placons le groupe counsi-
déré devant et aprés 'un des arrangements formés , et entre
ses diverses lettres & tootes les places possibles , il en résul-
tera 1+ (n —p)+n' 4 n" +.... arrangements. Si on com-
bine de Ia méme maniére ce groupe avec chacun des autres
arrangements formés, il en résultera un nombre d’arrange-
ments exprimé par
1.2.. (n—p)+n'+....)

1.2...(n—p)x1.2..0°%X..

[+ (n—p) +n'+....] Am—pa—pAmia....

qui revient a :

1.2...(1 +(n—p)+n' ...
1.2..... (n—p)>x<1.2..n" x...

Am_p,n—p Am’,n’. oo (2)

La formule (2) exprime combien de fois une succession
détermince de p lettres se trouve dans tous les arrangements
formés de n lettres de la premiére série, de r' lettres de la
deuxiéme , etc. Chacune des A p successions de p lettres
que P'on peut former avec la premiéere série , devant sc ren-
contrer le méme nombre de foic dans ces arrangements, il
faut multiplier la formule précédentc par Amp, pour ex-
primer combien il se rencontre en tout de successions de p
lettres de la premiére séric. Dans le produit obtenu rem-
placons

Amp X Am—pn—p
par sa valeur

m(m—1)...(m—p+1) X (m—p)(m—p—1)..
(m--p) — (n—p)+1),
ou
m(m—1\)...(m—n-41),

c’est-a-dire par Am,» , ce produit devient :

)

1.2 (1 (n—p) b 1 ..
Udln—plbnbe) | 0)

1.2, (n—p) X 1.2... 0" X.
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La formule (3) exprimerait encore, si les leltres de la
premiére série pouvaient se répéter, combien il se rencontre
de successions de p lettres de cette série dans tous les arran- )
gements. On parviendrait a cette formule de la méme ma-
niére ; sealement les lettres d’'un groupe n’étant pas exclues
des arrangements entre les lettres desquels on intercale ce
groupe , il faudra dans la formule (2) remplacer

Am—pn—p PAr Am;n—p .

puis observer evsuite que le produit Am,p X Amn—p revient
amP x m"?oum", Cest-a-dire a A™n,

La formule (3) etant égalemém applicable aux arrange-
menis avec ou sans répétitions, il doit en étre de méme de
tout ce que nous allons en déduire.

Si 'on désigne par Gp, Gp+1,.... les nombres des groupes
tormés respectivement de p, p 4 1,.... lettres consccutives
de la premiére série , qui se rencontrent dans 'enscmble de
tous les arrangements, I'expression (3) est égale & Gp +2Gp.
+ 3Gp+e + clc. En effet , un groupe de p lettres ne donne
lieu qu’a une des successions considérées, tandis qu’an groupe
de p + 1 lettres donne lieu a deux successions de p lettres ,
I'ane commencant a la premiére lettre du groupe, I'autre a
la deuxiéme. De méme un groupe de p 42 lettres, donne
licu a trois successions et ainsi de suite. De I'égalité

Gp +2G’p+1+3Gp+2+....=
_ 1.2...(1 4+ (n—p)+n' +4-..)
1.2. .(n—p) X 1.2...0' X...

Am,nA mn'. .

on déduit, par le changement de p cnp 41,

G'p-H + 2G’p+2+ R
A2l ((n—p)4-n'H...)

_ Am,nAm'.n’--~
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soustrayant la deuxiéme égalité de la premiére , il vient :

Gp + Gps1+Gprat...=
1.2...[(n—p) +n'+...]
1.2..(n—p—1)X1.2..0' X..
" <t+(n—p>+n'+-.. _,)

n—p

manAma ... X

ou, en réduisant
Gp +Gp+1 +Gp*2 +.. —

1.2...[(n—rp)+n' +...] ry oo
12 (n—ghx1.2.wx... A4n'+n"+...) AmaAm,n.... (B)

C’est la premiére formule cherchée, qui exprime combien
de fois il se rencontre de groupes de p lettres consécutives
au moins de la premiére série.

Dans la formule (B) remplacons p par p+1 , et soustrayons
de (B) lerésultat, il vient apré$ une réduction toute semblable
a celle qui précéde

Go— 1.2..[n—p) —14n'4n"4.. |
P= T2 (n—p) X 1.2..0' ...
A4n+n"4.) @ +n"+..) AmpAnn...  (C)

C’est 1a deuxiéme formule cherchée , qui exprime combien
de fois il se rencontre des groupes de p lettres consécutives
de la premiére série.

Comme application trés-simple des formules (A), (B),
considérons la question suivante : déterminer le nombre de
mots qu’on peut former avec 19 consonnes et 5 voyelles, chaque
mot étant composé de 3 consonnes et de 2 voyelles ; en excluant

les mots renfermant trois consonnes de suite.
Le nombre total des mots est donné par la formule (A),
appliquée a deux séries; on trouve

1.2.3.4.5

— . 193.5° ou 10.193.5"
1.2.3 X 1.2

ANN. DE MATHEM. 1V 43
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La formule (B), dans-laquelle on supprimera d’abord haut
et bas le facteur 1.2...(n—p) , donne ensuitc le nombre des
mots exclus , savoir

:4—: (1+2)19.5> ou 3.19%.5"

Il reste ainsi pour le nombre de mots demandeé
7.19°.5" ou 1200325.

I11. Diverses méthodes pour obtenir directement la formule
connue

m (m—1)....(m—n-1)
1.2. .n ’

Cmp=

qui exprime le nombre des combinaisons sans répétitions ,
que l'on peut faire avec iz lettres na 1.

Premiére méthode Supposons formeés les Gy n—; combinai-
sons des m lettres n—1 a4 —1. Dans chacune d’elles intro-
duisons séparément chacune des m —n -1 lettres qui y
manquent , I’ensemble ainsi formé contiendra

(m-—-—- n + 1)Cm,n_1 3

combinaisons n & n. Mais cec nombre de combinaisons sera
aussi exprimé par 2Gm a; car dans I'ensemble formé, chacune
des G n combinaisons des 7 leltres 2 a n, se trouvera répétée
n fois , puisqu’elle peut résulter indifféeremment de Vintro-
duction de l'une quelconque de ses » lettres, dans la combi -
naison précédemment formée des n—1 autres. On a donc :
(m—n-F-1) Cpn—y = 2Cmn ,
d’ou

. m—n-+1
('m,n = —-—n—j—— Cm.n——-l .

Or on a
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Cm,'z=m(m_1) m(m—i)....(m—n—{—i).

,..-..Cm,n =

1.2 1.2....n

Deuxiéme méthode. Parmi toutes les combinaisons des »:
lettres » an, il y en a Cpn—y n— qui contiennent z. Car on
obtient celles-ci en ajoutant < a chacune des Cp—; y—,. Com-
binaisons n—1 & n—1 des m—1 autres lettres. Ecrivons sé-
parément la liste de ces combinaisons, contenant a ; faisons
aussi la liste des combinaisons contenant & , et ainsi de suite.
L’ensemble de ces m listes, présente mCm—,n— combinai-
sons. Mais le nombre de ces combinaisons est aussi exprimé
par nCmn ; car dans Pensemble formé, chacune des Cpp
combinaisons des 2 lettres ~ a n se trouve répétée = fois,
puisqu’elle se trouve écrite dans la liste correspondante a
chacune de ses » lettres. On a donc

mcm——l,n~1 = nCm,n ,
d’ou
m(m—1)
n(n—1)
m (m=1)...(m—n+-1)
= n(n—1)....1 ?

m
Cm,n == ; Cm—-l,n—l= Cm—n,n-—2 ..

a cause de

m—in -1
3 .

Cm—nﬂ,l =

Troisiéme méthode. Chacune des Cp,n, combinaisons des
m leltres n a4 n conlenant » lettres , leur ensemble en con-
tient nCpn. La méme partie de ce nombre, cest-a-dire

n . . . P

— Cm,» exprime combien de fois se trouve écrile une méme
m

lettre a. Mais ce nombre de fois est aussi exprimé par

Cm—in—1.

En effet , pour obtenir toutes les combinaiscns 2 a z renfer-
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mant a, il faut d’abord former toutes les combinaisons des
m—1 autres lettres n—1 & n—1, puis écrire la lettre ¢ dans
chacune de ces combinaisons , c’est-a-dire Cm—i,n—1 fois. On
adonc:

n
; Cm,n = Cm-—l,n—-l
d'ou
m
(Jm,n = ;— Cm—l,n—l

comme par la deuxiéme méthode.

Cette troisieme méthode est remarquable en ce qu'elle
conduit également a Iexpression du nombre Cm,n , lorsqu’il
s’agit de combinaisons avec répétitions de lettres. Alors la

n . . .
formule — Cyp, », exprime encore combien de fois une lettre a
m

se trouve écrite; mais ce nombre de fois est aussi exprimé
par

n—i1

Cmpn—i 4

Cm,n—l.
m

En effet, pour obtenir toutes les combinaisons » a n avec

répétitions ou se trouve a , il faut d’abord former les Gy n—i,
combinaisons des m lettres n—1 a n—1, combinaisons dans

oy o n—1 .
lesquelles cette lettre se trouve déja écrite —— Cp,n— fois ,
m

puisqu’elles renferment (r—1) Gy n—, lettres ; ensuite il faut
encore écrire la lettre ¢ une fois dans chacune de ces combi-
naisons n—1 & n—1 , c’est-a-dire Gy n—, fois. On a donc

n n—1 m—+n—1 |
- Cm,n=Cm,n—l+ (Jm,n—l = ~+— (/m,n—l 9
m m m

formule dont il est facile de déduire

C _m(m+41)....(m +n—1)

’ 1.2...n




