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NOTE

Sur la limite du nombre des divisions @ faire pour trouver le
plus grand commun diviseur de deux nombres entiers ,

PAR M. E. LIONNET,

Professeur de mathématiques au collége royal Louis-le-Grand .

s

Dans cette note, j’indique, pour le nombre des divisions a
faire lorsqu’on cherche le plus grand commun diviseur de
deux nombres entiers, des limiles qui conviennent a tous les
systémnes de numération et qui comprennent les limites déja
données par M. Binel et Lg De plus, je montre comment
onobtient, quel que soit le mode de division, la limite la plus
approchée entre toules celles qui dependent seulement du
plus petit des deux nombres proposés. Les démonstrations
dont je fais usage paraitront, je I'espére, aussi elémentaires
que le comporte la nature de la question.

I. Soient A et B les deux nombres proposés , D leur plus
grand commua diviseur. Si 'on divise A et B par D et qu'on
cherche le plus grand commun diviscur des quotients ainsi
obtenus, on cffectuera le méme nombre de divisions que pour
trouver celui des nombres A et B; or ces quotients sont
premiers entre eux, donc, dans ia recherche d’une limite
du nombre de ces divisions, on peut supposer que le plus
grand commun diviseur D est égal & I'unité. Cela posé, soient

B....D,,D,, D,, D, 1,

") Un extrait de celle nole a ete presenlg, le te decembre dernier,

par
M. Binet , 4 ’'Academie des sciences.

ANN. DI MatBEM. IV, 2
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tous les nombres qui ont servi successivement de diviseurs.
Si P'on considére trois diviseurs consécutifs tels que D,, D,,D,,
le troisiéme sera le reste de la division du premier par le
second ; donc le premier est au moins égal a la somme des
deux autres : mais, D, est au moins égal &4 2, donc D, est au
moins égal a 3; pareillement, D, est au moins égal a 5, D, au
moins égal 4 8, D, au moins égal a 13 et D, au moins égal a
21; donc on a
(1) D> 10 et D, > 10 X 2;
d’ou 'on dédait .
D,>10X% 3, D,>10x5, Dy > 10 X8,
D,>10x13,D,>10x 21,
et, & plus forte raison,
@ D,>10".D,>10" x 2

Or, de méme que les im’:ga. (1) ont conduit aux inéga-
lités (2), ceiles- ci conduiront a

3)Dg>10°,D,>10* X 2,
ou a
Dis+1 > 10%, Dssie >10° X 2,

ct, ainsi de suite, en supposant que le nombre des diviseurs
intermédiaires soit constamment égal a 3 : donc on a généra-
lement

D5n+| > 10”5

mais, 10 étant la base du systéme dans lequel on opére, 10™
contient » -+ 1 chiffres ; d’ailleurs 5n +- 1 est le nombre otal
des divisions effectuées, lorsqu’on prend Dss., pour pre-
mier diviseur ou pour le plus petit B des deux nombres pro-
posés; donc, lorsqu'on effectue plus de 5z divisions, B
contient plus de n chiffres, ou autrement, le nombre des di-
vistons effectuées ne peut- excéder cing fois le mombre des
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chiffres de B. Telle est la limite donnée par M. Lamé (*).

I1. En observant que, dans la démonstration précédente ,
la seule particularité relative a la base 10 consiste en ce
qu'on a supposé que le sixiéme et le septiéme des nombres 1,
2,3,5,8, 13, 21 conticnnent 'un la base ct l'autre le
double de la base, on voit que des raisonnements analogues
sont applicables a une base quelconque, et I'on peut établir
cetle régle générale - Pour avoir une limite du mombre de
divisons d faire dans la recherche du plus grand commun di-
viseur de deux nombres entiers, en opérant dans un systéme
dont la base est b, on écrit la suite des nombres

M1,2,3,5,8,13, 21, 34, 55, 89, 144....

dont chacun, @ partir du trgisiéme, est égal d la somme des
deux qui le précédent immédiatement, jusquw'a ce qu'on ait
obtenu deux termes consécutifs dont l'un contienne la base et
Uautre le double de la base; le nombre des termes précédents
multiplié par le nombre des chiffres du plus petit des deux
nombres proposés est la limite demandée.

Lorsque les deux (ermes auxquels on s'est arrété sont
précédés immédiatement d’un terme qui contient la base,
ainsi que cela arrive pour les bases 2, 3, 5, 7, 8, 11, 12,13,
on reconnait facilement que la limite peut étre dirvinuée
d’une unité. Ainsi, en désignant par c¢ le nombre des chiffres
de B, et par / la limite correspondante a la basc b, on aura
les résultats suivants :

= 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9,
{ = 2¢—1, 3c—t, 3¢, 4&c—1, ke, 5¢c—1,5¢—1, b5c,
b= 10, 11, 12, 13,
l= b5¢c, 6c—1t, 6Gc—1, 6¢c—1.

(") Comptes rendus de P’Academie, 28 oclohre 1844,
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1HI. La forme des limites 2c—1, 3c—1, 3c.... varie avec
la base b; de plus, sil’on considére, par exemple le nombre
13, écrit dans lc systéme décimal , et le méme nombre 21 écrit
dans le systéme dont la base est 6, et qu’on fasse successive-
ment B=13 et B=21, les limites 5c et 4c correspondantes
a ces bases donneront /—10 et /—8. Ainsi ces limitcs va-
rient en général de forme et de grandeur avec la base du
systéme dans lequel on opére , quoique le nombre des divi-
sions a faire soit indépendant de cette base Proposons-nous
de déterminer une limite qui convienne a tous les systémes.

Soient, comme précédemment, A et B les deux nombres
dont on cherche le plus grand commun diviseur ct R le reste
de la division d¢ A par B. En supposant que R ne soit pas
contenu exactement dans B, on®aura R > tBou R <{1B;
dans le premier cas, si Pon divise B par R, on obliendrale
reste B—R <C1 B : donc deux divisions au plus sont néces-
saires pour obtenir un reste R, < - B; par la méme raison
deux divisions au plus sont nécessaires pour obtenir un nou-
veau reste R, << : R,. En supposant que la méme nécessité
continue de se présenter jusqu’a ce qu’on ait obtenu le plus
grand commun diviseur Rx, on aura la suite d'inégalités
2R, <<B, 2R,<<R,, 2R,<CR,... 2Ra—1<2Rn_2, 2Ra<Ra—
d’ou I'on conclut immédiatement

2" X Ra <Bou =" <B,

ensupposant Ry, == 1. Mais ona fait au plus 2z divisions pour
coplenir Ry ; donc, en comptant la derniére, on en a fait au
plus 14-2n, 6 étant Uexposant de la plus grande puissance de
2 contenue dans le plus petit B des deux nombres proposés.
M. Binet a trouvé, par une démonstration analogue, la limite
plus simple 1-+n (*) , mais en considérant la division sous un

(") Journal de M. Liouville, tome VI, 1841.
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autre point de vue. 1l n’est peut-étre pas sans intérét de mon-
. trer que cette limite 1--27 est une conséquence immédiate de
la limite 2c—1 que nous.avons détermince précéde}nment et
qui correspond au cas ou l¢ nombre B est écrit dans le
systéme binaire.

En effet 2 étant la base du sysiéme et c le nombre des
chiffres de B, on a B=ou > 2¢—! et B<{2°; donc c—1 est
égal a Iexposant z de la plus grande puissance de 2 con -
tenue dans B; donc c=1 4 rnet, par suile, 2c—1=1+42n.

IV. Considérons la suite des nombres

(M 1,2,3,5,8,13, 21, 34, 55, 89.....

auxquels on reconnait immédiatement cette propriété, que
si Ton cherche le plus grand commun diviseur de deux
termes consécutifs, lels.que 3% et 21, on obticndra succes-
sivement pour restes les nombres précédents 13, 8, 5, 3, 2,
1 ct le dernier reste 0 ; d’ou il résulte que le nombre des di-
visions efféctuées est égal au nombre des termes qui préceé-
dent le plus grand 34 des deux nombres qu'on a pris dans
la série.

Pour obtenir la limite 5¢, nous avons supposé seulement
que les sixiéme et septiéme termes de cette série contien-
nent l'un la base 10 et I'autre le double de cette base,
sans tenir aucun compte de Yexcés 3 de 13 sur 10 ni de
Texcés 1 de 21 sur 10 X 2; il est donc présumable qu’en
ayant égard a ces différences nous pourrons trouver une li-
mite plus épprochée.

On a vu précédemment que D, est an moins égal a 2 ou,
autrement, que lorsqu’on fait deux divisions pour trouver le
plus grand commun diviseur des nombres A et B, le plus
petit nombre B est au moins égal a 2; pareillement, quand
on fait trois divisions, B est au moins égal a 3 ; quand on fait
4 divisions, B est au moins égal a 5, et, en général, quand
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on fait n divisions , B est au moins égal au n¢ terme de la
série (1). Cela étant, supposons qu’on demande une limite du
nombre des divisions a faire, lorsqu'on a, par exemple,
B =17 : si I'on cherche dans la série (1) le premier terme
21 > 17, lc nombre 6 des termes précédents sera la limite
demandée ; car si P'on était obligé de faire plus de 6 divi-
sions, B serail au moins égal a 21, ce qui est contraire a ’hy-
pothésc. Je dis de plus qu'aucune autre limite, dépendant
seulement de B, ne donnera pour maximum da nombre des
divisions un nombre inféricur a 6. Car, si cela était, cette
méme limite appliquée au nombre 13 <17 donnerait en-
core un maximum inférieur a 6: et I'on vient de voir qu’en
supposant A =21 ¢t B=13 le nombre desdivisions a faire
était égal 4 6. On peut donc établir cette régle générale :
Pour avoir la limite la plus approchée du nombre des divi-
sions @ faire dans la recherche du plus grand commun divi-
seur de deux nombres entiers A et B, on écrit les termes de la
série (1) jusqu’au premier terme supérieur @ B ; le nombre des
termes précédents est la limite demandeée.

V. Chaque fois qu’une division conduirait a un reste plus
grand que la moitié du diviseur correspondant, on peut
ajouter une unité au quotient et soustraire le dividende du
produit du diviseur par le quotient, ce qui conduit a un reste
moindre que la moitié du diviseur. En réduisant ainsi deux
divisions & une seule, on concoit qu'on puisse trouver des
limites moindres que celles qu’on vient d’obtenir. Suppo-
sons donc qu’on apporte cette modification a la recherche du
plus grand commun diviseur des nombres A ct B, et soient ,
comme précédemment,

B....D,, D, D,, D, 1,

tous les nombres qui ont servi de diviseurs. Sil’on considérce
trois diviseurs consécutifs tels que D,, D,, D,, le troisiéme
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sera le reste de la division du premier par le second ; donc ,

suivant qu'on aura pris le quotient par excés ou par défaut ,

. 1
afin d’obtenir un reste D, <§D‘, on aura

D;=ou> 3D, — D, ou D,=ou >2D‘+D;.
Désignant par K I’excés de D, sur 2 D,, on trouve
3D,—D,=5D,4+3Ket 2D,+4+ D,=5D, 4 2K,
d’ou I'on conclut
2D, + D, <<3D, — D,
Donc, quel que soit le mode de division , on aura tou-

jours
D,=ou>2D,+D,:

mais D, est au moins égal & 2, donc D, est au moins égala 5 ;
pareillement, D, est au moins égal & 12, D, au moins ¢gal a
29 et ainsi de suite; donc on a
%) D,>10etD,> 10 X 2.
Or, de méme que les inégalités (1) ont conduit &
Dspyo > 10"
Les inégalités (4) conduiront, par des raisonnements analo

gues , &
D3p o > 10"

d’ou V'on conclut que le nombre des divisions a faire ne peut
excéder trois fois le nombre des chiffres de B. M. Binet a

. 10
donn¢ la limite moins approchée 1 4 3¢ (B

On reconnait aisément que la série
(2) C1,2,5,12,29...

(*) Journal de M, Liouville, tome VI, 1841, ct comptes rendus de I’Académie.
4 novembre 1844.
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daus laquelle 3 termes consécutifs sont tels que le 3¢ cst
¢gal au double du 2° augmenté du 1°-, donne lieu a des con-
séquences analogues a cclles qu’on a déduites de la série (1).
Aussi nous contenterons-nous de les énoncer :

1° Pour avoir une limite V' du nombre de divisions @ faire
dans la recherche du plus grand commun diviseur de deux
nombres entiers A et B, on écrit les termes de la série (2) jus-
quw’aw premier qui contienne la base du systéme dans lequel on
opére, le nombre des termes précédents multiplié par le
nombre des chiffres du plus petit B des‘leua; nombres pro-
posés est la limite demandée. On trouve ainsi les résultats
suivants :

b=2,3, 4,5, 6, 7, 8 9, 10,11,12 13
' = ¢, 2¢, 2¢, 2, 3¢, 3c, 3¢, 3¢, 3c, 3¢, 3¢, ke

On voit que la limite 3¢ est commune a 7 bases différentes
ct que , pour trouver le plus grand commun diviseur de dewx
nombres écrits dans le systéme dont la base est 2, le nombre
des divisions @ faire ne peut excéder le nombre des chiffres du
plus petit B des deux nombres proposés.

Remarque. Le nombre B étant écrit dans le systéme dont
la basc est 2, 0na B=ou > 2¢—1 et B<(2°;donc ¢ — 1 est
égal a V'exposant » de la plus grande puissance dec 2 con-
tenue dans B; donc ¢ = 1 4 n. Telle est la limite don-
née par M. Binet.

2° Pour avoir la limite la plus approchée du nombre de
divisions d faire, dans la recherche du plus grand commun
diviseur de deux mombres entiers A et B, on écrit les termes
de la série (2) jusqwau premier terme supérieur @ B, le
nombre des termes précédents est la limite demandée.

V1. Lorsqu'on connait le plus grand commun diviseur de
A ct B, ou plus généralement un factear D commun a ces
deux nombres , on substiluc &2 B, dans le calcul des limites
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B
précédentes , le quotient 5 oY seulement au nombre des

chiffres de B celui des chiffres de ce quotient , ce qui donne
ordinairement des limites plus approchées.

Prenons pour exemple les pmbres 2904 et 1122 écrits
dans le systéme décimal, et dont le plus grand commun diviseur
s’obtient cn effectuant 5 ou 4 divisionsselon la maniére d’opé-
rer. Les limites 5¢ et 3c appliquées a 1122 donnent /= 20,
!'=12 :Yemploi des séries (1) et (2) donnent les limites plus
approchées I — 15, I = 9. Mais les nombres 2904 et 1122,
étant divisibles par 2, par 3, et par 11. sont divisibles par le
produit 2 X 3 X 11 = 66 et, sans effectuer la division de
1122 par 66 , on voit que le quotient de cette division con-
ticnt deux chiffres; ce qui réduit les limiles 5¢ et 3c a
{=10, I = 6. Enfin si 'on divise 1122 par 66 et qu'on
cmploie les séries (1) ct (2) en substituant le quotient 17 &
1122, on aura les limiles encore plus approchées /=6 .
I'— 4.

VII. Supposons qu’cn cherchant le plus grand commun
diviseur de A et B, on ait pris tous les quoticnis par excés
atin d’obtenir des restes moindres que la moitié des diviseurs
correspondants , et soient, dans cette nouvelle hypothese,

B...D, D, D, D, 1,

lous les nombres employés comme diviseurs. Si'on consi-
dére trois diviseurs consécutifs, tels que D;, D,, D,. on aura

D= ou >3D,— D,
Or D, est au moins egal 3 2, donc D, est au moins égal

a5, D, au moins égal 4 13, D, au moins égal a 34, ctc. On
est ainsi conduit a la suite des nombres '

(3) 1, 2,5, 13. 34, 89, 233....

dans laquelle trois termes consccutifs sont tels que Ie troi-
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sieme est égal au triple du second moins le premier. Celte
séric donnerait lieu a des conséquences analogues a celles
qu’on a déduites des séries (1) et (2) : mais, comme les termes
qui la composent sont 'unité et tous les termes de rang
pair de la série (1), on vojt qu'étant donnée une limite
déduite de la série (1) et relative au mode ordinaire de
division, on obtiendra une limite /" relative au cas actuel, en

. 1
faisant " =1 —}—§l. Ainsi, par exemple, la limite {= 5¢

) 5 L .
donnera " =1 +§c, c'est-a-dire que, lorsqu’en opérant

dans le systéme décimal on a pris tous les quotients par excés,
afin d’obtenir des restes moindres que Ja moitié des diviseurs
correspondants , le nombre des divisions effectuces me peut
excéder Uunité augmentée de cing fois la moitié du nombre
des chiffres du plus petit B des deux nombres proposés.

Nota. La limite dite deM. Binet, relative aux quotients le
plus approchés, est déja ancienne et depuis longtemps du do-
maine public. La limite de M. Lamé, relative aux quotients
ordinaires, est nouvelle, M. Finck en a donné une démons-
t‘ration dans ce volume (p.71); le beautravail qu’on vient de
lire compléte et simplifiela théorie. Le lecteur attentif aura
remarqué Verreur qui nous a échappé dans un travail
analogue (p. 569); onn’a n < 3k que lorsque k est moindre
que 3. Tm.



