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PAR J. HOUBIGANT (1 prix),
eléve du College royal de Louis-le-Grand (Division de M. Vieille).

Par un point O (fig. 11, donué sur un diamétre AB , on
méne a la circonférence une sécante OMM': démontrer
quen joignant les points d’intersection M et M' avec le

centre G, le produit

MCA M'CA
tang 2

tang )
est constant pour toutes les sécantes menées du point O a la
circonférence.

MCA
Sinous joignons MB, M'B, on saitque P'angle MBA ==

A . L
et I'angle M'BA = ——. La question est ramenée a faire

P

voir que le produit

tang MBA tang M'BA
est constant.
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Joignons MA, M'A; dans les triangles rectangles BMA,
BM A, une proposition connue donne :

_.AM ma _ AM'
tang MBA = B tang M'BA = B
AM  AM
! = —r————
done tang MBA tang M'BA = BV B

Les angles MAM', MBM' étant égaux, comme inscrits dans
un méme segment , les aires des triangles MAM', MBM',
sont entre elles comme les produits des cOtés qui compren-
nent ces angles : donc

AMAM' __ AMM’

BM.BM' ~ BMM"

Or les mémes triangles ont une base commune MM', leurs
aires sont aussi entre clles comme lears hauteurs AP, BP';

donc AMM _ AP ot suite
BMw — pp- @ PATSW
AM.AM' __ AP
BM.BM' ~ BP"
Enfi lip— t h en celui-ci 04 ,
in, ce rapport o peut se changer 0B’ ?
cause de la similitude des triangles OAP, OBP'. On a donc :
0A
7 4 _
1) tang MBA tang M'BA OB’

rapport indépendant de la direction de la sécante, et qui, par
conséquent, sera constant pour toute sécante menée du
point O a la circonférence.

Discussion. L'égalité (1), vraie pour toute sécante, le sera
encore a la limite, quand celle-ci deviendra tangente; alors
les deux angles M'CA, MCA se confondent (fig. 2) ,etona -
0A
OB’

il est facile de démontrer cette égalité directement.

tang.MBA =



—_—
Dans le triangle rectangle BMA ona -

AM
tang MBA = BV
done
—_—
tang’ MBA = ﬂ;
BM

Ces carrés étant dans le rapport de leurs projections Al et
IB sur I'hypoténuse, on aura:

Al

B

Mais le triangle rectangle CMO donne :

tang® MBA =

OC:CM::CM: (I,
proportion qui , d’aprés une propriété connue, devicnt -
0C4-CM :0C —CM::CM +CI:CM —CI ,
ou hien
0C 4+ CB:0C—CA::CB4-Cl:CA—CI,
ou enfin
OB:OA::1B:Al,
donc
Al OA

tang’ MBA = B = OF

C.Q.F.D.

Remarque. Les points I et O, qui jouissent de la propriété
que leurs distances respectives 8 deux autres points A et B
sont dans le méme rapport, ont recu le nom de points con-
jugués harmoniques, et la ligne AB est dite divisée harmo-
niquement aux points I et O.

Un autre cas, limite, 2 examiner serait cclui ou la sécante
se confond avec le diamétre ; mais alors I'un des angles de-
vient nul, 'autre devient droit ; et le produit proposé prend
la forme indéterminée 0 X @ ; on peut encore dire qu’il est

égal a on
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Lorsque le point O au licu d’étre extérieur au cercle est
intérieur (fig 3), P'égalité (1) est encore vraie. La démons-
tration est absolument la méme que celle que nous avons
donnée pour le cas du point extérieur, seulement pour passer

’

du rapport ———— AM.AM a celuid es AMM "appuie
ppo BEM BM ui des air BMM"On nc s app

pas sur ce que les angles MAM' et MBM' sont égaux , mais
sur ce qu’ils sont supplémentaires; dans ee cas le théoréme
qui a servi est encore vrai.

Dans le cas particulier ou MM' est perpendiculaire au

diametre (fig. 4), les angles MBA , M'BA sont égaux , alors

AM’ A
tang MBA tang M'BA = tang’ MBA — — _9—.
BM OB

Enfin si le point O se confond avec le centre C (fig. 5), le

rapport %% devient V'unité ; il faut que, pour toute direc-

tion de la sécante , le produit tang MBA tang M'BA —1.

AM
j— ! '—B
Eneffet, comnme AM=BM',et AM'=BM, le rapport ——. BMM”

est évidemment 'unité, puisque le numérateur est égal au
dénominateur.

Mais on. peut dire plus simplement, que M'BA étant le
complément de MBA , tang M'BA = cot MBA, donc
tang MBA tang M'BA = tang MBA cot MBA,
et on sait que
tang MBA cot MBA = t.



