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THEORIE

Des points associés dans l'ellipse et théorème de Fagnano ;

P A R M. V. O. IiEBESGUE,
Professeur à la Faculté de Bordeaux.

J. THÉORÈME. Dans chaque quadrant d'ellipse, on peut tou-
jours trouver deux points tels que les normales qui passent
par ces points sont à une même distance donnée du centre ;
deux points ainsi déterminés sont des points associés.

Démonstration. Soit' a*y - j - tfx1 — tfb* i'équalion de l'el-
lipse ; coordonnées rectangulaires, celle de la normale au
point (* ' ,ƒ ) est

aWx a V , 2
.r=~— —y- OU a e = < l ~ ù ;



— 5 7 4 -

on a donc pour la perpendiculaire p abaissée du centre sur
cette normale,

z=ex\/ —

y a —
d'où Ton déduit

e$x4 — (öV-f^1) e'.r' + ay = 0 ; (1)

et 2e*x* = a KV+'

La quantité sous le radical peut se mettre sous te forme

(a-\-b-\-p) (a — b+p) (a + b—p) (a — b—p);

orp<ia, donc les trois premiers facteurs, sont positifs; pour
que le quatrième soit aussi positif, on doit avoir/? < > — b ;
et dans ce cas, é*x7 a deux valeurs réelles et positives; donc
x a deux valeurs réelles et de même signe. C Q. F. D.

Corollaire. La plus grande valeur de p est a — b ; et alors
les deux points associés se confondent ; et Ton a pour les
coordonnés de ce point associé double.-

V ' a

•^Tbir=
II. Relation entre les abscisses des points associés.
Soient x et g les abscisses de deux points associés ,• l'équa-

tion (1) donne :

éliminant/?3, il vient ^4—à* [x* -f-ç1 ) -f e2jraf = 0(2), rela-
tion cherchée qui peut prendre cette forme

(a*— x1) (*'—51 ) = (1 — e2) ar»r.

Corollaire I. A x = 0 correspond g = a , donc les deux
sommets sont des points associés ; ce qui est évident à priori,
puisque alors, pour les deux points, p = 0.

Corollaire II. x augmentant, \ diminue et vice versa.
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Corollaire III. En résolvant l'équation de relation, on

trouve :

III. THÉORÈME de Fagnano.

Différentiant l'équation de relation (2) et divisant par ax\,

il vient —r~\ = —
l x a

ou bien

intégrant entre les limites x0 et x auxquelles répondent

l0 et^, on aura.

la première intégrale est un arc d'ellipse qu'on peut désigner

par -?=arc (S, ç0) ; et la seconde intégrale est un arc d'ellipse

qu'on peut désigner par or=arc (g, g0) ; donc arc (x0 , x)—arc

(g, Ho) =p—p0 {a) i faisant x=0, l'équation {a) devient arc

(o, x)—arc (g, a)=p\ ce qui est précisément l'équation de

Fagnano (V. Cauchy, Appl. géom. du cale. infin.,t. II, p. 24) ;

l'équation (a) revient à l'équation (108) de l'ouvrage cité.


