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THÉORÈMES POSTHUMES LABEL,

( Crel le , l. N , p . 336. •

1.

Si une équation du cinquième degré, dont les coefficients
sont des nombres rationnels, est résoluble algébriquement,
ses racines peuvent être mises sous la forme suivante •

1 1 1 _L J -L - 1 A

x — c -\- Aabal a* a* -\- A, . a^a^a^a' -f~

-f- A, . #ƒ'#, a a^ -\- A3 . a3'a at 'a^ ,

ai = m-n(\ + ey ~ b\\ +e
a+(i + e

A = k+ k'a + Va, + h1" a a. ; Af=r. A: + ^ + Ffl

Les quantités c, b, e,m,n, k, k\ k\ k'" sont des nom
bres rationnels.

Toutefois l'équation A* -\- ax~\- h = 0 ne peut se résoudre
de cette manière, lorsque a et b sont des quantités quel-
conques.

n J'ai des théorèmes analogues pour les équations des 7%
11e, 13e, etc. degrés. « Frejberg (dans le Hartz), 14 mars
1826 (traduit do l'allemand)



II.

Soient -r,, xu,x3 xn des quantités inconnues quel-
conques et y{jL\,jct xn) une fonction entière de ces
quantités du degré m, m étant un nombre premier quel-
conque : si Ton suppose entre xt1 x^ xn les n équations
suivantes :

<p (xt, X\ .... XJ = 0 ; C? (JC3 , J"3 . . . . Xn, Xt) = 0 ,

Ç t ^ s i ^ ^„1 ^ , , ^ J ^ 0 ; ?(^n> ' r . ' ^ ^ n - x ) ^ 0 5

on en pourra généralement éliminer n— 1 quantités, et une
quelconque x sera déterminée à l'aide d'une équation du
degré mn. Il est clair que le premier membre de cette équa-
tion sera divisible par <p (x, x , x x) qui est du degré m.
On aura donc une équation en x do degré m11— m.

Cela posé, je dis que cette équation sera décomposable en

équations, chacune du degré n et dont les coeffi-

cients seront déterminés à l'aide d'une équation du degré
mn— ni

. En supposant connues les racines de cette équa-

tion , les équations du degré n seront résolubles algébrique-

ment.

Par exemple, si l'on suppose n = 2, m = 3 , on aura une
équation en x du degré 3*—3 = 6. Cette équation du sixième
degré sera résoluble algébriquement, car, en vertu du théo-
rème , on pourra la décomposer en trois équations du second
degré.

Pareillement, si l'on cherche les valeurs inégales de xx,
x2, x3 propres à satisfaire aux équations

a -f- bxx-\- ex? a + bx^ ex/ a + b x3+cx3
2

*~~ 7+Jxt ' X*~~ «+pj:a * Xl~ a + px3

on aura, pour déterminer x}, ,r,, x3 une équation du sixième
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degré, mais décomposable en deux équations du troisième

degré, les coefficients de ces équations étant déterminés par

une équation du second degré.

III.

Si trois racines d'une équation quelconque irréductible,

dont le degré est un nombre premier, sont liées entre elles

de sorte que l'une de ces racines peut être exprimée ration-

nellement par les deux autres, l'équation en question sera

toujours résoluble à l'aide de radicaux.

IV.

Si deux racines d'une équation irréductible, dont le degré

est un nombre premier, ont entre elles un rapport tel, qu'on

peut exprimer une des deux racines rationnellement par

l'autre, cette équation sera toujot^rs résoluble à l'aide de

radicaux.
( Les trois derniers théorèmes sont en français et datés de

Christiania, le 18 octobre 1828.)

V.

Une propriété générale de toutes les fonctions dont la dif-

férentielle est algébrique consiste en ce que la somme d'un

nombre quelconque de ces fonctions peut s'exprimer par un

nombre déterminé des mêmes fonctions , savoir :

y ta) + ? ta) + ? ta) + + ? {**) =

JL\ , xa xn sont des quantités quelconques ; zl, za, zn sont

des fonctions algébriques de ces quantités, et v est une fonc-

tion algébro-logarithmique ; n est un nombre déterminé dé-

pendant de [J. ; par exemple, si <p est une fonction algébrique,

alors, comme l'on sait, n -= 1. ( Voir Legendre, Théorie des

fonctions elliptiques.)

Mais lorsque la fonction n'est pas elliptique, on n'en con-

naît aucune propriété.
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Je transcris le cas suivant, comme un des plus remar-

quables :

J [[a-\- axx -f- ajcx -j- a3x* -\- aA

alors cp(a7l)+?(x3) + ?(a73)==C-.[?(trI) + ?(kr,)], (D

où xt, «r2, JC3 sont trois grandeurs variables arbitraires, C

une constante , et yx, y% les deux racines de l'équation :

Les quantités c, ct, ca sont déterminées par ces trois équa-

tions linéaires :

On obtient les deux autres équations en changeant succes-

sivement x1 en xa et en xv

Toute la théorie de la fonction cp (x) est donnée par l'équa-

tion (1), parce qu'on peut démontrer que la propriété qu'elle

exprime détermine complètement cette fonction. ( Paris, le

9 août 1826) (traduit de l'allemand).

VI.

Lorsqu'on construit la courbe AMBN dont l'équation est

ou z = AM et ? = < M A B , alors l'arc AM

de cette courbe est donné par l'expression suivante :

Ç dx
s = ï— . t et dépend ainsi des fonctions elliptiques.

J'ai trouvé qu'on peut toujours diviser le périmètre de la

courbe géométriquement (par la règle et le compas) en n

parties égales, lorsque n est un nombre premier de la forme

2 m + 1 ou lorsqu'on a :
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ou 2 W - | - 1 , 2 w ' + l etc.

sont des nombres premiers.
Ce théorème est le même que celui de Gauss pour le cercle.

J'ai été amené à ce théorème par ma théorie des équations
combinée avec la théorie des nombres. J'ai lieu de croire que
Gauss y est aussi parvenu.

Paris , i décembre 1826 ( traduit de l'allemand ).

Note. Il s'agit ici de la lemniscate de Bernoulli ; l'hyper-
bole équilatère est, parmi les hyperboles , ce que le cercle
est parmi les ellipses ; la circonférence est une lemniscate à
elle-môme ; de sorte que les deux lemniscates , circulaire et
hyperbolique, jouissent de la même propriété. Il serait fort
intéressant de connaître les propriétés de lemniscates prove-
nant des courbes données par l'équation ym± jcm = am.
M. Serret, dans un mémoire extrêmement remarquable,
en généralisant une certaine propriété, non encore signalée,
de la lemniscate, vient de trouver une foule de courbes algé-
briques, dont la multisection peut s'opérer algébriquement.
(Liouville, X, p. 257, 1845. ) Tm.

VU.

J'ai trouvé la somme de la série suivante :

ti a*1 . - a5

sin© . — • hSH)3o ——-H-sm5<p „ H- . . . .

( a et f sont des quantités réelles quelconques ) et d'autres
séries analogues. On peut l'exprimer en fonctions elliptiques.

Christiania , 15 novembre 1827 ( en allemand ).
Il y a encore plusieurs théorèmes très-intéressants sur les

fonctions elliptiques, en français ; mais tous ces théorèmes
sont malheureusement énoncés sans démonstration.


