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THEOREMES POSTHUMES D’ABEL.

( Crelle, L.V, p. 336.

1.

Si une équation du cinquiéme degré, dont les coefficients
sont des nombres rationnels, est résoluble algébriquement,
ses racines peuvent étre mises sous la forme suivante -

3 ‘ 1 <

1 2 > 4

S T3 TS
x=c- Aa’a, a’a,’ 4+ A,.a a’a,’a +
v 3 4

.
5 ST % U
+ A, .aa,a’'a” +A,.a,aa’a,,

a=m+n(l+4¢)" + bT[‘H’ €1 —i—e’)‘_"]‘,
a,=m—n(1 —l—e‘)% —{—bL‘L L1 —}—e’)éjj’

a,—m-+n( —{—e’)_: — 1,':[1 +et(1 —{—e’)%JT

a;=m—n(l4¢) — b’[l +e‘+(i+e'f] )
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Les quantités ¢, b, e, m, n, k X, k', k" sout des nom
bres rationnels.

Toutefois I'équation 2° 4 ax -+ b= 0 ne peat se résoudre

de cette manicre, lorsque a et b sont des quantités quel-
conques.

.
2

« Jai des théorémes analogues pour les équations des 7¢,

11, 13¢, etc. degrés. » Ireyberz (dans le Hartz), 14 mars
1826 (traduit de Yallemand )
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II.

Soient x,, x,, 2, ..... x, des quantilés inconnues quel-
conques et o (x, , x,..... x,) une fonction entiére de ces
quantités du degré m, m ¢tant un nombre premier quel-
conque : si I'on suppose entre x,, , ..... x, les n équations
suivantes :

olr, 2,....x,)=0; o(x,, ry.... 2, x)=0,
o (X5, Ty .nnnn Xy X, x)=0; ¢(x,, > 2, ... x, )=0,

on en pourra généralement éliminer 2 — 1 quantités, et une
quclconque x sera déterminée a I'aide d’une équation du
degré m". 11 est clair que le premier membre de cette équa-
tion sera divisible par ¢ (x,x, x..... x) qui est du degré m.
On aura donc une équation en x du degré m"— m.

Cela posé, je dis que cette équation sera décomposable en
mt—m ) )
——— équations, chacune du degré n ct dont les cocffi-
n

cients seront déterminés & l'aide d’une équation du degré
m"—m

. En supposant connues les racines de cette équa-
n

tion , les équations du degré n seront résolubles algébrique-
ment.

Par exemple, si 'on suppose »—=2, m = 3, on aura une
équation en x du degré 3°—3—==6. Celte équation du sixi¢me
degré sera résoluble algébriquement , car, en vertu du théo-
réme, on pourra la décomposer en trois équations du second
degré.

Parcillement , si 'on cherche les valcurs inégales de x,,
x,, x, propres a satisfaire aux équations -

2t bx+cx? a+bx+cx, a+bx tyexy
R e T T — . —_
a+ P, T a4 Bx,

1

a+ﬁ.l‘3

on aura, pour déterminer x, , x,, x, une équation du sixiéme
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degré, mais décomposable en deux équations du troisiéme
degré, les cocfficients de ces équations étant déterminés par
une équation du second degré.

I11.

Si trois racines d'une équation quelconque irréductible,
dont le degré est un nombre premier, sont liées entre elles
de sorte que I'une de ces racines peut étre exprimée ration-
nellement par les deux autres, 'équation en question sera
toujours résoluble a I'aide de radicaux.

1v.

Si deux racines d’une équation irréductible , dont le degré
est un nombre premier, ont entre elles un rapport tel, qu'on
peut exprimer une des deux racines rationnellement par
l'autre, cetle équation sera toujours résoluble a Vaide de
radicauz.

(Les trois dérnicrs théorémes sont en francais et datés de
Christiania , le 18 octobre 1828.)

V.

Une propriété générale de toutes les fonctions dont la dif-
férentielle est algébrique consiste en ce que la somme d’un
nombre quelconque de ces fonctions peut s’exprimer par un
nombre déterminé des mémes fonctions , savoir :

p(x) ¢ (@)t o(x) + oo o (2=
=»—[p(a)FoE) +9 @)+ - o (z,)]

Ly 3 Xy aennn x, sont des quantités quelconques; z,, z,, =, sont
des fonctions algébriques de ces quantités, et v est une fonc-
tion algébro-logarithmique ; 2 est un nombre déterminé dé-
pendant de p. ; par exemple, si ¢ est une fonclion algébrique,
alors, comme Ton sait, n = 1. (P oir Legendre, Théorie des
fonctions elliptiques. )

Mais lorsque la fonction n’ecst pas elliptique , on n’en con-
nait aucune propriété.
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Je transcris le cas suivant, comme un des plus remar-
quables :
Si gz _J‘ (« + px)dx '
@+ a2+ a2 4 axd+ azt + a x4 azs)’
alors ¢(x) +9(x)+o(x) =C—[o(y) +9(»)], (1)

ou x,, x,, x, sont trois grandeurs variables arbitraires, C
une constante, et y,, y, les deux racines de I'équation :

(c’ —_ a)
‘tl‘rz‘zs

2¢, — a,

1l 9¢c —
’}"—— (C‘. + =C, ad — 0

2¢,—ay

S

Les quantités ¢, ¢,, ¢, sont déterminées par ces trois équa-
tions linéaires -

1

c+exAcx 4 xi=(a+taxrtax'4ax’+....a.x) 5,

On obtient les deux autres équations en changeant succes-
sivement x, en x, et en .,.

Toute la théorie de la fonction ¢ () est donnée par I'équa-
tion (1) , parce qu’on peut démontrer que la propriété qu’elle
exprime détermine complétement cette fonction. (Paris, le
9 acut 1826 ) (traduit de I’allemand).

VI.
Lorsqu’on construit la courbe AMBN dont I’équation est
s=V/cos 29 ou 2= AM el y—= < MAB, alors 'arc AM
de cette courbe est donné par l'expression suivacte :

d. - . .

s :S—L— ct dépend ainsi des fonctions elliptiques.
1—xt

J’ai trouvé qu’on peut toujours diviser le périmétre de la

courbe géométriquement (par la régle et le compas) cn n

partlies égales, lorsque » cst un nombre premier de la forme

2" 1 ou lorsqu'on a :



— 540 —

(k)
=2 (2m - 1)(2M' 1) (2M"4-1) ..... (2m +1)
ou am4 1, 2m'4 1 etc.
sont des nombres premiers.

Ce théoréme est le méme que celui de Gauss pour le cercle.
J’ai été amené a ce théoréme par ma théorie des équations
combinée avec la théorie des nombres. J'ai lieu de croire que
Gauss y est aussi parvenu.

Paris , # décembre 1826 ( traduit de I'allemand).

Note. 11 s’agit ici de la lemniscate de Bernoulli ; Phyper-
bole équilatére est, parmi les hyperboles, ce que le cercle
est parmi les ellipses ; la circonférence est une lemniscate a
elle-méme ; de sorte que les deux lemniscates , circulaire et
hyperbolique, jouissent de la méme propriété. 11 serait fort
intéressant de counaitre les proprictés de lemuiscates prove-
nant des courbes données par 1'équation yp" =x™=a"™.
M. Serret, dans un mémoire extrémement remarquable,
en généralisant une cerlaine propriété, non encore signalée,
de la lemniscate , vient de trouver une foule de courbes algé-
briques, dont la muitisection peut s’opérer algébriquement.
(Liouville, X, p. 257, 1845.) Tm.

VIl
J’ai trouvé Ja somme de la série suivante :

5

—|—smao

i + ~ -+ sin 5cp
(a et p sont des quantités réelles quelconques ) et d’autres
séries analogues. On peut Y'exprimer en fonctions elliptiques.
Christiania , 15 novembre 1827 ( en allemand ).
Il'y a encore plusieurs théorémes trés-intéressants sur les
fonctions elliptiques, en francais ; mais tous ces théorémes
sont malheureusement énoncés sans démonstration.



