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RELATIONS D'IDENTITE

et équations fondamentales relatives aux courbes du second

degré.

( V. p. 2 . )

LXI. Théorème de Carnot sur les segments.
THÉORÈME. Soit une ligne de degré m et un polygone de n

côtés tracés dans le même plan -, A,, Aa, A3..., Aw désignant
les sommets consécutifs du polygone. Considérant successive-
ment A,, Aa....Aw comme des points fixes, les sécantes AxAa,
AaA3, A3A4....AnAI formeront chacune m segments, et en
tout mn segments ; relativement aux points fixes An, An_ t,
An_2.... A,, les sécantes AnAn_!, An_iAn_2, An_2An_3.... AjA^
forment mn autres segments ; le produit des mn premiers
segments est égal au pi oduit des mn seconds segments.

DÉMONSTRATION. Par un point quelconque O pris dans le
plan de la ligne, menons n parallèles aux côtés A^ , ,
AaA3.... AnAr du polygone. Ces parallèles formeront chacune
m segments, comptés du point O ; désignons par (1) le produit
des segments formés par !a parallèle à A,Aa ou AaAf ; par (2)
le produit dis serments formés par la parallèle à AaA3 ou A3 Aa

et ainsi de suite ; représentons de même par 1,2 le produit des
segments formés par la sécante A,Aa, comptés du point A, et
par 2,1 le produit des segments formés par la même sécante,
mais comptes a partir de Aa et ainsi des autres.

Le théorème de Newton donne ( 1.111, p. 510) :

1*2 _ (j] 2^3 _ (2) m M __ (3) _ ; v l _ _ [n) _
l,n (») ' 2,1 ""("!)' 3,2""" (2) " " n,n—\ ~ (n— 1) '
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multipliant ces équations ensemble , membre en membre,
on obtient

,2x...rc,rc-- 1C.Q.F.D.

Observation. Carnot énonce cette propriété seulement pour
le triangle (Géom. de position, p. 289), mais il est évident
que sa démonstration est applicable à un polygone quelconque 5
et l'on voit que ce théorème général est un corollaire immé-
diat du théorème de Newton. Les segments doivent toujours
être pris dans les sens analytique (t. I I I , p. 512, observ. 1).

LXYII.LEMME. Soit Ay+Bxy+Cx*+Djr+Ex + F=Q;
(1) l'équation d'une conique passant par quatre points dont
les coordonnées sont connues 5 substituant dans cette équation
successivement les valeurs données des coordonnées , on ob-
tient quatre équations du premier degré ; d'où Ton tire

P'i'P'tf'- " son* ^ e s Actions algébriques connues des
coordonnées des quatre points; ainsi l'équation(1) prend cette
forme <p(.r,.r) + F^(.r, y) = 0 (1), <p et ty sont des fonctions du
second de^re à coefficients connu*, soient encore deux autres
coniques passant parles quatre mêmes points ; elles auront
pour équation

<&c,y) + FiK-r,^) = 0 ; (2; et ?(jr,jr) + F (^yy) = 0 ; (3)
ou peut toujours trouver deux nombres X et X' tels que
F"=>F + X'F'; A + V = I , donc (3)=A(1)-f X'(2) = 0, ou
bien (1)+ K2) = (3U tQ^e pst "ïa relation qui existe entre les
trois équations de trois coiuques passant par les quatre
mêmes points.

LXVIII. Involutton de Desargues.

Soient
Ajy* + ttxy + Gra + Dr + Ex -f F — 0 ;

+F"=0.
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les équations de trois coniques passant par les quatre mêmes

points.

On a donc, d'après le lemme précédent :

A" = A + «A'; B"=ï5 + (xB'- C"== C + fxC', etc.,

faisantjr=O dans les trois équations, il vient :

Cx* + Ex + F = C(x— r) (* — *);
C V + E'x + F' = C(x — r') (x — s1) ;
C'V + ~E"x + F" = C"(* - r") {x — 5") ; „

d'où
O"-f Er"+ F + P(CV'a + EV' + F) = 0 ,
Cs"-f Es" + F + p.(CV + E'*" + F') = 0 ,

éliminant [x et considérant que Cr"24-Er"+EmC(r"—r)(r" 5;
et ainsi des autres trinômes, il vient

j'

Soient 4,A' les points d'intersection de la première conique

avec l'axe des x ; B,B' de la seconde conique ; C,C' ceux de la

troisième conique avec le même axe. L'équatiou (1) interprétée

géométriquement donne

C A . CA'. CB . C'B' = CB . CB'. C'A . C'A' (2) ;

désignons A et A', B et B', C et C' sous les noms de premier,

deuxième et troisième groupe de points conjugués. Alors Te-

quation r2) peut Renoncer ainsi *. le produit des distances de C

aux points du premier groupe, par Je produit des distances

de C' aux points du deuxième groupe, est égal au produit des

distances de C aux points du deuxième groupe par le pro-

duit des distances de C' aux points du premier groupe 11

est évident qu'on peut les grouper dans tel ordre qu'on veut,

on a donc encore ces deux équations :

KA . BA'. B'C . B'C'= BC . BC . B'A . B'A' 2) ,

AB AB'.ArC.A'C'z=A'B.A'B'.AC. AC' (3) ;
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Tune de ces équations entre six points en enveloppe deux
autres ; c'est ce qui a porté Desargues à dire que ces points
sont en involution, et de là , le théorème suivant qui porte le
nom de son inventeur :

Théorème de 'Desargues. Lorsque trois coniques passent
par les quatre mêmes points, une sécante les coupe en six
points qui sont en involulion.

Observation I. Le théorème subsiste même lorsque [des
points deviennent imaginaires, et pourvu que Ton ait la
relation :

Observation II. En multipliant les équations (1), (2), (3),
deux à deux, on en déduit ces quatre équations :

AB'.BC'. CA'= AC'. CB'. BA' (4),
AB'. BC . C'A'= AC . C'B'. BA' (5),
AB . B'C'. CA' = AC'. CB . B'A'(6),
AB . B'C . C'A' = AC . CfB. B'A'(7j,

qui expriment des relations entre trois segments.
Observation III. Si la sécante devient tangente à l'une des

courbes, par exemple à la première conique : alors

CA = CA', C'A = C'A', AB = A'B, AB'=A'B'j

on obtient les sept équations relatives à Finvolution des cinq
points A,B,B',C,C'; le point A est dit double.

Observation IV. Si Cf est à l'infini, l'équation (1) se réduit à

CA.CA'^CB.CB'.

Alors le produit des distances du point C aux points du
groupe A,A' est égal au produit des distances du même point
C aux points du groupe B,B'.

Observation V. On a l'identité :

C(J: — r)(jc— s) + fjiC'(.r — r') (.r — s') = {]"(x — r") {x—s") ;

ANN. DE MATHEM. IV 3 6
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donc
C/v + pCr's ^ C VV' = (C + fiGV'V' ;

si l'origine O est telle que Ton ait rs=r'sf, on aura aussi

rs=zr"s" ; c'est ce point 0 que 3VI. Chasles désigne sous le nom

de point central des trois groupes en involution, et lorsqu'il

existe un tel point, les six points sont en involution. (Histoire

des méthodes, p. 312.)

ObservationVI. Si le point O est tel que l'on ait r+$=r+s ' ,

on aura aussi r+s=r" + s'f.

Observation VII. Il est facile d'étendre le théorème d'in-

volution à trois lignes quelconques, passant par w points et dé-

i , • . mi m — 1)
terminées complètement par m -\- 1 points. On a

systèmes d'involution de 3m points. Tm.


