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PROBLEME.,

Trouver le liew des foyers des différentes ellipses assujetties &
étre tangentes @ quatre droites données. )

PAR M. VAUQUELIN,
Eléve de mathématiques spéciales au collége de Saint-Louis,
classe de M. AMIOT.

Soit ABCD lc]quadrilatére donné. Je prends pour axe des
x une des tangentes AD, et pour axe des » une perpendicu-
laire AY a AD menée par le point ou cette derniére droite
coupe la tangente contigué AB.

Ceci posé, soient F, F' deux foyers appartenant a une des
cllipses en question, et soient ., » les coordonnées du point
F; &', »' celles du point F'.

On sait que le produitdes deux perpendiculaires abaissées
des deux foyers d’une ellipse sur une tangente a cette courbe
est constant et égal a 0°, b élant la moitié du petit axe de
Yellipse. Or les distances des points F, F’ & chacune des tan-
gentes s'expriment facilement en fonction des coordonnées
de ces points et des coefficients constants qui entrent dans
I'équation de cette tangente. Ainsi, en égalant successive-
ment & b* chacun des quatre produits, on aura quatre équa-
tions entre les quantités b*, x', .-, x, ¥ et des coefficicats
connus. On pourra donc éliminer les trois quantités b*, x', »'
entre ces qualre équations, et équation résultante en x, »
sera celle du lien chercheé.

Telle est la marche que j’ai adoptée pour résoudre la ques-
tion. J'effectue rapidement les calculs.

ANN. DE MATHEW. IV, 28
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Le produit des distances de F ctde F & AD est »'. Ainsi
ona la relation :
yy'="0. ()
Soit y=mx I'équation de AB; le produit des distances cor -
respondantes sera :
) (y — mx) () — mx')
Vet 1 X Ve

On aura donc :
(y — m.z? (y'— mx') — @)
m'~-1
Soient enfin y=m x| n, Véquation de BC et y—=m,x+n,
celle de CD, on aura pareilicment :

(y —mzx—n)(y —mx'—n) _

m’,+ 1 - b k] (3)
(y—mx—n)(y'—mzx'—n) .
P = %)

Eliminant b” entre ces quatre équations, on aura les trois
nouvelles équations :

__\y—mx)(y'—mx')

Yy = 5 o | ’
—mr— e —
yy'= (y —mx ".2 (y'—m, n,) i
m’ 41
(y —max—n)(y'—mzx'—n,)
yy="_ -
m)+1

Chassant les dénominateurs, simplifiant et ordonnant par
rapport & x', »', on obtient .

Y my+x)+42(y—mr)=0,

ymy+mx+4n)+ x(my —m’'r—mn)=—
— (n,y —amx —n'),

y'm'y+mzx+n)x'(my —m’'x —mn)=—
—(n,y —n,mx—np}).

Pour éliminer 2, 5’ entre ces trois équations, je prends
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dans la premic¢re x’ cn fonction de y', et porlant eette va-

leur de x’ dans ies autres, jai :

y'[(mx—=y)(m y+mzxtn)+imy+x) (m,y—m e—mn)|=—
—(mx—y)(ny —nmx—n),

y'[(me—y)m y+mz+n)+(my+x)(m, y—m'x—mn,)|=—

— (mx —y)(n,y —nmx —n}).

En divisanl ces deux derniéres équations, membre a mem-
bre, chassant les dénominatears et ordonnant par rapport a
@ et y, on obtient, toutes réductions faites :
yiman(m—m)—mnim—m)+x n(m—m)—nm—m)]mn,
-{-y’x[n,(m—m‘)—n‘(ln——m,)]m‘mg-l-y.r’[n,ml(m——m,)—n,m,(rn——m,‘)]
+y [ m (= m)—n m (m—m)— o m(m,—m )+ 2xy 0 (m—m)
+x’limnn(m—mY+munl(m—m)tmnl(im—m)]
+ [2)n,(1+mm )—n n(1+mm ) +x[n'n (m—m)—n'n (m—m)]

Cette équation est du troisiéme degré et ne peut pas, cn
général, se décomposer en facleurs. Donc, dans le cas géné-
ral, la courbe est du troisiéme degré. 11 est bon d’observer
qu’elle passe par P'origine. Or, si on avait pris pour axe des
une autre tangeate, et pour axe des y une perpendiculaire i
celte tangente menée par le point ou elle coupe la tangente
contigué, on aurait cu un résultat de méme forme. Donc :

La courbe passc par les quatre sommets du quadrilatére
que forment les quatre tangentes (¥).

On pourrait, du reste, s’en assurer directement en porta::!
dans 'équation de la courbe, les coordonnées des points d’in-
tersection ; mais la remarque précédente en dispense.

L’équation, dans toute sa genéralité , offrirait une discus-
sion pea intéressante ; mais quelques hypothéses particulidres
sur la position des droites vont donner des résultals asscz
curieux.

*) Et par les deux autres du quadrilatére cowplet ‘p. 373), T



— 804 —

En supposant, par exemple, BC paralléle a AD, on a
, = 0. Cette hypothése réduit I'équation a :
ym,—m)m — y 2’ (m—m)m—[nm,m—m)— n,mm,] Fa
—[mmn,—~mn(m—m)]x*+2xyn,m, =0.
+n'—nn(1+mm,)] y—[n.'m+nn(m —m)x

Si on suppose, de plus, que CD soit paralléle 3 AB, ce
qui revient a faire m, = dans I'équation précédente, on
aura :

My 2 - 2mxy =[na—n,(1~m*)] y—n’mz=0. (A)

Cette courbe cst du deuxiéme degré. De plus, si on forme
la quantité B°— 4AC, ona B'— 4AC = 4m’+ 4m*, quantité
essentiellement positive. Ainsi la courbe est une hyperbole.
Mais alors le quadrilatére est un parallélogramme. Donc :

Le lieu des foyers des ellipses assujetties @ étre tangentes aux
qualtre cotés d'un parallélogramme est une hyperbole qui joust
de la propriété de passer par les quatre sommets du parallé-
logramme. '

On peut supposer que ce parallélogramme devienne rec-
tangle. Pour cela, il faut faire » infini. Mais on aura alors
une indétermination provenant de ce que n, devient aussi
infini. Pour parer a cet inconvénient , je remarque, en re-
prenant I’équation , que I'ordonnée a I'origine pour la droite

n N ..
CDest a=——, dott n, = — m,a, et comme ici m, = m,
mﬂ
1, =—ma. Portagt cette valeur dans' 1'équation (A), clle
devient :

miy'—m'x’'+ 2mxy —[ma 4+ m (1 +m’)] y +m’ax = 0.
Divisant par m’ et faisant m— o, on a :
y—xr’—ny+axr=20.

Ainsi, dans cc cas, hyperbole est équilatére. Elle est
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d’ailleurs facile & construire ; car ses axes sont paralléles aux
cOtés du rectangle, et son centre est le centre méme de ce
rectangle.
Enfin on peut imaginer que le rectangle devienne un carré,
ct pour cela il suffit de faire n, = a.
Alors I'égquation devient :
y—r—ayr+axr=0;
d’ou
(y—x)(r+x)—a(y—x=0;
et par suite :
(¥ —2) (y + 2 —a)=0.
Ce qui donne les deux équations distinctes :

y—xr=0, y+xr—a=0,
qui sont celles des deux diagonales du carré.

I1 est bon de remarquer que dans tous les cas les points
qui appartiennent véritablement aux foyers ne forment
qu’une portion de la courbe totale (*).



