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PROBLÈME.

Irouver le lieu des foyers des différentes ellipses assujetties à

être tangentes à quatre droites données.

F A R M. V A U Q U E X . I N ,
Élève de mathématiques spéciales au collège de Saint-Louis,

classe de M. AMIOT.

Soit AB€D lcîquadrilatère donné. Je prends pour axe des

JC une des tangentes AD, et pour axe des y une perpendicu-

laire AY à AD menée par le point où cette dernière droite

coupe la tangente contiguë AB.

Ceci posé, soient F, F' deux foyers appartenant à une des

ellipses en question, et soient x, y les coordonnées du point

F ; x\ y' celles du point F'.

On sait que le produit des deux perpendiculaires abaissées

des deux foyers d'une ellipse sur une tangente à cette courbe

est constant et égal à ü\ b étant la moitié du petit axe de

l'ellipse. Or les distances des points F, F' à chacune des tan-

gentes s'expriment facilement en fonction des coordonnées

de ces points et des coefficients constants qui entrent dans

l'équation de cette tangente. Ainsi, en égalant successive-

ment à h* chacun des quatre produits, on aura quatre équa-

tions entre les quantités £a, x\ y\ x, y et des coefficients

connus. On pourra donc éliminer les trois quantités 6', x\y'

entre ces quatre équations, et l'équation résultante en x, y

sera celle du lieu cherché.

Telle est la marche que j'ai adoptée pour résoudre la ques-

tion. J'effectue rapidement les calculs.

ANN.DE MATHÊM. IV. 28
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Le produit des distances de F et de F à AD est yy'. Ainsi
on a la relation :

yy'-=l>\ (1)

Soit y=mx l'équation de AB ; le produit des distances cor-
respondantes sera :

(y — mx) (y'—mx')

l/V-f i x Vïrf^i '
On aura donc :

(y-'n*)(y'-mx')_
m'+i ' {)

Soient eufîn y=m1x-\-nl Féquation de BC Qty=mix-\-ni

colle de CD, on aura pareillement .-
z/—nt)

= 6 , (3)

(y — m%x—n%) {y—m^x'—n,)
= b ' (4)

Eliminant b2 entre ces quatre équations, on aura les trois
nouvelles équations :

, Ir — m<z— nj ( y — m% xf— n%)
y y = , , . •

Chassant les dénominateurs, simpliûant et ordonnant par
rapport à x\ y\ on obtient.

y' (mty + mtx + /*.) + x1 (mty — m*x — mji) = —

Pour éliminer J:', y entre ces trois équations, je prends
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dans la première x' en fonction de y\ et portant eelte \ a-
leur de x' dans ies autres, j'ai :

y'[{mx—y) {mty+mtx+nt)+{my+x) (n^y—m^x— /wI«J]=—
— (mx —y) {nxy — nxmtx — n'),

— [mx —y) (n2y — njnÀx — na').

En divisant ces deux dernières équations,, membre à mem-
bre, chassant les dénominateurs et ordonnant par rapport à
x et jr, on obtient, toutes réductions faites .

nx(m—m7)]mmi+yx2[n2mi(m—mI)—ntmj(rn—mj]

—n?™Jjnr-m)—nJh*Am^ = 0.

Cette équation est du troisième degré et ne peut pas, en
général, se décomposer en facteurs. Donc, dans le cas géné-
ral , la courbe est du troisième degré. Il est bon d'observer
qu'elle passe par l'origine. Or, si on avait pris pour axe des x
une autre tangente, et pour axe desy une perpendiculaire à
cette tangente menée par le point où elle coupe la tangente
contiguë, on aurait eu un résultat de même forme. Donc :

La courbe passe par les quatre sommets du quadrilatère
que forment les quatre tangentes (*).

On pourrait, du reste, s'en assurer directement en portait
dans l'équation de la courbe, les coordonnées des points d'in-
terseclion ; mais la remarque précédente en dispense.

L'équation, dans toute sa généralité, offrirait une discus-
sion peu intéressante ; mais quelques hypothèses particulières
sur la position des droites vont donner des résultats assez
curieux.

*) Et par les deuv autre*, du quadrilatère complet 'p. 373). Tru.
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En supposant, par exemple, BC parallèle à A D , on a

mt = 0. Cette hypothèse réduit l'équation à :

yz{mi—m)mt— yx* (m—raj my— \njm%{m%— m) — njnm^y*

— \pn7ijn^——mji^m—mj]x2-h2xynjn2 m 0.

—l"-^^—-/!^,,^!4-/7Zwa)]t^*—-[/îa m+Tiji^mf—m)"^x

Si on suppose, de plus, que CD soit parallèle à AB, ce

qui revient à faire ma = m dans l'équation précédente, on

aura .

;?ï'y—m*x*-\-2mxy=[n7—^(l-j-m3)]^—n*mx=0. (A)

Cette courbe est du deuxième degré. De plus, si on forme

la quantité Ba— 4AC, on a B2— 4AC = 4ma-{- 4m4, quantité

essentiellement positive. Ainsi la courbe est une hyperbole.

Mais alors le quadrilatère est un parallélogramme. Donc :

Le lieu des foyers des ellipses assujetties à être tangentes aux

quatre côtés d'un parallélogramme est une hyperbole oui jouit

de la propriété de passer par les quatre sommets du parallé-

logramme.

On peut supposer que ce parallélogramme devienne rec-

tangle. Pour cela, il faut faire m infini. Mais on aura alors

une indétermination provenant de ce que wa devient aussi

infini. Pour parer à cet inconvénient, je remarque, en re-

prenant l'équation, que l'ordonnée à l'origine pour la droite

CD est a = , d'où rca = — mji, et comme ici /na = m,
m%

;/a = — ma. Portait cette valeur dans 1 équation (A), elle

devient :

myÀ— 7?i\ra-}- 2mxy — [ma -\- m (1 -f- m*)] y - j - niax = 0.

Divisant par m* et faisant m = QO , on a :

y* — x*—nxy -\- ax = 0.

Ainsi, dans ce cas, l'hyperbole est équilalère. Elle est
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d'ailleurs facile à construire ; car ses axes sont parallèles aux

côtés du rectangle, et son centre est le centre même de ce

rectangle.

Enfin on peut imaginer que le rectangle devienne un carré,

et pour cela il suffit de faire nx = a.

Alors l'équation devient .

y%— x*— ay -f- ax = 0 ;

d'où

(y — x){y + x) — a {y-— x)=0i
et par suite :

(y — x) (y -+- x — a) = 0.

Ce qui donne les deux équations distinctes :

ƒ — JC = O , y + Jc — # = 0 ,

qui sont celles des deux diagonales du carré.

Il est bon de remarquer que dans tous les cas les points

qui appartiennent véritablement aux foyers ne forment

qu'une portion de la courbe totale (*).


