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DETERMINATION
des diviseurs rationnels du second degré.

PAB M. DURVILLE,
professeur au collége Saint-Louis.

L’extréme complication des calculs nécessaires pour la
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séparation et la détermination des racines incommensurables
d’une équation d’un degré méme peu élevé, me dispense d’in-
sister sur les avantages que peut présenter une méthode
d’abaissement. Celle que je me proposc d’exposer a pour but
la recherche des diviseurs rationnels du second degré.

Soit F.r =0 une équation du degré m , débarrassée de ses
racines commensurables , ramenée a la forme

2" A x4 AT L 4+ Am-ix+An=0,
et dont les coefficients sont entiers, les diviseurs rationnels
dua sccond degré devront avoir leurs coefficients entiers et
seront de la forme x*—pxr —gq.

Le quotient du polynome Fa par 2*—px— g sera un
polynome entier ; si on représente par B,, B, ..... le premier
terme de chaque reste et par conséquent les coefficients suc-
cessifs des termes du quotient , a partir du second, on aura
les relations suivantes :

B.=p+A,

B.=pB+q +A,,

B, =pB,+ ¢B+A,,

BA=PB3+ gB.+ A,

Bm-a =PBm—4 'Jr qu -5 + Ams N

Bn-o =]JBm-3 + qu-4+ A 3.
L’opération présentera un reste du premier degré By -1x+Bm
qui, devant étre nul, quel que soit x, donnera les denx
équatious :

Bm-t'=0, Bm'——"O;

et d’'aprés la loi de formation :

Bm-i =PBm-2 + qu-s + Ap-1=0,
Bmn=¢Bm-24 Am =0.
On peut, quel que soit le degré de 1'equation donnée, éli-
miner les coefficients B,, B,, B,.... elc., et obtenir les valeurs
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des polynomes By - et By, en fonction des quantités p et g.
En effet, considérons les équations :
(1) By =pBh-1+gBn-atAn 1
(2) Bh-y=pBh-2+gBh-3+Ans p
(3) Bao=pBu-s+qBr-s+Ar2 p'+q
(%) Bp-s=pBh-1+gBr-s+Ans p+2pg
Br4=pBh-s+9Bh-s+Ar-s  p*+3p°g+q’

: P +ip’e+3pg’
(h-1) B* =pBA4g+A’ P +Cha,1p" g +Ch32p" g
() B=q+A, P"+Ch1,1P" g +Ch22p" ' +Ches,3p" og"...

Multiplions I’équation (1) par 1, I'équation (2) par p,
Péquation (3) par p’4-g, Véquation (4) par p3+ 2pq, et
ainsi de suite. La loi de ces facteurs est évidente ; si on re-
présente par a, b, c trois factcurs consécutifs, le dernier
¢ = pb 4 aq. On pourrait, au moyen du triangle de Pascal ,
former ces facteurs. Le premier terme de chaque facteur a
I'unité pour coefficient, les coefficients des seconds termes
sont la suile des nombres naturels, les coefficients des troi-
siémes termes sont les nombres figurés du second ordre,
ceux des quatriémes termes sont les nombres figurés du troi-
siéme ordre et ainsi de suite. En général, le facteur par
lequel on devra multiplier I'équation du rang K sera :

P (ke 1)qp""+-—————(k72) (kj)qp
ou

PHCy, 2P THC,, 7P TG, (2P
k

dont le dernier terme sera C’_‘, q" si k est pair, et
2

ICRR

k-1

C,. . ,. P4’ sikestimpair.
-

2
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Si on ajoute toutes ces égalités aprés les avoir multipliées
par les facteurs correspondants, les coefficients B,, B, .....
disparaitront et on aura :

[ Ay + Awa|p+ Ane |4 Aws P
s-{-Ah-zq +2An-3| + 3Apug| + 4Ansg

Bri=!t Ahug® +3Ans| + 6Ansg’| +10Anag’
(—i— Ansg® 4 4An1| +10Ans7

----- + A, PUHAL [P AST D
+—2Ag| Hh—1)g

Si on fait 2 =m —1 et quon ordonne par rapport aux

puissances décroissantes de p, on aura :

PTTH AP 44, P+ A, "
+m—2g| +m—3)Ag|
Bom-i= + A, P A Ay =0.
+ (m—)Ag + Am-sg

+(m—3) im— &) g" + Amosq’

. . A
Si on fait 2=m — 2 et qu’on ajoute —q"—' , On aura :

Bm m—a m—3 m— A )
—q—— :P + Al P + Aa p b + ?7" (
+(m—3)q + Am-2 —0.
+ Am-sg
‘.‘I" Am—(ig2

La loi de formation des termes de ces équations est facile a
reconnaitre.

Proposons-nous maintenant de déterminer les valeurs en-
tiéres de p et ¢ qui satisfont aux deux équations By, =0,

Bm . . e
— =0. L’élimination de I'une des inconnues conduirait a
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(m—1)
2

une équation finale du degré n , et exigerait des cal-

culs qui seraient bientot impraticables, si le degré de I'équa-
tion était un peu élevé. On peut, en suivant une méthode
qui présente une trés-grande analogie avec celle des racines
commensurables, trouver immédiatement les solutions en-
tiéres de p et q.

Je remarque que les valeurs entiéres de p et 7, qui satis-

. B . .
font aux deux équations By, =0, —q—'f: 0 doivent aussi sa-

tisfaire aux équations
0=¢Bm2+ Anm
0=pBmn-2 4 ¢Bm-3 + Am-1
Bm—‘z =pBm-3 + ¢Bm-s + Am-2

B,=pB.+q+A,
B.=p+ A,

dans lesquelles les coefficients B,, B,, etc.... sont assujettis a
é(re entiers ; et réciproquement les valeurs entiéres dep et g
qui satisfont a ces m équations, en délerminant pour les
coefficients B,, B,..... des valeurs entiéres, satisfont aux

B
équations By,-, =0 et ?m-z 0, et par conséquent sont les

coefficients d’un diviseur du second degré du premier membre
Fx de I'équation proposée.
Si on connaissait une valeur de ¢, en la substituant dans les

B . . .
deux équations Bp-, =0, M 0, celles-ci deviendraient
q

fonctions de p seulement, et auraient au moins une racine
entiére commune : donc si on représente par G et H les
termes indépendants de p dans ces deux équations, les valeurs
entiéres de p correspondantes a la valcur de ¢ devraient étre
des diviseurs communs de G et H.
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De plus le quotient du premier membre F (x), par le divi-
seur x*— px — g devant étre entier pour toute valeur en-
tiére donnée a4 x, F (1) devra étre divisible par 1 — p—gq,
et F(—1)par1+p—aq.

Ainsi on posera ¢ égal a un diviseur de Ap-,, Oon substi-
tuera cette valeur dans les polynémes G et H,

G = Am-1 + Am-3{[ :""' Am—5(1’+ etc....

H=Am+ Am-2 + Am-47 + etc....
q

On cherchera les diviseurs communs des deux nombres
ainsi obtenus. Si a la valeur de g correspond une valeur
entiére de p, p devra étre I'un de ces diviseurs. Les valeurs
de p et g devront encore satisfaire aux deux conditions

F(1) F{=1)
=N y
1—p—q 1+p—q
nombres entiers. On substituera les valeurs de p et ¢ qui
auront rempli ces conditions dans les /2 équations ci-dessus
qui devront étre vérifiées et donner des valeurs entiéres pour
les coefficients B,, B,.....

Supposons que I'on ait trouvé un couple de valeurs en-

=N’, N et N’ représentant des

tieres p =«, ¢ = B, Cest-a-dire qu'on ait déterminé un
diviseur x*— «x — B. Si F,(x) est le quotient de F (x) par
x'—ax—B,on aura F,(x) =2""+B,x"*+...4+Bpn_s2+Bn-a,
dont les coefficients sont connus. Si I'on procéde a la re-
cherche d’'un nouveau diviseur, en représentant par G,, G,
C,,... les premiers termes des restes de la division de F, (x)
par x'—px—gq, on aura les m —2 équations
0 = qCm-s + Bm-2,
0 = pCm-s-+ gCm-s +Bm.-3,
Cwm-s = pCm-s+ gCGm-6 + Bm-4,
Cm-s = pCm-6+ ¢Cm-1 -+ Bm-s,

¢, =pC,+q+B,
Cx :P+Bl'
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Les polynomes G, et H,, indépendants de p dans les deux
équations qui résulteraient de I'élimination de C,, C,, C, ...
se formeront de G et H en remplacant dans ceux-ci A,,,
Am-1..., par Bpa, Bm-s..., ainsi

G, — Bm-3 + Bm-5q + etc....

H‘ = Bm_g -+- Bm-4 + Bm_eq ’+ etc ...

q
De I'équation F (x) = (2 — «ax— B) F,a», on tire en fui-
F
sant successivement xr =1 et x =—1, F,(1) = 1—(“—_{3’
A
F(—1) .
F(—1)= + —F Ainsi on aura immédiatement les

valeurs de F(1) et F,(—1)- & chaque opération qui fera
connaitre un divisear du second degré, le nombre des équa-
tions de condition diminuera de deux unités, les polyndmes
G,, H,, G,, H, se réduiront | et les calculs iront en se simpli-
fiant de plus en plus.

Pour eviter d’cssayer les valeurs p =1, p—=—1, avec
chacune des valeurs de ¢, on remarquera que si dans les

F(1) F(—1)

= N ,

1—p—gq t+p—9g
Fa)_y F=1)
—9q 2—gq
p =1, essayer seulcment les valcurs de q qui satisfont a ces
conditions, et de méme avec p = — 1, les valeurs de ¢ qui
remplissent les conditions ‘_(_)/ =N, F(:-qi) =N

Pour simplifier les calculs, il sera bon dans la pratique
de commencer par déterminer les systémes dauns lesquels p
et ¢ sont différents de =1, ensuite de chercher ceux dans
lesquels g = ==1, et cnfin on procédera a la recherche de
ceux dans lesquels p — == 1.

cquations =N, onfaitp =1,

on obtient = N/, on devra donc avec

ANN. DE MATREM. IV 24
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Application de la méthode précédente.
Soit I'équation
Fr = 2% — 2027 4 10026 - 282" — §66.x* — 14402 +
+ 1752+ 222x — 40 = 0,
0 =gB,— 40,
0 =pB, +¢B, 4222,
B. =pB5 +qB‘ + 175,
B, = pB, + gB, ~ 1440,
A B, = ¢B, } ¢B, — 466,
B, = pB,+ ¢B, 4 28,
B, = pB, + 44100,
B, =p—20;

G =222 — 1440q + 289" — 2043,

H=— 4—; +175 — 4669 + 1004”4 ¢3,
F(1) = — 1440,

F (—1) = 980,
q doit étre un divisear de 40.

1 =2,
les valeurs particuliéres de G et H sont :

G=—2706, H=—369,

dont les diviseurs communs sont == 3, == 41.

Les solutions (g =2, p =3), (¢ =2, p= —3), salisfont
Fu F(—1
convient de les substituer dans les équations (A).

Essayons d’abord (¢ =2, p = 3). On aura :

seules aux conditions = N, il

B, =20,
= — 141,
B, = 134,

B, ([ractionnaire.
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Donc ce sysiéme doit étre rejeté. Il en est de méme du
systéme (=2, p= — 3), qui donne également pour B, une
valeur fractionnaire.

2° qg=—2,
les valeurs de G et H sont :
G=3374, H=1519,
diviseurs communs == 7.

Le systéme (g= — 2, p=17) satisfait seul aux deux con-
F(1) F(—1)
—— N y T
t—p—q 1+p—g

valeurs dans les equations (A), on trouve
B;= —20, B,=41, B,=241, B,—=103, B,=17, B—=—13,
donc Fxr admet le diviseur x’ — 7x +2.

ditions = N'. Substituant ces

Cherchous les autres diviseurs, on aura les équations de
condition

0 :qC‘-—QO,
0 =pC,+7C,+ 41,
B G,= pC, 4 qC, 4 241,

C,= pC,+¢C, + 103,
C,=pC+H+q+17.

C,=p—13,
G, = 41 41039 — 13¢°,
20 - .
H, ==—;+241+19+9,
Fq) 1440
Frd)=———"—— =— ——=2360
+() 1—742 — 4 ’
_ F(—1) 980
i e h T
et g doit étre un diviseur de By = — 20.
— 2 étant un diviseur de 20, on posera encorc ¢ = —2,

a celte valeur ne peut répondre d’aprés ce qui précédc que
p =17, mais on s’assurera facilement que ce systéme doit
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étre rejeté, car F,(— 1) n’est pas divisible par { —p —gq.
i 3 g=+4,
G, — 245, H, =280,
dont les diviseurs communs sont =5, *=17.

Le systéme (g =4, p=1>5) est le seul qui remplisse les
F'“)__=N F(—1)
t—p—q 1+p—q
dans les équations (B), il donne pour C, une valeur frac-

conditions = N'; mais substitué

tionnaire.
4° g=—4,
G,=—579, H,=23%,
diviseurs communs == 3.

Le seul systéme qui doive étre essayé est (g=—4, p=—3);
substitué dans les équations de condilion, on trouve les
valeurs entiéres C,;—= —5, C,=14, C=51, C,= — 16,
donc F,x admet le diviseur x* -} 3x 4 4.

Cherchons les diviscurs du second degré du quotient. On
aura de méme :

"0 =¢gD,—5,
C 0 =pD,+ ¢D, 4 14,
D,=pD,+q + 51,
D,=p—16,
G, =14 —16¢q, H,—_—_:+51_§_7,
F.() ) F.(—1)
F = — F(-1)= 2~ —
- (1) TFs4t 45, (=1 T—3T% b9,
dailleurs ¢ doit diviser 5.
5° 79=+35,

G:=~66’ H==+553
diviseurs communs == 11.

Le systéme (g =4 5, p=-11) saiisfail seul aux deux
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conditions —1%1-(:_—)_71 =N, 2%_(7—_% = N', el en substi-
tuant les valeurs de ce systéme dans les équations de condi-
tion (C), on obtient D, =1, D,—=— 5; donc F, (x) admet
le diviseur x* — 11x — 5, et le quotient est x*— D, x}D,,
ou z’— 5x -4 1: donc le premicr membre de I'équation
proposée est égal au produit

(" —Txr 4 2) (2’4 3+ 4) (x' — 11> — 5) (2 — 5x + 1).

Second exemple.
Soit I'équation

Fa = x° — 17x84- 9327 — 12526 — 340x° }- 4832 4
4 133623 — 1567 4 500z — 4% = 0,

équations de condition :

0 =gB — 44,
0 = pB, + ¢B, 4 500.
B, = pB, + gB,— 1567,
B, = pB, + 9B, 1356,
A B, = pB, 4 ¢B, |- 483,
B, = pB, 4 ¢B, — 340,
, = pB, 4+ ¢B, — 125,
B, = pB, + g+ 93,

\ B, =p—17,
G = 500 - 1356¢ — 340" + 93q° + ¢*,
H= - % — 15671 4839 — 125¢" — 174°,
F(1) = 340,
F{—1)=—2880,

¢ doit étre un diviseur de 44.

G=2612, H=1259,
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pas de diviseurs commans.

g=—2,
G=—4300, H=—2875,
diviseurs communs =5, == 25.

Le seul systéme qui satisfasse aux conditions f U_i =N,
F(=1 =N, est (== —2, p=-+15):en le substituant
e I A

dans les équations de condition (A) , on trouve les valeurs
entiéres B,—=—22, B,=195, B,= —285, B,= —132,

B,=54, B,=31, B,=—12. Ainsi Fx est divisible par
x'—5x 4 2.
Nouvelles équations de condition :
0 =qC,—22,

0 = pC; 4 4C, + 195,
C, = pC, + qC,— 285,
B C, = pC,+ ¢C,— 132,
C, =pC, + ¢C.+ 54,
C,=pC +g9+31,

C,=p-—12,
G, = 195 — 1329 + 3i¢’+ 43,
H=— 2;2 — 285 4 54g —129°,
F(1) = —170, F,(—1)= — 360,
¢ doit diviser 22.
11 convient d’essayer encore g — — 2, pour cette valeur
G,=575, H,=—130,
divisears communs == 5.
Le systéme (g = — 2, p = - 5) est le seul qui doive étre
essayé, car lautre systéme (¢ = — 2, p= — 5), a déja été

rejeté : substitué dans les équations B, il donoe lcs valeurs
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enti¢res C;=—11, (=170, C,=38, C,.=—6, C, = —17,
donc x* — 5x + 2, est encore diviseur.

Nouvelles équations de conditions :

0 =¢gD,— 11,
0 = pD,+ gD, 410,
C D,=pD, + ¢D, 4-38,
D,=pD. +q—6,
D=p-—1,
6, = 70— 67 + g,
1
H,= —_— 1—-*-—38-——7q,
q
F,1) =—85, F,(—1)= —45,
et g doit étre un diviseur de 11.
Soit donc g=+ 11,
G, =125, H,=—14%0,

diviseurs communs == 5.

Les deux systémes (g = 11, p=5) (g=-+11, p=—15),
doivent étre rejetés.

q= —11.
G, = 257, H, =116,

pas de diviseurs communs.

Il faut maintenant essayer les systémes de valeurs dans
lesquels ¢ = 1.

Pour ¢ =1, G,=65, H,=20, diviseurs communs -==5;
les valeurs (=1, p=35), (g =1, p= —05), satisfont aux

F.(1) F(—1)

=N,

1—p—gq t+p—q
tuées dans les équations (C),elles ne les vérifient pas.

conditions

= N', mais substi-

Pour g=—1, G,=77, H,=56, diviseurs communs ==7.
Le systéme (g = —1., p = —17), doit étre rejeté, le second
(g= —1, p=T) doit éire essayé; substiluant ces valeurs de p
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et g dans les équations (C), elles sont satisfaites et donnent :
Dy=—11, D,=-—7, D =0.

Donc le quotient de F,(x) par x’—7x-+1 est x*—Txr—11;

ainsi le premier membre de I'équation proposée.
Fr = (x"—5x +2)" (" — Tx 4+ 1) (x} — Tx — 11).

Je me propose dans un numéro prochain d’étendre la
méthode précédente a la recherche des diviseurs rationnels
da troisiéme degré.



