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THEOREMES ET PROBLEMES
Sur Pes centres des coniques.

(V. p.266.)

XI. Théoréme. Le lieu du centre d’'une conique qui passe
par quatre points donnés est une conique.

Démonstration. Conservons les mémes données et la méme
notation du probléme I (p. 260) et soient z', y', les coor-
données du quatriéme point D; remplacant x et » dans
I'équation (1) par x' et »’, et considérant ¢, u comme les
coordonnées courantes du cenlrc, on a I'équation du lieu
cherché ; ordonnant par rapport a tet a «, il vient :

2z’ (x'— p)u* — hx'y'ut 4 2" (y'—q) '+ } @)
+ux @py'—qx'+p9+vr'(2qx'—py'+pg)—pgxy'=0.

11 est facile de vérifier que la courbe passe par les neuf
points suivants : savoir, les six milieux des quatre cotés du
quadrilatére ABGD et des deux diagonales AD, BG et par les
trois points d’intersection des cotés opposés AB, CD ; AG, CD
ctdes deux diagonales AD, BCet c’est ce qu’on peut prévoir a
priori; puisque les cotés opposés et les deux diagonales sont
trois coniques passant par les quatre points donnés, etles in-
tersections respectives sontles centres de ces coniques. I1s’en-
suit aussi que le centre de la conique est le point de moyenne
distance des quatre sommets A, B, C, D du quadrilatére.

Calculons les éléments de la courbe. On a sans aucuse dif-
ficulté : m=16x"y' (py' + g2’ — pq); ce qui détermine V'es-
péce de la courbe; si lc point D est dans Vintérieur du
triangle ABC ou dans les angles opposés a A, B, G, m esl
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wégatif et le lien est une ellipse ; ce qui est d'ailleurs évident;
<car, daus ce cas, on ne peut faire passer une parabole par
les quatre points ; par conséquent, aucun centre ne peut étre
a l'infini ; dans toute autre position da point D, le lieu est
une hyperbole et ne peut jafnais étre une parabole ; en effet
pour que 'on ait m= 0, il faut que D se trouve sur 'un des
trois cotés da triangle ABG; alors les coniques qui passent
par les quatre points se réduisent a des systémes de droites

k=3x'y' (¥ 4 p)(pr' +gx'—pq),
F=hxy'(y+9 (pr'+ 9 —pg),
n=2xy'[(2py' — 92’ pq) 2q9='— py + pg) 8pgx'q'],
N=2[x"}y"—px'—qy' +2xy'cosy], (tome I, p. 489),
Calcul de L; ona-
A&+ Bhk'- CK'+- mDE + mEk—+ m’F = mlL, (t. 1, p. 490).

Remplacant ces letires par leurs valeurs, il vient, toutes
réductions faites :

=22y (py'+q'—pq) [y ' — [ (' +9r—2(="+p") ]+
+ & —=p [+ p)—20" 4+ ]

Observation. Il suffit que I'un des quatre facteurs de L de-
vienne nul, pour que L soit zéro ; alors le centre devient une
droite ou bien e lieu est impossible.

Remargque 1. Soient O et O' les centres des deux coniques
circonscrites au quadrilatére ABCD ; si 'on cherche le lieu
géométriqae du point M de renconire de deux diaméires
OM, O'M, tels quo leurs conjugués respectifs soient paral-
léles , on trouve facilement que ce lieu est une conigue. Les
milieux des quatre cOlés ¢t des deux diagonales du qumadrila-
tére sont évidemment sur cette conique; elle se copfond
donc avec la conique, liea des centres; mais elle subsistc
méme lorsque deux points d’intersection des deux coniques
données , ou méme les quatre , deviennent imaginaires.

ANRN. bE MATBEN, 1V. 21
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Remarque I1. La direction des axes principaux cst donnée
par Péquation :
2y [ —p— g cosy) + 2y [¥ (F—p)—r' (¥ — @]+

+ y'x’[x'cosy— y' 4491 =0, (t. 1, p. 496).

4xy’ = Vim )
4xl (.Z" _p) H
c’est aussi le coefficient angulaire des deux diamétres des deux

Le coefficient angulaire des asymptotes —

paraboles qui passent par les quatre points donués

XII. Théoréme. A un quadrilatére donné , on ne peut cir-
conscrire plus de huit coniques semblables 2 une conique
donnée, et réciproguement dans une conique donnée, on ne
peut inscrire plus de huit quadrilatéres semblables & un
quadrilatére donné.

Démonstration. Conservons la méme notation que dans le
théoréme précédent : I'équation (3) donne une relation du
second degré entre les coordonnées ¢, u du centre; la condi-
tion de similitude donne une seconde relation, entre ces
coordonnées , et du quatriéme degré, savoir : '

[¢(2e— p)+ u(2u— q) + (2t—p) (2u — g) cos y]" =

= c[2u—q) (2t —p) (2pu—+ 2q9t—pq)1, (t. I, p. 495),
ou c représente une constante : et comme les deux équa-
tions sont complétes, I'élimination donne une équation du
huitiéme degré.

XIII. Théoréme. Le lieu du centre d'une conique passant
par trois points donnés et touchant une droite donnée, est du
quatriéme degré. '

Démonsiration. Prenons la méme notation qu'au pro-
bléme 1 (p. 260) et soit dy + ex - f = 0, Péquation de la
droite donnéc ; I'équation de la conique passant par les trois
points est

¥+ Bry+4Cx' —qy — Cpxr =0, (p. 261),
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La droite devant étre tangente, I'on a :
I d'— 2den + le* + mf*+ofdk+2fek =0, (t. II, p, 108),
or
m=B —4C, k =Bg—2Cp, ¥ =C(Bp—2q),
=g, I =Cp, n=0Cpg, L=C(Cp'—Bpg+¢°),
q —2u _u 2u—gq

B= t C_;'m——-p

, (p.261).

Remplacant les lettres , I', m , B, C par leurs valeurs, on
obtient une équation du quatriéme degré en ¢ et u.

XIV. Théoréme. Le licu du centre d’une conique passant
par deux points donnés et touchant une droite donnée en un
point donné, est une conique.

Démonstration. Conservons méme notation que dans le
théoréme précédent et supposons que la droite donnée passe
par l'origine qui est alors un point double ou de contact;
il suffit de fairc f=0, et l'on a /'d’—2den - lee=0,
ou Cpd’— 2Cpgde-|- g°¢’= 0, d’0u Cpd —ge =0 ; ou bien
pdu(2u —q) — get (2t — p)=0; équation d’'une conique,
passant par Porigine, ce qui doil étre, puisque les axes for-
ment un systéme conique, qui satisfait a la question ; donc
T'origine est un centre.

XV. Lelieu du centre d’une conique touchant trois droites
données, et passant par un point doriné, est une parabole.

Démonstration. Mémes données ¢t méme notation qu’au
probléme VII (p. 264), et de plus x',y' coordonnées du point ;
il suffit de considérer dans I’équation que donne la solution de
ce probléme, ¢ et « comme les coordonnées courantes du
centre, ¢t de remplacer x et y par x’ et y'; le lieu cherché a
pour équation (fy'— ux')4-2un'x'+42en'y'+-n"—2n'xy'=0;
¢quation d’une parabole.

XVI. Le licu du centre d’une conique touchant quatre
droites données , est une droite.
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Démonstration. C'est le théoréme de Newton; on en a déja
donné une démonstration (voir t. II, p. 108), qui est suscep-
tible de simplification : prenons deux de ces droites pouraxes

et soient dy +-ex+f=0;dy +ex | =0, les équations
des deux autres droites.
On a donc les deux relations

—2den’ 7+ ofdut- 9o/t =10, | o0
— 2d'e'n'4-f"+2f ' d'ut-2¢f"t = 0, - 41, p. )s

car

t et u coordonnées du centre.
Eliminant ', il vient :
2dd'(fe'— f'e'u+-2ee' (fd'—f'd)t=def"— d'ef”,
équation d’une droite passant par les trois milieux des trois
diagonales du quadrilatére complet; car, ces trois droites

représentant trois ellipses satisfont au probléme, et leurs
milienx sont des centres.

XVII. Probléme. Une conique touchant cinq droites, trou-
ver les coordonnées du centre et une équation de cette
conique.

Solution. Conservons mémes données que dans le théoréme

précédent , et soit d'y +e'xr+ f"=0 I'équation de la cin-
quicme tangente , on a alors

2dd"(fe" —f"e) u+ 2e¢" (fd' — f"d) t = def" —d"Ef*;

on a donc deux éqﬁations du premier degré en zet u; on
connatt donc les coordonnées du centre, et le probléme VII
(p. 264) donne 'équation de la conique.

Observation. 11 est évident qu’on peut trouver le centre par
une oonstruction géométrique.

XVIII. Probléme. Une conique passant par cing points
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donnés, déterminer les coordonnées du centre et une égqua-
tion de la courbe.

Solution. Conservons la nofation du théoréme XI et
soient &', "' les coordonnées du cinquiéme point; outre I’équa-
tion (3) entre les coordonnées du centre, on aura une seconde
équation, entre les mémes inconnues, en changeant 2’ et y’
en x" et y"; I'élimination de u, donne une équation en ¢ du
quatriéme degré, d’ou il suffit de connailre les deux pre-
miers termes Mz‘4-Ne*4-etc , et ces coefficients sont
connus (voir t. II, p. 35); la somme des quatre racines

N . L
est — M’ O les deux lignes représentées par ces deux équa-
tions ont trois poinis en commun, savoir : les milieux de
AB, AC, BC;Yéquation en ¢ a donc trois racines égales,

Yune a zéro et les deux autres a g; la somme des trois racines
est ¢gale a p; donc la quatriéme racine ou labscisse du

N s
centre st — §oPion trouvera par des considérations sem-

blables, I’ordonnée du centre; connaissant les coordonnées du
centre, le probléme I fait connaitre I'équation de la courbe;
pour gu’elle soit une parabole, il faut et il suffit qu'on ait
M= 0; on sait que M est le méme pour I’équation du qua-
triéme degré soit en u soit en ¢.

Autrement : prenons I'équation de la conique passant par
trois points (probléme J, p. 261) ; remplacant x et y successi-
vement par x', y' et x”, »"; on obtient deux équations du
premicr degré entre B et C; elles donnent :

BP :‘}’”I,(-l"—p) (J"’ _— q)__‘y'xn(x/r__p) (yv __q)7
CP =yy"[g(x' — x") + 2"y’ — 2y"],
P =22 [p("— )+ 5% — 2y
quantités faciles a construire.

L’équation de la tangente a Porigine cst 7y + Cpxr=0;
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d’ailleurs par I’hexagramme de Pascal, on pent mener par les
cing points, les cinq tangentes a la conique non déerite ; ct
I'on est ainsi ramené au probléme précédent. Tm.




