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THÉORÈMES ET PROBLÈMES

Sur tes centres des coniques.

( V. p. 266. )

XI. Théorème. Le lieu du centre d'une conique qui passe

par quatre points donnés est une conique.

Démonstration. Conservons les mêmes données et la même

notation du problème I (p. 260) et soient x',y\ les coor-

données du quatrième point D ; remplaçant x et y dans

l'équation (1) par x et y , et considérant *, u comme les

coordonnées courantes du centre, on a l'équation du lieu

cherché ; ordonnant par rapport à t et à w, il vient :

2x' (x'—p) u* — kxy'ut -f 2y' (y — q) Û-\-

II est facile de vérifier que la courbe passe par les neuf

points suivants : savoir, les six milieux des quatre côtés du

quadrilatère ABCD et des deux diagonales AD, BC et par les

trois points d'intersection des côtés opposés AB, CD ; AC, CD

et des deux diagonales AD, BC et c'est ce qu'on peut prévoir à

priori ; puisque les côtés opposés et les deux diagonales sont

trois coniques passant par les quatre points donnés, elles in-

tersections respectives sont les centres de ces coniques. Il s'en-

suit aussi que le cenire de la conique est le point de moyenne

distance des quatre sommets A, B, C, D du quadrilatère.

Calculons les éléments de la courbe. On a sans aucune dif-

ficulté : m = 1 Gx'y' {py' + qx'—pq) ; ce qui détermine l'es-

pèce de la courbe ; si le point D est dans l'intérieur du

triangle ABC ou dans les angles opposés à A, B, C , m est
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négatif et le lieu est une ellipse ; ce qui est d'ailleurs évident;
€ar, dans ce cas, on ne peut faire passer une parabole par
les quatre points ; par conséquent, aucun centre ne peut être
à l'infini ; dans toute autre position du point D, le lieu est
une hyperbole et ne peut jamais être une parabole ; en effet
pour que Ton ait m= 0, il faut que D se trouve sur l'un des
trois côtés du triangle ABC ,* alors les coniques qui passent
par les quatre points se réduisent à des systèmes de droites

h' = kxy (y'+q) (Py + qx'—pq),
- qx'+pq) (2qx'—pjr+p

*—px'— ? /+f i -zycosy] , (tome I , p. 489).

Calcul de L ; on a

AiP-+-JM*'-f W+f/iDi'-f mEk-\-miF= mh, (t. I,p. 490).
Remplaçant ces lettres par leurs valeurs, il vient, toutes

réductions faites :

Observation. Il suffit que l'un des quatre facteurs de L de-
vienne nul, pour que L soit zéro ; alors le centre devient une
droite ou bien le lieu est impossible.

Remarque I. Soient O et O' les centres des deux coniques
circonscrites au quadrilatère ABCD ; si Ton cherche le lieu
géotnétriqcK! du point M de rencontre de deux diatftètres
Oltë, OM, ic£s que leurs conjugués respectifs soient paral-
lèles , on trouve facilement que ce lieu est une conique. Les
milieux des quatre côtés et des deux diagonales du qiwdrila-
ière sont évidemment sur cette conique ; elle se confond
donc avec la conique, lieu des centres; mais elle subsiste
même lorsque deux points d'intersection des deux coniques
données, ou même les quatre, deviennent imaginaires.

ANN.ÜE MlTBEM. IV. 2 1
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Remarque IL La direction des axes principaux est donnée
par l'équation :

, x'f [x1 —p - q' COS7] + xy [xr [pd—p) —J ( / ~q)] +
+ j V [ ^ C 0 S 7 - y + q] = 0 , (t. I, p. 496).

4-r'v' ;-+- \/m
Le coefficient angulaire des asymptotes = , ;

4a: {x —p)
c'est aussi le coefficient angulaire des deux diamètres des deux
paraboles qui passent par les quatre points donnés

XII. Théorème. A un quadrilatère donné, on ne peut cir-
conscrire plus de huit coniques semblables à une conique
donnée, et réciproquement dans une conique donnée, on ne
peut inscrire plus de huit quadrilatères semblables à un
quadrilatère donné.

Démonstration. Conservons la même notation que dans le
théorème précédent : l'équation (3) donne une relation du
second degré entre les coordonnées f, u du centre; la condi-
tion de similitude donne une seconde relation, entre ces
coordonnées, et du quatrième degré, savoir .

[t (2£ — p) + u (2a— q) -f $t—p) (2a — q) COS y]2 =
^=c[2a — q){2i— p)(2/7W+2^—pq)], (t. I, p. 495),

où c représente une constante : et comme les deux équa-
tions sont complètes, l'élimination donne une équation du
huitième degré.

XIII. Théorème. Le lieu du centre d'une conique passant
par trois points donnés et touchant une droite donnée, est du
quatrième degré.

Démonsiration. Prenons la même notation qu'au pro-
blème i (p. 260) et soit dy-\-ex-\-f =a 0, l'équation de la
droite donnée ; l'équation de la conique passant par les trois
points est

y + Bxf+Cx' — qy - Gpx = 0, (p. 261),
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La droite devant être tangente, Ton a .

/Vf— 2den+ le' + mfM+2/M+2fek = 0 , (t. II, p, 108),

or
m=W — 4C, * = % —

(p. 261).

Remplaçant les lettres /, /', m , B, C par leurs valeurs, on

obtient une équation du quatrième degré en t et u.

XIV. Théorème. Le lieu du centre d'une conique passant

par deux points donnés et touchant une droite donnée en un

point donné, est une conique.

Démonstration. Conservons même notation que dans le

théorème précédent et supposons que la droite donnée passe

par l'origine qui est alors un point double ou de contact ;

il suffit de faire ƒ = 0 , et l'on a l'd?— Zden + /ea = 0 ,

OU C'pd2 — 2Cpqde-}- q*e2 =: 0, d'oilCpd—qe = 0 j OU bien

pdufoii —q) — qet (%t —/?) = 0 ; équation d'une conique,

passant par l'origine, ce qui doit être, puisque les axes for-

ment un système conique, qui satisfait à la question ; donc

l'origine est un centre.

XV. Le lieu du centre d'une conique touchant trois droites

données, et passant par un point donné, est une parabole.

Démonstration Mêmes données et même notation qu'au

problème Yl l (p. 26*), et de plus x\y coordonnées du point ;

il suffît de considérer dans l'équation que donne la solution de

ce problème, t et u comme les coordonnées courantes du

centre, et de remplacer x et y par x' ely' -, le lieu cherché a

pour équation «/— ux'y-\-2un'xt-$-2tny-{-n'2—2rixyf=0i
équation d'une parabole.

XVI. Le lieu du centre d'une conique louchant quatre

droites données, est une droite.
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Démonstration. C'est le théorème de Newton; on en a déjà
donné une démonstration (voir t. H, p. 108), qui est suscep-
tible de simplification i prenons deux de ces droites pouraxe*
et soient dy -f ex + ƒ = Q-,djr + éx + ƒ ' » 0, les équations
des deux autres droites.

On a donc les deux relation»

+ / ' t = 0,
car

7 m ni

t ei u coordonnées du centre.

Éliminant w', il vient :

équation d'une droite passant par les trois milieux des trots
diagonales du quadrilatère complet ; car, ces trois droites
représentant trois ellipses satisfont au problème, et leurs
milieux sont des centres.

XVII. Problème. Une conique touchant cinq droites, trou-
ver les coordonnées du centre et une équation de cette
conique.

Solution. Conservons mêmes données que dans le théorème
précédent, et soit d"y-f-e"J:-fƒ'7= 0 l'équation de la cin-
quième tangente, on a alors

%dd"ife" -f'e) u + 2ee"(fd" -fd) t = de/'" — d"é'f* ;

on a donc deux équations du premier degré en t et u\ on
connaît donc les coordonnées du centre, et le problème VU
(p. 264) donne l'équation de la conique.

Observation. 11 est évident qu'on peut trouver le centre par
une construction géométrique.

XVIII. Problème. Une conique passant par cinq points-



donnés, déterminer les coordonnées du centre et une équa-

tion de la courbe.

Solution. Conservons la notation du théorème XI et

soient x'\yu les coordonnées du cinquième point; outre l'équa-

tion (3) entre les coordonnées du centre, on aura une seconde

équation, entre les mêmes inconnues, en changeant od et y

en xr ety v; l'élimination de u, donne une équation en t du

quatrième degré, d'où il suffit de connaître les deux pre-

miers termes M*4 + N*s-f-etc * e* ces coefficients sont

connus {voir l- II, p. 35); la somme des quatre racines

N

est — ~ ; or les deux lignes représentées par ces deux équa-

tions ont trois points en commun, savoir : tes milieux d«

AB, AC , BC ; l'équation en t a donc trois racines égales,
l'une à zéro et les deux autres à >-; la somme des trois racines

est égale à p ; donc la quatrième racine ou l'abscisse du
N

centre est — — —p ; on trouvera par des considérations sem-

blables, l'ordonnée du centre; connaissant les coordonnées du

centre, le problème I fait connaître l'équation de la courbe;

pour qu'elle soit une parabole, il faut et il suffît qu'on ait

M = 0 ; on sait que M est le même pour l'équation du qua-

trième degré soit en u soit en t.

Autrement : prenons l'équation de la conique passant par

trois points (problème 1, p. 261) ; remplaçant xety successi-

vement par x', y et x", y" ; on obtient deux équations du

premier degré entre B et C ; elles donnent :

p = .

quantités faciles à construire.

L'équation de la tangente à l'origine est qy 4- Cpx = i
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d'ailleurs par l'bexagramme de Pascal, on peut mener par les
cinq points, les cinq tangentes à la conique non décrite ; et
l'on est ainsi ramené au problème précédent. Tm.


