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NOTE

Sur quelques questions d’ arithmétique élémentaire.

PAR M. ABEL TRANSON,
répétiteur d’analyse & PEcole polytechnique.

1.

Divisivlité par 11. Le procédé smivant, pour trouver le
reste de la division d’'annombre par 11, me parait d'une ap-
plication plus facile que celui qu'on emploie ordinairement.
— «Partagez le nombre proposé en tranches de deux chiffres
en commencant par la droite. Au-dessous de chaque tranche
écrivez son excés sur le plus grand multiple de 11 qui s’y
trouve contenu. Faites la somme de cet excés en supprimant
le nombre 11 & mesure qu’il se forme. La somme finale estle
reste demandé. » — Voici un exemple du calcul.

3, 78, 96, 54, 39.
3, 1, 8, 10, 6.
On voit que la somme des restes divisée par 11 donnera 6

pour reste; et 6 est aussi le reste de la division du nombre
proposé (v. p. 73).

(*) La limite de M. Tillot est un cas particulier de la limite de Bret, qui est
Plus approchée (v. t. I, p. 526). Tm.
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II.

Fractions décimales périodiques ; retour d leurs fractions
geénératrices, ou bien, détermination de leurs limites.

Pour le cas d’'une période simple, M. Catalan a levé (Nou~
velles Annales, t. 1, p. 465) la difficulté qu’on peut trés-rai-
sonnablement opposer a la méthode donnée dans la plupart
des traités d’arithmétique. Il a fait voir que la fraction ordi-
naire donnée par laréglereproduirait par son développement
la fraction périodique.—On peut étendre le méme raisonne-
ment a une fraction périodique mixte.

Pour prouver par exemple que

0,38457457.....
a pour geénératrice la fraction ordinaire

38457 —38
99900

Jobserve que cette derniére donnera lieu par son dévelop-
pement a la répétition de 38457 fois, moins 38 foisla période
mixte

0,00001001001....

Prenons d’abord 38457 fois chacune des unités décimales
de ce développement ; il en résultera les nombres décimaux

suivants
0,38457
0,00038457
" 0,00000038457

dont la suite est indéfinie. Il faudrait les ajouter et ensuite
retrancher dela somme 38 fois chacune de ces mémes unités :
c'est ce quon peut opérer avant Vaddition, en supprimant
dans le tableau précédent les deux premiers chiffres signifi-



— 999 —

catifs de chaque nombre si ce n’est dans le premier ou on doit
les laisser subsister. Dés lors il est manifeste qu’on trouvera
pour somme la fraction périodique mixte proposée.

Aprés avoir prouvé que la fraction ordinaire donnée par
la régleest la fraction génératrice de la fraction périodique
correspondapte, on pcut prouver aussi qu’elle en est la limite ;
et ¢’est uniquement sous ce double point de vue de fraction
génératrice ct de limite qu’il semble qu’on devrait considérer
I'expression dont il s’agit.

27 -
Pour prouver par exemple que 99 est bien la limite de la
fraction périodique
0,272727.....
jobserve premiérement que les expressions

27 2727 272727 ete
99’ 9999’ 999999

. L . 27
sout équivalentes. D'aprés cela l'excés de 99 Sur les valeurs

qu’on obticnt en prenant successivement une, deux, trois...
périodes recoit les déterminations suivantes :

27 21 21 1

99 9941 99 100

2727 27127 27 1

9999 ~ 999941 99 10000
272727 272727 27 1
999999~ :99999+1 99 1000000

C’est comme on voit I'extension du procédé qu'on emploie
ordinairement pour prouver quc 1 est la limite de la fraction,

0,9999...

€t ce méme moyen s'applique identiquement aux périodes
ixtes.
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Extraction de la racine carrée par approzimation. Sion
compare lecalcul par Papproximation en décimalesavec celui
qu’on doit faire pour calculer I'approximation a2 moins d’une

. 1 ‘s
fraction quelconque -j onverra que celui-la a sur 'autre un

grand avantage, quoique d’ailleurs la régle soit Ja méme.

11 faut multiplier le nombre proposé par le carré de «, ce
quipeut rendre fort laborieusel’extraction de laracine carrée
qu’ondevra faire ensuite. Cependant le résultat de 'approxi-
mation sera peut-étre d’ajouter ala partie entiére de la ra-
cine une fraction dont le numeérateur sera trés-petit. Bien plus!
comme on ne sait pas d’avancesile ncmbre proposéest ou n’est
pas uncarré parfait, de deux choses I’une : ou bien on ne fera
Pextraction qu’aprés avoir multiplié le nombre proposé par
le carré de «; et alors, si ce nombre estun carré parfait, on
se sera imposé bien gratuitement un surcroit de peine ; ou
bien on essayera d’abord Yextraction ; mais si elle ne se fait
pas exactement il faudra donc tenir le calcul déja fait pour
non avenu, et recommencer fout.

La régle suivante a pour objet de parer autant que possi-
ble a cetinconvénient.

« Pour extraire la racine carrée du nombre N a moins
) . ) s . 1. ;
d’une fraction d’approximation marquée par —, tircz d’a-
-3
bord la racine i moins d’une unité ; soit @ le résultat. Mul-

tiplicz le reste de 'opération par « ; divisez le produit ainst
obtenu par le double de la partie déja déterminée; la partic

" e o (N—a’)~
entiére du quotient, ¢’'est-a-dire la partic entiére de —

ctant multipliée par la fraction d’approximation, sera c¢
quil faut ajouler au nombre cnticr a pour avoir la racine
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cherchée avec le degré d’approximation voulu (en plus ou
en moins)..... »

Cette régle supposc quon ait 5‘:; <1; condition quon

pourra presque toujours examiner avaot tout calcul, d’aprés
Je nombre des chiffres de a et au besoin aussi d’aprés le pre-
mier de ces chiffres qui se détermine & simple vue et sans
tatonnement.

Lo n . .
En un mot, si a4~ est la racine demandée avec le degré
«

d’approximation voulue, et si e est la partie entiére de

(N—a’)z e
t-————)-; alors @ 4 — seral’un des deux nombres :
%

it et 2L

@x

2a

. . . 3

Mais si on avait % >1, par exemple supposons
a

4 N . I3
v =n'-, »' étant la partie entiére; alors le nombre e
2a
peut encore étre utile a connaitre, parce qu’il est toujours au
moins égal & n, et tout au plus égal an+n' 1.

Dans ce cas donc, la division recommandée par larégle ci-
dessus donnera au quotient un chiffre douteux ct qu’il faudra
confirmer par plusieurs cssais. Mais le nombre de ces essais
devant étre tout au plus égal & n' 41, ce sera au calculateur
4 prévoir si ce tAtonnement ne sera pas encore plus avanla-

geux que la nécessité de remplacer 'extraction y/ N, par
celle de /N2,

D’ailleurs pour déterminer lequel des nombres rétrosuc-
cessifse, e—1, e — 2, etc., est précisément égal au nombre
n, voici le calcul trés-simple qu'on devra faire.

Soit r le reste dela division de N —a’, formez lc tableau
suivant a deux colonues :



[:4
a’ r
(e—i) y 2d+l‘. +
=2 batr
a
(e—e) , 2e'a--r. -

..............

En vous arrétant aussitot que le nombre de la premiére co-

(e-—e' 2

lonne, -

, sera inférieur au nombre 2¢'a 4- r de la se-

conde. Alors e—e' sera précisément le nombre n; c’est-a-
dire que. la racine approchée quon demande sera

at e—eé
En el’fet de l'inégalité
("" €= —9eadr,
on tire la suivante
9a (e—e') 4 Y < 9ae +r

ou bien cncore 4 cause de

(N——a’)a:?ae—{—r
@+ 2a =5 +(""e”

c’est-a-dire

<N

a—{—e

’
-—e e
<vN
a
Je termine sur ce point en observant que si « est un nombre

décomposable en facteurs, cette circonstance favorisera 'ap-
plication de la régle ci-dessus, parce qu’au lieu de construire
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immeédiatement la fraction complémenlaireg , on pourra cal-

culer successivement plusieurs fractions dont les premiéres
auront par dénominateurs les facteurs de « et dont Ja somme

n .
devra étre finalement - C’est ainsi que ’'approximation en

décimales revient en effet a calculer successivement les numeé-
rateurs de plusieurs fractions dont la somme forme une frac-
tion totale du dénominateur voulu.

Iv.

Extraction de la racine cubique. — A : d moins d'une
unilé. — B : d moins d'une fraction d’approximation donnée.

A. Chacun des chiffres de la racine étant déterminé par un
quotient qui peut étre trop fort donne lieu & un essai qui
semble de nature a rendre I'opération trés-laborieuse.

Mais d’abord , en ayant égard & ce qu’il n’y a pas lieu d’es-
sayer un chiffre plus grand que 9, on reconnait que le nombre
des essais inutiles que peut occasionner la détermination du
second chiffre ne saurait dépasser quatre; et que sur chacun
des autres chiffres a partir du troisiéme il ne saurait y avoir
quun seul essai infructueux ; ce quiéléve arn -2 le maxi-
mum des essais de ce genre dans la détermination d’une ra-
cine de ~ chiffres. — Cela résulte d’un théoréme donné par
M. Finck dansson arithmétique (liv.1II, prop. xxm) (1). Mais

(*) On peut démontrer cela comme il suit: soit a le nombre des dizaines de
la racine (.10 4 b) du nombre N. Si on fait be=c+y; ¢ étant la partie entiére
de b, le nombre ¢ sera le chiffre méme des unités de la racine. On a d’ailleurs

N —a3. 1000 . b2 + b3
—— =l Yt e
3a2.100 4 @.10  3a2.100
N — a3.1000

3a2.100
du nombre total des unités qui sont contenues dans

b2 b3
[y —
a.10  3a2.100

Et si ¢ est la partie entiére du quotient ; ce nombre e dépassera ¢

7+

Or ce nombre sera d’abord le plus grand possible, si a est lui-méme le plus
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bien plus, a partir du quatriéme chiffre de la racine, toutes
les fois qu'un chiffre déterminé se trouvera trop fort, loin
qu’on doive considérer cette circonstance comme donnant
lieu & des essais infructueux, on pourra au contraire en tirer
parli pour abréger notablement Ie calcul en se fondant sur les
principes suivants, dont le lecteur trouvera facilement la dé-
monstration.

1°84 en déterminant le chiffre du rang p.-+4, on trouve un
quotient égal d 10, non-seulement le chiffre qu'on cherche est
égal a 9 , mais tous les chiffres consécutifs a celui-la en nombre
w le sont également.

11° Sien déterminant le chiffre du rang p.—- 3 on trouve un
quotient inférieur @ 10, mais trop fort, les chiffres consécutifs a
celui-la ennombre p.seront tous des 9.

Pour avoir les régles qui correspondent aux précédentes
dans I'extraction de la racine carrée, il faudrait , dans les
énoucés précédents , diminuer d’une unité les nombres qui
marquent le rang du chiffre qu’on détermine actuellement.

Au reste, plutot que d’attendre de ces circonstances acci-
dentelles I'abréviation des procédés d’extraction , il faut, ce
semble, appliquer la vraie méthode qui ne consiste pas a dé-
terminer les chiffres un d un ; mais a en déterminer un nom-

pelit possible; c’est-a-dire égal a 1 . Aprés cela si on suppose b entre 5 et 6,
c'est-a-dire plus petit que 6, on trouve

D'ou on conclut que dans ce cas I'excés de e sur ¢ ne peut pas atleindre 6;
c’est-a-dire que e ne peul pas atteindre t1. En excluant donc I'essai de e=10,
on ne peut avoir a faire au plus gue guatre essais infructueux. Pour b entre
4 el 5,on trouverait le méme résultat; mais pour loute autre valeur de b, Je
nombre d'essais serait moindre.

1Yautre part dés qu'on a dépass¢ le second chiffre de laracine, a est au moins
ﬁ } b , me saurait atteindre 3 dans le
a.10  3a2.100
cas de b > 9, qui d'ailleurs ne donne lieu & aucun tilonnement; et ce‘ﬂe
meéme quanlité est toujours inférieure 4 2 dans toule autre supposition; d'eu
il résulte que le nomnbre ¢ est tout au plus égal ac4 (.

égal & 10, alors la quantité v +
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bre toujours croissant par chacune des divisions successives ;
se fondant, pour le calcul de la racine carrée, sur le principe
d’abréviation déja connu , et ensuite sur le principe un peu
différent , mais tout a fait analogue, qui se rapporte aux ra-
cines cubiques; principe qu’il faut, a ce que je crois, énoncer
comme il suit : lorsqu’on a déterminén+2 chiffresd la racine
cubique onpeut déterminer les n chiffres suivantspar une seule
division,

Si on ne déterminait d’abord que » -1 chiffres pour cal-
culer les 2 suivants par une seule division, comme on I'a pro-
posé naguére , on risquerait de se tromper de deux unités en
plussur ledernier chiffre, au lieu qu’en suivant la régle de
n+ 2 chiffres, on ne pourra se tromper que d’une scule unité
en plus sur le dernier chiffre ; cc qui est la méme limite
d’erreur que quand on détermine les chiffres un a un.

B Pour calculer une racine cubique & moins d'une fraction
d’approximation donnée, on pourra le plus souvent eviter les
longueurs ou entrainerait application de la régle générale.
— 1l faudra extraire d'abord laracine & moins d'une unité ;
multiplier le reste de I'opération par la fraction d’approxima-
tion renversee ; et diviser ce produit par le triple carré dela
partie enliere de la racine.

. . 1 . )
En appelant a cette parlie entiére et —la fraction d’ap-
24

proximation, il faudra, dis-jc, diviser le produit (N —a3)«
par 3a. Soit e la partie entiére du quotient, alors la racine du

. e. . 1
nombre proposé sera @ -+~ a moins d’une errcur — en plus
x [
ou e moins , si toutefois ona
<3a+ i)

condition qui sera satisfaite si on a =< a.
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Généralement si on suppose

3a-4-1
a( —3%:——) <n
et si en méme temps » est le numérateur de la fraction qu’on
doit ajouter a a pour avoir la racine avec I'approximation
voulue (en moins); alors le nombre e sera au moins égal &
r' et pourra d’ailleurs étre un quelconque des nombres con-
sécutifsa celui-la jusqu'a n+n'41 ().




