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DEMONSTRATION

4 un théoréme connu sur les fractions continues périodiques.
PAR M. 0. RODRIGUES.
THEOREME.

M4+ VN

Toute expression de la forme P

se développe cn
fraction continue périodique.
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en désignant par Y, une fraction continue dont tous les
quotients incomplets seraient ceux de x, a partir de 7y, on
aura généralement les égalités suivantes :
(1) Y=+ 1
g4 rtelc.

Gg—1 Yq -+ dq_Q
Q) p——d—t 97 742
O = Y, T by
aq_, et aq_g
byt = Doz

rélant a xg_,, d—2, de sorte que

étant deux réduites consécutives de x , s’'ar-
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1, + etc. 1,+ete.
+ 1 + 1
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Comme les réduites de rang pair sont < x, la relation
suivante aura lieu entre les termes des deux réduites consé-
cutives :

ag—1bgo—agqg obg_y=(—1).
De Y'égalité (2) on déduit, en remplacant x par sa valeur,

_ bq—‘zVN + Mbq—z - Pda—fz i
Paq..l —_ I\/]bq_| — [}q—ll//N ’
d’ou, en faisant disparaitre le radical duo dénominateur,
Y _P\/N_ (aq_lbq_raq_zbq-l)+qu- 1bq.2‘(Paq_|—Mbq-1) (qu-Q"’l“ bq—Q)
L (Paqﬂ —M q._.l)"'— Nb’q -1
Posons :

Aq=(—1)"{Nbg-1bg—2— (Pag_s—Mby—1)(Pag—2—Mbe—2)}.

qu

By=(—1)"{ (Pag—1 —Mby—)'—Nb'—1} ;
on aura enfin :

_A+PVN

\'{I .Bq

Aq el By étant entiers.
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Mais on a toujours -

291> x, suivant que g est pair ou impair.
g1 <<

En désignant par Zg, Vg, V'q, trois fractions de Vunité, on
pourra donc écrire les égalités suivantes :

3 MA4VN_ ap Zg(—1)
P by U
M+VN_ api V(=17

P - bq_l bq—] bq—-] !

MAVN_aps | V1)
P by | bg_i by’

dans lesquelles V,+Vy=1,
&'ou Von tire les relations suivantes
—  PZ;(—1)¢
Paq__.l —_ Mbq_.t = bq-] \/N + —'q[}—(——)— 5
q—1
— . PV, (—1)"
Paq—l —_ Mbq—l = bq-i ‘/N + —-——Z(——L ,
q—2

— PV, (—1)?
qu_rz— M()q_.g = bq_;g_ \/N — —‘—,ZL—L)-
q—1

Substituant ces valeurs dans celles de A, et de B,, on
irouve

— PV, V/(—1) —_
Ag= P((V’q —V VN + —Z:X—l"l()—q_-}><P(\/N+p) ,
B,— pzq<21/ N+ E%E—”—>< P(2V'N+P).

Ces deux expressions font voir clairement que les nom-
bres A, et By sont nécessairement limités. La reproduction
des valeurs de Y,, & mesure que ¢ augmente, est donc iné-
vitable. Or, si I'on désigne par s la valeur de ¢ qui donne
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Y=Y, celle égalité impliquera nécessairement les sui-
vantes :
(4) )q=‘)\', )q.{.‘ = )‘+1 ) )q+2 = 7\3+g, etc.

Il est donc ainsi démontré que toute expression de la
M+VN
P
riodique (7. tome I, p. 1).

forme se développe en une fraction continue pé-



