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classe de mathématiques élémentaires,

FAR. J . HOUBIGANT ( 1" prix),
élève du Collège royal de Louis-le-Grand (Division de M. Vieille).

Par un point O (fig. 1), donné sur un diamètre AB , on

mène à la circonférence une sécante OMM' : démontrer

qu'en joignant les points d'intersection M et M' avec le

centre C, le produit
MCA MCA

tang — — tang — — ,

est constant pour toutes les sécantes menées du point O à la

circonférence.

Si nous joignons MB, M'B, on saitque l'angle M B A = — - ,

et l'angle MBA = . La question est ramenée à faire

voir que le produit

tang MBA tang M'B A
est constant.
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Joignons MA, M'A ; dans les triangles rectangles BMA,
BM'A, une proposition connue donne :

tang MBA = ^ , tang M'BA = ^ ;

donc tangMBA tang M'BA = ^ .

Les angles MAM', MBM' étant égaux, comme inscrits dans
un même segment, les aires des triangles MAMf, MBM',
sont entre elles comme les produits des côtés qui compren-
nent ces angles ; donc

AM.AM' AMM'
BM.BM' ~~ BMM'

Or les mêmes triangles ont une base commune MM', leurs
aires sont aussi entre elles comme leurs hauteurs AP, BP' ;

AMM' AP
dOnC B W = B P ' ' C t p a r S U l l e

AM.AM' AP
BM.BM' ~ BP'

Enfin, ce rapport ^=r; peut se changer en celui-ci - ^ , à

cause de la similitude des triangles OAP, OBF. On a donc :

OA
(1 ) tang MBA tang M'BA = — ,

OB

rapport indépendant de la direction de la sécante, et qui, par
conséquent, sera constant pour toute sécante menée du
point O à la circonférence.

Discussion, L'égalité (1), vraie pour toute sécante, le sera
encore à la limite, quand celle-ci deviendra tangente; alors
les deux angles M'CA, MCA se confondent (fig. 2 ) , et on a.-

il est facile de démontrer cotte égalité directement-



Pans le triangle rectangle BM A on a

tang MBA = ^ ,

jdone
2

tang* MBA = — ? .
BM

Ces carrés étant dans le rapport de leurs projections Al et
1B sur l'hypoténuse , on aura :

AI
tang2 MBA = 7^ .

113

Mais le triangle rectangle CMO donne :

OC: CM:: CM: CI,

proportion qui, d'après une propriété connue, devient :

OC -J-CM : OC — CM::CM + CI : CM — CI,
ou bien

OC -f CB : OC - CA : : CB + Cl : CA — CI ,
ou enfin

OB: OA:: 1B : Al ,
donc

Remarque. Les points I et O, qui jouissent de la propriété
que leurs distances respectives à deux autres points A et B
sont dans le même rapport, ont reçu le nom de points con-
jugués harmoniques, et la ligne AB est dite divisée harmo-
niquement aux points I et O.

Un autre cas, limite, à examiner serait celui où la sécante
se confond avec le diamètre ; mais alors l'un des angles de-
vient nul, l'autre devient droit ,• et le produit proposé prend
la forme indéterminée 0 x <» ; on peut encore dire qu'il est
, . , OA
égal a _ .
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Lorsque le point O au lieu d'être extérieur au cercle est
intérieur (fig 3), l'égalité (1) est encore vraie. La démons-
tration est absolument la même que celle que nous avons
donnée pour le cas du point extérieur, seulement pour passer

AM.AM' _ . _ . AMM'
du rapport B M flM, à celui des aires BMMn<>n n c s'appuie

pas sur ce que les angles MAM' et MBM' sont égaux, mais
sur ce qu'ils sont supplémentaires; dans ee cas le théorème
qui a servi est encore vrai.

Dans le cas particulier où MM' est perpendiculaire au

diamètre (fig. 4), les angles MBA , MfBA sont égaux, alors

AM OA
tang MBA tang M'BA = tang'MÔA = = = 7 = — .

BM 0 B

Enfin si le point O se confond avec le centre C {fig. 5), le

rapport - ^ devient l'unité -, il faut que, pour toute direc-

tion de la sécante , le produit tangMBA tang M'BA = 1.

En effet, comme AM=BM', et AM'=BM, le rapport njkKlkM^
IJMM

est évidemment l'unité, puisque le numérateur est égal au
dénominateur.

Mais on.peut dire plus simplement, que M'BA étant le

complément de MBA, tang MBA = c o t MBA, donc

tang MBA tang M'BA = tang MBA col MBA,
et on sait que

tang MBA cot MBA = 1.
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NOTE

sur les équations d'équilibre entre des forces quelconques,
appliquées aux différents points d'un corps solide libre.

P A R m. L A U R E N T ,
ancien élève de l'École normale.

Soient P,P', P",. .lesforces appliquées,et sous l'influence
desquelles le corps est supposé en équilibre; représen tons par
(xyz)y {x'yz'), (x'y'z")... les coordonnées de leurs point*
d'application respectifs, et par (affy), (a'P'7) • les oncles de
leurs directions avec des parallèles aux axes rectangulaires
des X, des Y et des Z.

Considérons la force P, et désignons par M, y, IV les coor-
données courantes de la droite, suivant laquelle elle agit,
on aura pour les équations de sa direction :

u—x v—y *w — z

COSa COSp COS7

Prolongeons celle droite jusqu'à sa rencontre avec le plan
XY, et les coordonnées du point d'intersection données par
les équations précédentes sont

COS a COS S
U = JC—z , v = y — z , <w=0.

COS 7 COS 7

Supposons la force P transportée à ce point de sa direc
lion el décomposons la en trois suivant des parallèles aux
axes des X , des Y et des Z ; ces composantes seront respec-
tivement

PCOS a , P COS |J , P COS y :
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laissons la force Pcosy, perpendiculaire au plan XY,
quée en ce point ; la résultante des deux antres forces Pcosa
et PcosfS comprises dans ce plan, est dirigée suivant la droite

u — x _ f— y
COSa COS P '

laquelle prolongée jusqu'à l'axe des X, vient le couper au
point

cos a
u = x—y — - .

cosp

Supposons encore cette résultante transportée en dfPpoint,
et décomposons-la en deux autres, égales aux précédentes :
P cos a dirigée suivant Taxe des X , et P cos p perpendicu-
laire au même axe.

D'après ce qui précède, la force P se trouve remplacée par

trois autres, savoir : Pcos* dirigée suivant Taxe des X ; Pcosp

située dans le plan XY perpendiculaire à l'axe des X, et ap-

pliquée au point uz=zx —y -\ enfin Pcosy perpendicu-

laire au plan XY, appliquée au point dont les coordonnées

sont
cos a cosp

u=zx— z , p = r — z .
COS 7 COSy

La force P' pourrait également être remplacée par trois
autres analogues appliquées aux deux points que l'on déter-
mine de la même manière, et qu'il suffit de distinguer des
précédents par l'accentuation Et ainsi des autres.

De sorte que le système des forces données se trouve
transformé en trois groupes de forces : 1° des forces dirigées
suivant l'axe des X; 2° un ensemble de forces parallèles,
comprises dans le plan XY et perpendiculaire à Taxe des X;
3° enfin des forces perpendiculaires au plan XY.

Mais pour que l'équilibre puisse subsister, il faut qu'il y
ait équilibre dans chacun de ces groupes séparément, sans
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quoi, en fixant dans le plan XY une droite arbitraire, les

forces perpendiculaires à ce plan romperaient l'équilibre, si

elles ne se détruisaient mutuellement ; de même, si on fixe

un point de l'axe des X, les forces perpendiculaires à cet axe

doivent se faire équilibre pour ne pas faire mouvoir le corps

dans leur plan autour du point fixe.

Or, pour qu'il y ait équilibre entre les forces dirigées sui-

vant l'axe des X, la seule condition est que .

(1) PcOS* + P'COSa' + P"COS a " + . . . = 0 ;

pour l'équilibre des forces perpendiculaires à l'axe des X, il

faut d'après les conditions d'équilibre entre des forces pa-

rallèles comprises dans un même plan .

(2) P c o s p + P'cos(5' + P"cos p" + ... = 0 ,

et

cette dernière se transforme facilement en

(3) P(.rcosP—ycosot) -f- P' (.r'cosP'—y cosa')-f... = 0.

Enfin pour l'équilibre des forces parallèles perpendiculaires

au plan XY, il faut les trois conditions suivantes :

(4) P cos7-f P'cos7' + Pr'cos7" + . . . = 0 ,

/ COSa\ / COSa'\
^ - * — ) + P COS7 ( * ' - * ' _ , ) + . . . = 0,

/ cosp\ , / ,cos

Pcosv {y-z— ) +Fc0S7 ( y - r f -
ces deux dernières se réduisent à

(5) P (XCOS7 — Z COSa) + V(XJ COS 7' — z'cOSa') + . . . = 0 ,

(6) P(.rcos7—zcosp) + P'(.rrcosy —z'cosp') + ... = 0.

Telles sont les six équations générales d'équilibre d'un sys-

tème de forces quelconques; et si Ton représente respective
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ment par X, Y, Z, les premiers membres des équations (1),

(4), (4) et par L, M, N, ceux des équations (H), (5) et (6), ces

équations deviendront :

X = 0 , Y== 0, Z == 0 ,

L = 0, M = o , N = 0.

Généralisation des formules précédentes.

Il nous reste maintenant à démontrer que les formules

trouvées précédemment pour conditions d'équilibre sont

générales, qu'elles conviennent à toutes les directions des

forces, et qu'il suffit d'y substituer pour *$y, a'6'7',... les

valeurs qui conviennent à la direction de chacune.

Examinons un seul cas, qui comprend tous ceux pour

lesquels la décomposition précédente pourrait offrir quelque

difficulté, celui où Tune des forces P« par exemple, serait

parallèle à Taxe des X.

Soit xiyiZi , les coordonnées de son point d'application,

on aura pour équations de sa direction .

au même point, appliquons deux forces m et — ni égales di-

rectement opposées et perpendiculaires au plan XY, puis

prolongeons la direction de — m jusqu'au plan XY au point

dont les coordonnées sont u = xi , v=-yi , cette force fera

partie de celles perpendiculaires au plan XY. La résultaule

des deux forces m et P sera dirigée suivant la droite

ot cette résultante ira rencontrer le plan XY au point

u = .*•,-
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auquel on pourra la supposer appliquée. Ici décomposons-la
avec ses deux éléments Pi et m, la première parallèle à Taxe
des X, et la seconde fera partie, comme — m, du groupe
perpendiculaire au plan XY.

Or dans les conditions d'équilibre de ces forces parallèles,
l'équation Z = 0 contiendra m —m:, qui est identiquement
nul.

L'équation M = 0 renfermera le groupe

/ P * \
[Xi —Zi ) , qui se réduit à — P t

Enfin l'équation N==0, aura les deux termes myi —myi
qui se détruisent immédiatement. De sorte que ces trois
équations se composent avec la force P t précisément comme
si dans les équations générales, on avait fait â  = 0 , p» =90°
et 7 = 90° savoir : .

Pi cos y» = 0 dans Z = 0,
P» (xi cos 7» — zi cos oti ) = — Pi zi dans JV1 = 0,
Pi (y% cos/i —zi cospt ) == 0 dans N = 0.

Occupons nous maintenant de la force P% comprise dans

le plan XY, et parallèle à Taxe des X. On a pour équation

de sa direction v ~y%;.
Au point u = xi de la droite suivant laquelle elle agit,

appliquons deux forces u et — u égales, directement oppo-
sées et perpendiculaires à l'axe des X ; prolongeons — u
jusqu'à cet axe, et là elle fora partie du groupe des forces
parallèles qui lui sont perpendiculaires.

La résultante des deux forces P; et n sera dirigée suivant
la droite

p.
et rencontrera l'axe des X au point u = xi — vt — , el si

* n
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ou la décompose en ses deux éléments P» et n, la première
sera dirigée suivant l'axe des X , la seconde sera perpendi-
culaire au même axe.

Or, dans les conditions d'équilibre des forces parallèles
comprises dans le plan XY, on introduira les termes n— n
qui se détruisent dans Y = 0.

Dans l'équation L = 0, on aura les termes

( P \

^î — yi - M qui se réduisent à —Pi^i > au-

quel on parvient précisément, quand dans l'équation gêné

raie L — 0 on fait a% = 0 et (fc = 90% pour le ternie

Pi {Xi COSÔ» —yi COS*i).

Enfin le terme Pi qui se présente dans X = 0 ; correspond
encore à celui Pi cosai dans lequel on suppose que a» ~ 0 .

Donc dans les équations trouvées, il suffira d'introduire
chaque force avec sa direction quelle qu'elle soit.

RELATIONS D'IDENTITÉ

vt équations fondamentales relatives aux courbes du second
degré.

(foy. tom. III , p. 510)

LVIll. Diamètre de Newton on droite des moyennes dis-
lances directes.

Notation. Si dans P w fonction homogène en x et y\ de
degré n, on fait a• = 1, y = a, on obtient une fonction de a
que nous désignerons par am, am est la dérivée première
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de am prise par rapport à a , n"m la dérivée seconde de am

prise par rapport à a , et ainsi de suite.
PROBLÈME. Que devient la fonction Pmen y remplaçant^

par ax-\- b.
Solution. La fonction devient :

4 k n - ' + cï'm ^1 xn->+...+ Abn
y

A est le coefficient de y* dans] P m .

PROBLÈME II. Que devient la fonction F (x, y) = Pm -j-
Pm_i + Pm-2... + Po, en y remplaçant j - par a

Solution, La fonction devient :

amxm+a'mb
b*

1.2 3

A est le coefficient de^™, Ar le coefficient de j m ', etc.
Ces deux solutions sont des conséquences immédiates du

binôme de Newton.
LIX. Théorème de Newton sur les diamètres.
Une ligne de l'ordre m étant coupée par des systèmes de

sécantes parallèles, si sur chacune de ces sécantes on dé-
termine le point des moyennes distances directes des points
d'intersection, tous ces points sont sur une même droite.

Démonstration. Soit Vm + Pm-i + ... -f- Po = 0y l'équa-
tion donnée de la ligne; y=ax+b, l'équation d'une sécante,
a est une constante et b une quantité variable ; soient X et
Y les coordonnées du point de moyenne distance des points
d'intersection de la sécante avec la courbe, X sera aussi
l'abscisse du point de moyenue dislance des projections des
points d'intersections sur l'axe des x (t. II, p. 301); rempla-

(34)
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çant dans l'équation y par ax-\-b, on obtient (prob. 2, LVIII),

v amb + am ,
A— , l = flA-f-Or=:

éliminant b entre ces deux équations, et remplaçant X et Y
par x et^,on obtient :

x(aa'm — mam) — a'my = #m_,, (35)

équation de la droite des moyennes distances.
Applications, Lignes du second ordre.

l'équation (34) devient :

l'équation (35) devient :

a (2Ar-f BJT + D) + 2Cx -f-By-fE = 0

Lignes du troisième ordre.

p, = \y+Bxy+cxy+D^5
 ; pa = Ey

a" 3 == 6A ;

l'équation (34) devient :

4-K,
l'équation (35) devient :

a'(3A K-t-Bx+K) + «(-iBjH- 2G+F;+ C>-+3Dx+G = 0
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Corollaire. Un triangle étant une ligne du troisième degré,
il est facile d'en trouver les diamètres.

Observation. Dans les coniques , la droite des moyennes
distances n'est autre que la bissectrice des cordes parallèles,
et c'est la définition qu'Apollonius donne du diamètre.
IIà<nr)<; xa{JLTCuXT)<; Yp<*[J>(J.7Jç, ^iT^ èoTtv èv èvt ÏT>nzL§q>,

xaXw suOsïav , iyziç T J Y ^ 7 ) à™ *% xafji7ruX7)ç Ypa!Jl!JL^^

àyo[Jiiva<; Iv xfj Ypa(JL|xfj euOstoc TIVÏ TrapaXXTJXouç ot^a otaipeï , « j'«*P~

pelle diamètre de toute ligne courbe , située dans un même
plan , une droite qui, menée d'un point de la courbe à une
autre, divise en deux parties égales , toutes les droites pa-
rallèles à une certaine droite > (liv. 1, définit. 10). On voit
bien que les diamètres d'Apollonius ne peuvent exister que
dans les courbes planes dont l'équation peut se ramener à
ne renfermer que des puissances paires d'une dos coordon-
nées ou de toutes deux. Apollonius pose une seconde défini-
tion (définit. 13), pour les diamètres qui vont d'une courbe
à une autre comme dans l'hyperbole ; et une troisième défi-
nition (déf. 15), pour des diamètres qui ne rencontrent pas
Ja courbe, dont l'hyperbole offre aussi un exemple. Newton
a donné la véritable notion du diamètre, en appliquant ce
nom aux droites de moyenne dislance; il ne s'en sert que
pour les lignes du troisième ordre ; il est évident que la dé-
nomination est générale. Ainsi à chaque sécante répond un
diamètre, qu'on peut désigner sous le nom de diamètre con-
jugué à la sécante et vice versa.

Corollaire I. Si deux lignes de l'ordre m, rapportées aux
mêmes axes coordonnés, ont en commun les fonctions Pm

et Pm _ i, elles ont le même système de diamètre. Il suffit
donc d'étudier les diamètres dans la courbe donné' par l'é-
quation Pm+Pm-l = 0 .

Corollaire IF. Si Pw_i manque dans l'équation , am — x est
nul, et dans ce cas tous les diamètres passent par un mémo

A . N N . l > > N i A T H F M A t . I V . '1
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point, qui est l'origine. L'enveloppe des diamètres est alors

un point auquel Newton a donné le nom de centre général,

et il appelle simplement centre la rencontre de deux diamè-

tres quelconques.

Corollaire III. S'il existe un centre général, en y transpor-

tant l'origine, la fonction P w - 1 disparaît de l'équation. Ainsi,

pour découvrir si une courbe donnée par une équation a un

centre général, on changera l'origine en conservant la direc-

tion des axes, ce qui introduit deux indéterminées. Si, par des

valeurs réelles et unies, données à ces indéterminées, on peut

taire disparaître les m coefficients de la fonction P m _ i , la

nouvelle origine est le contre général ; mais si l'une de ces va-

leurs , ou toutes les deux sont infinies, le centre général est

à l'infini, et on ne peut faire disparaître la fonction P w _ i.

Applications. Courbes du second degré. Même équation que

ci-dessus ; soient/? et q les coordonnées de la nouvelle ori-

gine, il vient :

égalant à zéro les coefficients do^et de x, on en tire les va-

leurs connues des coordonnées du centre général, mais qui

deviennent infinies lorsque W — 4AC = 0 .

2° Courbes du troisième degré. Équation comme ci-dessus ;
petq coordonnés de la nouvelle origine, il vient :

P, = y (3Aq+Bp+E) +xy (2B?+2C/M-F) 4- x* (3D/?+C?+G) ;

égalant à zéro les deux coefficients dey* et de x\ il vient •

__CE— 3AG
P~~9AD—my

BG —3DE
1 9 AD— BC

Ainsi pour que xy disparaisse, i\ faut qu'on ait l'équation

de» condition
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2G(B'— 3AC) +2E(C a—3BD)-f F (9AD—BC) = 0 ,

(Voir Euler, introd., t. I I , p. 345).

Si l'on avait d'abord fait disparaître les coefficients de y7

et de xyy on aurait trouvé :

^ — 2BE C2CE — BF
P ~~ 2(B2— 3AC) ' q ~

Mais, en vertu de l'équation de condition, les deux valeurs
de p sont égales ; il en est de même des valeurs de q ; de
sorte que l'équation de condition peut se mettre sous ces six
formes :

2(Ba — 3AC) (CE —3AG)=v9AD —BC)(3AF BE),
2(Ba—SAC) (BG —3DE) = (9Al) — BC) (2CE — BF),
2 (C3 — 3BD) (CE — 3AG) = (9AD BC) (2BG — CF),
2 (C2 — 3BD) (BG — 3DE) = (9 AD — BC) (3DF — 2CG),

(B2— 3AC)(2BG—CF) = (Ca —3BD)(3AF—2BE),
[W — 3AC) (3DF — 2CG) = (Ca — 3BD) (2CE — BF).

Si B2 — 3AC = 0, il faut qu'on ait ou 9AD — BC = 0, ou
3AG — 2BE = 0 ; dans le premier cas , le centre général est

à l'infini; dans le second cas, on a p = - ; il existe alors une

infinité de centres généraux, tous distribués sur des droites:
ainsi que nous le dirons plus loin , ce qui est intuitif lorsque
la courbe se réduit à trois droites parallèles.

Corollaire. Le coefficient angulaire du diamètre est
ad — mam

; ; celui de la sécante est a ; on connaît donc la
a'm

tangente de l'angle de ces deux droites : lorsque cet angle est

droit, le diamètre prend le nom d'axe-, la tangente de l'angle

que fait un axe avec la sécante conjuguée étant infinie, si

les coordonnées sont aussi à angle droit, on a pour équation

am(a*-{-1) — maam = 0. Equation du degré m : ainsi toute

ligue du d ^ r ô m a a*j plus m axes.
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Application aux lignes du troisième degré. On trouve

toute réduction faite :

Ba*+[2G — 3AK-f [3D — 2B]a-C = 0 .

LXI. Problème. Quelles sont les courbes algébriques dont

tous les diamètres sont parallèles?

Solution. Le coefficient angulaire doit donc être égal à

une quantité constante que nous représentons par k ; d'où

a m ni
Ion tire — - = . ; remontant aux fonctions primitives,

dm n — k

il vient io^am= m\o^(a — £) + iog / \ o ù / ' représente la

constante arbitraire, aussi am==f{a— k)m et Pm=f(ty— kx)m;

en vérifiant, on trouve qu'en effet le coefficient angulaire

des diamètres est constamment égal à k ; faisant m~ 2 , on

a la parabole ordinaire ; e t , quelle que soit la valeur de m,

nous verrons que toutes ces courbes sont du genre dit para-

boliques.

Corollaire. Si l'on a Pm=f{y—kx)m
1 et Pw_,== 0, la

courbe n'a qu'un seul diamètre, savoir y—kx.

LX1I. Problème. Une ligne de l'ordre m étant donnée par

une équation, et connaissant le coefficient angulaire d'un

diamètre, construire ce diamètre et une sécante conjuguée.

Solution. Regardant a comme l'inconnue dans l'expres-

sion du coefficient angulaire du diamètre , on a une équation

du degré m—\, et a est le coefficient angulaire de la sécante

conjuguée, on exclut le cas où tous les diamètres sont pa-

rallèles.

Corollaire. Ainsi une ligne de l'ordre m, ne peut avoir

que m—i diamètres de même direction.

LXlll. Problème. Etant données une ligne par son équa-

tion et une droite.^ =/\.r-f-s, dans le plan de la ligne; quelle

relation doit exister entre r et s, pour que cette droite soit

un diamètre
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aam—rnam am—\ ... .
Solution. Ona r = , s = — ; elirai-

«anl a entre ces deux équations, on obtient la relation cher-

chée qui ne peut dépasser le degré {m —I)2.

Application, m = 2 ; on trouve pour relation

s (B2 - 4AC) - f r(2AE — BD) = 2CD — BE.

LXIV. Théorie des diamètres conjugués.

Soit Aam = Aoa
m - f A,*"1- + A,am~' + ... A w ,

Soit a! le coefficient angulaire du diamètre conjugué an

iamètr«cx = ajt'î-f* '̂> o n a u r a d'après ce qui précède

(1)
a! [mAoa

m"! + (m — 1 ) A//w""J - f ... A m - , ] +
+ A.a"1""9 + 2Aartm-* + ... m A m - 0

Si le diamètre r = ajc-\-b doit aussi être conjugué au

diamètre y' = ajc1 - j - U, l'on doit avoir :

a[mAoa'm~l A-[m— \) Atd
m~*-\-... Am~\]-\~ J

im- m- A â - >

-\- Ata *-}- A,CL *-)- ... wAm = 0 , |

soustrayant (2) de (1), et divisant par a — a, il vient :
x {am~:>+dm~:>)-\'<ixa'* (am~'-\~u'm~7) -+-...] j

Faisons aa'=zu, a-\-d—v\ a et a seront racines dr

l'équation t2— ut-{- v = 0 , et d'après la théorie des fondions

symétriques, on sait que ak-\- dk sont des fonctions de degré

k, de u et de v ; donc l'équation (3) est au plus du degré

m— 2, des mêmes variables a et v\ multipliant l'équation (f )

par atm~2 et l'équation (2) par am~"1 et ajoutant, il vient :

-f (m — 3) Ala
m~^am"1' (a''s — «b) + etc. = 0.
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Divisant par ai — a, on démontre comme pour l'équation (3)
qu'elle s'élève au plus au degré /w—2, en fonction de u et f ;
ces deux variables dépendent donc de deux équations cha-
cune de degré m — 2 au plus ; on a donc ce théorème.

Théorème. Une courbe algébrique de degré m ne saurait
avoir plus de {m — 2)a systèmes de diamètres conjugués,
m étant plus grand que deux.

1. Application. 1/1=%-, l'équation (1) devient .-

= 0 .

Equation symétrique en a et #'; elle se confond alors avec
l'équation (2) ; a reste indéterminé et il existe une infinité
de systèmes de diamètres conjugués.

2. /72=3,

3A<zV-f 2 ï W + C a ' - f Ba"-f 2Ca-{-3D = 0, (1)

même notation que ci-dessus,

3Aa"a + 2Btftf'+Ca+Ba''+2Ca'-f 3D = 0, (2)
3Aaa'+B{a+a') + C = 0. (3)

Prenant la valeur de a! dans (3), et substituant dans (1), il
vient, toute réduction faite .

les deux racines de cette équation sont les coefficients an-
gulaires du système unique des diamètres conjugués ; les
deux diamètres conjugués ont pour équation

y (3Aas-f 2Ba + C)-f x(Baa+2Ca+3D) = — Ea*-Fa—G,
y(3Aa"-{-2Ba'+C)+jc(Bat3+2Caf+3I))==—Ea!>—IV

—CË]+2BG-CF _ P
—BJ)-f (a+al) (9AD -BC)+2(3BD—C1) ~ Q'

ou
3BD — C , , BC 9 AD



substituant ces valeurs, on a

Q = 4 [ 3 A C - B a ] [ 3 B D —C*]- (9AD— BC)3.

Si Q*̂ > 0, a et a! sont imaginaires; mais l'intersection des

diamètres est toujours réelle. Dans ce même cas les trois

racines de l'équation Aaa-f-Ba3-f Ca + D = 0 sont réelles

{V. t. I I I , p. 164), et réciproquement lorsque les racines

de cette équation sont réelles, la courbe n'a pas de diamètres

conjugués. Si Q = 0 , deux ou trois racines de cette équation

sont égales, et l'interseciion des diamètres est à l'infini, les

diamètres deviennent des asymptotes situées à l'infini ;

lorsque les trois racines sont égales , tous les diamètres sont

parallèles, voir ci-dessus (LXI).

Le carré de la tangente de l'angle des deux diamètres

conjugués

__ — Q __ -Q
3AC — Ba~~"[Ba— 3 A C + C — 3BD + (9AD-BC)cos7y '

7 étant l'angle des axes.

Lorsque les diamètres conjugués existent, en les prenant

pour axes, il est évident que tout ce qui multiplie y* et x*

disparaît, et l'équation se réduit à cette forme :

Ayz-\-Bxn-\- Vxy -f- Uy + E.r-f F =• 0.

Exemple: y2x ~mx2y - nxy=0; équation du système
de trois droites, on a A = 0 , B = l , C = — m, D ^ O ,

E / \ T."» _ _ „ f* A

—— vf « -T —~ ***** II . \jt —— \3 •

L'équation aux diamètres conjugués se réduit à cC— ma-\-

/»*= 0; ainsi les diamètres conjugués n'existent pas ;

n
~~ 3m'

Ou trouverait de même y = -J- - ; ainsi le point réel
«5

d'intersection est le centre de gravité de Taire du triangle.
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LXV. Théorie des enveloppes diamétrales.

Problème. Trouver l'enveloppe des diamètres d'uoe ligne

de degré m ?

Solution. On a pour l'équation d'un diamètre l'équa-

tion (35), (L1X); prenant la dérivée par rapport à a, il

vient x [ (1 — m)a'm aa"m] — a"my = #"m-i ; a étant

connu, on a ainsi deux équations du premier degré entre x

ctjr; on peut donc déterminer pour chaque valeur de ay les

coordonnées du point où le diamètre touche son enveloppe;

et si Ton élimine a, on obtient l'équation de l'enveloppe des

diamètres ; or l'équation (35) est du premier degré en x et

y, et de degré m— 1 en a ; sa dérivée aussi du premier de-

gré eu x et.r est de degré m — '*; le degré de l'enveloppe

ne peut dépasser {m— 1) (/// — 2).

Observation. L'enveloppe n'admet que m—1 tangente»

parallèles (coroll. LXI), donc la polaire réciproque de l'en-

veloppe diamétrale est au plus du degré m— 1 ; comme nous

le verrons dans la théorie de ces polaires, le plus impor-

tant progrès que la géométrie doit à M. Poncelet ; ainsi dans

les lignes du second degré , la polaire réciproque de l'enve-

loppe est une droite; donc l'enveloppe diamétrale est un

point; ce qui est évident. Tm.

NOTE

sur la discussion de l'équation générale du deuxième degré
d deux inconnues.

PAR M. ALFRED RODRIGUES

1. Soit

(1) Ay7 + Bxy + Cx* + D K + E x 4 - F = 0 ,

l'équation d'une courbe dite du deuxième degré , six et y
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sont les coordonnées rectilignes d'un point dont l'angle est G.

2. Si je suppose que {x',y') soit un point de la courbe,

l'équation (1) pourra être mise sous la forme (2) :

3. y —y'— m (x—x') est l'équation d'une droite passant

par le point (x\ y'), elle peut représenter à volonté ou des

cordes parallèles ou des sécantes à la courbe en (x\ y1), sui-

vant que l'on supposera m ou y , x'constants.

4. Soit m constant, l'équation (2), en y faisant entrer m,

deviendra celle du lieu géométrique des milieux des cordes

parallèles à la direction m.

(3)

d'où Ton conclut que ce lieu est une droite dont le coefficient

angulaire m' est tel que

(4) 2A/W-fB(™+/7*')-f2C = 0,

ou que

m'+ B) = B2 — 4AC,

ce qui permet de distinguer les trois espèces des courbes du

deuxième degré par leurs différences caractéristiques.

Si B2 — 4AC < 0 , m n'est jamais égal à m', et il y a une

infinité de diamètres conjugués,
i>

B2 — 4AC=0, quelque soit //*, m' = — — ,
2A.

B' —4AC> 0, m est égal à m! pour les valeurs

— Bd=\/B 2 — 4HC t <* A A- *
, et il y a une infinité de diamètres con-

jugués.

5. Une autre conséquence de la forme de l'équation (3),

c'est que toutes les courbes, dont les équations ne diffèrent

que par le terme F, ont les mêmes diamètres. On en dé-
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dnira une construction très-facile, pour une courbe du
deuxième degré, étant donnés un de ses points et une courbe
de même espèce, et dont l'équation ne différerait de la sienne
que parle terme tout connu.

6. Supposons maintenant que (x\y') soit fixe et que m va-
rie, l'équation (2) pourra se mettre sous la forme

(5) y = m'x+k,

où k est une fonction du premier degré de (x\ y'), et est par
conséquent déterminée pour ce point [x1', y"). La droite, que
cette équation représente devra contenir le deuxième point
d'intersection de la sécante passant par (x\y'), si cela ar-
rive. Or il est évident qu'il y aura un point d'intersection tant
que m ne sera pas égal à nï, ou tant que Ton n'aura pas

(6) A/

équation qui n'est possible que si Ba — 4AC = ou

7. L'équation (6) démontre donc ce que l'équation (4) nous
avait fait pressentir en passant aux limites, c'est que dans les
courbes où Ba — 4AC = 0, il y a un système de droites paral-
lèles qui ne rencontrent la courbe qu'en un seul point, et
dont, par conséquent, le diamètre conjugué est parallèle à
leur direction, et que dans celles où Ba—4 AC > 0 , il existe
deux systèmes de droites parallèles qui ne rencontrent la
courbe qu'en un point ; ces considérations permettent de
ranger les courbes du deuxième degré en courbes fermées,
pouvant se réduire à une portion de droite B—4AC<0,
courbes à deux brancbes infinies, B' — 4AC = 0, et enfin les
courbes à quatre branches infinies, pouvant se réduire à
deux droites W — 4AC>- 0, et, dans ce dernier cas, il est
toujours facile d'obtenir deux droites ayant les mêmes dia-
mètres que la courbe proposée

8. L'équation (2) nous donne directement les coordonnées
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d'un point, tel que toute corde y passant, y soit divisée en

deux parties égales. En effet, si Ton désigne par (a, b) les

coordonnées d'un point O tel que

Y ~\- Y' JCAJC

En effet s i J ] J = 6, —L— = # , le point O est le

centre de la courbe. Les équations (7) sont compatibles pour

•^- = — = :=•, d'une inGnité de manières, et incompatibles

pour B3— 4AC = 0, 2AE — BD 0, on en voit aisément

la raison.
9. On conclut facilement de l'équation (2) quelles sont les

courbes du deuxième degré, où le centre est un point de la
courbe, car, si l'on considère, une transformation très-sim-
ple change cette équation en celle-ci :

(8) A(y—*)*-|-Btr —A)(.r— a ) + C ( x — ay^O,

cette équation peut se décomposer en deux autres du pre-
mier, la courbe est donc un système de deux droites qui se
rencontrent au point ( 6 , a)y ou une seule droite, si
Ba— 4AC = 0,etmêmeun point siBa—4AC<0.

10. Dans le cas où Ba—4AC>0, l'équation (8) représente
en général les deux droites dont le système est une courbe
concentrique et semblable à la courbe proposée, et dont
l'équation est (2) ou (1).

11. Toutes les courbes du deuxième degré, ayant un cen-
tre , peuvent avoir une équation de la forme suivante :

(9) A [y—by+Biy— b){x — a+C{x-a)* = k.

(12) On eût pu déduire le centre delà rencontre des dia-
mètres conjugués en partant de l'équation (3).
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13. Une tangente est une corde qui ne rencontre la courbe
qu'en un point, ou dont les deux points d intersection se
confondent. Soit donc (x'fy') le point de tangente d'une
droite, et m son coefficient angulaire, le diamètre conjugué
des cordes parallèles à cette tangente, devra rencontrer
la courbe au point {x',y') ; on aura donc identiquement

L'équation de la tangente à la courbe au point (x, y') est
donc

que Ton peut mettre sous la forme suivante, symétrique par
rapport à xy, x'y :

2Ar / + B (xyf + x'y) + 2Cxx' + D (y+y ) +
j | + E ( . r + . r ' ) AF = O.

On en déduit plusieurs conséquences connues sur les sé-
cantes et les lignes de contact. Il est bon de remarquer
qu'une méthode tout à fait semblable s'appliquerait parfaite-
ment à la discussion de l'équation générale du deuxième de-
gré à trois inconnues.

NOTE

Sur la résolution d'un système général de m équations du
premier degré entre m inconnues.

P A R M. H. DE FCB.USSAC,
eléve de M. VINCENT.

.le prends la notation adoptée dans la discussion des équa-
tions du premier degré. Dans cette notation la lettre qui
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servait à représenter les termes connus dans son système,

sert dans le système suivant, de coefficient à la nouvelle

inconnue introduite.

En passant d'un système à un autre, j'introduis une nou-

velle inconnue et une nouvelle équation.

L'équation ax=b donne x - - - = --.
a A

Le système , , ., , \ résolu par le calcul, donne
ax + by=c (

cb' — bc' cb'—bc' A,
(1)

y =

' ab'—ba1 hb'—\\d D'
ac'—ca! Br

Ab'—V>a' \ï

Le dénominateur de ces nouvelles valeurs s'obtient,

comme on le voit, en multipliant le dénominateur de la

valeur du système pi écédent par le coefficient de la nouvello

inconnue dans la dernière équation, et en retranchant le

produit du numérateur de l'inconnue du premier système ,

par le coefficient correspondant à la même inconnue dans

cette dernière équation.

Cette loi se vérifie de même pour un système des trois

équations à trois inconnues. La dernière des équations est

a"jc-\-b"y+criz= d\

et le dénominateur de la valeur de x, obtenu par le calcul,

est

[ab'— ba) c"— (cb1 — bc) a" — [ac — ca') b",

ou bien remontant aux valeurs (1) et (2),

De"— A y — B.fc".

En observant ce nouveau dénominateur, on voit qu'il se

forai*» de celui du système précédant, suivant une certaine

loi qui, généralement énoncée , est la suivante



Connaissant les valeurs des inconnues d'un système de n

équations à n inconnues, pour avoir le dénominateur com-

mun des valeurs d'un système de (/*+*) équations à («+1)

inconnues, on multiplie le dénominateur des valeurs du

premier système, par le coefficient de la nouvelle inconnue

dans la nouvelle équation. Puis on en retranche les produits

respectifs des numérateurs des n inconnues du premier sys-

tème par leurs coefficients, dans la dernière du nouveau

système. Quant au numérateur il se forme toujours du dé-

nominateur en remplaçant le coefficient de l'inconnue que

Ton considère par le terme tout connu.

C'est cette loi qu'il s'agit de démontrer. Soit un système

de n équations à n inconnues, écrit avec la notation suivante :

axx -f- bty -j- cLz -j- ... -\-ptu = qt

' + bay+c$z+ ...-\-p3u = i

(1)

J'écris maintenant le système de (n-f- i) équations à {n -f- 1)

inconnues sous la forme suivante :

= r% — at

y -f" cn* -'+PnU = rn—qnt

Si la loi est vraie pour n équations, je dis qu'elle est vraie

pour (/i+l) équations. Soient

A B Ĉ  P
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les râleurs du système (1). Le dénominateur D est , d'a-

près la loi de formation, indépendant des seconds membres

des équations; les numérateurs A, B, G, etc., s'obtiennent en

mettant à la place du coefficient des inconnues, les termes

tout connus.

Je considère maintenant les n premières équations du

système (2), et supposant les n seconds membres connus, je

résous ce système ; il est clair que le dénominateur des va-

leurs que j'obtiendrai sera D , puisque comme je l'ai déjà

observé, ce dénominateur est indépendant des termes tout

connus, et que les premiers membres des deux systèmes sont

identiques.

Pour avoir les numérateurs, celui de x par exemple, il

me faudra dans A remplacer partout q,, q*, q3, etc., par

r — qtt, ra— qjL, r8— qtt, etc. Or, qu'arrivera-t-il ? chaque

terme de A m'en donnera deux : les premiers de la forme

A,rn qui s'obtiendront en remplaçant dans tous les termes

de A,les lettres qn q» etc., par r,, ra, r3, etc. Puis, les autres

de la forme — Atqnt ; et si dans ces derniers on met t en

facteur commun, le résultat entre parenthèses ne sera

autre chose que A dans lequel q,, q^ q^ etc., au lieu de

représenter les termes tout connus comme dans le premier

système, représenteront les coefficients de la nouvelle incon-

nue. Pour indiquer que la somme des premiers termes est A

dans lequel on a remplacé q , qt> q%, par r o ra, r3% etc., je

représente cette somme par Ar,, et le numérateur de n dans

le second système sera Ar, — A*. Les valeurs des inconnues

seront donc de la forme :

__ Ar,—A* _ Br—Bt __ Cr—Ct __ Pr—J?t
x-—£— , * r - ~-g—, * - — g — > " - D ;

substituant dans la {n+i)ièm' équation du système (2), et

chassant les dénominateurs il vient :
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(? à n + j B - - Cn+iC— . . . — /?n4_,P) =

= ^n+il> — ^n+i Ar, — ùn+i Brt — cw+,Crx — ... — pn+ iP'V

Le dénominateur de t sera la quantité comprise entre paren-

thèses. Elle est formée d'après la loi énoncée, car D est le

dénominateur des valeurs du système précédent ; A, B. C, en

sont les numérateurs, et entrent bien dans le dénominateur

de t suivant la règle.

La loi ayant été vérifiée pour un système de trois équa-

tions est donc générale.

En examinant le numérateur de / , je vois que le terme

rn+iD se forme de ^n+iD, en remplaçant qn+t coefficient

de t par le terme tout connu rn+* ; de même le termean+ tAr

se forme de An+, A , par la même méthode.

Car, ainsi que je l'ai observé, Ar se forme de A en rempla-

çant partout q,, </a, etc., par les termes tout connus rt, r,.

De même pour tous les autres termes, donc enfin la loi

énoncée est vraie.

Observation. Dans cette loi, pour avoir les valeurs d'un

système, il faut avoir les valeurs des inconnues du système

précédent. Cet inconvénient est en partie commun avec la

loi de Crammer. Car dans cette loi, pour former un dénomi-

nateur, il faut nécessairement connaître le dénominateur des

valeurs du système précédent ; je n'ai donc que les numéra-

teurs en plus à obtenir. Or ils s'obtiennent par une simple

écriture, sans opérations à effectuer.

Ce léger inconvénient est racheté par une loi qui s'énonce

plus facilement que la loi de Crammer, et dans laquelle il

n'y a pas besoin d'avoir égard aux signes, non plus qu'aux

accents et au rang des termes ; d'un antre côté les multipli-

cations indiquées sont toutes d'une simplicité extrême,

puisque le multiplicateur ne contient qu'une lettre. Enfin,

les termes obtenus no peuvent pas se réduire entre eux,

<<>mnie il est facile de le voir
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DES RACINES INFINIES

Des équations algébriques. — Asymptotes rectilignes aux

courbes que ces équations représentent (*).

Quelle que soit la direction d'une droite asymptote à uue

courbe algébrique, qu'elle soit parallèle ou non parallèle à

Taxe des ordonnées, pour trouver les valeurs des coeffi-

cients qui déterminent l'équation de cette droite, on est

toujours conduit à considérer des équations à deux variables

auxquelles il faut satisfaire par des solutions composées d'une

valeur réelle et finie pour l'une des variables, et d'une va-

leur infinie et réelle de l'autre. C'est ce que nous allons

démontrer.

Parmi les différentes définitions qu'on a données d'une

asymptote rectiligne , j'adopterai la suivante :

Une droite est asymptote à une courbe, lorsque la courbe

se rapproche indéfiniment de cette droite à partir d'un de

(*) Plusieurs observations m'ont été communiquées au sujet d« mes deux
premiers articles (tome 111, pages 32 et 85), sur les racines infinies des équations
algébriques. Peu différentes, au fond, ces observations s'accordent parfaitement
sur un point. Dans un des articles don t i I s'agit, il a été dit que : la détermination
des asymptotes rectilignes dépend uniquement de la résolution d'équations à
deux variables, en valeurs réelles dont l'une serait infinie. C'est ce qu'on ne
trouve pas suffisamment expliqué.

Les personnes qui ont bien voulu me faire savoir que de nouveaux développe-
ments à cet égard leur sembleraient utiles, pourront en lisant ce 3e article,
reconnaître dans les détails mêmes où je suis entré, tout le prix que j'attache à
leur obligeante communication.

Afin d'être mieux compris des élèves, il ma semblé convenable de reprendre
à son origine la théorie des asymptotes. Un autre motif m'a aussi déterminé à
ne pas craindre de trop insister sur quelques points de cette théorie • c'est l'in-
tention de contribuer, autant qu'il ine serait possible, à tendre plus faciles, plus
précises, les objections de ceux qui ne partageraient pas mon avis sur la ques-
tion que j'examine. (i

A \ N i'V M v N I I M. IV '1
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ses points , et peut s'en rapprocher aussi près qu'on le vou-

dra sans jamais l'atteindre, à quelque distance que les deux

lignes soient prolongées Tune et l'autre

De cette définition il résulte que : si une courbe a une

asymptote rectiligne, on pourra en prolongeant suffisam-

ment les deux lignes, trouver sur la courbe un point dont

la distance à la droite sera moindre qu'une quantité donnée,

quelque petite que soit celte quantité; et si Ton continue à

prolonger les deux lignes, les points successifs de la courbe,

à partir du point obtenu, se rapprocheront de plus en plus

de la droite.

Pour qu'une courbe ait une asymptote, il faut qu'elle ait

au moins une branche qui puisse s'étendre jusqu'à l'infini.

Cette condition est évidemment nécessaire, mais elle n'est

pas suffisante.

L'hyperbole du second degré a deux asymptotes rectilignes,

la parabole n'en a aucune. Je rite à dessein ces exemples

afin d'éviter toute espèce d'équivoque, car je sais que, dans

un autre ordre d'idées, dont je n'ai pas l'intention de m'oc-

cuper, on a trouvé, en étendant la définition des asymptotes,

que la parabole a aussi des asymptotes rectilignes.

En recherchant les équations des asymptotes, je suivrai

exactement dans le calcul la définition de ces droites. Je

supposerai d'abord qu'elles ne soient pas parallèles à Vaxe

des ordonnées ; leurs équations seront de la forme r=cx-\-d,

les coefficients c, d, ayant des valeurs finies. L'équation de la

courbe sera représentée par y =zf(x), en supposant cette

équation résolue par rapport à l'ordonnée y. L'expression

f(x), pourra prendre une ou plusieurs valeurs différentes

pour chaque valeur attribuée à l'abscisse x.

Si la droite y=cx-\-d est asymptote à la courbe y=zf(x)^

il faudra que, pour une valeur a de x , suffisamment grande,

la différence, ex -f d—j\x), entre les ordonnées des deux
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lignes, correspondantes à une même abscisse, devienne

moindre que toute quantité déterminée S; et si Ton donne

à x des valeurs croissantes à partir de a, la différence

ex-\-d—f(x)y déjà moindre que £, ira continuellement en

diminuant.

Or l'expression ex -f- d —f(x) peut être mise sous la

[ d f(x) -i
c _| ^ I. j ^ premier facteur

d f(x)
xaugmentant, à partir de a, le second facteur c-\ ,

x x

devra diminuer continuellement, puisque la valeur du

produit diminue. Enfin, lorsque .r = oo, le facteur

c _) JA— devra s'annuler , sans quoi le produit serait

lui-même infini.

D'ailleurs, à cette limite, le terme — du facteur

c -I ^A_i e s t nul, car la valeur de d est supposée finie.
x x

f(x) f'(x)
Alors, on a c— - — = 0, d'où c -=r ; et par conséquent

c = -̂ , puisque y = /(x).

La courbe considérée ne peut donc avoir une asymptote

non parallèle à l'axe des ordonnées, qu'autant que le rap-

Y
port — de l'ordonnée à l'abscisse des points de l'une de ses

x

branches, tende vers une limite finie pour des valeurs de x

indéfiniment croissantes. Et si, cette condition étant remplie,

l'asymptote existe réellement, le coefficient d'inclinaison de

cette droite sur l'axe des abscisses doit être égal à la limite

Y

vers laquelle tend le rapport— , et qu'il atteint seulement

lorsque l'abscisse dovient infinie.
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D'après cela, pour trouver les limites de — correspon-

y
dantes à . r= oo, je nomme c le rapport variable — de l'or-

x
donnée à l'abscisse d'un point quelconque de la courbe, dont
l'équation sera maintenant représentée sous cette forme gé-

Y
nérale/(jc,y) = 0. L'égalité — == c , donner = ex, et en
remplaçant y par ex dans f{x , y) = 0, on a l'équation

t/*(,r, c r ) = 0 , qui détermine pour chaque point de la courbe,
Y

la relation qui existe entre l'abscisse et le rapport — de

l'ordonnée à l'abscisse. C'est donc parmi les valeurs finies de
la variable c, correspondantes aux valeurs infinies réelles
de^r, et satisfaisant à l'équation/(.r, c.r) = o, qu'il faut
chercher les coefficients de l'inclinaison sur l'axe des abs-
cisses, des asymptotes non parallèles à l'axe des ordonnées.

En supposant que j\x, y), soit une fonction algébrique
et entière, il en sera de même de J'(x, ex); et l'équation
f(x, ex) = 0, développée suivant les puissances entières et
décroissantes de x prendra la forme :

Axm + Bxn + Cx* + etc. = 0.

Les coefficients A, B, C, etc., seront des fonctions entières
de c, et premières entre elles (*).

Pour obtenir les valeurs réelles de c correspondantes aux
valeurs infinies de x, il faudra d'abord déterminer les
racines réellos c\ c", etc., de l'équation A = 0 ; il restera
ensuite à examiner si les valeurs de x correspondantes aux
racines c\ c",... sont infinies réelles. Si l'une des racines c'

C) Je suppose ici qu'on ait débarrassé les coefficients A,B, etc., de leur plus
grand commun diviseur. — Dans le cas particulier où les coefficients dont il
s'agit ont un commun diviseur fonction de la variable c, le premier membre de
A^»!/)^0» admet au moins un diviseur de la (orme y—ex; en tenant compte de
ce facteur qui représente une droite si la quantité c est réelle, on en débarrasse
'équation f(a?,y)«=-o, donl le degré s'abaisse ainsi d'une unité.
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de A = 0 , est simple ou multiple d'ordre impair, la valeur

infinie de x, correspondante à c\ sera toujours réelle [Foy.

t. III, p. 87). Dans ce cas, la courbe/(.r, y) = 0 > «ara au

moins une branche infinie. En effet, on pourra donner à la

variable c, une valeur c'-\-k ou c'—h, assez peu différente

de c', pour que la valeur correspondante de .r, dans l'équa-

tion f(xt ex) = 0 , soit réelle et plus grande qu'une quan-

tité déterminée * ; et si l'on fait converger la quantité c'-\-h,

ou c' — h, vers c', par la diminution progressive de h, la

valeur correspondante de x, ira continuellement en aug-

mentant, à partir de « (p. 87, t. III). En remplaçant c et x,

par ces valeurs dans y = cx, l'ordonnée^ restera constam-

ment réelle, et par conséquent on obtiendra de» points delà

courbe, aussi éloignés de l'axe des y, que Von voudra.

C'est-à-dire que la courbe sera illimitée dans h» sens des

abscisses. Elle sera de même illimitée dans le sens des

ordonnées, si la racine cf n'est pas nulle , car le produit

(c'dzfya, peut devenir plus grand que toute quantité donnée.

On peut encore observer que les solutions réelles de l'é

quation Axm -j- Bxn - f Gxp - j - etc. = 0, déterminent les

points de rencontre de la courbe proposée f(x\ y)-j=0f et

des droites représentées par l'équation y=cx. Lorsqu on fait

converger la variable c vers c\ la droite mobile j = a \

tourne autour de l'origine des coordonnées, pour se rappro

cher indéfini ment de la direction déterminée par y = ex ;

dans chacune de ses positions, le dernier des points auxquels

elle va couper la courbe s'éloigne progressivement de l'axe

àesy, et la distance de ce point à l'axe des y pouvant sur-

passer toute grandeur assignable, on voit qffune branche

de la courbe doit s'étendre jusqu'à l'infini dans le sens des

abscisses.

Mais, il ne faut pas affirmer que ia courbe proposée

<\x->y) = 0 , a toujours une branche infinie, lorsque l'équa-
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tion A = 0 , a une racine réelle. Car Ja valeur de x déduite

de Axm~j-Bx*-\-Cxp-\-etc. = 0, et correspondante à la

racine réelle de A = 0 , peut être imaginaire. C'est, par

exemple, ce qui a lieu pour la courbe dont l'équation est

(y7 —jc*y+y* + X*—1 = 0. En remplaçant y par ex dans

cette équation , on obtient :

L'équation A = 0 , devient (c1 — l ) a = 0 , dont les quatre

racines sont réelles; et néanmoins, la courbe proposée

{y* — x2)2 -\-y* 4- x* — 1 = 0 , est limitée dans le sens des

abscisses, puisque les abscisses des points de cette courbe ,

sont moindres que l'unité , comme il est facile de le recon-

naître.

L'assertion que nous réfutons ici, a sa source dans l'é-

noncé d'un principe d'algèbre qui a été présenté d'une ma-

nière incomplète, et capable d'induire en erreur. On a dit.

lorsque le coefficient A du premier terme d'une équation

A.rw-f Bxn-\- etc. = 0 devient nul, l'équation a une racine

infinie. J'ai déjà fait observer ailleurs (t. III, p. 39), que les

raisonnements sur lesquels on veut fonder ce principe, man-

quent de rigueur, en ce qu'ils supposent que le produit

0 x « est toujours nul. Et, 1ers même qu'on aurait prouvé

rigoureusement que si le coefficient A se réduit à zéro, l'é-

quation Axm+Bxn-1>... =. 0, a une racine infinie réelle, ou

bien une racine imaginaire dont le module est infini, il res-

terait encore à reconnaître lequel de ces deux cas a lieu,

pour l'interprétation géométrique des résultats obtenus.

Faute d'avoir distingué ces deux cas on a conclu, à tort,

que si l'équation A = 0, a des racines réelles, la courbe

considérée a nécessairement des branches infinies. Car, non-

seulement l'équation donnée/(.r, / ) ~ O , peut représenter

une courbe limitée, quand les racines de A = 0 , sont réelles,
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mais encore il tst possible que l'équation ^/(.r,^) = 0, ne
représente aucune ligne (*).

On ne doit donc admettre pour valeur du coefficient c,
dans l'équation y = ex -(- d de l'asymptote, qu'une racine
réelle c', de A = 0 , correspondante à une valeur infinie
réelle de x. Cette première condition sera toujours remplie
lorsque la racine d sera simple ou multiple d'ordre impair,
en admettant, toutefois, que le facteur c — d ne soit pas
commun à tous les termes de Axm -j- Bxn-+- Cxp -f- etc. = 0.

Une seconde condition est également nécessaire •. c'est qu'il
soit possible de trouver pour le coefficient d dans y = c'x-\-d,
une valeur d! réelle et unie, correspondante au coefficient d.

Supposons que la courbe puisse avoir une asymptote rec-
tiligne y= dx-\-dy dont le coefficient d'inclinaison sur l'axe
des x soit d. La différence y—{dx-\-d) entre les ordonnées y
et (dx-\-d) de ces deux lignes ira continuellement en dimi-
nuant et deviendra moindre que toute quantité donnée,
lorsque les valeurs attribuées à x seront suffisamment gran-
des. Par conséquent, la fonction y—dx des coordonnéesy%

x, d'un point de la courbe devra, pour les valeurs de x
indéûniment croissantes, tendre vers une limite finie qui
sera précisément la valeur de d correspondante à d'. Pour
trouver cette limite, nommons dla valeur variable de la
fonction ̂  — dx, des coordonnées d'un point quelconque de
la courbe ; il en résulte y=dx-{-dy et en substituant dx-\-d
à y dans l'équation f(y, x) = 0, on obtient la relation

f(dx -\-d> x) = 0, qui a lieu entre l'abscisse x et la fonc-
tion d oxvy— dx des deux coordonnées de chaque point de
Ja courbe. Et il restera à déterminer les valeurs réelles et

C) L'équation (y«—ac2)2+tf2+t/*-f-i««o en offre un exempte. Cette équation n«
représente aucune ligne, et néanmoins, si l'on remplace y par ex, le coefficient
de la plus haute puissance de x devient (e*—i)2, qui est annulé par les va-
leurs c — ± î.



— kO —

unies de la variable d correspondantes aux valeurs infinies
réelles de x, et satisfaisant à l'équation f{c'x -(- d, x) = 0.

A cet effet, on ordonnera f(dx-\-d, x), suivant les puis-
sances décroissantes de x ; l'équation/(c'.r H- d, x) = 0, se
ramènera à la forme A!xr -+- h'x' -(- etc. = 0 : les coefficients
A', B', etc., étant des fonctions entières de d, et débarras-
sées de tout facteur commun.

Les valeurs de d que Ton cherche devront être racines de
A ' = 0 , et correspondre à des valeurs réelles de x, dans
l'équation A V + B'x9 + etc. = 0.

Réciproquement, si d'est une racine réelle de A'=0, qui
satisfasse à la condition que nous venons d'indiquer, la droite
y=zcfx-\-d', sera asymptote à la courbe proposéeê/(j:1jK)=0.

Car, si Ton désigne par h une quantité suffisamment petite,
en remplaçant l'inconnue d par d! ~\- h, dans l'équation
f{c'x+ d, x) = 0, l'autre inconnue x aura une valeur
réelle a, qui sera aussi grande que l'on voudra. Et si l'on
fait converger h vers zéro, la valeur de x reste réelle et
devient de plus en plus grande (t. III, p. 87). Or l'égalité
d= d -\-h, donne y — d x = d'-\- h, puisque d remplace
dans le calcul^ — c'x. Il s'en suit : y=z dx-\-d'-\-h. L'ab-
scisse x restant constamment réelle, pour les valeurs décrois-
santes de h 7 il en sera de même de l'ordonnée y, qui est
égale à dx-\-d!-\-h ; on obtient donc des points de la courbe
qui s'éloignent indéfiniment de l'axe des y, lorsque h dé-
croît. D'ailleurs, la différence h, entre l'ordonnée y d'un
point de la courbe et l'ordonnée dx -f- d! du point de la
droite y = dx-\- d\ correspondante à la même abscisse, di-
minuant au delà de toute grandeur assignable, on voit qu'une
branche de la courbe en s'éloignant de l'axe des ordonnées
se rapproche indéfiniment de la droite y=cx'-\-d\ et qu'elle
peut s'en rapprocher aussi près qu'on le voudra, sans jamais
la rencontrer, car h ne deviendra nulle qu'autant que x soit



infinie. Par conséquent, la droite y = dx-\- d\ est asymp-
tote à la courbe/(x,^)=0.

On arrive à la même conclusion en observant que les solu-
tions réelles de réquation/(c'.r+d, x) = 0, déterminent les
points de rencontre de la courbe f(y, x) = 0, et des droites
parallèles représentées par l'équation y = c'x-^-d. Lorsque
la valeur attribuée au coefficient d est convergente vers d\
la droite mobile y = c'x -J- d, se rapproche de la droite
r=c'jc-j-d\ aune distance (d1— d) qui devient moindre que
toute quantité donnée ; dans chacune des positions de la
droite^ = c'x-\-d, elle a avec la courbe, un point commun
dont la distance x à l'axe des y, augmente continuellement
et sans autre limite que 1 infini : une branche de la courbe a
donc pour asymptote la droite y = cx-\-d'.

La détermination des asymptotes rectilignes y = cx-}-d,
non parallèles à Taxe des^, dépend uniquement, comme on
voit, de la résolution d'équations à deux variables, en va-
leurs réelles dont l'une soit infinie. 11 en est absolument de
même des asymptotes parallèles à Taxe des ordonnées. Car,
si la droite x = a est asymptote à la courbe/(x,y) = 0 , en
remplaçant dans l'équation f{x,y) = 0, x par a±h, et
donnant à h des valeurs décroissantes et suffisamment peti-
tes, il faudra qu'une des valeurs de y reste constamment
réelle et augmente au delà de toute grandeur assignable. En
d'autres termes, l'équation^-r,y) = 0, devra admettre la
solution réelle x = ^ , y=m . Réciproquement, si l'équation

/(•r?J') = 0, admet la solution j : = a , ^ = x , Ja droite
x = a, est asymptote à la courbe f[x, y) = 0, puisqu'une
branche indéfinie de cette courbe s'approche de la droite
x=z a, autant qu'on le voudra et sans jamais l'atteindre.

Et de même encore, on doit observer que pour déterminer
les équations des asymptotes parallèles à Taxe des ordonnées,
il ne suffit pas d'obtenir les racines réelles de l'équation



formée en égalant à zéro le coefficient de la plus haute

puissance dey dans l'équation delà courbe. Ces racines ne

conviennent à la question traitée qu'autant que les valeurs

correspondantes dey soient aussi réelles (*). C'est la remar-

que déjà faite au sujet des équations A = 0, Af = 0, dans la

recherche des asymptotes y = ex + d , inclinées sur Taxe

des y : les racines c', d\ de ces équations peuvent être réelles

et finies, sans que la droitey=zc'x-\-d' soit une asymptote.

On a trouvé, en cela, je ne sais quel paradoxe ; et en vou-

lant le résoudre , on a été conduit à une interprétation géo-

métrique dans laquelle l'infini n'est plus considéré comme

la limite des quantités croissantes.

Pour ma part, je ne trouve ici rien qui soit paradoxal.

Il est inexact de dire que le calcul a donné une asymptote,

sans qu'il y ait de courbe. Car, sous le point de vue analy-

tique, la question n'est pas complètement traitée, lorsqu'on

a obtenu les racines c\ d\ des équations A =r 0 , A' = 0 ; il

reste encore à considérer les valeurs correspondantes de x.

La même observation s'applique, comme on sait, à toutes les

questions dont la solution dépend des valeurs réelles de plu-

sieurs inconnues.

Quant à la recherche d'une interprétation géométrique

de la droite y = c'x-\- d\ lorsque l'équation proposée

f(x, y) = 0 ne représente rien , il conviendrait peut-être

d'en indiquer d'abord l'utilité. Si elle a pour objet de justi-

fier, d'une manière générale, la conclusion qu'on a voulu

déduire de la seule réalité des valeurs de c', d' ; quelque in-

génieuse que puisse être, sous d'autres rapports, l'interpré-

tation trouvée, il serait difficile de l'admettre sans faire de

concession à un mauvais raisonnement.

C) En admettant toujours que les coefficients des termes de l'équation
— o , aient été débarrassés de tout facteur commun en x.



Je n'entrerai ici dans aucun détail sur les simplifications

du calcul qui donne les équations À = 0 , A ' = 0 : la plupart

des traités élémentaires contiennent à cet égard, des déve-

loppements suffisants. Je ne parlerai pas non plus du moyen

de reconnaître en discutant ces équations, combien la courbe

proposée peut avoir d'asymptotes parallèles à une direction

déterminée : cette partie de la discussion du problème n'offre

aucune difficulté réelle. Le point principal consiste à savoir

dans quels cas la solution c', d', des équations considérées,

détermine effectivement une asymptote à la courbe ; le reste

s'en déduit facilement. Et par conséquent, tout se réduit en

définitive à cette question d'algèbre, que déjà nous avons

en partie examinée :

L'équation Aym+Byn-\- &r*+--- = 0 , à deux inconnues

.y, x , ordonnée suivant les puissances décroissantes ûey, a

pour coefficients, A, B, C, etc., des fonctions entières de .r et

premières entre elles •. trouver les racines réelles et finies

de A = 0 , correspondantes à une valeur infinie et réelle

de l'inconnue y.

9. On a démontré (t. III, p. 87), que si la racine réelle a

de A = 0, est simple ou multiple d'ordre impair, la valeur

correspondante de y est réelle ; il reste à examiner ce qui

<i lieu lorsque le plus haut degré de multiplicité de la racine

« est un nombre pair 2r.

Je ferai d'abord abstraction du cas particulier où la valeur

- qui, substituée à x, annule le coefficient A, réduirait de

même à zéro le coefficient B du terme suivant. En rempla-

cant x par « , dans les polynômes entiers ~^r9 B , on
(x — a)

aura pour résultats des nombres m\ ri différents de zéro,

positifs ou négatifs; alors, il sera possible de trouver une
quantité h assez petite pour que les équations ~ = 0 ,

[X—a)
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B = 0 , n'aient aucune racine comprise entre a-|- h et &— /*.

En faisant varier x depuis a -f- A jusqu'à « — h, les fonctions

A, B, conserveront constamment les signes des nombres m',

n'. Entre ces deux limites a-|-A, a—h, le polynôme A s'an-

nule lorsque x r= « ; mais en passant par zéro il ne change

pas de signe, puisque le nombre des racines égales à a est

pair.

Les nombres m\ n'auront le même signe, ou des signes

différents; les exposants /rc, «, pourront être tous deux pairs

ou tous deux impairs; ou bien encore l'un de ces exposants

sera pair et l'autre impair : ce sont les différentes hypothèses

dans lesquelles nous allons successivement discuter l'équation.

1* Si les nombres m\ n1 ayant le même signe , les expo-

sants //*, n sont tous deux pairs, ou tous deux impairs , au-

cune valeur âey, correspondante à,r = a, ne pourra être infi-

nie réelle. En d'autres termes, la droite .r=a ne sera pas

asymptote à la courbe dont 1 équation est

En effet, nommons b Ja plus petite des valeurs que prend B,

lorsque x varie depuis a -f- h, jusqu'à a — h ; et JN la plus

grande valeur des coefficients C, D, etc., lorsque x varie en-

N
tre ces deuxlimites. Eu substituant à y le nombre —-\- 1, ou

bien un nombre plus grand , le polynôme B^- f QKP + e tc ,

aura toujours le même signe que son premier terme B r \

et la valeur absolue de ce polynôme ira continuellement

en augmentant à mesure que./ deviendra plus grand, à par-

tir de + 1.

D'ailleurs, le premier terme Aym de léquation Aty
mH-

B^n -f- e t c . = 0, ne peut prendre un signe différent de celui

du second terme Byn. Car, quelle que soit la valeur réelle

attribuée à,r* les puissancestr
m, yn seront, l'une et l'autre,
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positives ou négatives. De plus, les coefficients A, B, ont,

pour les valeurs de x comprises entre a -+-h et a—A, les

signes des nombres m\ n'; donc, le signe du produit kym

ne peut être différent de celui du produit Byn.

Par conséquent, en donnant à x des valeurs comprises

entre <x-\-h et à a — h, et à y une valeur réelle plus grande

N
que — + 1 y le premier membre de l'équation A^m + By*+

Qrp4-etc. = 0, ne sera jamais annulé. Il en faut conclure

que la valeur de^r, correspondante à x = a , n'est pas réel-

lement infinie.

2° Si les nombres m, n\ ayant le même signe, les expo-

sants w, w, sont l'un pair, et l'autre impair •. l'équation ad-

mettra la solution x = *, y =z—00. La droite x = a. sera

asymptote à deux branches de la courbe Aj^-f B y n + . . . =

0, du côté des ordonnées négatives; et ces deux branches

seront situées de différents côtés de l'asymptote.

C'est ce qui résultera des observations suivantes.

Si l'on donne h y une valeur négative, et à x des valeurs

comprises entre a ± h et a, les deux termes kym, Byn, au-

ront toujours des signes contraires. Car, depuis x = a.±Ji

jusqu'à j = a , les coefficients A, B ont les mêmes signes que

les nombres m\ ri, et les puissances^, yn, sont affectées

de signes contraires, lorsque^ est négatif.

De plus, on peut remplacer^ par un nombre négatif —

/ , dont la valeur absolue soit assez grande pour que, en

faisant varier x depuis a -f h jusqu'à -* — A, le polynôme

fyn + QKP + etc., ait constamment le signe de son premier

terme J$yn ; on satisfait à cette condition en donnant à y\ une

N
valeur au moins égale à — 4-1.

Enfin, en remplaçant yç&ry' daus le terme —hym , et fai-

sant varier.r depuis*+£, ou a—A,jusqu'à
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titédonnée.Pour des vaieursde h suffisammentpetites, on aura

toujours A / m < B / n + Cjr'9 + etc. (Voy. tome III , page 88).

Cela posé, substituons—y à y, et a + h à x, dans le pre-

mier membre de l'équation proposée Aym + Byn + Cyp 4- etc.

= 0 ; et donnons à h une valeur assez petite pour que l'iné-

galité Ay m < Byn + Cjr'p + etc., soit satisfaite. Le premier

membre de l'équation aura un signe contraire à celui de son

premier terme. Puis, sans rien changer à cette valeur de h,

faisons croître jr, à partir d e y , jusqu'à ce que le premier

membre de l'équation prenne le signe de son premier

terme kym; dans l'intervalle de ces valeurs attribuées hy>

le premier membre de l'équation se sera annulé, au moins

une fois, puisqu'il a changé de signe. Ainsi, l'équation e n ^

aura au moins une racine négative — 6 , dont la valeur ab-

solue surpassera celle d e — y . Et, comme on peut d'ailleurs

supposer y aussi grand que Ton voudra, il est démontré que :

En remplaçant x dans l'équation proposé par a ± h (h

étant une quantité réelle suffisamment petite ), cette équa-

tion Aym -f- Brn + ete. = 0 , aura au moins une racine réelle

négative — 6 dont la valeur absolue surpasse tout nombre

donné y . Si l'équation a plusieurs racines négatives satis-

faisant à cette condition, je nommerai — ê la plus grande

de toutes, en valeur absolue.

Il est possible que plusieurs valeurs différentes de h don-

nent y = — 6 : je prendrai pour h la plus petite de toutes.

De sorte que a -\- /*, représentera parmi les valeurs de x

correspondantes à y = — S, celle qui diffère le moins de a.

Alors, si l'on fait diminuer h, le polynômp A (—ê)m - f b (—

6 ) n + e t c , qui était annulé, reprendra immédiatement le

signe du terme B (—6)n, pour H < /i, quelque petite que

soit la diminution de /* (voy. tomeIII, page 90). Actuelle*

ment, sans rien changer à la valeur h\ faisons croître la
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valeur 6 de — y, jusqu'à ce que le premier membre de

l'équation reprenne le signe de son premier terme Aym ; par

cette augmentation progressive de y, le premier membre

de l'équation Aym + Ryn + etc. = 0 , s'annulera, au moins

une fois ; l'équation admettra donc, pour h! < h, une ra-

cine— & dont la valeur 6' sera plus grande que S.

D'après cela, on voit que : en diminuant x depuis a + &

jusqu'à a, une des valeurs correspondantes de y variera

depuis—6 jusqu'à— oo. La variable y deviendra encore

égal à — oo, lorque x augmentera de a — / à a , Car le

même raisonnement s'applique aux deux cas.

Ainsi, la courbe représentée par l'équation Aym-\-Byn

-f-etc. = 0, aura, du côté des ordonnées négatives, deux

branches asymptotes à la droite x = a, et situées de diffé-

rents côtés de cette droite.

S\y est positif, et x compris entre « -f h, et a — h, les

deux termes Aym, B/1 , conserveront le même signe ; au-

cune valeur positive dejr correspondante à x = a, ne de-

viendra infinie réelle.C'est ce qu'on a déjà démontré (p. 44,1°).

La droite j ? = a n e sera donc pas asymptote à la courbe du

côté des ordonnées positives.

3° Lorsque les nombres m', ri, sont de signes contraires,

et les exposants m , n, tous deux pairs ou impairs : la va-

leur a de x, donne pour y deux valeurs réellement infinies,

l'une positive, l'autre négative. Dans ce cas, la droite .r=a,

est asymptote à la fois à quatre branches de la courbe re-

présentée par l'équation Aym + Brn-|- Gy* + et = 0. Deux

de ces branches s'étendent indéfiniment au-dessus de Taxe

des abscisses, et sont situées de différents côtés de la droite

•r = a. Les deux autres, au-dessous de l'axe des x, sont en-

core situées de différents eôtés de leur asymptote x = a.

En effet, pour les valeurs de x comprises entre a+: & et a,

les fonctions A, B, ont constamment des signes contraires,
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puisque les nombres m\ ri', sont de signes contraires D'ail-

leurs, les puissances./*, yn, dont les exposants sont pairs

tous deux > ou bien impairs, ont constamment le même signe.

Il en résulte que, les produits Aym, Byn
f seront affectés de

signes différents.

La démonstration donnée (pages 45...47, 2°), trouve donc,

ici même, son application. En faisant varier x depuis a -\-h

jusqu'à a, une des valeurs de y restera constamment réelle

et positive, une autre valeur restera négative ,• et à la li-

mite x = a , elles deviendront infinies. Ainsi, l'équation

admettra ces deux solutions :

On arrive à la même conclusion en supposant que x

augmente continuellement depuis a — h jusqu'à a. Par

conséquent, l'équation proposée Aym-\- Byn-\-Gyp-\- etc. = 0 ,

donne quatre branches de courbe, qui ont pour asymptote la

droite x = a. Deux de ces branches sont déterminées, en at-

tribuant à y des valeurs positives, correspondantes aux va-

leurs de x comprises entre a±h et «,- et les autres, en

donnant à l'ordonnée y des valeurs négatives correspon-

dantes à celles de l'abscisse, comprises entre les mêmes li-

mites a ± h et a.

k° Si l'on suppose, enfin , que les deux nombres m % n ,

ayant encore des signes contraires, les exposants m, n, soient

l'un pair, et l'autre impair : l'équation proposée admettra la

solution .r = a, y= - j - oc ; mais aucune valeur négative de

y correspondante à x— a, ne deviendra infinie. La droite

x = «, sera asymptote à deux branches de la courbe repré-

sentée par l'équation Aym+ Byn + Cyp + etc. = 0 , et si-

tuées, au-dessus de l'axe des abscisses, de différents côtés

de x = *. Aucune branche de la courbe, ne sera au-dessous

de Taxe des x , asymptote à la droite x = u.
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Car, en faisant varier x depuis a Jz h, jusqu'à a, et don-

nant à y des valeurs positives ; les termes Aym, Byn ont des

signes contraires , donc l'équation admet la solution .r = «,

y = 4-00 (pages 45,47,2°). D'ailleurs, les valeurs négatives

dey donnent le même signe aux termes Ayw, Byn ; donc, au-

cune valeur négative dey correspondante à x = a, ne peut

devenir infinie réelle.

On obtient d'ailleurs la solution x = *1y = -\-<x>,en.

faisant varier x depuis a -\-h jusqu'à a, ou bien de a — h jus-

qu'à a. II s'ensuit que deux branches de la courbe, situées

de différents côtés delà droite .r=«, sont asymptotes à celte

droite, dans le sens des ordonnées positives. Aucune bran-

che ne peut être, du côté des ordonnées négatives, asymp-

tote à x = «, puisque l'équation de la courbe n'admet pas la

solution réelle x = a , y = — « .

10. Dans la discussion précédente, nous avons supposé que

la racine a, multiple d'ordre pair de A = 0 , substituée à x dans

le terme B/ n de l'équation proposée, ne réduisait pas à zéro,

le coefficient B de ce terme. La substitution de a à x, peut

annuler B et quelques-uns des coefficients C, D, des termes

suivant Bxn, mais tous les coefficients ne peuvent être à la

fois réductibles à zéro, puisqu'ils ont été débarrassés de leurs

facteurs communs en x. Je désignerai par Mxr le premier

des termes dont le coefficient n'est pas annulé, et j'écrirai

l'équation proposée sous la forme suivante :

Les lettres sans accent : A, B, C, etc., représentent des

fonctions entières de x qui admettent le facteur x — a ; la

fonction B' peut aussi être divisible par x — a .

Après avoir divisé A, B, C,..., par les plus hautes puis-

sances de ( x — a ), qui entrent comme facteurs dans ces po-

lynômes , je remplace x par a dans les quotients obtenus ,

ANN. DE MATBÉM. IV. 4
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et je nomme m', n\ />',..., les nombres résultant de cette

substitution. Je représente aussi par r' la valeur que prend le

coefficient À' lorsque x ~ a. Enfin, je considérerai h comme

une quantité réelle assez petite pour que l'équation A'= 0 .

et toutes celles que l'on forme en égalant à zéro les quotients

obtenus en divisant A, B, C,... par les plus hautes puissances

de.r—« qu'ils renferment, n'aient aucune racine comprise

entre y. -f- h et y.— h. Pour des valeurs de x comprises entre

ces deux limites a-f /* et a — / i , les fonctions A, A', auront

les mêmes signes que les nombres rri, r. Les coefficients ft,

C..., conserveront aussi les signes des nombres n\ />'..., lors-

qu'ils contiendront x — a à des puissances paires. Ils pren-

dront des signes contraires à ceux des nombres n\ p\ etc.,

quand les plus hautes puissances de x — a contenues dans

ces coefficients étant impaires, on remplacera x par a — h.

Dans tous les cas, il sera facile de reconnaître si les ternies

A>m, B>n, etc., A'jrr, sont positifs ou négatifs, pour les va-

leurs substituées aux variables x et tr

Cela posé, lorsque en attribuant à x des valeurs com-

prises entre azhfr et cf., il sera possible de donner des signes

contraires aux deux termes Aym, Ajrr; l'équation proposée

admettra toujours pour Vinconnue y, une valeur infinie

réelle, correspondante à x = a , et le signe de la valeur in -

finie de y, sera celui des valeurs de y qui font prendre aux

deux termes Aym, A'yr des signes différents Ainsi, l'équa-

tion admettra les deux solutions x = a , ^ = - f » , et x=u ,

yz=z — oc, si les valeurs positives et négatives de y donnent

aux termes Ayw, k'yr des signes différents.

C'est ce qui résulte évidemment de la démonstration donnée

(tomeIII, pages 87 et suîv.).

On a un exemple de ce cas particulier dans l'équation

{x — i ^y> -|. (^ — 1)3^5 + (* —4)4>.4+ l = o. (1)
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Les nombres m , r\ sont ici 1,— 3. En faisant varier x de-
puis 2 jusqu'à 1, ou de — 2 à 1, les termes (x— 1) VS
(X — 4)^4 , ont constamment des signes contraires, quelle
que soit la valeur attribuée à y. L'équation (1) admet les
deux solutions •

x = 1 , y = + oc ; et x .= 1 , y = — oo.

La parallèle x = l à l'axe des./, est asymptote, à la fois,
a quatre branches de la courbe représentée par 1 équation
proposée.

Lorsque Aym, A'yr ont constamment le même signe, pour
les valeurs de x comprises entre a -\-h et a — h, si aucun des
termes intermédiaires, Byn, Cyp..., ne peut prendre un signe
contraire à celui des termes Aj-W, Myr l'équation proposée
n'admettra pas la solution x =. *,y •= oo . Car la démonstra-
tion donnée (page44, 1°) est alors applicable.

L'équation n'admettra pas non plus la solution x• = a,
^=oo , lors même que les ternies intermédiaires Bvn, QKP . . . ,

pourraient prendre des signes différents de celui de Aym,
Af>r, si les plus hautes puissances de x — a qui entrent dans
les coefficients B , C... de? ces termes sont supérieures à la
puissance de {x—a) dans le coefficient A du premier terme
de l'équation.

En effet, considérons, par exemple, l'équation

En remplaçant x par 1 +/*, cette équation devient

OU

h*\y —hy* — /*y ] -f- (3 — d)yÀJr etc. = 0.

Et, on voit qu'en donnant à la quantité /* une valeur positive
ou négative moindre que l'unité, le polynôme h\y(i—h5y*

™/i.?3 sera positif pour toutes les valeurs de r satisfaisant à
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l'inégalité y6 —y* — y* > 0. Ainsi, en faisant varier /* de-

puis 1 jusqu'à — 1, et donnant à y des valeurs suffisamment

grandes, le premier membre de l'équation (1) restera con-

stamment positif; donc cette équation ne peut admettre la

solution réelle .r = 1, ^ = » . Et, par conséquent, la droite

x = 1, ne peut être asymptote à la courbe que l'équation (1)

représente. G.

[La fin prochainement.)

NOTE SUR LA TRIGONOMÉTRIE.

Questions d'examen.

P A R M. GUXX.MXN,

Ancien élève de l'Ecole normale, professeur de mathématiques.

Quand on cherche le cosinus de - , connaissant cos a , on
n

est conduit à résoudre une équation du néme degré, qui

manque du deuxième terme, ce qui annonce que la somme

des racines de l'équation est nulle j on propose de vérifier

cette circonstance par la trigonométrie.

Soient x,, .ra, JC3,... xn , les racines en question ; on sait

que les arcs auxquels correspondent ces cosinus sont

a a 2~ a hr. a
— , - —r- , \~ ' - , . . . y — -j
n n n n n n

(2/i— 2)x

ils forment une progression arithmétique dont la raison

est —. Par suite, d'après la formule de Thomas Simpson,

nous dvons entre leurs cosinus, les relations qui suivent :
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r3 = 2 cos — x% — x,,

r4 = 2 cos — x3 — x3,

c 2rr
(a) ^ s = 2COS —- Xk — X3,

Cn = 2COS — «r«— i — .Tn—2-

Si on continue la progression, après Tare ~-j \

viendra lare - A = — ( - 2 ^ , dont le cosinus est le
n n n

même que celui de - désigné par xt. L'arc qui suivra encore
n

sera - 4-2ii4-—, dont le cosinus est égal à celui de —I ,
n n n n

désigné par .ra. D'après ces remarques nous pouvons encore

écrire les deux égalités :

OU X, = 2 COS — Xn—
n

cos ( - ^ )
3) n n '

(a 2^\ 2n
COS ( - + 2TT -J ) OU x% = 2 COS — Jf, — . r n ,

\7l »/ «

Ajoutant toutes les égalités (a) et $) membres à membres,

nous aurons en appelant s la somme des cosinus considérés :

OU

ou enfin

2TT

s = 2 c o s — s — s
n

2TT
25 = 2 COS — s .

71



2/i
Or cos — ne peut être égal à t ; il faudrait pour cela que

n fût égal à 1, donc s = 0. Ce qu'il fallait prouver.

Quand on cherche s i n - , connaissant s i n a , on arrive

quand n est impair à une équation du degré n, et quand n

est pair à une équation du degré 2n ; l'une et l'autre de ces

équations sont privées du deuxième terme : on propose aussi

<le vérifier cette circonstance par la trigonométrie.

D'après une discussion connue, les arcs auxquels appar-

tiennent les sinus dont les valeurs sont les racines de l'équa-

tion , sont dans le premier cas les mêmes que ceux indiqués

dans le cas du cosinus, savoir :

a a 2~ a (2;i — 2) n
n ' n n n n

La démonstration précédente peut se répéter telle quelle est

en changeant le mot de cosinus en sinus, quand on parle des

racines de l'équation, puisque la formule de Thomas Simpson

s'applique également aux sinus et aux cosinus; ce qui se

conçoit d'ailleurs parfaitement, puisque si des arts forment

une progression arithmétique, leurs compléments doivent

évidemment en former une autre.

Dans le deuxième cas, nous avons pour correspondre aux

racines de l'équation du degré 2/*, deux séries d'arcs for-

mant deux progressions arithmétiques, savoir :

«/
n

-

n

ti

n "

ii t

- "1
n

fi

n

a

n

• " + l -
n

( 2/£ —

/^

-2n

1)

— 2)Tr

n

Appelons xiy i3 , r3V . . xn, les sinus des premiers; vx,

.y, -, .v,, rn , Ic*s sinus des seconds. La démonstration pré-

e p r o u v e q u e . » • , - [ - . r , | ... . r n = 0 , c l j \ - \ y , I j .,-|--•
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4 - / M = 0. Donc la somme de tous ces sinus réunis est

égale à 0.

Celte démonstration prouve en général que si n arcs

quelconques, forment une progression arithmétique dont le

premier terme est quelconque, et la raison — , la somme

des sinus, ou la somme des cosinus de ces arcs est nulle.

Ceci peut être regardé comme une vérification de ce théo-

rème : la somme des projections des côtés d'un polygone

régulier sur un diamètre quelconque du cercle circonscrit

est égale à 0.

[La suite au prochain numéro).

QUESTIONS PROPOSÉES

91. Le côté AB du triangle donné ABC est inscrit dans Tan

glc fixe MON, l'inclinaison du pîan du triangle sur le plan

MON est aussi donnée ; le lieu du point C dans l'espace est

une ellipse dans laquelle la somme algébrique des axes est

égale au diamètre du cercle circonscrit au triangle AOB.

(Tm.)

92. A est l'aire d'un polygone régulier inscrit dans une

circonférence, et B, l'aire du polygone semblable circon-

scrit ; B — A est équivalent à l'aire du polygone régulier

semblable, inscrit dans la circonférence qui a pour diamètre

le côté de B, ou bien encore au polygone régulier circon

se rit à la circonférence qui a pour diamètre le côté de A.

(Du Faye.i
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DÉMONSTRATION

De rimpossibilité de résoudre toutes tes équations algébriques

avec des radicaux.

PAB. M. ,
répétiteur à l'École polytechnique.

1.

Abel a entrepris de démontrer qu'une équation algébrique

quelconque de degré supérieur au quatrième n'est pas réso-

luble par radicaux (*). Quoique sa démonstration soit exacte

au fond, elle est présentée sous une forme trop compliquée

et tellement vague, qu'elle n'a pas été généralement admise.

Plusieurs années auparavant, Ruffini, géomètre italien,

avait traité la même question d'une manière beaucoup plus

vague encore, et avec des développements insuffisants, quoi-

qu'il soit revenu plusieurs fois sur le même sujet. En médi-

tant les travaux de ces deux géomètres et à l'aide des prin-

cipes que nous avons posés précédemment (**j, nous sommes

arrivé aune forme de démonstration qui parait assez claire

et assez précise pour lever tous les doutes sur cette partie

importante de la théorie des équations.

Il faut d'abord bien poser la question. Résoudre une équa-

tion par radicaux, c'est exprimer les racines au moyen des

coefficients par une fonction radicale d'une espèce détermi-

C) Journal de Crslle , tome I, page 65 ; et Bulletin de Férussac, tome VI.
(") Nouvelles Annales , tome H , page il?.

ANN, ng MATBÉM. IV. 5
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née, ou, ce qui est la même chose, ramener la résolution de

l'équation proposée à celle d'une série d'équations binômes,

dont les seconds termes dépendent successivement des coeffi-

cients et des racines des équations précédentes.

La question ainsi posée présente trois points de vue fort

différents, soit qu'il s'agisse de résoudre une équation géné-

rale quels que soient les coefficients, soit qu'on s'occupe

d'une équation déterminée pour savoir si elle est résoluble

ou non par radicaux, soit enfin qu'on veuille obtenir les

racines d'une équation par des extractions de racine effec-

tuées sur des quantités réelles.

Quant au dernier cas, nous avons fait voir dans le mémoire

précité (*) que môme pour les équations du troisième degré

on ne pouvait exprimer les racines de cette manière lors-

qu'elles sont toutes réelles; on le peut toujours au contraire

quand il y en a deux imaginaires. Nous reviendrons sur ce

travail qui est demeuré inachevé. Le second cas est le plus

difficile de tous : il paraît avoir été à peine entrevu par Abel

et il n'a été attaqué avec quelque succès que dans un mé-

moire inédit de Gallois, qui sera publié prochainement.

JVous ne considérerons ici que le premier point de vue : c'est

aussi le seul qui ait été envisagé dans les mémoires d'Abel et

de Ruffini.

II.

Il s'agit donc de démontrer seulement qu'on ne peut re-

produire une racine d'une équation générale de degré supé-

rieur au quatrième, en effectuant successivement un nom-

bre limité d'opérations sur les coefficients ou sur des fonction s

symétriques de toutes les racines. Puisque les coefficients

sont supposés quelconques, les racines sont tout à fait arbi-

(*) Tome II , pag 125 de ce Recueil.
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traires , et la question se réduit à un principe de combinai-
son.

S o i t / ( x ) = 0 l'équation proposée, et xg, x% r . . . xs, xm ses
m racines. Supposons qu'on puisse exprimer la racine jcxpar
une fonction radicale d'espèce quelconque. Gomme les prin-
cipes que nous avons établis sur les radicaux numériques et
sur leur classification s'appliquent entièrement aux»*radi-
caux algébriques, la valeur de xl pourra se mettre sous la
forme (**)

dans laquelle uz= y/ aon u
n = a ,a est une fonction radicnlo

d'espèce inférieure à celle de JT, et A, B... M peuvent être de
même espèce, mais de degré moindre. Ou en déduira aussi
que la valeur de x1 est racine d'une équation irréductible du

nième degré, dont les coefficients sont dos fonctions de mémo
genre que A, B.... M. Toutes les racines de cette équation,
obtenues en remplaçant u par les diverses valeurs de [/a,
devront parconséquent satisfaire à l'équation proposée ; et,
en désignant par a, a% a3.... les racines «e de l'unité, on
aura n relations de la forme .

x1 = A -f u + Bw3 + .. . 4- Mu11 ".
x,=zA + uu+ B«V + . . . - f Man-un- '
a?3 = A - f Ju + B»4w5+. . . 4 - Ma*""""31 un~\ etc.

Si l'on ajoute ces égalités membre à membre, il vient :

si on les ajoute encore après avoir multiplié respectivement
par an, an~f, an~%... on obtient :

{*) Tome U, pag. 12s de ce Recueil.
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en multipliant par **, a"*, un~\ on trouvera de même :

et ainsi de suite. Ces résultats proviennent de deux proprié-

tés des racines a, a*,... «* de l'unité *. leur somme est égale à

zéro et elles se reproduisent toutes par les puissances de cha-

cune d'entre elles (excepté an ou 1 ) , lorsque n est un nom-

bre premier.

Ainsi les quantités u, A , B... M et a qui entrent dans Vex-

pression de x , sont égales à des fonctions rationnelles de plu-

sieurs racines de l'équation proposée.

Considérons maintenant une des quantités A, B... M et a,

on pourra former une équation ayant pour racines les diverses

valeurs delà fonction rationnelle qui la représente, au moyen

des coefficients de l'équation f(x)z=o. Car soit, par exem-

ple, B~<p (xn x7f xy.. ) ; le produit

[B—y (*,,*,,.rs...)][B- <p(jra,xo^3....] [B—rt*.,-^*«•••)]...

obtenu en disposant les racines x,, x^, oc3, xm... de toutes les

manières possible sera une fonction symétrique de toutes ces

racines j en sorte que B sera donné par une équation F(B) = 0

de même forme que la proposée.

Si l'on ordonne la quantité B par rapport à l'un des radi-

caux de plus haute espèce qu'elle renferme, on aura une

expression semblable à celle de xt

d'où l'on déduira par le môme raisonnement que les quan-

tités v y A', B. . . M' et b sont fonctions rationnelles des racines

de l'équation F(B) = 0 , et que par conséquent elles s'expri-

ment aussi rationnellement en fonction des racines de l'équa-

tion proposée.

En opérant de même sur chacune des quantités A', B\ . .
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Mf et 6, on arriverait à la même conclusion, relativement
aux quantités radicales dont elles dépendent; et, ainsi de
suite Jusqu'aux derniers radicaux qui portent sur des expres-
sions rationnelles par rapport aux coefficients de l'équation

Donc si une équation est résoluble par radicaux, chaque

radical simple ou composé qui entre dans la valeur de Vin-

connue est égal à une fonction rationnelle des racines de cette

équation.

Les fonctions rationnelles des racines qui représentent les

divers radicaux peuvent renfermer toutes ces racines ou

seulement un certain nombre ; il est toujours permis de les

supposer entières (*) pour en concevoir plus facilement les

combinaisons.

Il est à remarquer que la démonstration précédente s'ap-

plique quel que soit le point de vue sous lequel on envisage

la question de la résolution par radicaux.

III,

Étudions maintenant les propriétés de ces fonctions ration-

nelles des racines qui sont égales aux différents radicaux con-

tenus dans la valeur (1) de xt. Si l'équation f(x) = O est

satisfaite par cette valeur, quels que soient ses coefficients,

on doit reproduire identiquement xx, en substituant dans (1)

la fonction rationnelle correspondante à chaque radical,

(•) Toute fonction fractionnaire d'une racine de l'équation f (x) — 0, peut
être remplacée par une fonction entière de cette racine. En effet, si l'on multi

plie les deux termes de '• par ? (a?a) ? («§)... le dénominateur deviendra une

K
fonction symétrique K ; quant au numérateur F (x,) x - r j r ,il sera une fonction

entière d e # f , puisque <p (x,), ? (#»)... sont racines d'une certaine équation

* m + A?™-1... -f H 9 + K - 0 , d'où l'on tire : — ?
 m ~ 1 + A o m ~* +.. . 4- H.

La même démonstration s'applique à une fonction de plusieurs racines.
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puisque les racine» de l'équation sont alors entièrement arbi-

traires. De même, toute relation entre les racines devra être

identique et ne cessera pas d'exister, si l'on y remplace ces
racines les unes par les autres d'une manière quelconque.

Désignons par y le premier radical qui entre dansla valeur
de xtl ensuivant Tordre du calcul, et soit yn =p;p dé-
pendra immédiatement des coefficients de f (.r) = 0 , et
pourra s'exprimer par une fonction symétrique des ra-
cines F( - r o .ra, xv..)-1 y sera une fonction rationnelle
f(xx1 x^xr..) des mêmes racines.

Comme la fonction <p n'est pas symétrique, sans quoi la
racine ne dep s'extrairait exactement, elle doit changer lors-
qu'on permute deux racines : xt, x%, par exemple ; mais la
relation <?n = F sera toujours satisfaite. D'ailleurs la fonc-
tion F étant invariable par cette permutation, les valeurs de
<P sont des racines de l'équation rn=p, et l'on a .

si l'on remplace de part et d'autre xx par xt , et réciproque-
ment, il vient.

d'où, en multipliant par ordre : «3 = 1.

Ce résultat prouve que le nombre n, supposé premier, est
nécessairement égal à 2. Donc, le premier radical qui se pré-
sente dans la valeur de Vinconnue, doit être du second degré.

C'est ce qui arrive en effet pour les équations qu'on sait ré-
soudre.

Si dans la fonction <p on effectue une permutation de trois
lettres, en remplaçant xlt ,ra, «r3, respectivement par x2J

.r3, xn elle ne changera pas de valeur. En effet, on aura
d'abord :
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pais en répétant des deux côtés la même substitution :

et
? (.r,, x\, x 3 , xA...)=<*f (x3,xi, x 3 , .r4...) ,

d'où, en multipliant, a3 = 1 ; comme d'ailleurs a est une ra-

cine carrée de l'unité, il faut que a soit égal à 1, ou que les

valeurs de <p soient égales.

On verrait de même que ? est invariable par les permu

tations de cinq lettres ou d'un nombre premier quelconque.

Dans ces permutations on suppose qu'aucune lettre du groupe

considéré ne conserve la même place : c'est ce qu'on ap-

pelle, d'après M. Gauchy , des permutations circulaires de

3 , 5 . . . lettres.

Continuons la série des opérations indiquées par la va-

leur (l)de xx.

On combinera le premier radical avec les coefficients de

/ (x) = 0 , ou la fonction f avec des fonctions symétriques

des racines, à Vaide des premières opérations de l'algèbre,

et Ton obtiendra toujours une fonction des racines inva-

riable par les permutations de trois lettres. Les radicaux

subséquents pourront donner encore des fonctions du même

genre, s'ils sont du second degré. Supposons qu'on soit

arrivé à un radical, pour lequel la fonction rationnelle

équivalente ne soit pas invariable par ces permutations.

Désignons-le toujours par y = «p [x,, x^, x3... ) ; dans l'équa -

tion yn = /? , nous ferons encore p = F (xt, xa, x3... ) ; cette

fonction ne sera plus symétrique, mais seulement invariable

par les permutations de troîs lettres. Si l'on remplace xl,

x%, x3 par xal x3, xt dans <p, la relation <pn = F subsistera

toujours, e t , puisque F ne change pas par cette substi-

tution , il viendra :



d'où Ton conclura, comme ci-dessus, a8 = 1. Ainsi n sera

égal à 3.

[ Si le nombre des quantités x o x a , x3... est supérieur à

quatre, ou si l'équation y* (x) = 0 est d'un degré plus élevé

que le quatrième , on pourra effectuer dans ? une permuta-

tion {circulaire de cinq lettres, en remplaçant xlf x^ .r3,

^4 Ï -̂ 5 » par *>, x3, xA y x 6, x^ la fonction F ne changera pas,

et Ton aura :

cp(xa> x 3 , xA,x5, .r,...) = «?(.*•,, .ra , .r3 , .r4 , -r5...);

puis en répétant de part et d'autre la même substitution :

Par la multiplication, on obtient a5 = 1 ; ce qui entraîne

a = 1 , puisque a est une racine cubique de l'unité. Ainsi,

la fonction ? est invariable par les permutations de cinq

lettres. D'ailleurs elle ne changerait pas davantage, si Von

remplaçait x^ x^ xS9 x , , x\ par xaf xt, xïy xA, x>, en

sorte que Ton a :

mais on avait déjà :

? (x , , x a , x 3 , x 4 , .r5...) = y (JT3, x 4 , J:5, xt,x9...),
donc

? ( x 3 , x 5 , xz, x 4 , J75...)= y (,ro x a , JT3, x 4 , xs...).

C'est-à-dire que la fonction <p doit être invariable par les

permutations de trois lettres.

Ainsi tous les radicaux renfermés dans la racine d'une

équation générale du degré supérieur au quatrième devraient

être des fonctions rationnelles invariables par les permutations

de trois racines. En substituant ces fonctions dans l'expres-

sion (1), on arrive à une égalité de la forme :

•*. = <p(Xx, Xa , X3 , X 4 , X 5 . . . ) ,

qui doit élre identique ; ce qui est impossible, puisque le

second membre reste invariable quand on remplace xt,
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x,$ x% par x%, x%, .r,, tandis que le premier change évi-

demment.

Donc, il est impossible de résoudre par radicaux, une

équation générale du cinquième degré ou de degré supérieur.

La démonstration précédente fait voir en même temps que

pour les équations du troisième et du quatrième degré, le

premier radical, dans Tordre des opérations, doit être un

radical carré, et le second un radical cubique; ces circon-

stances se présentent en effet dans les formules données par

Lagrange et les autres géomètres.

Les résultats que nous venons d'indiquer seront aperçus

avec plus de facilité, si nous ajoutons une propriété remar-

quable des fonctions rationnelles considérées ci-dessus : c'est

que toute fonction invariable par les permutations de trois

lettres ne peut avoir plus de deux valeurs. D'abord une

fonction de ce genre est invariable par les permutations de

cinq lettres ; car si

?{*„ x3, xn JC4, x5...) == <p(<r, «ra, JC3, xAt ar5...),

on aura aussi en remplaçant x\, x4, *r3 par xv x^ xt -

?(jra, x3, x4, x5; xt...) = ?.(•*,» .ra; x31 xA, x5...).

On verrait de même que la fonction ? ne change pas par

les permutations de 7, 9... lettres. Les diverses valeurs de

cette fonction s'obtiendront par conséquent en permutant

deux lettres, puis deux autres lettres et ainsi de suite. Sup-

posons que <p(.ra, xt, .r,, xv..) et <p (xn xa, x3, xv..) soient

deux valeurs différentes je dis que toute permutation de

deux lettres ? (x , , x 3 ) x^x^..) reproduira l'une de ces

valeurs. En effet i! vient en remplaçant xtJ xa, x4 par x,,

*i, *x' ?(^o X^ x.i xv") = <p(^o ^ i ^4' -zv.-K tandis

que Ton trouve <p(xa, xn x3i xK...) = y{xa, xA, xt, a:,...),

par la substitution de xtl xiy xk au lieu de xv jc,y x,, d'où

l'on conclura <?(xM .r3, xA, x3,.,. = ?(.r,,.r1 , .rJ , a:4...).
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SUR LÀ CONVERGENCE DES SERIES.

PAR M. LEBESGUE,
professeur à la faculté de Bordeaux.

Proposition I. La série un wa, u3... wn ,.•• (*)> de nombres

positifs et décroissants est de même espèce (convergente ou

divergente) que la série un kuk, £aw*2,... knuk
n,... (2), que Ton

forme en multipliant chaque terme de la première par son

indice, et prenant dans la série ainsi formée, les termes où

les indices sont en progression géométrique.

Démonstration. Soit S = w,-f w2+w3+...; en décomposant

cette somme en d'autres, on a .

+ i b 1<(*—1)«, et x*-- ! ) !** =

de même
k—l

+ —\)kiik et > -y—

i C( ) > y , etc.
A

Delà

S<(*—l)[a,+itii* +&3aA2+...] et t z î

Les sommes S et S, = w, H- A:W* -f- A:sw^-f... sont donc en-

semble finies ou infinies, ce qui prouve le théorème. Pour

k = 2 , on a un théorème donné par M. Cauchy dans son

analyse algébrique.

Proposition IL Les séries suivantes (A), où In indique le

logarithme de n pour une base quelconque, et « un nombre
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réel positif ou négatif, restent de même espèce quand on y
remplace n par an, a étant un nombre réel positif,

+ + +
3(Z3)«'" ()

( A )1 1J J
2/2 (Z/2)* ^~ 3/3 (//3)«' " ^ n/ra (///*)* ' ' '

i 1
1 + 2/2/Z3 (ZZ/2)*'' ' + nln.lln. (llln)* ''

Démonstration Représentons ces séries par S, S', S", S"'...
et par Sa , S'a , S';a , S'"a ,... quand on y change n en an ,

on a d'abord Sa = — S, ainsi S et Sa sont de même espèce.

En supposant a > 1 , et prenant n de manière à obtenir

lan< aln (d'où In> —*- ). Si l'on regarde le terme ré-

pondant à cet indice comme le premier de la série, on aura

Sa < S et S^ > 4r s'> d ^ c s ' e t s'« s o n t de même es-

pèce.

Pareillement, n étant pris de manière à avoir llan <

/^//i <^alln, on trouve S"« < S " et SF'a > S", ainsi S"

et S"o sont de même espèce, et ainsi de suite.

En supposant a < 1, ou en posant « = •:, £ > 1 , à cause

de / j > - //Î d'où (1 — - ) //i > /̂  L on verra que les

inégalités auront lieu en sens contraire, et la conclusion
restera la même.

Proposition III. Les séries (A) sont toutes convergentes
•pour a > 1 et divergentes pour a = i ou < 1.
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Démonstration. Si Ton applique à ces séries la proposi-
tion I, la série kun , #*wft», etc. ; deviendra

{lk)« + (2tt>

__L_ + _^__ .
1 , 1 . 1

(B)

lk. llk. (
etc.

On remarquera que la première série (B) est une pro-
gression géométrique, elle est donc convergente pour a > i ,
divergente pour a = 1ou < 1, il en sera donc de même de
la première série (A). La deuxième série (B) n'est que la
première série (A), où Ton aurait remplacé n par nlk, donc
la deuxième série (B), et par suite la deuxième série (A),
sont convergentes ou divergentes, dans les mêmes cas que la
première série (A) ; la troisième série (B) revenant à la deu-
xième série (A), où n est remplacé par nlk, il s'ensuit que
la troisième série (B), et par suite la troisième série (A)
seront convergentes ou divergentes dans les mêmes cas que
la deuxième série (A), et par suite que la première série (A),
et ainsi de suite.

Proposition IV. Si au-dessus d'une certaine valeur de n ,
les expressions

i(l) i(±\ i(-L-) i(—l )
\uj \7iuJ \nln.uj \nlnlln.uj r

s o n t < l , la série utfu%, u3... un... sera divergente, au
contraire si au delà de certaines valeurs de n les expres-
sions (C) surpassent 1 + 3 , * étant une quantité finie, la
série sera convergente (*).

(") On doit* M. O. Bonnet des démonstrations analogues [Journ. de Mathé'
matique$% VIII, 73.) T m*



— 69 —

Démonstration. Posez un = ~ , il en résulte a = .
In '

i i i

la série wn, «n+i, Un+i••• devenant —-

si a, a', a",... sont < 1 , la série surpassant — \ — j ~ p j — r

sera divergente. Au contraire si «, a, a",.-- sont > 1
la somme de la série sera moindre que

quantité finie. La série sera donc convergente. Cette règle
est de M. Cauchy et les autres sont de M. Bertrand ; elles se
démontrent de même, on les emploiera quand celle de
M. Cauchy est en défaut, car pour certaines séries S = 0, et
alors on ne peut conclure la convergence. M. Bertrand a
démontré la proposition III, par la considération des inté-
grales définies. Pour plus de détails, voyez son mémoire
Journal de Mathématiques, t. VII, p. 55), il s'y trouve une
autre série de règles do convergence.

La règle de M. Cauchy permet de vérifier la proposition
suivante qui est importante.

Propositon V. Dans une série renfermant des termes né-
gatifs, si on change Tordre des termes, on pourra 1° chan-
ger la somme sans détruire la convergence ; 2° détruire la
convergence, c'est-à-dire, rendre la série divergente , de
convergente qu'elle était.

1° Les séries

2 ^ 3 4"" ^ 2n + i y

sont toute» deux convergentes, cardans la première, les
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termes vont en décroissant, et il en sera de même de la

seconde en remplaçant 1 + - par - , - + - par — , etc.

D'ailleurs si Ton prend pour termes généraux

1 1 1 1 . 1
1.2/1+2' 4/i+ 1 T 4/1+3

1
"~~ 2/i + 2 ~" (4/1 + 1) (4/1 + 3) (2/1+2)'

chaque terme de la deuxième série, surpassant le terme
correspondant de la première, on devra en conclure que la
somme de la première série, est moindre que celle de la
deuxième.

2° La série \ - \ / \ + \ / ~ \Z\+'" est con-
vergente ; mais si au lieu de prendre les termes négatifs de
2 en 2 , on les prend comme plus haut, de 3 en 3, la série

V 4/î+l ~*~ V 4W_|_ 5 -~ V 2 ^ + 2 '

sera divergente. La règle de M. Cauchy donne, en suppo-
sant n fort grand,

V 4«+l ' V 4/1+3 V 2n+2 V M V 2 / i " ~ l / 2 y ^

, l /n . l / 2 , / 1/2
— 1 1

2 \
— 1 /

Ces exemples sont pris d'un mémoire de M. Dirichlet, où
il établit que toute progression arithmétique renferme une
infinité de nombres premiers, quand le premier terme et
la raison sont premiers entre eux.
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OBSERVATIONS

sur le théorème de M. Lamé, relativement au plus grand

commun diviseur, et nouvelle démonstration de ce théorème.

PAR, B . FINOK.,
Docteur es sciences , professeur de mathématiques à Strasbourg,

J'ai donné dans les Nouvelles Annales, un théorème pour

déterminer une limite du nombre des opérations de la re-

cherche du plus grand commun diviseur de deux nombres.

Ce théorème a trouvé place dans la seconde partie de mon

arithmétique, pages 57 et 58. J'en rappellerai l'énoncé : siB

est le plus petit des deux nombres, et qu'on cherche le plus petit
R I 4

nombre entier n, qui rend T > ^ , 2n sera une limite du

nombre des opérations. Oi peut conclure de là, qu'il suffît

que n -j-1 soit > , et, si c est le nombre des

chiffres de B . il suffit que n - f 1 > - £ - , car log 2 > 0,3. De

là pour 2/i, la limite — — 2 ou -— c — 2.

M. Lamé donne la limite plus simple 5c, et il se sert à

cet effet de la série 1, 2, 3, 5, 8..., dont les premiers termes

sont 1, 2, chacun des autres étant la somme des deux précé-

dents. J'ai considéré dans mon arithmétique, page 128, la

même série dans un but analogue. Ici je la remplacerai par

une autre ; mais il faut reprendre les choses de plus haut,

et d'abord, je dis que si B est égal au nième terme de la

série
1 , 2 , 3 , 5 , 8 , etc. (1)



il n'y aura jamais plus de n opérations , et si B est < que
ce nèm* terme, il y aura moins de n opérations.

En effet, soient R t, Ra... les restes ; <p,,?,... les quotients.
Il vient:

B = RI?I + Ra,etc. ) U

Remarquons que si on prend dans (1) deux termes con-
sécutifs , pour en chercher le plus grand commun diviseur,
les restes seront précisément les termes précédents de (1), et
le nombre des opérations sera le rang du plus petit des deux
termes, dont on chercherait le plus grand commun diviseur.
D'ailleurs, les quotients et le dernier diviseur auraient leurs
valeurs minima, savoir: 2 pour le dernier quotient, et 1
pour tous les autres et le dernier diviseur. Par conséquent,

si À et H donnent lieu à n opérations , il s'ensuit que B ,

au nième terme de (1). En effet, si les quotients et le der-

nier diviseur ont leurs valeurs minima , les nombres Rn__j,

Rn_2,... R, ,B seront les n premiers termes de (1), et auront

aussi chacun sa plus petite valeur. Donc, dans tout autre

cas, B sera > l e terme de rang n.
Donc si B = le terme de rang rc, il n'y a pas plus de n

opérations, et à fortiori si B est < q u e ce terme. La détermi-
nation du maximum du nombre des opérations revient donc
à celle du rang du terme qui dans (1) est égal, ou immédia-
tement supérieur à B.

On y parviendrait au moyen du terme général de (1),
traitée comme une série récurrente : mais ce terme n'étant
pas maniable, je remplacerai la série (1) par une autre.
Cette série (1) se rapporte à la fraction continue

1+
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dont les réduites sont

1 2 3 5 8
ï ' ï ' ~2> 3 ' ï> 3 ' ï' ^ (3)

Parmi ces réduites, j'en prends une qui soit de rang impair :
o
- , ainsi que chacune des suivantes, convient: je dirai tout
5

à l'heure pourquoi - ne convient pas. Je forme la série géo-

métrique

sauf le premier terme, chacun des autres est<Cque son corres-

pondant pris dans (l)j on peut s'en convaincre pour le

deuxième et le troisième; pour les suivants, dans (1) chacun

se déduit du précédent au moyen d'un multiplicateur égal à

lune des réduites (3), à partir de - ; aucune de ces réduites
s

o
n'est moindre que - raison de la série (4) ; donc, etc.

o

II s'ensuit quesiB"^queleratémetermede(4)? B est < que le

nième terme de (1). Donc, si B quef - j , qui est le terme de

rang x + 1 dans (4), B e s t < que le terme de rang x - j - 1

dans (1), et il y aura au plus x opérations; mais B sera
= s : /o\ x

_ / - ) , si .r est un nombre entier au moins égal à

O g — ° " '-. Soit c le nombre des chiffres de B ;
log 8 — Iog5 0,204....

log. B est ainsi <C c ; il s'ensuit, que le maximum du nombre

des opérations est le nombre entier immédiatement supérieur

c c
a , nombre entier qui ne surpasse pas — ou 5c.

J'ajoute que la formule ——donnera souvent une limite

ASN. DE MATHÉJIAT. IV. 6
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moindre ; c'est ainsi que si B—15 3, elle donne —!—- ou 11,

au lieu de 15.
3

J'ai dit que la réduite - ne convient pas pour raison de

3
la série auxiliaire; cela tient à ce que log - = 0,176 et la

c ( log B \
limite serait -r-— \ ou — ~ ), qui conduirait à 6c.

0,1 /o v 0,176/

Chacune des réduites de rang impair qui suivent - donne

un log. plus grand que 0,204, mais on y gagnerait peu de

chose; car ces réduites sont toutes moindres que — t̂ ?

valeur de la fraction continue citée ; or —— a pour log.

une quantité qui reste au-dessous de 0,209, de sorte que le
dénominateur de log. B, ne peut s'élever jusqu'à 0,209.

Si on emploie des quotients excédants, chaque reste est
moindre que la moitié du précédent, diminué préalable-
ment d'une unité, et ces restes successifs ont pour maxîma
B—1 B—1—2 B - l — 2—2* B-1-2—...—2n" ' __

2 ' 2* ' ~~ 2̂  ' '" 2" " ~~
B—2n+1

Si donc ce dernier est <C 2, l'opération est terminé à la ?iièm

division ; de là
B—2n + 1 < 2n+I ou B -f 1 < 2W.3,

On peut donc prendre ce nombre pour limite, ou si l'on veut

11—IL_- —i , ou encore — l. (B -f- 1 ) — 1, nombre plus

simple que la limite donnée par M. Binet. {Compte rendu,

\f 19 du 2me semestre 1844-.}



— 75 —

NOTE
Sur le nombre qui indique combien il y a d'entiers inférieurs

et premiers à un nombre donné.

P A R M. E. PROUHST,
professeur au Collège royal d'Auch.

1. Le nombre qui indique combien il y a d'entiers inférieurs
et premiers à un nombre donné, jouit de plusieurs proprié-
tés importantes. Mais, comme chaque fois qu'on en parle,
on est obligé de le désigner par une longue périphrase, ces
propriétés deviennent d'un énoncé fastidieux et d'une dé
rnonstration prolixe. Afin d'éviter cet inconvénient, nous
proposerons de désigner ce nombre par un nom particulier
et de choisir pour cet objet le mot indicateur, qui n'a encore
reçu aucun emploi en mathématiques. Dans le courant de cet
article, le symbole i (N) servira à représenter l'indicateur
d'un entier N (*).

I.
Nous allons d'abord nous proposer de trouver l'indicateur

d'un nombre N, décomposé en ses facteur premiers. Les
deux lemmes suivants faciliteront beaucoup celte recherche.

2. LEMME I. Si a etb sont deux nombres premiers entre eux ;
* un nombre inférieur et premier à a; $ un nombre inférieur
et premier à b ; il ri existe qu'un seul nombre z <^ab, qui

toit à la fois a -\- a etb -f- tS.
Démonstration. La recherche du nombre z revient à la ré-

solution de l'équation indéterminée •

laquelle est, comme on sait, toujours possible quand a et h

* O sjmbole est le v de M. Gauss Disq., l 38). Tro
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sont premiers entre eux. De plus, si on trouve un nombre

remplissant les deux conditions, si on en retranche le plus

grand multiple de ab qui y est contenu, le reste plus petit

que ab, les remplira encore. Ainsi on voit qu'il existe un

nombre z < ab et à la fois a-\-aet 6 + p.

Je dis maintenant qu'il n'en existe qu'un, car s'il y en avait

un autre z' on aurait :

z—z' = a — b=(ab).
ce qui est impossible puisque z — z' est < ; ab. Donc, etc.

3. LEMME II. L'indicateur du produit de plusieurs nombres

premiers entre eux deux à deux, est égal au produit des indi-

cateurs de ces nombres (*).

Démonstration. Soient d'abord deux nombres a et b pre

miers entre eux. Désignons par

les nombres inférieurs et premiers à a et par

(2) ft, Pa, Pf....fc(6),
les nombres inférieurs et premiers à b.

Tout nombre premier avec ab doit, si on le divise par a,

donner pour reste un des termes de la suite ( i ) , et si on le

divise par b, donner pour reste un des termes de la suite (2).

Mais parmi les nombres plus petits que ab, il n'y en a qu'un

qui soit à la fois a-f- a, et b -f-p, un seul à la fois #+<*a et

Donc il y aura autant d'entiers inférieurs et premiers à ab

que l'on pourra fournir de combinaisons avec les termes des

deux suites, en prenant toujours un de la première et un de

la seconde, c'est-à-dire i (a), i {b). Donc

i(aJb)=i{a)i{b);
si maintenant c désigne un nombre premier avec a et b, ab

étant premier avec c, on aura :

C) D i s q . , S 38 , I l ï .
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i (abc) = i (ab) i (c),

donc

i(abc)=zi (a) i{b)i(c).

Ainsi le théorème est vrai pour le cas de trois facteurs. On

retendrait successivement au cas de k, 5, . . . . / ; facteurs.

Donc il est général.

4. PROBLÈME. Trouver l'indicateur d'un nombre donné N.

Solution. Supposons d'abord N = am, a étant un nombre

premier. Parmi les am nombres

1 , 2 , 3 , «»,

il n'y a que les suivants

a, 2 2 , 3a,....a"1"', a,

au nombre de am~' qui ne soient pas premiers avec u*. Donc

on aura :

l (a ) = a —a ,

ou bien

(3) £ ( « w ) = a m " (a—1).

Soit maintenant
N = amp\...Xr

a, pv . .>, étant des nombres premiers inégaux, on aura d'a-

près le lemme II :

%QX) = i(*m)i(F)ii-f)....ity),

et d'après la formule (3) :

£(N) = « m " T ( a - l ) ^ " 1 (P - 1 ) . . . . r - 1 (A — l ) j

formule qu'on peut encore écrire ainsi :

O Voir, tome I, p. 467. La première démonstration de ce théorème est due
à Euler (Comm, Petrop. VIII, p. 74). Tm.
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11.

5. PROBLÈME. Étant donnés les indicateurs de plusieurs

nombres, trouver l'indicateur de leur produit.

Solution. Soient a et b deux entiers quelconques ; «, a',

a",... les facteurs premiers inégaux communs à a et b; ax et

h, deux nombres non divisibles par aucun des nombres pre-

miers oc, a', a".... Posons :

on aura,

* («) -

Donc

d'après

i [a)--

i (ft) =

i(b) = a

%b) = a™

i{ab)

m >mi itm/t
a = OL a a . .

i n tni finn0 = a a a

ce qui précède :

= a
w - ( a — 1 ) a'"1'"1

= a«- ( a - l ) J**-*

(a—-\j et.

i {a) i {b) ,

. at

b,

(J-i)...i {a.)
( a ' ~ 1)...£ {bt)
2(«'— \)\..i (at)

(a'—l)...i K ) / (.

/ ///a/ a . . .
/ J A / M A \

i (b,)

ou bien si on pose 8=aa'a"... d'où (a — 1 ) (a — 1 )... = i {d) j

on aura plus simplement :

8
i {ab) = i (à)i {b) -r-r-.

i (S)

Soit maintenant un troisième nombre c et ^ le produit des

facteurs premiers communs à ab et e. Nous aurons d'après la

dernière formule -

j{abc) = i{ab) i(c) —^-y

ou bien

i{abc)^i{a)i{b)i{c) — — — .

On voit facilement que les facteurs premiers qui divisent
a et c sans diviser h, ou b et c sans diviser r/, on a et b sans
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diviser c, entrent une seule fois dans le produit 8$'9 et qu'il

en est de même de leurs indicateurs dans le produit * ($) i ($).

Quant aux facteurs premiers communs aux trois nombres,

et par conséquent à 3, ils doivent entrer à la deuxième puis-

sance 88\ et leurs indicateurs aussi dans i (S) i (6f). Donc si

on appelle

82 le produit de 2 facteurs premiers communs à deux des

nombres a, b, c ;

03 le produit des facteurs premiers communs aux trois nom

bres,

on aura

» ( a ) i ( 6 ) . ( e ) ^ . .

En continuant à raisonner de la même manière, on voit

que si a , 6, c... / sont n nombres entiers quelconques,

£>•> £) »•-. 4 les produits des facteurs premiers inégaux com-

muns respectivement à 2, 3 ,... «des nombres proposés , on

aura .

formule qui résout le problème proposé.

6. Corollaire. Soit N = AM et a le produit des facteurs pre-

miers inégaux de A. Si on considère Aw comme le produit de

facteurs égaux à A , on aura <?m = am et la formule générale

donnera :

ou, à cause de i (A) = — i(a)f

Quand a = A, c'est-à-dire lorsque les facteurs premiers de
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de A n'y entrent qu'à la première puissance, on a plus

simplement :

III.

7. THÉOKÈME. La somme des indicateurs de tous les diviseurs
d'un nombre est égale à ce nombre (*).

Démonstration. Soit
N=a m f3 n / . . . * r

un entier décomposé en ses facteurs premiers. Tout diviseur
de N sera de la forme

d'où
*(«*) = «"' («-1) P^1 (/S—l)7

s-a (7-4) . . . V-'(>-1).

Pour avoir les indicateurs de tous les diviseurs de N , il
faudra faire varier dans cette expression x de 0 à m, y de 0
à » , etc. En ayant soin de supprimer le facteur (a—1)
quand ^ - = 0 ; le facteur (p—1) quand ^ = 0 , etc. Or un
peu d'attention suffit pour faire voir que tous ces indicateurs
seront les différents termes du produit

t+a 1 - 1 (a-1)] X

X—1)+>(>—!)+V(X
Mais le premier facteur de ce produit = «m, le second

= pn,.... le dernier égale Y. Donc

C. Q. F. D.
IV.

8. Voici encore quelques théorèmes dans lesquels l'indica-
teur joue un rôle important.

•^ Disq., § 39. Tro
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Deux nombres a et p étant premiers entre eux, on a toujours

a»(p) — i — p. On en déduit comme corollaire ce célèbre théo-

rème de Fermât : si p est premier an~'—1 = p.

Si p est un nombre premier et n un diviseur de pw~' (p—1)

ou de i (pm)% on trouvera toujours i (n) nombres inférieurs à

pw, don£ les puissances divisées par pm donnent n résidus diffé-

rents.

Nous nous proposons de revenir sur ce dernier théorème

dans un prochain article, qui aura pour objet l'étude des

périodes de résidus, obtenus en divisant les puissances d'un

nombre a par un nombre p premier avec a.

THÉORÈME SUR LA DIVISIBILITÉ DES NOMBRES.

FAR O. R.

Soit A un nombre de p-\-i chiffres , n un facteur quel-

conque par lequel on multiplie le chiffre des unités de A, si

Ton ajoute à ce produit le chiffre des dizaines, qu'on multi-

plie le résultat par n, qu'on ajoute à ce second produit le

chiffre des centaines, etc. ; qu'on répète la même opération jus-

qu'au chiffre de l'ordre le plus élevé de A , et qu'on désigne

par R , le dernier résultat de ces opérations, la divisibilité

de A par un diviseur quelconque de 10n — l dépendra

deR.

Si, au lieu de procéder uniquement par l'addition, on em-

ploie alternativement la soustraction et l'addition, retran-

chant du premier produit le chiffre des dizaines, ajoutant au

second les chiffres des centaines, retranchant du troisième

le chiffre des mille, etc., la divisibilité du dernier résultat

obtenu R, par un diviseur de 10rc+l , sera la même que

€elle de A.
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Dans les deux modes de vérification, on simplifiera le cal

cul, en élaguant successivement tous les multiples du divi-

seur essayé, à mesure qu'ils seraient compris dans les résul-

tats successifs.
n

Si Ton considère la fraction ——, et qu'on désigne par p le

nombre qu'il en faut retrancher pour que son numérateur

R — pnp soit divisible par le diviseur qu'on a en vue , p sera

aussi le reste de la division de A par ce diviseur.

La démonstration de ce théorème est très-simple , car on

a évidemment :

R = ajiv - j - dln
p~1 + ajip~À -\-a3n

v~-' -f-... + #*••*. cio, ci^ ct^ ct{),

désignant les chiffres de A , de manière que

d'où Ton tire

nv (A —p) = ( iW—1) ap + na _, (U)7IP~'—1)-J-

Si Ton considère les diviseurs de \0n — 1 ; pour ceux de
\0n-\~\, on a :

II. "•• tloU ' Cl II —j— Ct 11 . • . . . , ' Ctn i

et nv (A — p) = (10w zpl) ap -\- nap_t (iOn zt 1), etc.

Le théorème énoncé résulte de la considération de ces rela-

tions.

Exemples Diviseurs de 10/i—1 et de 10/2-fl, qu'on peut
vérifier par la méthode que nous venons d'exposer.

n--=»x donne 3, 9 pour diviseur de i o n — i . e t u pour diviseur de i o n - f i

n =>'2 ta 3, 7 ,21

U •-= 3 '2!) 31

» = 4 3, 13, 30 41

« — 5 7, 49 », 17, 51

n — 6 51) ( i l

n = 7 3, 23, 69 7J

/l-=S 79 3, y, 27, Si

n — 9 M 91

n « io a, ;), i l . IK ioi

n *~ u 7. 17, H P 131
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NOTE

SUR LA THEORIE DES ÉPICYCLOIDES.

PAR UN ABONNÉ

Tout ce qu'on a pu trouver sur la rectification et sur la qua

drature des Épicycloïdes, me parait renfermé dans deux

théorèmes qui s'appliquent aux roulettes en général. (On

appelle Épicycloïde la courbe engendrée par un point

quelconque du plan d'un cercle roulant sur un autre cercle .

— Roulette, la courbe engendrée par un point quelconque du

pian d'une courbe roulant sur une autre courbe.) — Voici

ces deux théorèmes :

Si un arc de courbe roule sans glissement, d'abord sur la

convexité, puis dans la concavité d'une autre courbe, de sorte

que, dans ces deux roulements, les mêmes points de la courbe

mobile soient successivement en contact avec les mêmes points

de la courbe fixe :

1er THÉORÈME : La somme ou la différence des deux arcs

décrits par un point quelconque du plan de la courbe mobile

sera indépendante de la nature de la courbe fixe : — la somme,

si le rayon de courbure ae la courbe fixe est, en chacun des

points de contact, plus grand que celui de la courbe mobile ;

la différence, dans le cas contraire.

2me THÉORÈME. Si on considère, dans chacun de ces deux

roulements, l'aire du quadrilatère mixtiligne, limité par l'arc

de la courbe fixe, Varc de la roulette décrite, et les deux lignes

droites qui joignent les premières et dernières extrémités de ces
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arcs ; la somme des deux quadrilatères sera une quantité con-

stante, cesl-à-dire indépendante de la nature de la courbe

fixe (au lieu de la somme entendez la différence, dans la

même circonstance que ci-dessus).

Pour s'assurer de la vérité de ces théorèmes, il suffit de

considérer : 1° que Tare de roulette se forme en multipliant

la normale, qui va du point décrivant au point de contact des

courbes directrices, par la somme des angles de contingence,

lorsque le roulement est sur convexité ; et par la différence

de ces mêmes angles, quand le roulement se fait en conca-

vité. — 2° : Que Taire de la roulette se forme en ajoutant à

chaque instant, au petit secteur curviligne qui a son sommet

au point décrivant et pour base le petit arc de courbe mo-

bile, cet autre secteur dont on vient d'exprimer Tare, et dont

le sommet, ou centre, est au point actuel de contact ; de sorte

que le quadrilatère mixtiligne de la roulette, surpasse Taire du

secteur fini de la courbe mobile d'une certainequantité qui est

la somme de tous les petits secteurs engendrés par le roulement.

II. Il résulte de ces théorèmes généraux , que si on connaît

la longueur et Taire des deux roulettes que décrit un point du

plan d'une courbe roulant sur une courbe fixe particulière,

on connaîtra les longueurs et aires de toutes les doubles

roulettes, décrites par le même point, quand la courbe fixe

est quelconque.

III. Il convient de remarquer par rapport à la courbe fixe,

trois cas principaux :

1° Si la ligne fixe est une droite, il n'y a pas de différence

entre sa concavité et sa convexité ; ainsi la longueur et Taire

de la roulette sur une droite est toujours moitié de la somme

(ou différence) des longueurs et aires des deux roulettes dé-

crites sur concavité et convexité d'une courbe quelconque.

2° Si Ton prend pour courbe fixe une courbe identique à

la courbe mobile , en ayant soin que ces deux courbes se
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touchent dans le roulement par leurs points semblables, il

n'y aura pas de roulement possible en concavité ; il n'y aura

pas, venx-je dire, de roulette intérieure ; ainsi Tare de la rou-

lette extérieure sera alors précisément le double de Tare de

roulette sur une droite. Et , dans le même cas, Taire de la

roulette extérieure surpassera le secteur fini de la courbe

mobile (*) d'une quantité double de l'excès qu'il a sur ce

même secteur quand la ligne fixe est une droite.

3° Si on suppose qu'aux points correspondants de la courbe

fixe et de la courbe mobile, les deux rayons de courbure ont

constamment le même rapport, comme cela arrive manifes-

tement dans le cas des Épicycloïdes, alors les angles de con-

tingence ayant toujours entre eux aussi un même rapport; il

s'ensuit que la somme (ou différence) constante des deux arcs

finis de roulettes, se trouvera partagée, entre la roulette

extérieure et la roulette intérieure, dans le rapport de la

somme des rayons de courbure à leur différence ; les excès

de chaque aire de ces deux roulettes, sur le secteur fini de la

courbe mobile, excès dont la somme (ou la différence) est

constante ; ces excès, dis-je, dans la même circonstance, se

partageront aussi entre la roulette extérieure et la roulette

intérieure, dans ce même rapport de la somme des rayons

de courbure à leur différence.

Ces principes généraux étant bien compris, nous allons

faire la rectification et la quadrature (indéfinies) de toutes

les épicycloïdes, que nous distinguerons, comme on l'a tou-

jours fait, en épicycloïdes ordinaires y épie, allongées et épie,

accourcies.

IV. Rectification et aire des épicycloïdes ordinaires.

On doit à Cardan le cas particulier d'une épicycloïde ordi-

(*) Je veux dire le secteur de la courbe mobile qui a son sommet au point
décrivant; et dont les deux rayons vecteurs vont aux extrémités de l'arc qui
s'est enroulé sur la courbe fixe.
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naire se réduisant à une ligne droite ; c'est 1épicycloïde inté-
rieure produite par le point d'une circonférence roulant dans
la concavité d'une circonférence de rayon double : théorème
très-curieux qui se démontre par la géométrie la plus simple,
et qui offreà Fart desmachines une très-belle transformation du
mouvement circulaire continu en mouvement rectiligne al-
ternatif.

Dans ce théorème de Cardan, l'épicycloïde intérieure a
pour longueur totale le diamètre du cercle fixe ; en même
temps l'aire totale de cette épicycloïde est la moitié du cercle
lixe, ou le double du cercle roulant.

Ensuite, si on faisait tourner extérieurement le petit cercle
sur le grand, on aurait, en vertu de la troisième remarque
ci-dessus, une longueur totale égale à six fois le diamètre du
cercle roulant ; et l'aire de cette roulette extérieure (limitée à
l'épicycloïde et au cercle fixe) serait égale à quatre fois l'aire
du cercle roulant, puisque son excès sur l'aire de cercle rou-
lant doit être égal à trois fois l'excès qui est relatif à la rou-
lette intérieure.

Donc si on fait rouler un cercle sur une courbe quelcon-
que , d'abord dans la concavité, ensuite dans la convexité,
en parlant de la même origine, de manière que les deux rou
lettcs se réunissant après le déroulement total de la circonfé
rence mobile, offrent une courbe fermée, la LONGUEUR totale
de cette courbe fermée sera de huit fois le diamètre du cercle
générateur, et son AIRE sera six fois l'aire du cercle générateur.

La cycloïde ordinaire a donc pour longueur quatre fois le
diamètre du cercle générateur ; et son aire est à celle de ce
même cercle dans le rapport de trois à un.

D'ailleurs on aura par ce qui précède les longueurs et les
aires totales de toutes les épicycJoïdes, puisque connaissant
!o rapport entre le rayon du cercle fixe et celui du cercle
mobile , on saura comment se partagent fntre l'épicycloïde
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intérieure et l'extérieure,' la longueur et l'aire des deux
courbes réunies.

Mais ce ne serait que la rectification et la quadrature
définies. Le théorème de Cardan peut donner davantage;
c'est-à-dire peut donner la rectification et la quadrature
indéfinies.

En effet, la longueur de l'épicycloïde droite de Cardan à
partir de l'origine où le point décrivant est sur le cercle
fixe, cette longueur est manifestement égale à deux fois le
Hnus verse de la moitié de l'arc générateur ;... et il est égale-
ment facile de voir que le demi-segment du cercle fixe qui
forme à chaque instant l'aire de l'épicycloïde intérieure, est
le double du segment du cercle roulant.

D'où on conclura que la somme des arcs des deux épicy-
clo'Mes (intérieure et extérieure), décrites sur une courbe
fixe quelconque ; ces arcs comptés à partir de l'origine com-
mune où le point décrivant est sur la courbe fixe, cette
somme est toujours égale à huit fois le sinus verse de la moitié
de l'arc générateur. En même temps les portions correspon-
dantes de l'aire de ces deux épicycloïdes valent ensemble
six fois le segment du cercle générateur.

On voit qu'en particulier OR est, par ce qui précède, en
possession de la rectification et de la quadrature indéfinies
de la cycloïde ordinaire. Je passe aux autres épicycloïdes.

V. Rectification et quadrature des épicycloïdes allongées ou
accourcies. Au moyen de ce qu'une ellipse est toujours
épicycloïde accoureie (ou allongée) d'un cercle dont le
rayon est égal à la somme ( ou à la différence) de ses demi-
axes , tournant intérieurement dans un cercle de rayon
double, on voit que tous les arcs de cycloïde ( ou d'épicy-
cloïde) allongée ou accoureie, sont comparables à certains arcs
d'une ellipse déterminée*. De plus, les aires correspondantes de
i os épicycloïdes se trouveront comparées à des quadrilatères
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limités par deux droites, un arc de cercle et un «arc d'ellipse;

mais je laisse au lecteur de voir par lui-même le détail de

la chose.

J'observerai seulement que si un cercle tourne extérieure-

ment sur un cercle égal, un point quelconque de son plan dé-

crit une courbe du genre de celles que M. Quételet appelle

caustiques secondaires. (La développée de cette courbe serait

la caustique par réflexion du point qui correspond dans le cer-

cle 6xe, au point décrivant mobile.) Cette courbe est algébri-

que à cause de l'égalité des deux cercles ; c'est une courbe du

quatrième degré. On aura d'après ce qui précède, sa lon-

gueur totale ; elle sera égale à quatre fois le contour de l'el-

lipse ayant pour axes les deux segments du diamètre passant

par le point décrivant ; son aire totale sera également facile

à calculer à l'aide des principes précédents et dépendra de

l'aire de cette même ellipse. Ce résultat paraîtra d'autant

plus remarquable, si on fait attention à la propriété de

cette caustique secondaire remarquée par M. Sturm, qui est

que la différence des distances de chacun de ses points au

point lumineux et à son conjugué harmonique dans le cercle,

ces deux distances multipliées respectivement par un cer-

tain coefficient constant, donne une somme invariable (An-

nales deMathémat., t. XV, p. 205, Gergonne) j circonstance

qui établit une analogie remarquable et très-étroite, entre la

construction de cette courbe et celle des sections coniques.

Pascal, dans son fameux défi sur la roulette, a fait voir

le premier que la longueur des cycloïdes allongées ou ac-

courcies, dépend de la rectification de l'ellipse. JVicolle a

montré la même chose pour les épicycloïdes (allongées ou ac-

courcies) dans les mémoires de l'Académie des sciences pour

1708. Pascal avait aussi tiré de sa méthode, la détermination

des deux cycloïdes allongées et accourcies qui ont des lon-

gueurs égales ; ce qu'on peut aussi demander pour les épi-
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cydoïdes et ce qu'on fera facilement avec ce qui précède.

Pascal emploie une marche équivalente au calcul intégral,

qui est aussi le procédé de Nicolle ; je ne crois pas que cette

théorie ait été jamais présentée dans les termes auxquels

elle se trouve actuellement réduit.'. Aussi m'a-t-il paru in-

téressant de montrer comment de simples considérations

intuitives pouvaient mettre les élèves en possession de tous

ces beaux résultats.

J'ajouterai comme application des théorèmes généraux

que lorsqu'une section conique roule sur elle-même, chacun

de ses foyers décrit un arc de cercle ; il suit de là que les

diverses roulettes décrites par le foyer d'une conique, dé-

pendent pour leur rectification et leur quadrature du pro-

blème de la quadrature du cercle.

Je termine enfin en proposant aux lecteurs des Annales,

d'examiner si cette théorie peut s'appliquer aux roulettes

sphériques, et surtout s'il y a quelque épycicloïde sphérique

qui soit un arc de grand cercle , ce qui ferait l'analogue du

beau théorème de Cardan.

NOTE

Sur le problème des lumières, et sur un paradoxe de statique.

PAR. M. QUII.X.XT*

Le problème des lumières donne lieu, dans le cas où le

point cherché doit être situé sur la courbe représentée par

l'équation bifocale <p (s,z') = 0, à une singularité d'analyse

remarquée par M. Terquem, dans une de ses intéressantes

notices (note IV de la page 118, du troisième volume des

Annales).

La discussion analytique de ce problémo peut êtro utile, on

ANN, DK M\rnÉM. IV 7
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ce sens, qu'elle comprend presque tous les cas qui peuvent

se présenter dans la recherche des valeurs maxima ou mi-

nima d'une fonction d'une seule variable entre les limites,

pour lesquelles elle demeure continue. Le choix de la va-

riable indépendante n'est pas ici purement arbitraire, et il

y a une certaine liaison, que le calcul fait connaître, entre

ce problème général, et celui que M. Gerono a traité. Nous

examinerons, à cette occasion, dans le sedond paragraphe

de cet article, un paradoxe de statique que l'on rencontre

dans la recherche des positions d'équilibre d'une ellipse

donnée, considérée comme une ligne matérielle, inflexible,

uniformément pesante , et inscrite dant un angle droit, dont

le plan est vertical, lorsqu'on fait abstraction du frottement

de l'ellipse sur les côtés.

Une ellipse donnée, dont le périmètre est sans pouvoir

réflecteur, est située dans le vide, et éclairée par deux corps

lumineux très-petits, par rapport à ses dimensions, et placés

à ses foyers. Les intensités des deux lumières à l'unité de

distance, et dans toutes les directions autour de chacune

d'elles, étant respectivement représentées par (a) et par (b)y

qui seront des constantes données , déterminer sur le péri-

mètre de cette ellipse, les points pour lesquels l'intensité

de la lumière reçue, est un maximum, ou bien un mi-

nimum.

Si les dimensions des deux corps lumineux, autour des

foyers, devenaient sensibles, par rapport à celles de l'ellipse,

et que ces deux corps fussent des solides incandescents, il

ne suffirait pas de les supposer sphériques, et également lu-

mineux dans toute retendue de leur surface, pour être en

droit de les traiter, dans le calcul, comme des points lumi-

neux. En effet, le théorème de l'action, suivant la raison in-
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verse du carré de la distance, d'une couche sphérique homo-

gène sur un point extérieur donné, suppose que Ton

considère la totalité des points de cette couche, ce qu'on ne

pourrait faire ici , d'après les hypothèses admises.

Les deux équations du problème, entre les deux va-

riables z et zr qui représenteront les rayons vecteurs, et la

fonction I qui mesurera l'intensité de la lumière reçue en un

point quelconque de l'ellipse, seront :
z + *' = 2A (1)

>=?+? »
(a) et (b) désignant les intensités des deux lumières qui oc-

cupent respectivement les foyers gauche et droit de l'ellipse,

pour fixer les idées, nous supposerons a > b, la fonction I

sera toujours continue entre les limites qui comprennent

les valeurs possibles de z et de z', et pourra à volonté d'après

l'équation (1), être considérée comme une fonction de z ou

de z seul.

On sait aussi :

1° Que lorsqu'une fonction réelle continue et explicite

d'une seule variable indépendante, passe , pour une valeur

particulière de cette variable, par une valeur maximum ou

minimum, cette même valeur de la variable indépendante,

doit rendre sa première dérivée par rapport à cette variable,

nulle, infinie, ou discontinue.

2° Que pour s'assurer, dans le premier cas, s'il y a ma-

ximum ou minimum, il faut examiner si cette même valeur

de la variable, donne une valeur finie et déterminée à la

première des dérivées consécutives, qui cesse de s'évanouir.

Cette dérivée doit être d'ordre pair, et dans ce cas , il y a

maximum ou minimum pour la fonction primitive, selon

que la valeur de cette dernière dérivée, est négative ou po-

sitive.
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3° Que dans les deux derniers cas et même dans le précé-

dent , si la première des dérivées consécutives qui cesse de

s'évanouir prenait une valeur infinie, il est nécessaire pour

décider s'il y a maximum ou minimum, et pour les distin-

guer, de soumettre la fonction I à une discussion spéciale.

1. Ceci étant admis, passons à l'examen du premier cas ;

les deux équations différentielles du problème seront :

dz+dz'=O, (4)

éliminons alternativement dz et dzr entre ces deux équations,

les équations résultantes seront :

= 0, (5;

*•(?-£)=•• «*
et pourront remplacer l'équation (3).

La première manière de vérifier ces dernières, consiste à

poser :

z 3 /a
d'où - T ^ A / 7 e n même temps que z + z' = 2 A.

z, z1 et 1 auront donc respectivement les valeurs suivantes
3

2A

—

Va+Vbj
les valeurs de z et de z' sont faciles à construire ( voir les

Ann. l.c.)> et la détermination des points cherchés, s'effectue
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immédiatement. Cette solution n'est pas toujours admissible,

car le maximum de la valeur du rapport - , dans une el-
z

lipse dont 2A et 2C sont respectivement le grand axe et
» I Ç\

l'excentricité, est 7-^-7; ; il faut donc que Ton ait :
A — KJ

_ « ^

et dans cette hypothèse, elle détermine sur le périmètre de

l'ellipse, et du côté droit par rapport à la direction du petit

axe, deux points symétriquement placés par rapport à

l'autre axe, et pour lesquels l'intensité de la lumière est un

minimum. En effet, pour obtenir l'expression de d*l, diffé-

rentions les équations (3) et (4), en prenant z ou z1 pour va-

riable indépendante, il en résultera:

d*\ d*\ 6a 6b

le second membre étant positif, fini et différent de zéro,

lorsqu'on y substitue les valeurs de z et de z précédemment

trouvées, et cette dérivée étant d'ordre pair, il s'ensuit

qu'aux points correspondants, l'intensité de la lumière est

un minimum.

2. Pour obtenir d'autres solutions, reprenons les deux

expressions différentielles :

a b
et égalons dz ou dz' à zéro et à l'infini. Le facteur — r ,

z z
ne devenant infini pour aucun point de l'ellipse, les équations

différentielles seront ainsi satisfaites.

Il est d'ailleurs permis d'égaler dz ou dz' à zéro ou à Fin-

fini , pourvu que z et z soient considérées comme des fonc-

tions d'une certaine variable indépendante. Comme il s'agit
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d'une ellipse, et que les rayons vecteurs ont pour expres-
sions :

on ne pourra pas choisir l'abscisse pour variable indépen-
dante , puisque Ton tire des valeurs de z et de z\

dz __ C dz' _ C
~di~"kJ dï~~~~A'

valeurs unies et généralement différentes de zéro.
Nous choisirons pour variable indépendante l'ordonnée

perpendiculaire au grand axe dont la direction passe par les
points d'intersection, des deux circonférences décrites au-
tour des foyers comme centres, respectivement avec les
rayons z et z'.

3. Dans cette hypothèse, les équations (3), (4), (5), (6) r

deviendront :
dl da dz db dzf

° (7)

dz d£

dz (a

en raison de la symétrie des formules par rapport à z et z\
nous examinerons seulement les deux hypothèses :

dz dz
dy * dy '

l'expression de z en x et y étant

il en résulte

dy
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l'équation de 1 ellipse donne :

dy — B\r
dx

Eliminons — entre les deux équations précédentes, l'équa-

tion finale sera :
dy Wxz

dz
si donc on pose — = 0, les seules valeurs des coordonnées

dy
qui puissent convenir au problème, seront y = 0 , d'où

i = + A, l'hypothèse — = oo , donnera x = 0 , r=±:B .
dy

4 Les quatre points qui répondent à ces couples de coor-
données , sont les quatre sommets de la courbe ; mais il reste
à examiner si , en ces points , l'intensité de la lumière est
bien un maximum ou un minimum, et comme on peut le
pressentir, la discussion dépendra principalement de la con-
dition restrictive trouvée plus haut, savoir :

3

, A + C „ 4A V~a
<t —- ou encore 2C > ~ 2A ;

Va+Vb
dz

cherchons d'abord pour le cas où -r- = 0, la valeur corres-
dy

pondante et le signe de la seconde dérivée — pour^r=0,
dy

x = dt A, ou plutôt pour z = AqpC , z'= A dbC, les signes
supérieurs se correspondant ainsi que les signes inférieurs.
Des deux formules

d\ _ dz / 2a '2b
~dy ~ ~dy \ "? + ~ï~6

dz <te
+ 0

on déduit

€ 1 c P z
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et de l'expression de -^-, savoir :

dz ___ - Cy (Or + Aa)
Ty ~~ wTz '

on peut aussi conclure :
d'z

Introduisons maintenant dans les expressions de -—, -7—,
dy91 dy"

les hypothèses particulières :
dz dx

0 0 A C , z'=Ad=C,

F '

d*z
— , se réduira à la quantité

— C(A2zp A C ) ^ ^ C
q=B3(A-pC)A""""" F

le signe supérieur répondant à l'extrémité gauche du grand
axe, et le signe inférieur à l'autre extrémité , ce qui fait

d7z
voir que — , est positif pour le premier sommet, et négatif

«/
pour le second.

Pour en conclure Tordre des signes de — , remarquons

dz* /6a 6b\
auparavant que la partie , ( - 7 + -74-) /disparaîtra tou-

dy \z z 1
jours, il reste donc à déterminer les signes que prend le
facteur

z'8 '

dans l'une et l'autre hypothèse.
Dans la première z = A—C, z'—A-f-C, le signe du

facteur sera négatif, donc aussi —-, prendra le signe moins,
cly
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sa valeur numérique correspondante sera unie, et différente

de zéro, à moins que l'ellipse ne dégénère en une circon-

férence; donc au sommet gauche du grand axe, l'intensité

de la lumière est un maximum.
— ci

Dans la seconde hypothèse, le signe du facteur z 4-

b_
(A-C)
Ainsi, l'extrémité droite du grand axe , satisfait tantôt à la

condition du maximum, tantôt à celle du minimum. Si C=0,

le signe du facteur sera négatif, mais comme — se réduira
dy

à zéro, -r— deviendra aussi nulle. Dans ce cas, on voit à
dy

priori, que tous les points de la circonférence satisfont à la

fois à la condition du maximum et du minimum , et toutes

les dérivées successives de I , par rapport à y se réduisant à

zéro pour C = 0 , le calcul ne pourrait lever l'ambiguïté qui

est évidemment inhérente à la question.

5. Il y aura maximum d'intensité à l'extrémité droite du

grand axe, lorsque l'inégalité

b 4 A \/~a
> 0 ou 2C > -- 2A

sera vériflée ;
a (A-fC)

mais on en tire : y > — — , et par suite, le rapport
u (A. — ijj

z 3 / ~
- = \ / — déterminé lors de la première solution, sera in-
z V b
,. . , A + C
ferieur a —'—.

A - C
Ce qui fait voir que dans ce cas, l'intensité delà lumière est

un maximum a l'extrémité droite du grand axe, et un mini-

mum aux points déjà déterminés sur le périmètre de l'ellipse.

On s'explique aisément, comment ces deux derniers cas

se trouvent liés entre eux , car puisque la courbe est con-



tinue, et que le rayonnement de la lumière a lieu également

dans tous les sens, autour de chacune des deux lumières,

entre deux maxima d'intensité consécutifs inégaux, doit

exister un minimum.

6. Mais voici encore une autre manière plus naturelle de

s'assurer, que dans le cas dont nous nous occupons, les points

situés hors de Taxe et sur le périmètre de l'ellipse, reçoivent

moins de lumière que chacun des deux sommets du grand

axe.

Les valeurs de z et de z', savoir :
3 3

2A \/a 2A

Va + \/b
sont ainsi que l'intensité correspondante I , indépendantes,

de l'excentricité 2C ; de plus, le sommet le moins éclairé du

grand axe, reçoit une quantité de lumière variable avec cette

excentricité, et qui a pour expression :

« 1 b

(A + C)3 ^ (A - C)3 '
ou plutôt

en faisant A + C = v d'où A— C = 2A — v.

D'un autre côté, pet2A — P, sont d'après la nature du

problème, enfermées entre les limites 0 , 2A.

Ainsi, en se reportant à la discussion du problème traité

par M. Geron© pour le cas d'une ligne droite de longueur 2A?

dont les extrémités sont occupées par deux lumières d'inten-

sités {a) et (b), (voir le n° cité des Annales), on devra avoir

l'inégalité

V
I 3 3

ya-\-Vl,



— 99 —

7. On peut même, d'après la condition de l'existence des
points extérieurs au grand axe, fixer pour ? et 2 A — v des
limites correspondantes de variabilité.

Cette condition est .*

% V â A-fC
o u e n c o r e > s ,

Va+Vb
ou en remplaçant A - f C par v et A — C par 2A

d'où l'on tire :
3

2A Va

\/a+\/b
v < 2A, 2A —

8. Il y aura au contraire minimum à l'extrémité droite
du grand axe, lorsque l'inégalité

a b t . 4A\A*

' °u b i e n 2 C < T=~ZT-" '
sera satisfaite, c'est-à-dire toutes les fois que les points de
minimum, extérieurs au grand axe, ne pourront pas exister.

Enfin dans le cas où Ton aurait précisément :

-7-, se réduirait à zéro, et Ton ne pourrait plus conclure

s'il y a ou s'il n'y a pas minimum en ce point.

Pour lever la difficulté autrement que par de nouvelles
différentiations, observons qu'en raison de la symétrie de la
courbe par rapport à son grand axe, le point dont il s'agit
doit nécessairement être un point de maximum ou de mi-
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nimum d'intensité. Or, si en ce point l'intensité était un maxi-
mum, il en résulterait, comme ci-dessus, l'existence de points
de minimum hors de Taxe ; ce qui serait contre l'hypothèse,
donc c'est le minimum qui doit avoir lieu.

d\
9. Il reste encore à examiner l'hypothèse T = » on

dy
dz

plutôt — = oo, en écartant pour le moment le cas où le

facteur —3 ^ deviendrait nul en même temps. Or cette
Z Z

hypothèse rend aussi inûnies toutes les dérivées successives
de I par rapport hy; il faudra donc discuter directement la
fonction I dans le voisinage des valeurs particulières de z et

dz
de z'. qui rendent — infini ; ces valeurs étant toutes les

dy

deux égales à A, il s'ensuit que les points correspondants de

l'ellipse sont les extrémités du petit axe.
Faisons dans 1, z = A-j-A, z'= A—h,

h désignant un accroissement réel positif ou négatif, aussi petit
que l'on voudra, attribué au rayon vecteur z. Soit IA la valeur
del , qui correspond à z = A, z' = A, et désignons par l ' la
valeur de I pour z = A + A , z' =A — h, nous aurons •

r iA =
 a » b a + b

( A + à ) a ^ ( A — h]' A2 '
Développons en séries convergentes, ordonnées suivant les
puissances croissantes de h, et par la formule du binôme de
Newton, les deux facteurs

t 1+ 5 ' (A-A)*'
les deux développements arrêtés aux termes en A2 inclusive -
ment, seront respectivement :

A7 Â ^ A 4 ' Â ^ F + A*"'
par conséquent



— 101 -

A. A*4

Pour de très-petites valeurs de h, le second membre se

réduit sensiblement à son premier terme, ou si l'on veut, on

peut donner à h une valeur numérique positive ou négative,

assez petitej pour que le signe du second membre soit le

même que celui de son premier terme, et cela quelle que soit

la valeur du coefficient de h. 11 n'y a donc, ainsi qu'on de-

vait s'y attendre, ni maximum, ni minimum d'intensité aux

extrémités du petit axe, lorsque (a) diffère de (&), puis-

qu'alors F — IA change de signe avec h pour des valeurs de h

suffisamment petites en valeur numérique, et aussi pour

toutes les valeurs encore plu§ faibles.

Au contraires! a = 6 , auquel cas l'expression de F—1A de-

vient :

1 ~1A=—+etc,

on voit bien que les extrémités du petit axe satisferont à

la condition du minimum , puisque le signe du second mem-

bre demeure positif pour des valeurs suffisamment petites,

positives ou négatives réelles de /*, et pour toutes valeurs nu-

mériquement inférieures.

Il est vrai que les conditions a= b, z = A, z1 = A, — = oo

d\
prises ensemble donnent T = O x oo.

dy
Mais il est inutile de revenir sur les calculs précédents,

puisque cette dernière discussion est directe. On voit aussi,

que dans l'hypothèse de a = 6, les points donnés par la pre-

mière solution coïncident avec les extrémités du petit axe.

Enfin , lorsque (a) diffère de (6), et que l'excentricité 2C

se réduit à zéro, les deux lumières sont réunies au centre -,

mais il est assez remarquable que, comme plus haut,

première solution
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celle que Ton recherche le plus ordinairement dans les pro-

blèmes de ce genre, en posant d\ .-= 0 , ne satisfait pas du
z

tout au problème, puisque dans le cercle le rapport —, est

égal à l'unité ; nouvelle preuve de la nécessité de vérifier

si les solutions données par l'algèbre, dans la résolution

analytique des problèmes, conviennent aux questions propo-

sées , dont les énoncés peuvent renfermer des restrictions (*).

10. Il y a bien des manières de généraliser le problème

des lumières; par exemple, en faisant tourner l'ellipse au-

tour de son grand axe, de manière à lui faire décrire une

révolution complète, les points de minimum seront tous si-

tués sur une parallèle de la surface, qui pourra se réduire

à un point situé à l'extrémité la moins éclairée du grand

axe. Si le centre de l'ellipse était occupé en même temps par

une troisième lumière d'intensité (c), et sous les conditions

spécifiées dans l'énoncé du problème général que nous venons

de discuter, l'expression générale de I en z et z\ serait ra-

tionnelle et ainsi composée :

zJ ^z" ^ z ' + z'1— 2C2'

comme cela résulte de la théorie des triangles, et les rayons

vecteurs z et z' dépendraient de l'excentricité. Au surplus,

dans le problème précédent, la position des points extérieurs

au grand axe pour lesquels l'intensité de la lumière est un

minimum , dépend implicitement de l'excentricité.

Enfin, dans le cas où la série des centres lumineux donne-

rait lieu à une courbe plane brillante, le problème dépendrait

évidemment de difTérentiations par rapport à des paramètres

*) Un point attiré vers deux centres fixes présente une semblable restric-
tion , voir Legendre, Fonct. elliptiques , l . $ 384.
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renfermés sous un signe d'intégration définie, relatif à la

courbe rayonnante.
$ 2e.

Déterminer les positions d'équilibre d'une ellipse donnée

de grandeur, que Ton considère comme une ligne matérielle,

inflexible, uniformément pesante, et qui peut glisser sans

frottement sur les côtés d'un angle droit fixe dont le plan est

vertical, l'ellipse étant constamment appliquée sur le plan

de l'angle.

1. Les conditions nécessaires et suffisantes de l'équilibre

stable ou instantané sont, comme on sait, que la direction

de la verticale menée par le centre de gravité ou de figure

de l'ellipse passe par le point de rencontre des deux nor-

males aux points de contact, et que le poids de l'ellipse dé-

composé suivant les directions des deux normales fournisse

deux composantes qui tendent à presser l'ellipse contre les

côtés de l'angle. Il résulte tout d'abord , de cette dernière

condition, que l'angle donné doit être entièrement situé au-

dessus de l'horizontale menée dans son plan par son sommet.

La ligne droite qui réunit les points de contact, est tra-

versée en son milieu par celle qui joint le sommet de l'angle

au centre de l'ellipse. Cette dernière ligne est donc une dia-

gonale du rectangle construit sur les normales, et dont un

sommet coïncide avec le sommet de l'angle donné ; on sait

aussi que le centre de l'ellipse inscrite dans l'angle, doit être

situé sur la circonférence de rayon {/a* -f- b\ décrite du som-

met de l'angle comme centre ; donc, en général, cette dia-

gonale du rectangle doit être verticale. Dès lors, il est

facile de placer l'ellipse donnée dans les deux positions d'é-

quilibre qu'elle peut prendre.

Supposons maintenant qu'on imprime à l'angle , dans son

plan et autour de son sommet, un mouvement de rotation

constamment dirigé dans le même sens, l'un des côtés se

rapprochera de la verticale menée par le sommet de l'angle,



et si on arrête le mouvement lorsque le sinus de l'an-

gle , compris entre ces deux lignes, sera devenu inférieur à
b

y/ , a , l'ellipse ne pourra plus être placée en équilibre

dans l'angle donné.
42. La difficulté tient encore à l'omission de solutions

particulières ; le problème comporte en général quatre solu-

tions, car l'ellipse peut être naturellement placée en équi-

libre dans deux positions telles que les contacts aient lieu à

ses sommets. Dans ces deux positions, la verticale du centre

de gravité ne passe pas constamment par le sommet de l'angle

pendant sa rotation , en sorte que l'équilibre absolu ou

relatif (*) peut subsister tant que l'angle demeure entière-

ment situé au-dessus de l'horizontale menée dans son plan

par son sommet.

3. La théorie du plan incliné présente une autre singula-

rité qui peut au premier abord embarrasser les élèves.

Lorsqu'un prisme droit rigide pesant et homogène, s'appuie

par sa base sur un plan incliné, quelle que soit l'inclinaison

du plan, quelle que soit aussi la longueur des arêtes longi-

tudinales, il ne peut jamais chavirer, lors même que la ver-

ticale abaissée du centre de gravité du solide tomberait

en dehors de sa base.

Si habituellement le prisme se renverse, pour une certaine

inclinaison du plan ou pour une certaine longueur des arêtes

qui lui sont perpendiculaires, cela tient uniquement, si le

système est dans le vide, à l'effet du frottement de la base

du prisme sur le plan, frottement dont la direction ne peut

jamais passer par le centre de gravité, et dont on fait abs-

traction dans la statique des corps rigides.

(')Àcausede l'action de la force centrifuge, il serait mieux de supprimer
le mot relatif, et d'ajouter au mot positions répithète fixes. Q.
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THÉORIE DU CALCUL ÉLÉMENTAIRE.

PAR M. AMPÈRE. (Œuvre posthume.) (*)

INTRODUCTION.

1. Le calcul, considéré sous le point de vue le plus général,

est l'ensemble de toutes les opérations que nous pouvons

exécuter sur tes nombres.

2. Les plus simples de ces opérations n'exigent qu'un mo-

ment de réflexion, et deviennent plus ou moins familières

à tous les hommes qui vivent en société. Mais notre intelli-

gence ne pourrait suffire aux combinaisons qu'elles exige-

raient dès qu'elles deviennent plus compliquées, sans l'heu-

reuse invention des signes dont nous nous servons pour

écrire toutes celles de nos pensées qui se rapportent à des

nombres.

3. Outre l'avantage de les fixer ainsi sous nos yeux, pour

n'avoir plus à craindre de les confondre ou de les oublier,

nous sommes, à l'aide de ces signes, et de quelques règles

simples et faciles à retenir, parvenus à pouvoir nous assurer

de la justesse de ces opérations, sans être obligés de fatiguer

notre esprit et notre mémoire des raisonnements qui, sans

cela, nous auraient été nécessaires pour atteindre le même

but.

4. C'est l'usage continuel que nous faisons de ces signes

dans toutes nos opérations sur les nombres qui a fait don-

ner plus particulièrement le nom de calcul, à l'art ingénieux

dont nous venons de donner une légère notion, et dont cet

ouvrage est destiné à développer toutes les ressources.

*) Communiquée par le savant professeur , fils de J'illustre géomètre . Tin,

AïCN. DR MATHÉM. I V . • 8
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5. En analysant l'idée que nous avons d'un nombre, on

s'aperçoit aisément que ce n'est que le résultat de la com-

paraison de deux grandeurs; développons avant d'aller plus

loin la signification que nous donnons ici à ce dernier mot.

D'après la définition adoptée par tous les mathématiciens,

le nom de grandeur s'applique également à tout ce'qu'on

peut concevoir comme susceptible d'augmentation ou de dimi-

nution, dans les objets dont ils étaient environnés ; la lon-

gueur, l'épaisseur, le poids d'un corps, sa vitesse s'il est en

mouvement, la fortune d'un homme, l'étendtte d'un champ,

sont donc autant de grandeurs (*).

8. On ne peut acquérir une idée juste et précise d'un

objet qu'en y distinguant autant de grandeurs différentes qu'il

y a de manières de le concevoir, augmenté ou diminué, et

en déterminant la valeur, c'est-à-dire le point précis d'aug-

mentation ou de diminution de chacune de ces grandeurs,

II ne suffît pas, par exemple, de savoir qu'un corps a une

certaine longueur, un certain poids, qu'il se meut avec une

certaine vitesse, etc. Il faut encore savoir précisément quels

sont cette longueur, ce poids, cette vitesse.

9. Le moyen le plus général et souvent le seul dont nous

puissions nous servir pour déterminer ainsi les valeurs des

différentes grandeurs sur lesquelles nous sommes dans le

cas d'opérer, consiste à les comparer à une autre grandeur

prise parmi celles qui nous sont plus familières ou qui se

trouvent plus à notre portée, en cherchant par quelles opé-

rations exécutées sur celle-ci, nous pourrions construire les

grandeurs qu'il est question de déterminer. L'idée de cette

sorte d'opération réduite au plus grand état de simplicité, est

précisément ce qu'on appelle un nombre; on connaît qu'elle

est réduite à cet état, quand on peut procéder à la construc-
t

,* l t>s paragraphes i> et * sont ruytfs dans le manuscrit.
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tion sans recourir a aucune autre grandeur. Chaque idée

numérique est désignée par un mot ou nom de nombre.

10. Nous ferons connaître ces noms. Le choix de la

grandeur qu'on prend pour terme de comparaison n'est pas

absolument arbitraire, il faut qu'il se trouve entre elle et

celle qu'on lui compare, un certain degré de ressemblance

qui existe par exemple entre une épaisseur et une longueur

ou une hauteur, et non pas entre une longueur et un poids.

On a donné le nom d'homogènes aux grandeurs, qui peu-

vent être comparée immédiatement, et donner des nombres

pour résultats de leur comparaison ; les grandeurs hétéro-

gènes sont celles qui se trouvent dans le cas contraire.

12. On voit par l'exemple que nous venons de donner,

que des grandeurs désignées par des noms différents, et qu'on

pourrait, sous ce point de vue, regarder comme n'étant pas

de la mêmeespèce, ne laissent pas souvent d'être homogènes,

et qu'on donne au contraire un même nom à quelques gran-

deurs absolument hétérogènes, telles par exemple que celles

qu'on réunit en géométrie sous le nom générique d'étendue.

11 suffit d'être prévenu de ces irrégularités dans le langage

usité pour éviter toute incertitude , relativement à l'homo-

généité ou à l'hétérogénéité de deux grandeurs; la définition

précédente suffit d'ailleurs pour se décider à cet égard dans

le petit nombre de cas où le sentiment de l'évidence ne ban-

nirait pas l'ombre du doute.

13. Les grandeurs dont nous venons de nous occuper, ne

peuvent être considérées que comme des modifications ùu

l'objet où nous les observons, et sans lequel elles ne pour-

raient exister ; il y en a d'autres dont l'idée encore pi os

abstraite suppose la coexistence de plusieurs objets dont la

comparaison seule peut nous donner l'idée de ces grandeurs.

C'est ainsi qu'en voyant deux corps nous concevons quclqtw

chose entre eux, qui peut être augmenté ou diminué, el
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que nous appelons leur distance ; qu'en pensant à deux

lignes qui se rencontrent, nous concevons qu'elles peuvent

en se rencontrant toujours au même point, être approchées

ou écartées Tune de l'autre, et nous avons l'idée de la gran-

deur qu'on appelle angle, etc. La grandeur de ce genre qu'on

doit considérer avec plus de soin est celle que Ton appelle

inégalité de deux grandeurs, et dont nous traiterons ci-

après plus au long.

14. Pour déterminer les différentes grandeurs qu'on peut

distinguer dans un corps, il faudra, d'après ce qui précède,

comparer chacune à une grandeur homogène qui se trouve

dans un corps que nous puissions soumettre à chaque instant

à l'examen de tous nos sens. Les hommes qui se livrèrent les

premiers à celte recherche, durent naturellement choisir

dans leur propre corps, les grandeurs qui devaient leur

servir de termes de comparaison pour y rapporter toutes les

autres ; ils pouvaient comparer, par exemple, les longueurs

à celle de leur bras ou de leur pied, les épaisseurs à celle

de leur doigt, les poids à celui de leur corps ; mais ces gran-

deurs n'étant pas toujours les mêmes dans un même individu

et éprouvant encore plus de variété quand on veut juger

d'après soi des déterminations faites par une autre personne,

on imagina bientôt d'établir des termes de comparaison plus

fixes, et dont chacun pût aisément, dans l'ordre établi de

la société, se procurer des modèles qui fussent les mêmes

pour tous ; quelques-uns des noms qui servent à les désigner

comme aune > pied, etc., conservent encore des traces éty-

mologiques de leur première signification. Les nombres qui

résultent de ces comparaisons, et qui déterminent toutes les

grandeurs qu'on distingue dans un même objet, forment par

leur réunion une description de cet objet aussi détaillée

qu'on peut la faire sans le montrer, ou une figure qui le

représente ; c'est ce qu'on obtient quand on peut dire, par
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exemple, que sa longueur est de tant de toises, son poids de

tant de livres, le prix qu'il a habituellement dans le com-

merce, de tant de francs, etc. Nous n'insisterons pas sur

l'utilité de cette espèce de description d'un objet ; sans cela

l'idée que nous acquérons de ceux qui sont soumis à l'exa-

men de nos sens deviendrait si confuse, dès qu'ils seraient

loin de nous, par la faiblesse de notre mémoire, qu'elle ne

pourrait plus nous être d'aucune utilité dans toutes les opé-

rations qui exigent de la précision ; il nous serait d'ailleurs

impossible de communiquer cette idée sans le secours des

mêmes nombres, en sorte que notre langage même ne peut

s'en passer, et que nous sommes obligés d'y avoir recours ,

dès que nous voulons donner de la précision à ce que nous

avons à dire relativement à quelque grandeur que ce soit.

Il nous reste à dire un mot de la manière dont on détermine

ces nombres dans chaque cas particulier.

{La suite prochainement.)

DÉMONSTRATION

d'un théorème connu sur les fractions continues périodiques.

PAR. M. O. ELODKIGUES.

THÉORÈME.

M + J N
Toute expression de la forme —^— se développe en

Traction continue périodique.

Soit ^ "=x=\+i_

>2+etc.
-M

>,+1 + e t c .
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en désignant par Yq une fraction continue dont tous les

quotients incomplets seraient ceux de JC, à partir de >v, on

aura généralement les égalités suivantes :

(1) Yq?=lq+ 1 aq-j Yq + aq-2
( 2 ) x

-, ̂ ~ et 7^— étant deux réduites consécutives de .r, s'ar-

r étant à Xg-i, ^ _ 2 , de sorte que

4- 1 + 1

Comme les réduites de rang pair sont <ix, la relation

suivante aura lieu entre les termes des deux réduites consé-

cutives :

aq—t bq—2 — aq-2bq-i = (—l)g.

De l'égalité (2) on déduit, en remplaçant x par sa valeur,

=

d'où, en faisant disparaître le radical du dénominateur,

Posons :

on aura enfin

e\Bq étant entiers,
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Mais on a toujours .

- <~.r, suivant que q est pair ou impair.
0 q — \ * \

En désignant par Z ç , V g , V'g, trois fractions de Vunité, on

pourra donc écrire les égalités suivantes :

- « M Z g (—l) f

dans lesquelles V9 - j - V'g =^ 1 ,

d'où l'on tire les relations suivantes

t J \ Ï

y }

N - y ]

Substituant ces valeurs dans celles de Aq et de B^, on

trouve

p).

Ces deux expressions font voir clairement que les nom-

bres A^ et Bq sont nécessairement limités. La reproduction

des valeurs de Yq, à mesure que r̂ augmente, est donc iné-

vitable. Or, si l'on désigne par s la valeur de q qui donne
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Y(? = YS, celle égalité impliquera nécessairement les sui-

vantes :

(4) lqz=zïs, >0+1 = }5 + 1 ? } q + 2 = h+2-) etc.

11 est donc ainsi démontré que toute expression de la

. M + Hv ,. . _ .
forme — ~ se développe en une fraction continue pé-

riodique (F. tome 1er, p. 1).

QUESTION 1)'AGRÉGATION.

SOLUTION DE IA QUESTION DE MÉCANIQUE PROPOSÉE AU CONCOURS

DE 1844.

P A R M. V I G N A L ,
professeur de mathématiques.

Question de mécanique proposée au concours d agrégation

pour les sciences mathématiques de Vannée 1844.

Déterminer les lois des petites oscillations d'un fil flexible,

inextensible et sans masse, suspendu à un point fixe et

chargé de deux points matériels pesants, en supposant qu'à

l'origine du mouvement, les deux points matériels n'aient

pas de vitesse et qu'ils se trouvent avec le point de suspen-

sion sur une môme ligne droite qui s'écarte très-peu de la

verticale.

Chercher les conditions qui doivent être remplies pour que

chacun de ces points oscille comme un pendule simple.

Prenons le point flxe F {fig. 13) pour origine, et la verti-

cale menée par ce point pour axe des y\ a: et y étant les

coordonnées de l'un des points m au bout d'un temps quel-
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conque i \ x\ y\ celles de l'autre point m', au bout du même
temps ; nous aurons d'après le principe de d'Alembert :

te, Sy, àx\ fy1 représentant les accroissements quelconques
des coordonnées x, y, x\y\ compatibles avec les liaisons
du système.

Appelons maintenant a et b les distances constantes Fm,
mm\ nous aurons comme équations de condition :

et comme ces équations doivent être satisfaites pour tout
déplacement vertical, on a aussi :

(1) x$x+y8y = 0,

(2) (*-*')te + (y—f) Sy + (x1— x)te'+ {y—y)fy' = 0i

celle-ci en vertu de l'équation (1) se réduit à

(3) - x'te—ysy+ (j/_ x)9xt+ (y'-yW = 0.

Multiplions (1) et (3) par les facteurs indéterminées 1 et p.,

on aura en les ajoutant avec l'équation (A) :

et comme cette équation doit être satisfaite, -quelles que
soient les variations te, fy, te', Sy', il viendra :

d'x

(B)
m ^ -
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Si on élimine l et y. entre ces qaatre équations, il en restera

deux qui, jointes aux deux équations de condition, donneront,

après l'intégration, les coordonnées des points à une époque

quelconque. En différentiant une fois ces valeurs, on aura

les composantes de la vitesse angulaire. Il est bien entendu

que k s constantes arbitraires qu'introduit l'intégration, se

détermineront par les circonstances initiales du mouvement.

Considérons le cas où l'écart est très-petit.

Appelons 8 et 6', les angles variables que forment avec la

verticale les droites F m et mm', nous aurons :

x = a sin 0 = <zô,

y = a COS 6 = a ,

y = a -f b,

en négligeant les puissances de 8 et de 0' supérieures à la

première.

Différentiant deux fois chaque équation, il vient :

d*x __ d'O

J^1 <fca ^ '

Substituant ces valeurs dans les équations (B), on a ;

(4) — ma —i 4- lab — aa6 — u^6' = 0

(5) ^ - f -^ — P^ — p^ =r O ,

^ 6 / d ^ ' i ; _

(7) tn}g-\-pb = 0.
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Nous voyons qu'il faut éliminer les valeurs de X et de ^
entre ces quatre équations. Or les équations (5) et (7)
donnent pour ces quantités des valeurs constantes ; nous
conserverons donc les lettres l et p dans (4) et (6; en les
regardant comme des constantes connues. D'ailleurs ces
équations (4) et (6) jointes aux équations de condition
déterminent complètement le mouvement.

Comme l'intégration des équations (4) et (6) s'obtient par
des méthodes connues, étant linéaires et à coefficients con-
stants , no»& ne la ferons pas ici.

Cherchons actuellement les conditions qui doivent être
remplies pour que chacun de ces points oscille comme un
pendule simple.

11 faut pour cela que les équations (4) et (6) soient satis-

faites, quel que soit le temps, par les valeurs de 6, G — , —,
dt at

tirées des équations de mouvement de deux pendules sim-
ples qui auraient pour longueur l'un a, l'autre a -f- b.

Or on a pour le pendule simple de longueur a l'équation

ou bien — a — = g§ , en remplaçant toujours sinO par

l'angle 6.

Intégrant, on trouve :

et si la vitesse angulaire est nulle pour 0 = a,

ou

(8) \ / -̂ t = arc cos - ,
y a a
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après uae deuxième inlègration. On aurait pour le pendule
de longueur a -f- b,

Les équations (8) ^t (9) résolues par rapport à 0 et à &',
donnent :

ci en différentiant deux fois chacune de ces équations O

—- = — a -ce
de a

Portant les valeurs de 6, 6', — , —, dans les équations (4)
at cit

et (6), il vient:

UO)
ma* - i

— paa COS

g » /g g \ / gm'a*?- cos \ / - / + m'bx —7-7 cos \ / -y-r
& \/ Cl CL—j— V %/ Cl—y-U

réduisant et mettant en facteur commun cos \ / - t, et

cos \ / ,— t, on a :

d*0 «
{.*) On déduit ces résultats dircclement de l'équation — — — - 0. Tm.
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Wi^4-)a)cos \ / z t — (ua-{-ub) co§\ / ? , f,

\ A = - (^
V fit \tf-f^

ô

Et si on prend les rapports de ce3 deux équations, on ob-

tient enfin :
mg -+- "^a [u-a -|- pb) (a - j - 6)

Telle est l'équation de condition pour que les points m

et mf oscillent comme deux pendules simples.

QUADRATURE DE LA LOGARITHMIQUE y = a*.

P A R M. RISPAZ. ,
élève de l'École normale.

Nous supposons a positif et >• 1. On sait que la courbe û*

compose d'une branche M AN (fig. 12) qui coupe l'axe des

y au point A pour lequel AO = 1 , et qui a pour asymptote

la partie négative de l'axe des x.

Supposons que nous voulions déterminer l'aire comprise

entre OA et une ordonnée quelconque PQ.

Je partage l'abscisse QO en n parties égales à // ; et par les

points de division, j'élève des perpendiculaires, et je con-

struis les rectangles représentés par la figure, il est évident

que plus h sera petit, plus la somme de ces rectangles s'ap-

prochera de la surface de la courbe, et qu'enfin à la limite

pour £ = 0 , cette somme représentera exactement la sur-

face cherchée. Or, les ordonnées successives étant
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on a ys -- ah, y% =. a"\ yn = anh ;

et la somme des aires est

S = fc(afc-}-aafc-f .. .. + <zn/l),
* ( * " * _ 1}

ou S = — r̂ -,
a — 1

Or w/* = x ;

donc S = (ax— l ) - ^ — ;
a — 1

et en désignant par i l'aire de la œurbe même, on a

i = (ax—i ) X lim - T — : pour A = 0.

h après un développement connu, on a la série

dans laquelle k = ]

d'où —7 —

et pour h = 0 ,

K m * = 1 = - ! ,
« — 1 A: / . #

jonc

Nous ferons remarquer ici que les logarithmes sont pris
dans le système népérien , dont la base est

<Ï = 2, 71828 18284

Dans la partie négative de l'axe des r , y est <C 1. On a
donc :

1
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et à mesure que x croit, ax croit aussi ; pour x = oc , on a

i = — . Telle est la surface comprise entre la partie néga-

tive de l'asymptote et la courbe.
y 1

Cette formule s =*=*-- peut recevoir une interpréta-

lion géométrique assez curieuse.

Dans cette courbe on sait que la sous-tangente est con-
stante et égaleà -7—. Posons donc m = -— , et il vient •.

/. a La

v — [y— \)m.

Si donc on veut connaître la surface MAOP (fiy. i2 6i.ç),
on mène en M la tangente ; on construit sur la tangente et la
sous-tangente le rectangle SP-, par le point A on mène à
Taxe des x la parallèle AR, et on a :

rect. SR = surf. MAOP.

En effet, SR = M R . RT = (MP — AO) PQ ;

mais M P = j - , AO = 1, PQ = m-
donc SR = (y — Y) m.

On aurait pu arriver directement à ces résultats par le
calcul différentiel.

En effet, on a ds =zydx ,

donc ds = axdx ,

Et comme pour x — 0, s = 0 , on a :

La La'

1 plus, la sous-tangente m — —— ; mais

dy = axl.adx,
= yl.adx.
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dx 1
Donc — == —7— ,

dy YI.CL

et par suite, m = —.
L.a

Donc 1 = (y — 1 ) m ,
comme nous l'avions trouvé d'une manière élémentaire.

NOTE SUR L'ÉLIMINATION.

F A R M. BOUILLON,
professeur d'hydrographie de la marine à Morlais.

Je prends les équations :

(1) m.A = q.K + n.r
(2) m'.B = q'-r + n'.r'
(3) m".r = q".r -\-ri'.r"
(4) mw.r' = q'".r"-{-ii'\

dans l'algèbre de M. Bourdon,
page 586 , édition de 1837.

On démontre facilement que si la quantité m est première
avec n', n", n"\ que m1 soit première avec ri\ riu et que m"
soit première avec ri1', on démontre, dis-je, très-facilement,
que les valeurs de y données par l'équation n.ri.n".ri"= 0,
appartiennent au système [A = 0_, B = 0]. La réciproque
est également vraie, c'est-à-dire que les valeurs de ̂ q o i
appartiennent au système [A = 0, B = o] sont comprises
dans l'équation n.ri.n".ri" — 0.

Supposons actuellement que m ne soit pas première avec
n\ ri\ ri" que m' ne soit pas première avec ri1, ri" et que m"
ne soit pas première avec ri1.

Soit a le p. g. c. d. de m et de ri, on aura :

m = vmx et ri ~ a«/.
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soit p le p. g. G. d. de mt et de /*", on aura ;
mt = pma et n" - p*/',

soit 7 le p. g. c. d. de m, et de n"', on aura :

my = ym3 et *'" = 7/1/",

soit p' le p. g. c. d. de m! et de /i", on aura

m' = $ml et JI," == p'<,

soit 7' le p. g. c. d. de mj et de /i"', on aura :

,„/ = / < et n'" = 7'*/",

soit 7" le p. g. c. d. de m'1 et den3", on aura :

m " = 7 ; V ' e t /z2'" = 7 V f -

On déduit de là que

m = «P7.W3, rri = py. wa' et w" = 7V/',

»' = ml, ri1 = jSp'.»," et n"' = r/7".n:N.

Ainsi les identités (1), (2), (3) et (4) deviennent

a$y.m3 A = r̂.B -)- /i.r,

toiles que les donne M. Bourdon. Mais alors il n'y a plus

d'élimination à effectuer pour achever la démonstration ; car

m3 est première avec ns\ na" et nj",

mj est première avec n" et n"\

et m" est première avec n3'",

On retombe sur le premier cas, et toutes les bonnes va-

leurs de y seront données par n = 0 , n / = 0 , tta" = O,

et tt3'" = 0; ou par l'équation nnjnj'nj" = 0, et récipro-

quement.

De cette manière, on évite beaucoup d'éliminations dont

le nombre augmente avec le nombre des identités (1), (2),

(3), etc,

ÀNN. DE MATHÉM. IV. 9



1N0TE SUR LA TRIGONOMETRIE.

P A R M. G U I L M I N ,
Ancien élève de l'École normale, professeur de mathématiques.

(Fin, voir page 55.)

On sait que l'équation aux cosinus, dont il vient d'être

question, s'obtient en cherchant préalablement cos na en
a

fonction de cos # , puis changeant a en - .
n

Sachant que cos na est une fonction entière de cos#, on

propose de démontrer à priori que cette fonction ne renferme

que des puissances paires de cos a, si n est pair, et seulement

des puissances impaires de cos a , si n est impair.

1er cas, n pair.

Quand on change a en a+r., cos na qui devient cos{na+m:)

ne changeant pas plus de signe que de valeur absolue, il doit

en être de même de chaque terme de la fonction qui le re-

présente ; or chaque facteur cos a devenu cos {a-\- ir) change

de signe ; le nombre de ces facteurs dans chaque terme doit

donc être pair. Ce qu'il fallait prouver.

2e cas, n impair.

Dans ce cas, cos na change seulement de signe en deve-

nant cos(tt<z -f~niz) H* doit en être de même de chaque terme

de la fonction ; donc le nombre des facteurs cos a doit être

impair dans ce terme.

Il résulte de là que dans l'équation de degré n qui donne

cos - en fonction de cos # , tous les termes sont de degré pair

ou de degré impair, suivant que n est pair ou impair. Ceci
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comprend comme cas particulier le principe dont l'énoncé
commence cet article.

Quand on cherche cosna en fonction de cosa et de sina ,
on trouve une fonction entière dont chaque terme contient
toujours une puissance paire de sin a avec une puissance paire
de costf, si n est pair, et une puissance impaire de cos<z , si
n est impair. Expliquer cela à priori.

Quel que soit n, si on change a en — a, cosna et cosa
ne changent pas, tandis que sin a change de signe. Donc,
pour que la fonction qui représente cosna ne change pas, V
est nécessaire que chaque terme contienne une puissance
paire de sina.

Supposons maintenant qu'on change a en a-\-r.^ distin-
guons les cas de n pair et de n impair. Dans le premier cas,
{•os{na-\-mz) ne changeant pas de signe, chaque terme de
la fonction doit conserver le sien ; sina et cosa changent de
signes en devenant sin (a -f- ~) , Cos(a-f-7i) ; sin^z ayant un
exposant pair dans notre terme, sa puissance conserve le
même signe qu'auparavant. Donc la puissance de cos^ doit
être paire.

Si n est impair, cos a changeant de signe , chaque terme
delà fonction doit en changer ; comme la puissance de sin a
est toujours paire, celle de cosa dans ce terme doit être
impaire.

On prouvera de la même manière que si on peut trouver
pour sin na une fonction entière de sin a et cos<z , chaque
terme de cette fonction devra comprendre dans tous les cas
une puissance impaire de sin a avec une puissance paire du
cosinus, si >/ est impair ; et une puissance impaire du même,
si n est pair. On se fonde d'abord sur ce que sin na et sin a
changent de signe avec a, tandis que cosa n'en change pas,
ce qui prouve que chaque terme de la fonction qui représente

a doit renfermer, quel que soit /*, une puissance impaire
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de sina. Puis on observe que si on change a en a + tt, sina
et cosa changent de signes, tandis que sinna en change seu-
lement quand n est impair.

De celte dernière remarque il résulte que la substitution
de 1 —sin2a, au lieu de cos*a, donnera de suite, quand n
sera impair pour sin/m, une fonction rationnelle de sina
dont le degré ne sera pas plus élevé que le degré de la pre-
mière fonction par rapport à sina et cosa.

Dans le cas de n pair, on pourra mettre préalablement
cosa en facteur d'une fonction qui sera paire par rapport à
cosa. Après l'élimination des cosinus, il faudra élever au
carré ; ce qui donne une fonction d un degré double en sin

NOTE

Sur le calcul des approximations.

PAR M. DUTEBME,
élève du collège Roi lin (classe de M. 0. BONNET >

PROBLÈME. Etant donnés deux nombres a et b entre lesquels

on veut insérer m moyens géométriques, on demande avec
m+i/rm+i/r

quelle approximation, il faut prendre la raison y - , pour
a

que tous ces moyens soient obtenus à moins de S.

Solution. Appelons q la valeur cherchée de la raison, que
nous supposerons approchée à moins de e, et soit # + « la
valeur exacte de cette raison, de telle sorte que

r+ t = ^ et a<e.
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Les valeurs approchées des moyens seront

aq, aq\ aq\... aqn,... aq*,

et les valeurs exactes

a(q + *), <Hq + a)\ a(q+a)\... a(q + a)\...
de manière que les erreurs commises auront pour valeurs

respectives

aa, a{{q+«)*-q%... * [ ( ? + « ) W L - a[(q+a)m-qm].
Évaluons ces différences.

Posons en général :

(* + « ) " - * " = A;
en multipliant par q et ajoutant ensuite <x(q + a)n aux deux

membres, il viendra •.

Ce qui nous montre que connaissant la différence de deux

mêmes puissances de «7+a et de qf pour avoir la différence

entre les deux puissances suivantes, il suffit de multiplier

la première différence par q, et d'ajouter ensuite le produit

de « par la puissance de q -f- a, qui entrait dans la première

différence.

De cette remarque nous déduisons successivement :

*Y— q* = *q

Ainsi la différence entre la valeur exacte et la valeur ap-

prochée du moyen de rang n est
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Comme l'on peut toujours supposer q et # + a plus grands

que 1 ou b > a (*), on voit que cette différence va en aug-

mentant avec n ; elle est donc la plus grande possible pour

n = m; il suffit donc pour résoudre la question, de poser .

«* [qm~+qm~(q+*) +•••+
OU

) w + I =(q + «)m~1 < $ OU ma* (q + a)w+I = mba << mbe < ^,

.- < -V- C.Q.F.T.

NOTE

sur /es fractions continues périodiques :

PAR E. CATALAN.

Pour établir cette proposition : toute fraction continue

périodique est égale à l'une des racines d'une équation du se-

cond degré, la plupart des auteurs emploient la démonstra-

tion suivante, que je reproduis textuellement d'après l'un

d'eux :

« Soient a, b, c, les premiers quotients, qui forment

la partie non périodique ; et soient /?, q, les quotients sui-

vants, qui reviennent périodiquement. Posons :

1 : , 1
p-^-eic. p-\-eto,.

C) En effet si b étai t < a on insérera i t les moyens en t re b et a , ce qui con-
dui ra i t a u \ mêmes r é s u l t a t s , et Ton a u r a i ' a lors q + « > t . .
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II est clair que dans ces deux expressions, on pourra

remplacer par y la suite p-{-e\c. • de sorte qu'on aura

— 4- i — 4 - *
b+ q +

H • H-
Dans cette démonstration, le raisonnement suivant, dont

j'ai déjà cité des exemples (III, 571), et qui paraît peu clair,

est évidemment sous-entendu : le nombre des périodes étant

infini, il est permis d'en prendre une de plus ou une de

moins; donc, etc.

En cherchant une démonstration rigoureuse de la propo-

sition dont il s'agit, je suis arrivé à plusieurs théorèmes qui

n'avaient pas, je pense, été remarqués.

1. Soit, pour fixer les idées, la fraction continue pério-

dique simple :
, 1

1 a + etc.
Représentons par y,, y,, y3, yn_x, yn les valeurs que

Ton obtient, quand on limite cette fraction à la première

période, ou à la seconde, ou à la troisième, etc. Soient aussi

M N P
Mn Wy P7 *es r ^ u ^ e s répondant aux termes c, d, e delà

première période, de manière que

, P'=N'e+M', y,=^

Si, dans cette valeur de yt , nous remplaçons e par

H— , nous obtiendrons yt ; donc
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De même, si dans y, nous remplacions e par e - |—, nous,

obtiendrions^, etc. Donc, en général,

/n=nT

2. Soit ^ la fraction irréductible équivalente kyn-i; nous

aurons :
PQ + NQ,

et je dis que la fraction contenue dans le second membre sera
irréductible.

Soient R, R' les deux termes de cette fraction, savoir :

R = P Q - | - N Q \ R' = PrQ4-N'Q'. (3)

Entre ces équations, éliminons successivement Q et Q'; nous
trouverons :

RP—R'P=(NP'—N'P)Q', RN — R'N = — (NP'-N'P)Q-.

N P
Or — et ~, sont deux réduites consécutives ; donc

N F - NT = zt 1 (*).. Par suite ,

Ces équations prouvent que tout facteur commun à R et R

devrait diviser Q et Qr. Si donc, comme nous l'avons sup-

posé, la fraction ^, est irréductible , ~-r sera pareillement

irréductible.

(*) Lo signe f répond au ca$ où le nombre des termes de la période est impair.
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p

D'ailleurs, la fraction — qui donne la valeur de la pre-

mière période, est une réduite-, donc toutes les fractions ob-

tenues successivement par l'application de la formule (1) sont

des réduites.

3. Soient, comme précédemment,
— 9. — 5 : . H> ' — _RQ' -R'Q

S A, , SR'-S'R
Soit ensuite yn4_t = g-, ; d ou jrw+I—rn ==• —g7^—•

Pour comparer ces deux différences, j'observe que, d'après
les équations (3),

S = PR -f NR', S' = P'R + N'R' 5

ce qui donne

SR'—S'R=(PR+NR')R'— (P'R + N'R')R
= R(PRf— P'R)4-R'(NR'—N'R) ;

ou SRf— S'R = qp (RQ'— R'Q),

à cause des équations (4).

M K • • RQ'—R'QJMous obtenons ainsi yn+l—yn = =p• gp^ •
3 xi.

En comparant cette valeur et celle de yn—yn_n on voii
qu'elles ont même numérateur ; donc le numérateur de la
différence entre deux réduites consécutives yn—i , yn, est
constant,

4. Si nous retranchons yx de^ a , nous obtenons, d'après
la formule (2) :

F ~ Pf3(P+N') ~ ~

Par suite, la valeur constante du numérateur de la diffé-
rence entreyn_t et yn est F , et nous avons :
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P'

5. La première des équations (4) fait voir que si Q' est di-

visible par F , R' sera pareillement divisible par ce facteur.

Or le dénominateur de y2 est Pf(P'-f N) : donc les dénomi-

nateurs de toutes les réduites sont divisibles par P' ; et consé-

quemment

__ 1

en posant Q' = P'Q".

6. Les équations (5) et (6) prouvent que la différence entre

yn ^yn-i diminue indéfiniment, à mesure que n augmente.

Nous pourrons donc écrire :

1

o étant une quantité qui a pour limite zéro. Et si nous nom-

mons y la valeur de la fraction continue, ou la limite <

nous aurons :

1

(*) Dans l'application de cette formule, on devra prendre le signe—, si le
nombre des termes de la période est pair. Et si ce nombre est impair, on
prendra le signe + ou le signe —, selon que n sera pair ou impair.
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QUESTION SUR LE QUADRILATÈRE INSCRIT.

P A R M. A. D E L A D E R E E R E ,
Professeur licencié es sciences physiques et mathématiques.

La question traitée n° 47 de la géométrie analytique de
M. Lefébure de Fourcy (*), donne lieu à l'équation du troi-
sième degré xl—(#'+ £a + O x — 2abc=0, qui admet
une racine positive répondant à la question, et deux autres
racines négatives que je me propose d'interpréter.

Pour cela je remarque que dans le quadrilatère, on a :

(1) yz = ac -f bx ,

et que les triangles rectangles ACD, ABD, donnent {fig. 9) :

(2) y = x% — a% •
(3) z2 — x*—c\

Or, pour éliminer y et z entre ces deux équations, on
élève (1) au carré, et on égale au produit de (2) par (3), ce
qui donne pour l'équation en x >

(4) (of — a7) (x' — ca) = (ac + bx)\

qui simpliGée donne l'équation :

(5) .r3 — (a2 + 6a + c*) x — 2abc = 0 ;

laquelle admet une racine de signe contraire à son dernier
terme, et par suite positive, laquelle est comprise entre la
plus grande des valeurs de a, betc, et la somme a-\-b-\-c.
Car en substituant c pour x par exemple on a pour résultat -

c3 — (

') C'est une question résolue par Newton , Art. unir., 1, 118. traduction d«*
eaudeuT. 1).
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résultat négatif, et en substituant a-\-b-\-c on a :

(a4-b + c)8 — (a3 + b7 + c2) (a-f £ + c) — 2ata = (tf+£ + c)
[(a+b+cy — icf+P+c^—Sabc = 2 (tf+£+c) {ab+bc+ca) —

— 2a6c = 2[ (a+ b+c) [ab+bc + ĉ ) — abc] =
= 2[(a + b + c) {ab+ca)+bc(b + c)],

résultat positif, et on voit en effet que x étant un diamètre
doit être plus grand que chacune des cordes a, b et c, et
plus petit que {a-\- b-\-c), d'après la déûnition de la ligne
droite.

Il n'y a d'ailleurs pas d'autres racines positives, puisque
l'équation ne présente qu'une variation.

Les autres racines sont réelles, car la condition de réalité
des racines de l'équation du troisième degré, privé de deu-
xième terme 4/?8 + 2 7 ^ 3 > 0 , est remplie, vu que celte
condition exige qu'on ait :

V < 0 ou
o

condition qui setrouve remplie, car en posant j:I
a+rI

a+21
a==

oc?y*z* sera maximum lorsque l'on aura x* =y* =

d'où 3x;=p% x*=P-, et dans ce c a s ^ » ; = ( * + 6 * c

et puisque c'est un maximum, on a :

'où

ce qui entraîne la condition de réalité de toutes les racines.
Il résulte de là que l'équation admet deux racines négatives.

Pour interpréter ces dernières, je change x en — x, dans
toutes les équations, ce qui donne .-

(6) yz = (ac — bx),
(7) . r- = ( jr>—«•),

(8) s ' r r r ^ " —C»),

(9) (JC'— rta) (x3 — c1) = [ac—bx)\
(10) a.-3—(rta+/^+O
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ur, en examinant (6) , on trouve qu'elle revient à
ac=yz-\- bx, ce qui revient à considérer a et c comme
les diagonales d'un quadrilatère inscrit dont a, y, z, 6 et x,
seraient les côtés, et a et b les diagonales (7) et<(8) indiquant
que x est le diamètre du cercle, et c'est en effet ce à quoi
Ton arrive en cherchant à résoudre cette question.

Si nous considérons l'équation (10), nous voyons qu'elle
admet deux racines positives; la première est comprise entre
la plus grande des trois valeurs a, b et c, et a-\-b-\~c, qui
donnent des résultats de signe contraire, car pour x=a par
exemple elle devient :

a*—(a*+b*+c*) a+<2abc= —{b*+c*)a+2abc= —a{b—c)\

résultat négatif, et pour x = a -f- b -\- c, elle devient :

= 2[(a+b-\-c) (a

résultat positif.

On voit d'ailleurs que cette racine convient à la question,
car l'inspection de la figure montre qu'on a x plus grand
que toute corde, puisque c'est un diamètre, et plus petit
que a -|- b -f c, d'après la définition de la ligne droite.

La deuxième racine positive est comprise enlre 0 et la
plus petite des valeurs des trois lignes, #, b et c, car pour
x = o, le premier membre devient -\-%abc, et pour x égale
à une des valeurs de a, b ouc , nous avons vu que le pre-
mier membre se réduisait à — a (b - c)% résultat négatif.

La solution positive de l'équation (5), et la première des
solutions positives de l'équation (10), satisfont à cette ques-
tion.

Trouver le diamètre d'un cercle connaissant la longueur
d'une corde, la distance d'une de ses extrémités à Tune des
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extrémités d'un diamètre, et la distance de son autre extré-
mité à Vautre extrémité du même diamètre.

Mais la troisième solution ne convient pas à cette ques-
tion , car si elle satisfait à l'équation (10), elle ne satisfait
aux équations (7) et (8), que pour des valeurs imaginaires
de y et z, puisque a ? < a e t x < 6 \

Ainsi on voit qu'une racine positive d'une équation, n'in-
dique pas toujours la possibilité du problème qui a donné
naissance à cette équation.

La deuxième solution se présente telle que l'indique la
figure (10), lorsque a > b et c > b ; mais si a > b> c, elle
se présente sous la forme de la figure (11).

La troisième solution devient réelle, si l'on remarque que
l'équation (10) a été obtenue en éliminant ^ V entre les
équations y V = (x2 — a2) (x2 — c2) et y*z2 = (ac — bx)2.
Équation à laquelle on arriverait en éliminant^ V entre les
équations #

yz = {ac—bx)\ y={a+x){c—x) et z — {c+x) (a— x},

résultat que Ton pourrait interpréter géométriquement.
Note. La condition de réalité des racines de l'équation (5),

> \/à1b7c2 revient a ( • •— ) >abc.
\ 3 /S

Or abc est le volume d'un parallélipipède rectangle dont les

ya+b+c
trois arêtes sont a^ b et c, et \ — représente le
rayon du cercle circonscrit au triangle équilatéral dont le
côté serait la diagonale du parallélipipède, représentée par
J/V-h 6*-f c\ Ce qui montre que le cube du rayon du cercle
circonscrit au triangle équilatéral dont le côté est la diago-
nale d'un parallélépipède rectangle, est plus grande que ce
parallélipipède.
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SUR L'EXPRESSION

du côté du polygone semi-régulier circonscrit à la courbe qui

a pour équation aux coordonnées rectangulaires

PAR. M. BBJETON (DE CHAMP) ,
Ingénieur des ponts et chaussées.

La courbe dont il s'agit est, comme on sait ( I I , 225) ,

l'enveloppe d'une droite de longueur constante*: inscrite dans

un angle droit. Ce mode de génération, que nous choisissons

parmi plusieurs autres également connus et remarquables,

revient à considérer l'enveloppée comme joignant continuel-

lement les projections sur les axes d'un point mobile sur la

circonférence de rayon c. Supposons que ce point occupe sur

la circonférence une suite de positions séparées entre elles par

des arcs égaux, chaque position de l'enveloppée fera avec la

position voisine un angle égal à celui compris entre deux

positions consécutives du rayon mené par le point mobile. Il

suit de là qu'à un polygone régulier circonscrit au cercle,

répond le polygone semi-régulier formé par l'enveloppée, le

nom de semi-régulier indiquant l'égalité des angles. Il est

vrai qu'auprès des points de rebroussement de la courbe, la

loi ci-dessus paraît rompue, mais elle ne l'est réellement pas,

en ce sens que les angles de l'enveloppée avec une ligne fixe,

l'axe des y par exemple, forment une progression arithmé-

tique non interrompue.

Cette possibilité de circonscrire à la courbe un polygone

semi-régulier toutes les fois que le polygone régulier corres-
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pondant peut être circonscrit au cercle avec la règle et le

compas, est déjà remarquable. Mais notre intention est ici

surtout de signaler l'expression trigonométrique du côté

d'un polygone semi-régulier, expression dont la simplicité

constitue une nouvelle propriété curieuse de cette même

courbe, qui en présente tant d'autres.

Soit 0O le premier terme de la progression arithmétique

des angles, ô la raison, et i un nombre entier quelconque,

trois positions consécutives de l'enveloppée seront représen-

tées par les équations : *

X Y
-I £ = 1 (i — 1 ) ,
^ cos[(i — ra ' û n ^ J'

JC Y

-i I __ _ i - / • i A\ r\ J /\ 1 ^ 1 / '

Si l'on cherche les coordonnées des points d'intersection ,

et que l'on prenne leurs différences, il vient, toutes réduc-

tions faites, pour les valeurs des projections du côté (1)

sur les deux axes :

COS ~i
sin2 (* + 0o) sin(i

l i sin 2 (A + e0) cos(i8 + o.) ;
cos ~

d'où il suit que ce même côté a pour longueur :

C'est ce que nous voulions faire voir. Ces résultats sont

d'une frappante simplicité et peuvent se représenter géomé-

triquement. Noiis laissons au lecteur le soin d'en faire la re-

cherche , mais nous croyons être utile aux élèves en leur
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indiquant comme bon exercice de trigonométrie le rétablisse-

ment des calculs qui nous ont servi à obtenir les formules

ci-dessus, et que nous avons supprimés.

DEMONSTRATION

De Véquilibre-des trois couteaux.

P A R M P R U D O T ,
licencié es sciences mathématiques.

On sait que trois couteaux, ou trois tiges rigides quelcon-

ques disposées ainsi que l'indique la figure 8 , et reposant k

leurs extrémités A, C,Betpar des points d'appui sur une table

horizontale, se tiennent en équilibre, si toutefois le frottement

aux points de contact D, E, F est assez grand pour empêcher

lé glissement. 11 s'agit de démontrer cet équilibre. Nous sup-

poserons , dans cette démonstration, l'épaisseur des verges

assez petite pour qu'on puisse les regarder comme étant

dans un même plan.

Soit G le centre de gravité de DB, la force P qui le solli-

cite, pourra se décomposer en deux forces parallèles, l'une

Q détruite par le point d'appui B, l'autre R passant par un

point quelconque de l'axe de DB, prolongé si cela est né-

cessaire. Faisons HD— x ; R pourra se décomposer en deux

forces parallèles S et T , qui se détermineront ainsi qu'il

suit:

D F , T:R:: X : D F ,

* ~ DF
A N N . D F M X T I I É U . I V ,
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S pourra se décomposer en deux forces parallèles Y et L
dont la dernière sera détruite par la résistance de la table,
et on aura pour déterminer ces deux forces les proportions :

U:S::DE:AE, V:S::AD:AE,
d'où

__ Sx DE _ SxAD _ R(^+DF)XAD
~~ AE ' AE ~~ AExDF

Comme il ne reste plus que les deux forces V et T agis-
sant en sens contraire sur une même droite rigide CF, il
suffit pour qu'il y ait équilibre que leur résultante passe
par le point d'appui C. C'est-à-dire qu'on doit avoir :

4'où successivement

. r x A E x F C — r x A D X EC + DFxADxEC,

Donc en prenant le point H qui est arbitraire aune distance
du point D égale à cette valeur de x , on arrivera à deux
forces T et V dont la résultante passera par le point d'appui
D qui la détruira. On prouverait de même que les poids des
autres verges , ou même les poids de corps placés sur elles
se réduisent à des forces détruites par la résistance de la
table; donc il y a équilibre.

Cette démonstration donne évidemment le moyen de
calculer la charge des points d'appui et des points de
contact.
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THÉORÈMES.

Sur le triangle, le tétraèdre, Vellipse et Vellipsoïde.

PAR. M. E.
professeur ûx écoles d'artillerie.

i° Si on désigne par /?, le demi-périmètre d'un triangle,

et par r le rayon du cercle inscrit dans ce triangle , son aire

pourra s'exprimer par Tune des formules suivantes :

S==/Atang-A.tang-B.tang-C...S—r\oot-A.cot-B.-col»C(¥}.

T Considérons une ellipse ~- + ~ = 1, rapportée à son

centre et à ses axes. Pour mener une tangente à cette el-

lipse , par un point extérieur m\ dont les coordonnées sont

JC\ y\ on déterminera un point M' dont les coordonnées

a
seront x\ -y\ et pour ce point M'on mènera des tangentes

à la circonférence décrite sur le grand axe de l'ellipse.

Abaissant des points de contact de ces tangentes des perpen-

diculaires , sur le grand axe , on obtiendra , par leur ren-

contre avec l'ellipse, les points de contact des tangentes à

cette courbe passant par le point m!.

Pour mener, par une droite donnée , des plans tangents à

l'ellipsoïde de révolution — - j — ; -)- -•; = * •> o n prendra,
CL CL C

sur cette droite, un point mf dont les coordonnées seront
x \ y', z'; on déterminera ensuite un point M' dont les coor-

(*) Voir I , 7 9 , 196. fin.
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données seront x\ y\ - z' ; joignant ce point M' avec la

irace de la droite donnée sur le plan x, y, on aura une se-
conde droite, par laquelle on mènera deux plans tangents à

x* r* zx

la sphère \-~—h ~ = 1 . Du point de contact de ces

plans tangents, abaissant deux perpendiculaires sur le plan
des .r, y y on obtiendra, par leur rencontre avec la surface de
l'ellipsoïde, les deux points de contact des plans tangents
passant par la droita donnée.

On emploiera la solution précédente relative à l'ellipsoïde
de révolution, pour mener par une droite donnée un plan
tangent à un ellipsoïde à trois axes inégaux.

Si on exécute l'épure du plan tangent à l'ellipsoïde, par
la méthode que nous venons d'indiquer, et si on compare
cette solution à celle qu'a donnée Monge (au moyen de
Vhyperboloïdc de révolution ), on en déduira un procédé
géométrique simple, pour mener une tangente commune à
une ellipse et à une hyperbole , qui ont un premier axe
principal commun, et le second parallèle.

3° Si on joint les deux foyers F, F' d'une ellipse aux deux
points conjugués m\ m'\ on aura deux triangles FFW,
F F W , et il est aisé de trouver que : la somme des carrés
de leurs aires est constante.

Si on en évalue les tangentes des demi-angles FmT',
Ï W F , on aura en désignant ces angles par a, «f ;

tang* - -f- tang* ~ = constante.

Si on désigne par Xl5 Xa les abscisses des points où les
tangentes conjuguées, coupent le grand axe de l'ellipse , on

aura la relation : ^ + ^ , = constante.
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4° Désignons par a> b, c,les trois côtés d'un triangle,
par R le rayon da cercle circonscrit : le carré de la distance
du centre de gravité du triangle 'au centre du cercle cir-
conscrit s'exprimera par la formule

En désignant par r le rayon du cercle inscrit, et par A la
distance du centre de gravité du triangle au centre de ce
cercle, on trouve la formule

^ = r » i Y /fl'+y+c'\

Pour le tétraèdre, la distance du centre de la sphère
circonscrite au centre de gravité du solide est donnée par
Ja formule

16

{i.à1 désignant la somme des carrés des arêtes).
Si ,dans un tétraèdre, on désigne par /, /', l'\ l"f les lignes

qui vont des sommets au centre de gravité des faces oppo-
sées, on aura la relation

5° Appelons G le centre de gravité d'un contour poly-
gonal composé de m côtés égaux ; par ce point menons une
droite quelconque, et prenons sur cette droite deux points
M, M', que nous joindrons aux sommets du polygone , on
aura la relation

z.D"—ï.Da = m (M'Ga — MG2)

l*Da, i.J}'\ désignant la somme des carrés, des distances
des points M, M' aux sommets du polygone).



DE LA LEMNISCATE HYPERBOLIQUE.

P A R M. H. C H A R P E N T I E R ,
professeur de mathématiques spéciales au collège d'Alençon.

1. Cette courbe est le lieu des projections du centre de Vhy-
perboU équilatère sur les tangentes à cette courbe.

Soient :
(1) j r a — j : a = — aa

l'équation de l'hyperbole équilatère ;

(2) yy—xa* = —a'L

l'équation de la tangente à cette hyperbole au point n1 dont
les coordonnées sont JC' et y .

L'équation de la perpendicnlaire abaissée du centre sur la
tangente sera :

(3) y = -y-ac,

et comme le point n' est sur la courbe, on aura encore cette
relation :

(4) y*—x» = — a\

L'élimination de x} et d e y entre les équations (2), (3), (4)
conduira à l'équation de la courbe.

En combinant les équations (2) et (3), on tire les valeurs :

et les substituant dans Véquation (4), on a l'équation de la
lemniscate,
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La courbe passe par l'origine, qui est son centre^ l'axe des

x et celui des y sont des diamètres de la courbe, et en éga-

lant à zéro les termes do celte équation qui sont au second

degré, on a les équations des tangentes à l'origine :

L'origine est un point double, et ces tangentes, qui sont les

bissectrices des angles des axes, sont les asymptotes de l'hy-

perbole équilatère.

2. Si Ton élève au carré les équations (5) et (6) et les

ajoutant, on a :

^ ou OmXOn' = a\ (Fig. 6),

ce qui prouve que le demi-axe de l'hyperbole est moyen pro-

portionnel entre la distance du centre au point générateur de

la lemniscate hyperbolique et la distance du centre au contact

correspondant de Vhyperbole.

3. Si Ton rapporte la lemniscate à des coordonnées polai-

res, son équation sera :

p = ±a V c

Chaque valeur de &> variant depuis w = 0 jusqu'à w = j ,

donnera pour p des valeurs égales et de signes contraires qui

détermineront les points de la courbe situés sur le rayon vec-

teur et sur son prolongement. Ce rayon vecteur variera de-

puis p = a jusqu'à p = 0.

On obtiendra ainsi la portion de la courbe AmO et la por-

tion AWO {fig. 6).

Depuis « = -jusqu'à w = ~ ? les valeurs de p sont ima-
4 4

ginaires. Depuis w = — jusqu'à &> = T. , les valeurs de p va-
4
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rient depuis p = 0 jusqu'à p == a j ce qui donne la portion de
la courbe Om"&! et la portion Om'"A.

Pour trouver le point maximum de la courbe situé dans la
portion AraO de la courbe, en désignant par^ l'ordonnée de
es point, on a .

fiVP)

La dérivée de y par rapport à p est donnée par la quantité

Le rayon vecteur correspondant au point maximum sera :

p = •

d'où Ton a :

Ce point de la lemniscate correspond au point de contact
de l'hyperbole dont les coordonnées sont :

y = — •

4. En désignant par p et p les rayons vecteurs de la lem-
niscate et de l'hyperbole correspondants à la même valeur
de M , on a :

p — a V cos 2&>,

d'où pp1 = à1.

Donc le demi-axe de Vhyperbole est moyen proportionnel
entre les rayons vecteurs de la lemniscate et de V hyperbole fai-
sant le même angle avec Vaxe des x.



5. On a vu que

Eo prolongeant le rayon om jusqu'à l'hyperbole en/ i ,ona :

Om X O K = Û';

donc On=zOri.

Le point de contact n1 et le point n sont deux points symé-

triques de la courbe par rapport à l'axe des x.

On peut conclure de là un moyen très-simple de construire

la lemniscate hyperbolique, quand on aura préalablement

tracé l'hyperbole équilatère.

Pour cela, on mènera un rayon vecteur On à l'hyperbole,

on abaissera nn' perpendiculaire à l'axe des x et prolongée

jusqu'à l'hyperbole, on joindra On'; de n et de n' on abais-

sera respectivement des perpendiculaires sur les rayons Onf

et On , et on déterminera deux points m' et m de la courbe.

6. Enfin, on peut construire la lemniscate hyperbolique

sans construire préalablement l'hyperbole régulatrice.

En effet, on a :

Om = #2cos2w.

Donc, si Ton décrit une demi-circonférence sur le demi-

axe de l'hyperbole comme diamètre,, le rayon vecteur de la

lemniscate est moyen proportionnel entre le demi-axe et le

rayon vecteur mené à cette demi-circonférence et faisant avec

l'axe des x un angle double de celui que fait le rayon vecteur

de la lemniscate avec le même axe.

De là cette construction . on mènera un rayon vecteur Ok

à la circonférence, on prendra Kl = AK, on joindra 01, et

on le rabattra en OP, on élèvera PG perpendiculaire à l'axe

des x, on joindra OG et on le rabattra sur OK en Om, et le

point m appartiendra à la lemniscate hyperbolique.

Note, Le nom de cette courbe dérive du mot grec
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qui signifie une bandelette nouée en huit. Fagnano a décou-

vert les principales propriétés de cette ligne qui est d'une si

grande importance dans la théorie des fonctions elliptiques.

Les démonstrations du géomètre italien sont géométriques

(v. t. III , p. 509) ; la théorie analytique est due à Euler

(M. de Pétersbourg, t. V, 1751-52); la courbe, quoique

fermée, est carrable (t. I , p. 351 ). La lemniscate hyperbo-

lique équilatère est aussi une cassinoïde, courbe bifocale.

Mais la réciproque est fausse : toute cassinoïde n'est pas une

lemniscate. Nous engageons les élèves à démontrer ces pro-

positions.

Cette ligne est le cas particulier de l'enveloppe d'un cercle

assujetti à avoir son centre sur une ligne plane donnée et à

toucher une seconde ligne donnée dans le même plan. Cette

seconde ligne fait évidemment partie de l'enveloppe et si elle

se réduit à un point, ses coordonnées doivent satisfaire à

l'équation générale de l'enveloppe. Tm.

ANALYSE INDETERMINEE DU PREMIER DEGRÉ.

P A R M. M I B Y ,
Ancien professeur dans le% Collèges royaux.

La résolution en nombres entiers et positifs de l'équation

indéterminée
ax±by = ± ^

par les nombreuses applications qu'on en peut faire et les

artifices de calcul dont elle est susceptible, est un des plus

utiles exercices par lesquels les jeunes mathématiciens peu-
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vent préluder à des recherches plus importantes. Aussi

diverses méthodes de résolution sont-elles développées avec

soin et une certaine étendue, dans les ouvrages estimés

d'algèbre qui sont actuellement entre les mains des élèves.

La suivante, fondée sur la théorie des restes (*), donnera

toujours, nous le croyons du moins, une solution plus facile

et plus prompte. Elle aura d'ailleurs l'avantage de familia-

riser les élèves avec des principes dont l'application encore

peu répandue, peut être fort utile, et dont l'emploi judi-

cieux est très-propre à exercer leur sagacité.

Rappelons ici en peu de mots les principes dont je parle.

On sait que si a et b sont premiers entre eux, et que l'on

divise par a les produits successifs

\b, 2b, 3b,... (a—l)b,

tous les restes seront différents. D'où il suit que si l'on con-

çoit cette suite prolongée indéGniment de manière à former

cette autre

\b, 2b, M,... {a — \)b, ab, (a+i)b, etc.,

les a premiers restes correspondants , se reproduiront pé-

riodiquement.

C'est ainsi par exemple que pour a = V1 et b = 37, on

aura les deux suites :

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, etc.,

4, 8, 1, 5, 9, 2, 6, 10, 3, 7, 0, 4, etc.

La première est celle des multiplicateurs successifs de 37,

je les nommerai indices. La seconde est celle des restes cor-

respondants , et se forme aisément par l'addition répétée du

premier reste 4 , en ayant soin de retrancher de chaque

v*) Cette méthode est précisément celle des congruences de M. Gauss. C'est
Pour la propager que nous avons inséré cet article (III, 343). Tm.
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somme nouvelle le diviseur 1 1 , à mesure qu'il s'y trouve

contenu.

Or chacun des produits que nous venons de considérer

se trouve compris entre deux multiples consécutifs de 11,

et suivant qu'on le retranchera du multiple supérieur ou

du multiple inférieur, le reste sera positif ou négatif. De

plus la somme des valeurs absolues de ces deux restes, sera

constante et égale à 1 1 , ou chacun des deux sera par rap-

port à 11, le complément de l'autre.

Il résulte de là que nos deux suites, en ne prenant que

la partie nécessaire de la seconde, sont encore représentées

par celles-ci :

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10.

— 7, — 3 , —10, —6, —2, —9, —5, — 1 , —8, —4.

Remarquons que cette seconde suite de restes négatifs,

n'est autre numériquement que la suite positive renversée.

En généralisant ces résultats, il sera facile de voir que

dans l'une comme dans Vautre, la somme de deux termes

pris à égales distances des deux termes extrêmes, sera tou-

jours constante et égale à a , et que la somme de ces mêmes

termes, pris le premier dans une des deux suites, et le second

dans l'autre, sera nulle.

De plus, à cause de la périodicité des restes, un terme

quelconque de la suite indéfinie des indices pourra être aug-

menté ou diminué d'un multiple quelconque de a sans que

le reste change.

C'est en nous appuyant sur ces principes, que nous allons

résoudre l'équation proposée

ax ± by = zb c ,

dont les coefficients a et b doivent être, comme on sait, pre-

miers entre eux.



Soit pour premier exemple l'équation numérique

Le reste de la division de 17 par 11 étant 6, nous aurons
les deux suites .

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10.
6, 1, 7, 2, 8, 3, 9, 4, 10, 5.

Le terme tout connu de l'équation, 339, divisé par 11 ,
donne le quotient 30 et le reste 9. L'indice 7 correspondant
à 9, nous fait connaître d'abord que 7 fois 17 est le premier
multiple de 17 qui, divisé par 11, donne aussi le reste 9.
Donc 7 est la plus petite valeur possible de y. Faisons donc

La valeur correspondante de x sera

x = 30 - 7 X
i
1

i
7 ~ 9 ==30-10 = 20.

Les formules cherchées sont donc :

x == 20—17*,
y = 7 + 11*.

Soit en second lieu l'équation

— 1 7 j = 3

La division de 3 par 11 donne le reste 3 , dont le complé-
ment à 11 est 8. D'où je conclus que l'indice 5 correspon-
dant à 8, est la valeur la plus simple possible de y.

Par suite
5 X 1 7 + 3

x TT~-8-
ï̂ es formules cherchées sout donc :
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Soit encore
\\x — \ly as —-3.

L'indice 6 correspondant au reste 3 , est la valeur de y, et
l'on trouve immédiatement que 9 est la valeur correspon-
dante de JC.

Les formules sont donc :

Mais si le diviseur a était un nombre un peu grand et que
le reste cherché fût un des derniers de la période, on ne
saurait disconvenir que le calc%l précédent ne devienne
long et fastidieux, et la méthode perdrait alors cette appa-
rente simplicité que nous venons de remarquer. Heureuse-
ment les principes développés pîus haut vont nous donner un
moyen aussi facile que prompt de lever cette difficulté.

Soient, par exemple,

^ = 48 et £ = 59.

Le premier reste est alors 11 ; son complémentaire est — 37.
Proposons-nous d'abord de trouver l'indice correspondant au
reste 1. Pour cela, opérons comme s'il fallait trouver le plus
grand commun diviseur des nombres — 37 et 11. Prenons
les quotients absolus inférieurs et les restes avec leurs signes ;
nous formerons ainsi le tableau suivant :

3 1 2

— 37 1 1 — 4 — 1

J'en conclurai ces deux suites d'indices et de restes .

1, *, 9, 13, 35.
11, - 4, 3, _ l , -f 1.

Voici comme on peut les déduire du tableau précédent :
L'indice 4 est égal au premier quotient 3 augmenté de 1, ci
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le reste correspondant est le premier reste trouvé — 4. L'in-

dice suivant 9 est égal au précédent 4 moltiplié par le second

quotient 2 et augmenté du premier indice 1, et le reste cor-

respondant est le second reste -J- 3 du tableau. L'indice sui-

vant 13 est égal au précédent 9 multiplié par le troisième

quotient 1 et augmenté de l'indice antérieur 4 , et le reste

correspondant est le dernier reste — 1 du tableau ; et, comme

les restes — 1 et + 1 donnent une somme nulle, les indices

correspondants 13 et 35 sont complémentaires par rapport^

au diviseur 48. Il est donc aisé de déduire le second du

premier.

Maintenant, de l'indice 35 correspondant au reste 1 , il

fst aisé de déduire l'indice correspondant à tel reste qu'on

voudra, au reste 7 par exemple. Pour cela, multiplions 35

par 7 et retranchons du produit 245 , 5 fois 48, ou le plus

grand multiple possible de 48, le reste 5 sera le plus petit

indice correspondant au reste indiqué 7 -, ce qui, dans tout

l'exemple actuel, est facile à vérifier.

On peut remarquer que la loi de formation de ces indices

est la même que celle que l'on suit pour former les termes

des réduites sommaires des fractions continues.

Soient, pour second exemple, a = 70 et b = 261. Le ta-

bleau à former sera celui-ci :

51

2

— ISJ

uites seront

1,

— 19

1n
3

13

1

13

2

- 6

4 ,
6

1

11.
1.

Si Ton demandait l'indice correspondant au reste 57, du

produit de ce nombre par l'indice 11 correspondant au reste

1 , on retrancherait 8 fois 70 , ou le plus grand multiple de
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70 qui s'y trouve contenu , et le reste 67 serait le plus faible
indice correspondant à 57. D'ailleurs, 13 étant le complé-
ment du reste 57, l'indice correspondant 3 du tableau sera
le complément de l'indice cherché, qui par là se trouve être
encore le nombre 67, ainsi qu'on l'a trouvé par le calcul
précédent.

Appliquons cettëlnéthode à la résolution de l'équation

236.r + 615v = 340948.

Le terme tout connu 340948 divisé par 236 donne le quotient
1443 et le reste 2. 11 s'agit donc de trouver l'indice corres-
pondant à ce reste 2.

Ici le premier reste est 143, et son complément est — 93.
Ces deux nombres donnent lieu au tableau suivant :

143

1

— 93

1

50

1

— 43

6

i — 1

Les deux suites seront :

1 , 2 , 3 , 5 , 33, 203.

— 93 , 50 , — 4 3 , 7, — 1 , - f - i .

On voit par là que le reste 2 correspondra à l'indice 406 ,

ou , retranchant 236 de ce nombre, 2 correspondra à 170.

Donc >- —170.

Par suite,

170 X 615 — 2
—1443

236
= 1443 — 443 = 1000;

d'où

y = 170 +236*.

Quand le nombre des solutions sera limité, on voit qu'il
sera indiqué immédiatement par la valeur de l'une des
inconnues.



— 153 -

DÉMONSTRATION.

Du théorème de M. Chasles sur les tangentes parallèles et les

plans tangents parallèles ; point de moyenne distance.

I. Soit
F(x,y) = O, (1)

une équation algébrique à coefficients réels et de degré m.

Et soit
o{x,y, s)=0, (2)

une autre équation algébrique à trois variables et de

degré n.

Éliminant,/, on obtient une équation de la forme

Axmn + Bxmn" - f etc. = % (3)

A, B,... sont des fonctions entières de z, et des coefficients

des deux équations -, supposons que par la nature de la ques-

tion qui a fourni les deux premières équations, nous sa-

chions, 1° qu'à une même valeur de x > ne peuvent répondre

que/? valeurs de z , 2°que pour/? valeurs finies de z, toutes

racines de Téquation
/ (*) = 0 , (4)

léquation (3) acquière/? racines égales chacune à l'infini. 11

est évident que dans ces deux hypothèses, les/? premiers

coefficients de l'équation (3) sont nécessairement de la forme

M/*(s), où M ne renferme que les coefficients des équa-

tions (t) et (2); divisant tous les coefficients de l'équation

P^ / (*) > on obtient une nouvelle équation dont les p pre-

miers coefficients sont indépendants de z 5 par conséquent

les fonctions symétriques des racines qui ne dépendent que

ANN. DEMATHÉMAT. IV. 1 1
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de ces p premiers coefficients, conservent la même râleur,
quelle que soit la valeur de z.

Si les mêmes hypothèses subsistent, pour le résultat de
l'élimination de x, entre les équations (1) et (2), on en dé-
duira les mêmes conclusions.

II. Prenons pour l'équation (2), celle-ci.

2Dy + D * = 0 , (2)

Dy est la dérivée de F (x ,y) par rapport à y, et Dx la dé-
rivée de la même fonction par rapport à x ; l'équation (2)
est donc de degré m — 1 par rapport à x et y ; éliminant y,
on obtient une équation de la forme :

or z est le coefficient angulaire de la tangente à la courbe,
ayant pour équation F(x,y) = 0; à une même valeur de.r,
ne correspondent donc que m valeurs de z ; ainsi dans l'é-
quation (3), le degré de z ne peut dépasser m ; de plus, si
dans l'équation (1) on ne prend que les termes de degré m,
et qu'on y fasse x=\, y~z ; et qu'on représente le résultat
p a r / » . Si on pose :

les racines de cette équation sont les m coefficients angu-
laires relatifs aux asymptotes, c'est-à-dire aux tangentes qui
ont un point de contact à l'infini ; donc par chaque racine
de l'équation (4), deux racines de l'équation (3) deviennent

inûnies , ainsi A et B sont de la forme Mf(z); donc — est
A.

indépendant de z, et la somme des racines de cette équation
ne dépend pas de z\ par les mêmes raisonnements, on
parvient à la même conclusion en éliminant x, entre les
deux équations (1) et (2).

IIF. Théorème de M. Chasles. A une courbe algébrique
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de degré m, on peut mener, analytiquement parlant,

m (m —i) tangentes parallèles ; le point de moyenne distance

des m (m — 1) points de contact reste le môme, quelles que

soient les directions des tangentes.

La démonstration est une conséquence immédiate du pa-

ragraphe précédent.

IV. On étend facilement ce théorème aux plans tangents

à une surface ; soit F {x, y, z) = 0 , l'équation de cette sur-

face , et soient /?, q les coefficients angulaires qui détermi-

nent la direction du plan tangent. On aura les deux équa-

tions pD% + D j - = 0 , qJ) z~{-Dy = 0; éliminant z et y} on

parvient à une équation entre JC, p, q ; raisonnant sur cette

équation comme ci-dessus, sur l'équation (3), on en déduit

les mêmes conséquences.

V. Le beau théorème de M. Ghasles, conduit à cette gé-

néralisation ; dans une courbe algébrique de degré m, si on

prend pour un système d'axes donné, tous les points où tous

les coefficients différentiels d'un même ordre sont égaux à un

nombre donné ; le point de moyenne distance de tous ces

points est fixe, quel que soit le nombre. Le moyen de démon-

stration est le même. En effet, on peut toujours parvenir à

une équation renfermant la relation entre l'abscisse et ce

nombre ; à chaque valeur de l'abscisse ne correspondent que

m de ces nombres, donc dans cette équation m est la plus

haute puissance à laquelle ce nombre puisse se trouver élevé,

et à l'infini asymptotique, ce nombre est évidemment nul ;

donc les deux premiers coefficients de l'équation ordonnée

par rapport à l'abscisse, renferment ce nombre élevé à la

même puissance m; donc etc., etc.

VI. D'après la théorie de l'élimination, le coefficient A

ne contient que les coefficients de l'équation (1) appartenant

aux termes de degré m, et B ne contient que ces mêmes

coefficients, plus ceux qui appartiennent aux termes de
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degré m— 1 ; de sorte que pour toutes les lignes dont le»

équations ont les mêmes termes de degré m e t w ~ i , les

points de moyenne distance ci-dessus déterminés (V) sont les

mêmes. Or le système des m asymptotes est une de ces li-

gnes; ces asymptotes se coupent en points; ce sont

les seuls points doubles de la ligne ; de sorte que les droites
qui passent par ces points peuvent être considérées comme
des tangentes; par conséquent le point fixe relatif aux tan-
gentes parallèles est aussi le point de moyenne distance des

~"!jfo— points d'intersection des asymptotes.

Observation. Il est presque superflu d'avertir que toutes
ces propositions sont énoncées dans un sens purement ana-
lytique ; plusieurs de ces points peuvent être situés à l'infini,
devenir imaginaires, etc. ; mais comme il s'agit de fondions
symétriques, ces circonstances n'invalident pas ces propo-
sitions.

VII. Les m asymptotes forment un polygone déterminé
par 2m—3 données. Par conséquent dans toute ligne de
degré m, il y a au moins 2m — 3 fonctions des coefficients
qui restent constantes, quel que soit le déplacement de
l'origine et des axes.

(La fin prochainement.)

NOTE
sur la détermination du rapport K de la circonférence au

diamètre, par la méthode des périmètres.

P A R TH. H U E T ,
régent de mathématiques spéciales au collège de Pamiers.

Le nombre n, qui représente le rapport constant de la
circonférence au diamètre, représente encore la longueur
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d'une circonférence dont le diamètre est l'unité • ce nombre
sera donc connu si Ton parvient à calculer directement la
longueur de la circonférence dont le diamètre est l'unité.

Pour résoudre ce problème, il faut d'abord résoudre le
suivant :

Étant donnés les périmètres de deux polygones réguliers
de n côtés, l'un inscrit, l'autre circonscrit, calculer les péri-
mètres des polygones réguliers de 2/i côtés, l'un inscrit et
l'autre circonscrit.

La Ogure qu'emploie Legendre, dans sa Géométrie, pour
résoudre le problème qui conduit à la détermination du
nombre - par la méthode des surfaces, peut sans aucune mo-
dification nous servir à résoudre aussi celui-ci (*).

Soit AB et CD (fig. 7) les côtés des polygones réguliers in-
scrit et circonscrit de n côtés, AE et FG les côtés des poly-
gones réguliers inscrit et circonscrit de 2n côtés \ appelons
a et b les périmètres des deux premiers polygones, d et b'
les périmètres des deux seconds, on a évidemment .-

(1) a = nAB = 2nAK, (2) b = «CD = 2/iCE,

(3) a' = 2nAE, (4) *f5=2nFG.

Les égalités (i) et (3) donnent :

a :a' :: AK : AE

ou, puisque les triangles AEK, FEO sont semblables,

:: E O : F O ,

ou bien, à cause des triangles semblables FEH, FEO,

: : H E : F E

ou, en doublant les termes du second rapport,

:: A E : FG

C) M. Lionnet donne la même démonstration (Géom,, p. 157, '2e édition); <f«
même M. Cirodde (Géom., p. m ) . Tm.
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:2nFG,

ou enûn, à cause des égalités (3) et (4),

:: a! : b'.

Cette proportion nous donne :

d=Vâb'. (5)

Des égalités (2) et (4) on tire de même :

b : £ ' : :CE:FG,
:: CE:2FE.

Doublant les termes du premier rapport et divisant les con-
séquents par 2, on trouve .-

2b :b':: CE:FE,
d'où

26 — b' : b' :: CF : FE

ou, puisque FO est bissectrice de l'angle COE,

::CO :OE

ou, à cause des parallèles AB et CD ,

:: AO:OK,
ou bien

:: OE:OK,

ou bien, à cause des triangles semblables CEO, AKO ,

:: CE:AK,
ou encore

ou enfin, à cause des égalités (2) et ( i ) ,

::b:a.

De cette proportion on tire :

2b : b' : : a -f b : a ;
doù

2ab
b'^——. (6)

a-\- b
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Les relations (5) et (6) permettront de calculer facilement

les périmètres des polygones réguliers inscrits et circonscrits

de 12, 2 4 , 48 , 96 , etc. côtés, en partant des périmètres des

hexagones inscrit et circonscrit au cerc'e dont le diamètre

est 1, qu'on trouve immédiatement. Par suite on trouvera,

à une approximation aussi grande qu'on le voudra, la lon-

gueur de la circonférence dont le diamètre est l'unité, c'est-

à-dire le nombre *.

On peut, du reste, déterminer une limite supérieure du

nombre des opérations qu'on devra faire pour obtenir une

approximation demandée.

Pour cela, nous allons prouver que U— af O (b — a).
4

On a bn- a" = bn- ab' = V(V— a).

D'ailleurs,
2ab ab — a2 a(b— a)

u — a = — a = r = — .a-\- b a-\- b a-\-b
Donc

n^ab'ib — a) a!\b -a)
0 - a ~ ~V+b ^

d'où Ion tire :

Or ~£çi' < g ' Puis(Iue b'
De plus, Z> > b\ donc a-\-b°>a-\-l/; par suite

a-X-b a-\-b} aA-b y
—£- > — g " » e t à f o r t i o r i —i— > V*V 9 puisque la

moyenne arithmétique entre deux quantités est plus grande

que la moyenne géométrique entre ces mêmes quantités.

On a donc, puisque a! = V'ab', ~*~ > a' -, d'où
À

a' 1
~^TTb < s- M résulte de là que

b!—a!<l (b — a}.
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On trouverait de même b'f— a" < - (V— a1) et à fortiori

< T - ( * - - * ) - Donc, en général, en appelant n le nombre

de fois que les formules (5) et (6) auront été employées,

Il est clair maintenant que si Ton veut obtenir le nombre r

moins de—- près,

nombre tel qu'on ait :

à moins de —- près, il suffira de déterminer pour n un
10 r

d'où Ton pourra tirer n par tâtonnement au moyen des loga-
rithmes. En prenant les logarithmes, il vient :

a)^n Iog4 ;

d'où
= m-f-lOg(& — a)

n> iôgï '
qui donne la limite cherchée.

Le nombre des côtés des polygones dont a et b sont les pé-
rimètres dans l'application numérique étant 6 ; celui des po-
lygones dont les périmètres sont d et 6'est 6 . 2 ; celui des
suivants est 6.2% et ainsi de suite. Donc,en général, celui des
polygones dont an et bn sont les périmètres sera 6.2n = N,
formule qui fera conoaitre le nombre N des côtés des deux
derniers polygones auxquels il faudra s'arrêter.

Note. Voir pour le calcul de * une note de M. Finck
(Gèom., p. 292, 3eédit.).
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THÉORIE DU CALCUL ÉLÉYIENTAÏRE.

P A R M. AMPÈRE. (CEuvre posthume.)

(Suite, voir p. 109.)

16. Lorsque les deux grandeurs qu'il s'agit de comparer

sont à portée de l'être immédiatement, on obtient facilement

le nombre cherché, par une opération très-simple, et qui

consiste dans ce qu'on appelle mesurer ; nous en parlerons

en son lieu avec tout le détail nécessaire :

17. Mais si cette comparaison ne peut s'exécuter de celte

manière, nous pouvons sans la faire, en obtenir le résultai,

en partant des relations qui se trouvent entre les diverses

grandeurs qui existent dans un même objet, ou dans des

objets différents mais liés entre eux d'une manière quel-

conque ; c'est alors que le but qu'on se propose ne peut être

atteint que par des combinaisons d'idées qui surpasseraient

le plus souvent toutes les forces de notre esprit, sans le

secours des signes dont nous avons déjà parlé, et pour les-

quelles on est obligé assez fréquemment d'avoir recours à

toutes les ressources du calcul.

18.11 fautéclaircir ce que nous venons de dire des relations

qui existent entre les diverses grandeurs, d'un même ou de

différents objets. Le calcul élémentaire s'occupe des plus

simples; le calcul supérieur les combine d'une manière par-

ticulière qui comprend tout ce qui dépend de ces sortes de

relations, et complète ainsi le calcul él mentaire; enfin le

calcul supérieur est entièrement fondé sur des considérations

qui semblent au premier coup d'œil entièrement différentes,

ais qui ne le paraissent plus autant à mesure qu'elles sont

AMM. DE MATHÉM. IV. 1 2
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mieux connues ; nous renverrons encore ici à la lecture de
l'ouvrage entier, pour éclaircir ce que ces notions peuvent
avoir d'obscur, et pour développer convenablement la diffé-
rence qu'on observe entre le calcul analytique, et le calcul
synthétique, dont la distinction est facile à établir dans
chaque sorte de calcul (*).

20. La plus simple des comparaisons que nous pouvons
faire entre deux grandeurs, nous donne l'idée du premier
des nombres, désigné par le mot un : il exprime que les
deux grandeurs comparées ont précisément la même valeur;
ainsi après avoir comparé la longueur d'un objet à celle
qu'on appelle pied, et son poids à la livre, si on a trouvé
précisément la même vafeur à ces deux longueurs et à ces
deux poids, on exprimera ce résultat en disant que sa lon-
gueur est d'un pied, et son poids d'une livre, où ces mots
un, une, marquent évidemment le jugement que nous por-
tons sur la manière d'être d'une des deux gfandeurs, relati-
vement à l'autre.

21. Il est à propos d'observer en passant que deux gran-
deurs homogènes de même valeur portent le nom d'égales,
et celui d'inégales quand les valeurs en sont différentes.

Deux grandeurs hétérogènes ne sont évidemment suscep-
tibles d'être inégales, ni égales. Quand deux homogènes sont
inégales, on peut toujours les ramener à l'égalité en dimi-
nuant l'une ou en augmentant l'autre convenablement,
celle qu'il faut augmenter pour cela est celle qu'on appelle
la plus petite, l'autre pst la plus grande*

22. Quand on représente les grandeurs par les différentes
sortes de signes dont on est convenu de se servir pour cela,
et que nous ferons bientôt connaître, on place entre elles ce
signe = , qui se prononce égale, pour exprimer qu'elles sont
égales, et quand elles sont inégales, on se sert d'un de ceux-

•") Le & 19 manque. Trou



— 163 —

d > ou < dont le premier signifie plus grand qut, et le

second plus petit que, en ayant soin d'en tourner toujours la

pointe du côté de la plus petite des deux grandeurs f ) .

23. L'idée de l'égalité ne peut nous donner que celle du

seul nombre tm, puisqu'elle ne peut exister que d'une seule

manière, mais rien ne peut mettre des bornes à la quantité

des nombres qui résultent de la comparaison de deux gran-

deurs inégales, parce que rien ne peut en mettre aux diverses

sortes d'inégalités que l'on peut concevoir. On n'a d'abord

eu l'idée que d'une seule espèce de nombres ,• les différentes

applications qu'on a faite des procédés du calcul, à la déter-

mination des grandeurs, e » a fait découvrir successivement

trois autres (**). On ne peut avoir aucun doute sur l'ordre,

dans lequel l'esprit humain s'est élevé successivement à cette

connaissance. On verra dans l'explication que nous allons

en donner, qu'aucune des trois premières espèces, les seules

qui aient été connues des anciens, n'a pu être inventée que

dans Tordre où nous allons les présenter, et la quatrième

est une découverte trop récente pour que nous en ignorions

l'époque.

24. Il est certain que la première sorte de comparaison

qui ait été faite entre deux grandeurs, est celle d'une quan-

tité quelconque , et d'une des unités qui entraient dans sa

composition, c'est cette comparaison qui nous a donné l'idée

des nombres exprimés par ces mots deuz> trois, quatre, etc ,

dont la signification est connue de tout le monde.

25. Cette comparaison offrant des plus grands avantages

(*) Noie sur les instruments, compas, balance, etc., qui nous servent à dé-
terminer l'égalité ou l'inégalité des grandeurs, et dont J'élève doit avoir au
moins une idée.

(**) On pourrait admettre une cinquième espèce, si cet assemblage de signes,
auquel on a donné le nom de quantités imaginaires, répondait à une idée quel-
conque, qu'on pût ranger dans la classe de nos idées numériques ; il me paraît
que tous les mathématiciens sont d'accord pour la négative; il n'en est pas de
même des nombres négatifs, à l'égard desquels je renvoie à ce que j'en dirai
tout a l'heure.



— 164 —

aux hommes vivant en société, il n'est pas étonnant qu'elle
leur soit bientôt devenue familière, et que pour en exprimer
toutes les circonstances, ils aient donné à ces sortes de
réunion, le nom de quantités, et celui û'unité à chacun des
objets dont elles étaient composées. Ainsi que nous l'avons
déjà expliqué, en ramenant ces deux mots à leur significa-
tion primitive, on en fait encore aujourd'hui un grand
usage dans le calcul, mais de nouvelles idées en ont bien
altéré la signification, comme on va le voir dans ce qui suit.
Il est probable qu'il en a été de même du mot nombre; il ne
s'appliquait d'abord qu'aux seuls entiers, mais il a reçu en
même temps une signification de plus en plus étendue.

( La suite prochainement. )

ESSAI

Sur la détermination approximative des racines imaginaires
d'une équation algébrique ou transcendante.

PAHL M. OSSIAN B O N N E T ,
répétiteur à l'École polytechnique.

Soit une équation

(i) / M = o,
dont le premier membre/(z) représente une fonction réelle
ou imaginaire, algébrique ou transcendante delà variable z.
Posons :

f {x+yV~\) =/;(*, ,)+/,(*, y) V~\ = P+ QV-\ ;
la détermination des racines imaginaires de l'équation (1),
se ramènera à la résolution en nombres réels des deux équa-
tions simultanées :
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ou ce qui revient au même en considérant a: et y comme
les coordonnées rectangles d'an point variable par rapport
à deux axes déterminés, à la recherche des points communs
aux deux courbes

(2) P = 0 , Q = 0.

Pour rappeler cette propriété et afin de simplifier le discours
nous conviendrons d'appeler points racines de l'équation (t),
les points d'intersection des deux courbes représentées par
les équations (2).

Gela posé, supposons que par le théorème de M. Cauchj,
ou par tout autre moyen, on soit parvenu à tracer un con-
tour rectangulaire ACBDA comprenant un et un seul point
racine M de l'équation (1) (fig. A) , tous tes points de ce
contour seront en quelque sorte des positions approchées
du point-racine M, et il ne restera plus qu'à déduire des
prenrères positions approchées ainsi obtenues , d'autres
positions de plus en plus approchées, de manière à avoir la
position exacte si cela est possible, ou du moins une position
aussi approchée qu'on le jugera nécessaire.

C'est ce calcul d'approximation que nous nous proposons
de développer, nous emploierons la méthode de Newton qui
est la plus simple et la plus expéditive ; seulement comme
son application indéfiniment prolongée, ne conduirait pas
toujours dans le cas actuel à des résultats exacts, nous la
modifierons un peu; il nous faudra en outre remplir plu-
sieurs conditions analogues à celles que Fourier a données
dans l'analyse des équations déterminées pour le cas des ra-
cines réelles (*).

O M. Cauchy à la fin de ses leçons sur le calcul différentiel s'e«t aussi occupé
de la rectification de la méthode de Newton appliquée aux racines imaginaires;
mais les résultais auxquels il est parvenu sont en tout différent» des nôtres.
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II.

Commençons par énoncer les conditions dont il s'agit, en
prouvant la possibilité de satisfaire à chacune d'elles.

« Pour pouvoir procéder avec certitude à l'approxima-
» tion , il suffit que Tune des deux courbes représentées par
» les équations P = e, Q = c' où c et c' sont des constantes
>» quelconques, ne présente dans l'intérieur du contour
» AfiCDA (fig. A), ni points singuliers, ni en même temps
» une tangente parallèle à Taxe des x et une tangente pa-
» rallèle'à l'axe desjr- »

II est clair que ces deux conditions peuvent toujours être
remplies, à moins que le point racine M ne soit lui-même
un point singulier des deux courbes P = 0, Q = 0.

Or je dis d'abord que l'on peut toujours supposer que le
point racine M ne soit ni pour l'une ni pour l'autre des deux
courbes P = 0 , Q—0, un point isolé, d'arrêt, multiple,
de rebroussement. En effet, si le point M était un de ces
points singuliers pour la courbe P = 0 par exemple, on
aurait en ce point :

dV dP
dx dy

mais de l'égalité

On tire aisément :

— — — ^
dy dx^

on aurait donc .-
dP dQ
dx ' dx '

et alors le point M serait non-seulement point racine de l'é-

quation (1) mais encore de l'équation dérivée

/ ' (z) = 0.
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Ce que l'on peut toujours ne pas supposer, car dans ce cas
le point racine M se détermine en résolvant une équation
plus simple que l'équation (1), et dont le premier membre
est le plus grand commun diviseur entre/(z) et/'(z)7 quand
du moins/(z) est algébrique.

On voit en même temps qu'en resserrant suffisamment le

contour ABCDA , Tune des deux équations — = 0 , — = 0 ,
dx dé-

finira par ne plus avoir de solutions dans ce contour, alors
la courbe P = c, et par conséquent la courbe Q = c\ ne
présentera plus de tangentes parallèles à l'un des axes.

Je dis en second lieu que Ton peut supposer que le point
M ne soit pas un point d'inflexion de Tune des courbes
P = 0 , Q = 0. En effet, si ce point était en môme temps un
point d'inflexion des deux courbes P = 0, Q = 0; on aurait
pour ce point :

d'P fdPy __ rf*P dP dP dTP / < # V
dx~l \7fy) ~~ 2 dxdy Txi^^ly' \dx) ~~ '

et

€lxA\dy) dxdy dx dy ^ dy* \dy
mais de l'égalité

/U +y 1/-0 - P+ Q V=Â,
on déduit :

dP _ dQ dP __ dQ
dx dy " dy dx '

dx' ~~ dxdy " ~ dy1' dxlïp "~ dy1

les premières égalités reviennent donc à :

dx* \ \dy) \dx) j dxdy dx dy'

\ ) ) ) 2dxdy \ \dy) \dx) ) ~~ ~~ 2 dx' dx dy '



d'où l'on tire :

/
\

si Ton n'a pas :

d'où enfin :
d
d
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fd'Py / d3

Kdx>) \dx

dx ~~ dy

P d'P
x* dxdy

—

P \*

d'Q
dx3

7 '

ce qu'on peut ne pas supposer, car alors le point IM est point-
racine de J'équation

/"(*) = <>,

et peut être déterminé en résolvant une équation plus sim-
ple que l'équation (i), et dont on obtient le premier mem-
bre en cherchant le plus grand commun diviseur enlrey*(z)
e t / " (*).

Rapprochant ce résultat de celui que nous avons établi
plus haut, il est facile de conclure, comme nous voulions le
démontrer, que Ton peut toujours supposer le contour assez
petit pour que l'une des deux courbes P = c, Q = c' n'ait
dans l'intérieur de ce contour ni points singuliers, ni en
même temps une tangente parallèle à Taxe des x, et une tan-
gente parallèle à l'axe des y. Remarquons en outre que
celle des deux courbes qui remplira ces conditions, et que
nous supposerons toujours, dans ce qui va suivre, être
P = c, ne présentera d'un certain côté de Q = 0 ni tan-
gente parallèle à l'axe des x, ni tangente parallèle à l'axe
des .y ; ce côté pouvant d'ailleurs être le même pour toutes
les valeurs de c, si le contour est suffisamment petit. Cette
dernière propriété résulte de ce que la courbe P = c ne peut
avoir deux tangentes parallèles à l'un des axes, sans avoir
en même temps ou une tangente parallèle à Vautre axe, ou
un point d'inflexion.
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III.

Les conditions précédentes étant remplies , on peut pro-

céder au calcul du point-racine. Il faut avoir soin seulement

de partir d'une position approchée convenablement placée.

« II suffit que le point m (fig. B), qui correspond à cette

» position approchée. soit situé dans la concavité de la

)> courbe P = 0 et du côté de la courbe Q = 0 , où les

» courbes P =c n'ont ni tangentes parallèles à Taxe des .r,

» ni tangentes parallèles à Taxe ùesy ; de plus, que ce point

» m soit tel que toutes les courbes représentées par l'équa-

» tion P = cQ, c étant une constante, depuis EMF qui

» correspond à c = 0 jusqu'à niMïl qui passe par le point m,

» n'aient du côté de la courbe Q = 0 , où se trouve le point

» m, ni tangentes parallèles à Taxe dosa:, ni tangentes pa-

» rallèles à Taxe d e s ^ , et que toutes les tangentes de ces

» œurbes qui correspondent à des points situés du même

» côté, allant rencontrer la courbe Q = 0 avant leur sortie

» du contour, fassent avec les courbes P = c , comprises dans

» ce contour, des angles plus petits que la moitié du plus pe-

» tit de ceux que forment, avec la courbe P = 0 , celles des

» courbes représentées par l'équation P = c Q + cl, qui ont

> des points d'inflexion dans le contour. »

11 est évident, sans qu'il soit nécessaire d'entrer dans au-

cun détail, que ces nouvelles conditions peuvent toujours

être remplies, en prenant le contour suffisamment petit et le

point m suffisamment près de P = 0 , et d'un côté conve^

nable deQ = 0.

IV.

1-cs courbes comprises dans l'équation P = cQ et dans

l'équation P = cQ - f c,, dont il a été question dans le para-

graphe précédent, devant jouer, dans ce qui va suivre, un
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très-grand rôle, je ferai remarquer dès à présent deux de
leurs propriétés. Les premières courbes passent par les points
communs aux deux courbes P = 0 , Q = 0 ; et les pre-
mières , comme les secondes, coupent sous des angles con-
stants ayant pour tangentes zh c toutes les courbes P = cf

et sous des angles constants ayant pour tangentes ± - toutes
c

les courbes Q = c". Ces deux propriétés sont trop simples
pour que nous nous arrêtions à les démontrer.

V.

Revenons maintenant au calcul du point-racine M.
Soient a, b les coordonnées de ce point, a, p celles du

point m, qui représente la première position approchée, et
P cos 0, p sin 0 les différences a — a, b — p , de telle sorte
que p soit la distance des deux points m et M, et 0 l'angle
positif que la droite mM fait avec la partie positive de Taxe
des x ;

Nous aurons d'abord •

/ ( a + p COS 9 , {p + p Sin 0) V / ^ ï ) = 0 ;

d'où, en posant :

/ ( « + P coso, (p + psine) I/17Ï) = j (P) + + (p) V/^r ;

il vient -.

OU :

et «, étant deux nombres indéterminés compris entre 0 et i.
Posons, conformément à la méthode de Newton :

les deux dernières équations deviendront

?(0)+?'(0) p=o, *(O)-H
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d'OÙ :

)_+jo) _ 2 J

équations qui font successivement connaître 0 et p.
Examinons si ces valeurs conduisent à une position du

point-racine plus approchée que celle d'où Ton est parti.

VI.

Mettons d'abord les équations (3) sous une autre forme.

Reprenons l'égalité :

et posons en outre :

/(«+p \/~\) =/,(«,

nous aurons évidemment :

=7=A + BV

+ (p) ==./;(*+ P cos e
, p+psinO) , fl+psinO)

ip+psine)
sin6) '

^ ( p j = ' L - ^ -COSÔ-h

d'où

r/Ax ^ A ^A , dB , ^B . .
y (0 — —- cos G + — sin ô , y (0) = -7- cos 6 4- —- sm 0 •

les équations (3) reviennent donc à
A T>

(4)
dk . dA . .~ dB ^ dh . '
—r cos 9 - 4 — ^ sin 6 -—- cosO H—- sm ô
^ r dp d% * dp

P = -
— A

dA .
-JS s m °

OU p =r
—B

-rdb
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VII.

Nous tirons maintenant de l'équation (4)

d'où

d'où

_ _ c o s 6 + _ _ s i n ( ) = = o ,

4 A dx
tango = - .

Telle est la valeur de ô ; on peut donner à cette valeur une

interprétation géométrique assez remarquable. « Elle est

» égale à l'un des deux angles positifs que fait avec la partie

» positive de Taxe des JC, la tangente menée par le point («,(&),

» à la courbe dont l'équation est

P A ^ A ^

Q = B ° n P = l 3 Q "

11 est clair d'ailleurs que de ces deux angles positifs, on

doit prendre celui que fait avec la partie positive de Taxe

des.*:, la portion de la tangente dont il s'agit, qui,parcourue

en partant du point m, tend à s'approcher du point M ; nous

avertissons une fois pour toutes, que dans ce qui va suivre

nous représenterons toujours ce dernier angle par 0.

V11I.

Occupons-nous en second lieu de la valeur approchée de p
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Nous devrions d'abord nous demander si cette valeur est

positive comme la valeur exacte ; mais pour ne pas entraver

notre marche, nous supposerons qu'il en soit ainsi, nous

reviendrons dans la suite sur ce point important.

Appelons ?, celui des deux angles positifs que fait avec la

partie positive de Taxe des x , la tangente au point .r = a,

y = p de la courbe P = A , pour lequel sin (6 — <pt) est posi-

tif ; la valeur de p écrite ci-dessus deviendra

le signe ± étant celui de A, afin que le second membre soit

positif. Pour savoir maintenant si le point qui correspond à

la seconde position approchée est, comme celui d'où Ton est

parti, situé dans la concavité de la courbe P = 0 , voyons si

la valeur approchée de p est plus petite que la partie mmn

(fig. B) de la tangente à la courbe P = - Q, menée par le

point x = «, y = p, et comprise entre ce point et la courbe

P = 0. (La suite prochainement)

SUR LA DIVISIBILITE DES NOMBRES.

P A R M. ABEL T R A N S O N ,
répétiteur d'analyse à l'École polytechnique.

L'ingénieuse méthode donnée par M.O. R. (p. 81, t. IV),

(*) Dans le second membre de cette égalité, 6 a la signification que nous lui
avons donnée à la fin du S précédent.
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pour vérifier certains diviseurs, est susceptible d'extension

comme il suit.

« Soit A un nombre D composé de p + 1 tranches de a

» chiffres, n un facteur quelconque par lequel on multiplie

» la première tranche à droite-, si on ajoute à ce produit la

» tranche suivante ; si on multiplie ce résultat par n, qu'on

» ajoute à ce second produit la troisième tranche ; qu'on

» répète la même opération jusque la dernière tranche à

» gauche ; et qu'on désigne par R > le dernier résultat de ces

» opérations, la divisibilité de A par un diviseur quelconque

» de ÏÔa. n — i dépendra de R.

» Si , au lieu de procéder uniquement par addition, etc.,

» la divisibilité du dernier résultat obtenu R, par un di-

» viseur de 10a.rc + *> s e r a *a même que celle de A. »

Au moyen de cette extension, on pourra vérifier certains

diviseurs par un calcul plus simple que si on s'en tenait à

la distinction du nombre en tranches d'un seul chiffre. Pour

en donner une idée, je supposerai seulement qu'on adopte

la division en tranches de deux chiffres ; alors on pourra

vérifier par

— i les nombres 3 et n , diviseurs de îoo.n—1 et 101, diviseur de îoon + i,
— '2 199 3,67

— 3 13,23 7,43

— 4 3,7,19 401

— 5 499 3,167

Si on se bornait à la division en tranches d'un seul chiffre

il faudrait adopter le multiplicateur 7 pour vérifier le di-

viseur 23 ; etc.
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NOTE

sur les Polygones réguliers inscriptibles,

P A R M. A. VACHETTE,
licencié es sciences.

On sait dans les éléments, inscrire les polygones réguliers

dont les nombres de côtés sont représentés par les trois

formules

2n, 3.2«', 5.2*".

Correspondant à des arcs qui sont des fractions de la circon-

férence représentées par

1 1 _ l

2* ' 3J2*" 5.2*" '

et l'on obtient une quatrième classe d'arcs sous-tendant les

côtés d'une classe correspondante de polygones réguliers,

représentée par

1

3.5.

en faisant une soustraction - — —-, ou — — — de deux

arcs choisisconvenablement dans les trois premières formules.

Ne pourrait-on pas, par une opération analogue effectuée

sur les arcs compris dans les quatre formules que nous

avons citées, tomber sur une nouvelle formule, sur une

nouvelle série de polygones ne rentrant pas dans ceux que

déjà Von sait inscrire? H est évident d'avance que le résultat
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ne donnera rien de nouveau, car on aurait signalé cette re-

marque si simple dans tous les ouvrages élémentaires, en

raison de son importance : mais deux mots suffisent pour

démontrer l'inutilité de cette espèce de considération, dans

la recherche qui nous occupe.

En généralisant, il suffit d'examiner si la somme algé-

brique :

"" 2* -"" 3.2»' -~ 5.2»' ~~ 3.5.2»"'

donnera un arc, qui soit ou une partie aliquote de la circon-

férence encore inconnue, ou un multiple d'une partie ali-

quote inconnue. Or, en réduisant au plus petit dénominateur

commun, et faisant la somme, on aura un certain numéra-

teur et un dénominateur qui ne contiendra pour facteurs

premiers que 3 et 5 à la première puissance, et 2 à une cer-

taine puissance ; la fraction sera de la forme

N
3.5.2*'

et eu la réduisant à la plus simple expression, comme on

ne pourra que supprimer des facteurs au dénominateur,

sans en introduire de nouveau, on n'aura ainsi qu'un arc

multiple de l'un des arcs compris dans les quatre grandes

classes que nous avons citées.

Cette opération n'est inutile que par la nature de ces

quatre classes d'arcs. En effet, on sait que les beaux travaux

de M. Gaussont permis la division de la circonférence en 17

parties égales, et plus généralement en un nombre de parties

égales représenté par 2* + 1 , si 2* -f- 1 est un nombre pre-

mier, sans se servir d'autres instruments que de la règle et

du compas. Or prenons :

3 10 1 . . .. „ 1
~ == — . a m S | o n aurait lare -— ;
5 17 85 o5
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et on saura construire l'arc du polygone de 85 côtés. On en

trouverait d'autres rpar le même moyen ; mais ce qu'on peut

affirmer, c'est que jamais on ne tombera, par une telle opéra-

tion, sur un arc tel que - , T T , ? , **•••• étant <*es nombres

premiers qui n'entrent pas dans les dénominateurs des arcs

que Ton a déjà trouvés. La possibilité de tomber sur un

nouvel arc tient à la nature particulière de la grande classe

des arcs de M. Gauss,
1

Note. Parla théorie des nombres, l'immortel Gauss nous

kTZ

a appris à construire géométriquement 1 arc , k

est un nombre impair quelconque ; p un nombre entier

quelconque; et AI un nombre tel que2n-f-t soit un nombre

premier. Or, de quelque manière qu'on combine par voie

d'addition ou de soustraction de telles fractions, on a toujours

pour résultat une fraction de la forme - ^ , où P représente

le produit de nombres premiers chacun de la iorme 2* + 1

(t. III, 47, Lemme) ; ce sont donc les seuls arcs qu'on puisse

construire; ce qui exclut 7 , t l , 13, etc., et avant cette dé-

couverte, on ne savait construire que les trois cas n =--0,

* = 1 , n = 2.

On voit donc que la possibilité de diviser la circonférence

en parties égales tient encore à ce qu'on peut toujours sa-

tisfaire en nombres entiers à l'équation ax — by = 1 ,

lorsque a et h sont premiers entre eux, il existe une liaison

singulière qu'on rencontre partout, entre les propriétés des

nombres premiers et celles de la circonférence. Tm.

AUX. DE MATHÉM. I V .
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DÉMONSTRATION

Du théorème de M. Chastes sur les tangentes parallèles et les

plans tangents parallèles ; points de moyenne distance.

(Fin, voir page 153.)

IX. Soit une ligne plane du degré m et une droite située

dans son plan; d'un point P pris sur la droite, on peut

concevoir qu'on ait mené m(m— 1) tangentes à la ligne de

degré m ; soit C le point de moyenne distance des m (m— 1)

points de contact; en faisant varier le point P sur la droite,

le lieu géométrique du point C décrit une ligne qui passe par

le point de moyenne distance des tangentes parallèles ; car on

peut supposer le point P transporté à l'infini. Lorsque la

droite entière se transporte à l'infini, la ligne des points C

se réduit à un point unique.

Si m = 2 , le lieu du point C est encore une conique sem-

blable à la conique donnée et passant par son centre.

X. LEMME. Étant données n circonférences situées dans un

même plan ; menons dans chaque circonférence, un rayon

parallèle à une droite variable de direction ; le lieu géomé-

trique du point de moyenne distance des extrémités des n

rayons est une circonférence, ayant pour centre le point de

moyenne distancé des n centres, et pour rayon la somme

algébrique des rayons divisée par n ; donnant le même signe

aux rayons dirigés dans le même sens et le signe opposé aux

rayons dirigés dans le sens opposé.

Démonstration. Si la proposition est vraie pour n circon-

férences , il est facile de s'assurer quelle a lieu aussi pour
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n _j- i circonférences ; or elle est évidente pour deux cir-
conférences, donc...

Corollaire. Si la somme algébrique des rayons est nulle,
le point de moyenne distance reste fixe, et vice versa.

XI. Théorème. Dans une ligne plane de degré m, la somme
algébrique des m (m— 1 ) rayons de courbure correspondant
aux m (m — 1) points de contact de tangentes parallèles, est
nulle.

Démonstration. C'est une conséquence du théorème de
M. Chasles, et du lemme précédent. Car le cercle de cour-
bure a deux tangentes infiniment rapprochées, en commun
avec la courbe.

Corollaire. R étant le rayon de courbure, les axes étant rec-

tangulaires, on a R = ( 1 -f -j-\ I * ( - J T ) •; or aux m (m— i )

points de contact des tangentes parallèles, le facteur ( 14-—-, j a

est une qaantité constante, la somme des m {m — 1) rayons
/d3y\~ï

4e courbure est nulle : donc aussi la somme des ( -~ , l est

nulle.
XII. Théorème. Dans une courbe plane de degré m, si à

partir de chacun des m {m — 1) points de contact des tan-
gentes parallèles, on porte sur la normale correspondante,
et dans le sens du rayon de courbure, p fois le rayon de
courbure; p étant un nombre positif, on obtient m {m— \)
points, extrémités de ces normales ; leur point de moyenne
distance est le même que celui des points de contact.

Démonstration. Soit a? l'abscisse du point de contact
(axes rectangulaires), R le rayon de courbure; X l'abscisse
deVextrémité de la longueurpK portée sur la normale, on

a X — j / = p M + JL\ (~^A ; la somme des m{m— t)

valeurs du second membre est nulle, donc la somme des
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m {m— 1 ) valeurs de X est égale à la somme de m {m— f )

valeurs de x' ; il en est de même pour les ordonnées,

donc, etc....

Corollaire. Faisant />=!; on voit que le point de moyenne

distance des m(m-—i) centres de courbure, est le même que

celui des points de contact; propriété signalée par M. Du-

hamel et dont le théorème précédent n'est que la générali-

sation.

Observation. Ce théorème subsiste même pour des droites

menées par les points de contact sous une direction donnée.

XIII. Le lemme X est un cas particulier de cette propo-

sition de mécanique. Soient un nombre quelconque de cir-

conférences situées dans le même plan; que chacune soit

parcourue par un point matériel, avec une vitesse uniforme

représentée respectivement par le rayon du cercle, le centre

de gravité de ces points décrit une circonférence, avec une

vitesse uniforme égale à la résultante de toutes les vitesses

simultanées, divisée par le nombre des points matériels; cette

résultante transportée à un centre de gravité est une tan-

gente à la circonférence décrite par ce point, et le rayon est

égal à la résultante divisée. Pour trouver la position de la

circonférence relativement à la tangente, il suffit de trans-

porter au centre de gravité, les rayons simultanés, et les

considérant comme des forces, la résultante donne la direc-

tion du rayon de la circonférence décrite par le centre de

gravité.

Cette proposition est fondée sur ce que le centre de gra-

vité se meut à chaque instant comme si toutes ces forces y

étaient appliquées, et ces forces sont représentées par les

rayons des cercles (II ,241).

M. Ossian Bonnet m'a fait remarquer que cette proposi-

tion n'est elle-même qu'un cas particulier d'un théorème

«PEuler. On sait qu'un point matériel, soumis à une force
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attractive dirigée vers un point fixe en raison directe de la

distance et ayant reçu une impulsion primitive, non dirigée

vers cette distance, un tel point décrit une ellipse ; si plu-

sieurs ellipses sont décrites de cette manière, le centre de

gravité de ces points décrit aussi une ellipse. C'est le théo-

rème d'Euler.

XIV.Problème. Etantdonnée une lignededegré m,trouver

l'équation d'une seconde courbe telle que si par un quel-

conque de ses points, on mène m (m—1) tangentes à la

première courbe, il y en ait au moins deux qui fassent entre

elles un angle donné.

Solution. Soit F ( . r , j ) = 0 , l'équation de la première

courbe, rapportée à des axes rectangulaires; x\ y\ JC", y \

étant les coordonnées de deux points de cette courbe, on a

les équations

F (* ' , / ) = 0 , (1) ; F Or", y')= 0, (2).

Les équations des tangentes qui passent par ces points sont

y-S^^~\*—x'), (3); y-y=d£,f(x~x")W;

a étant la tangente trigonométrique de l'angle formé par ces

deux tangentes, on a

ay ^dy"
* i (o)

éliminant x\ y\ xv,y", entre les cinq équations (1), (2),

(3), (4), (5) ; le résultat est l'équation de la seconde courbe

cherchée et dont le degré ne s'élève pas au-dessus de

XV. Soit M un point de la seconde courbe et N , N \ deux

points de contact des deux tangentes menées par M à la

première, et formant un angle dont la tangente =a\ soient

R i R' les deux rayons de courbure en N et N', et I le mi -

'*cu de la corde WNf, point de moyenne distance des points
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N et N'Ï ce point varie avec le point M , et décrit une cer-
taine courbe dont il est facile de trouver la tangente et le
rayon de courbure. Si M, désigne un autre point de la se-
conde courbe, et N,, N/ les points de contact correspon-
dants sur la première courbe, l'angle des deux tangentes
MN, M,N, est égal à l'angle des deux tangentes MN', M,N',;
l'arc MM, est infiniment petit, les arcs NNt, N'N', de-
viennent aussi infiniment petits, et les angles de contingence

étant égaux pour ces deux arcs , on a donc -— = —— ;
R R

les points N et N' se meuvent donc sur leurs cercles de
courbure proportionnellement aux rayons de courbure ; en
vertu de la proposition XIII, on pourra donc construire les
tangentes et les rayons de courbure delà ligne décrite par le
point I milieu de la corde NN'.

En général, si n points matériels se meuvent sur la même
courbe plane, ou sur des courbes différentes situées dans le
mémeplan, avecdes vitesses telles que, prises simultanément»
elles soient respectivement proportionnelles aux rayons de
courbure, on pourra construire pour chacune des positions
simultanées des points, la tangente et le rayon de courbure
de la ligne décrite par le centre de gravité du système.

XVI. Théorèmçje ff^aring. Soit Pm + Pm-1 -f R = 0,
l'équation d'une ligne de degré m. Pm renferme tous les
termes de degré w; Pm-i les termes de degré m—1 et R
les autres termes. Soit de même Qn + Qw-i + S = 0, l'é-
quation d'une courbe plane de degré n ; ces deux lignes se
coupent, généralement parlant, en mn points; le point de
moyenne distance de ces mn points est le même, quels que
soient R et S.

Démonstration. Le résultat de l'élimination de^ entre les
deux équations est delà formeAxwn+Bxmn""1-fetc=0. Or,
dans A et B n'entrent que les cocflicients qu'on rencontrent
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dans Vm et Pm-i , Q» , Qn-i ; car si tous les coefficients qui

entrent dans Pm-i, R, Q » - i , S , deviennent nuls, les mn

valeurs de x deviennent nulles ; A ne peut donc renfermer

que les coefficients qui entrent dans P m et Q n , et d'après le

principe de l'homogénéité, B ne peut renfermer que ces

mêmes coefficients combinés avec c e u x d e P m _ i , Q n - i , et

ainsi de suite, donc, etc.

Remarque. Cette proposition d'une extrême fécondité est

énoncée (p. 55), dans les Proprietates algebricarum curva-

rum, édition de 1772 , la première édition est de 1762; cet

ouvrage important, peu connu, contient une foule de théo-

rèmes géométriques, qu'on a réinventés dans ces derniers

temps. C'est ainsi que dans une courbe de degré m, Waring

cherche (prob. XV) l'équation qui a pour racines/? rayons

vecteurs, partageant la circonférence décrite de l'origine

comme centre en/? parties égales ; il établit des théorèmes

sur ]a somme, le rectangle de ces rayons, etc.

En général, la théorie de l'élimination et celle des fonc-

tions symétriques fournissent un nombre inépuisable de pro-

priétés géométriques; Waring en énonce quelques-unes, et

il ajoute qu'on peut facilement en trouver une foule d'au

très : analytica enim problema facile in geometrica transfor-

mari possint et vice versa geometrica in algebraica (p. 5~),

nous ne citerons de lui, qu'une transformation de ce dernier

genre.

Soient an a^ <z3,... an, n quantités quelconques, on a

toujours cette identité:

= anan-i (an-f «n-i) + [an-han-i)

Waring déduit cette identité d'une propriété de la parabole

- H7) , il serait intéressant de l'établir analytiquement.



XVII. D'après les principes de Waring, il est aisé de dé-
montrer le théorème suivant : soitPm+Pm—i+Pm—2+R=0,
l'équation d'une ligne de degré m ; si en un point pris dans
le plan de la courbe, on mène m {m—1) tangentes; le
point de moyenne distance des m [m—1) points de contact
reste le même, quel que soit R.

XVIII. Problème. Trouver les équations du mouvement
d'un point matériel assujetti à parcourir une conique donnée
avec une vitesse proportionnelle en chaque position, au
rayon de courbure correspondant à cette position.

So\ty* = 2mx-\-nx* l'équation de la coniqne ; axes rec-
tangulaires. On a donc, d'après la condition du problème,

ds kds* , 1 dxdxy
— — . d ou dt = — 7 —=-̂ — ;

dt dxdy k ds

k est un nombre donné, on a

d'où

, *£r dy d7x dy
<i ou 1 on tire -j-, ~f-, — , -v-r-

dt dt dt dû

m dy 1 r
Pour la parabole / i=0, et dt——-~^— f=Farctang=>-,

on suppose qu'à l'origine £ = 0, ou bien y = m tang fo ,

Observation. En développant une courbe de manière que
la vitesse angulaire du fil reste constante, alors la vitesse à
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1 extrémité du 61 est proportionnelle à la longueur du fil,
ou au rayon de courbure de la développante.

XIX. Nous devons ajouter au théorème énoncé au para-
graphe V, qu'une ligne du degré m ne saurait avoir plus de

m (m — i ) (2/i — 1 ) , ou les coefficients des différentiels de
l'ordre n soient égaux à une quantité donnée.

XX. Soit Pm+^Pm-l + ^Pm-.2:+^3Pm-3... * m P o = 0 ,
l'équation d'une ligne de degré m, où s est un nombre quel-
conque, et soit de même Q«+*'Qn-i+*'aQ»-2+ .snQo=0,
l'équation d'une ligne de degré n ; éliminant successivement
x e t j , on obtient d'après le théorème de Waring, les deux
équations

A x ^ + B x ^ - ' - f etc. = 0 ,
A>mn + R> w n - -)- etc. = 0.

A, A' renferment les coefficients de Pw et Qn; B et B' les
coefficients linéaires de s et s\ et à l'aide des fonctions algé-
briques, on déduit beaucoup de propriétés géométriques sur
les intersections d'un système de lignes semblables et sem-
blablement situées, relativement à l'origine avec un système
analogue d'autres lignes ; entre autres sur le lieu du point
de moyenne distance, qui décrit une droite, en faisant varier
s ; la théorie des diamètres de Newton est un cas particulier;
car un système de lignes parallèles est toujours un système
de lignes semblables et serablablement situées relativement
à l'origine, etc.

Observation. M. Liouville a traité les mêmes matières
dans un beau mémoire (t. VI , p. 345), où l'habile ana-
Jvste généralise un théorème du célèbre M. Jacobi ; théo-
rème qui est une première généralisation d'un théorème
d Euler. Nous reviendrons là-dessus, en traitant des asymp-
totes et après avoir donné le parallélogramme de Newton ,
base explicite ou implicite , de toutes ces proposiliôès.

Tm.
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SOLUTION DU PROBLÈME 91 (page 55),

PAR M. H. PAUEE

Ce problème doit être rectifié ainsi (•) .

Fig. 18. Si le côté AB du triangle donné ABC est inscrit

dans l'angle (xy) fixe MON, l'inclinaison du plan du triangle

sur le plan MON étant donnée, le lieu du point C dans l'espace

est une ellipse dans laquelle la somme algébrique des demi-

axes est égale au diamètre du cercle circonscrit au triangle

OAB

Le point C étant assujetti à se mouvoir dans un plan paral-

lèle au plan MON, la courbe décrite par ce point se pro-

jette en vraie grandeur sur le plan donné. Or, si j'abaisse

CD perdendiculaire sur le plan, il est facile de voir que le

point D est invariablement lié à la droite AB, soit parce

que les distances BD, AD restent constantes pour toutes les

positions du sommet mobile, soit que l'on regarde ce point

comme déterminé par la perpendiculaire HD , projection de

la hauteur du triangle ABC. Ces deux définitions pourront

également fournir l'équation de la courbe décrite par le point

D. Employant la première, le problème reviendra à cher-

cher le lieu du sommet d'un triangle dont les deux autres

reposent sur deu* droites données, problème déjà traité pour

le cas particulier où les axes étaient rectangulaires.

Prenons pour axes des coordonnées les deux droites OM,

ON, dont je désigne l'angle par ©• Soient x , y les coordon-

nées du point D. Désignons par a, b , c les côtés respectifs,

(*) Dans l'énonce, on a mis fautivement axa au lieu de demi-axes. Tm»
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A13, BD, AD, et par a, p les directrices OA, OB. Les équa-
tions du problème sont :

(y +- p) cosô;
e = (x—a)3 + y + 2r (* — *) cos e.

Eliminons a, p entre ces trois équations.

Les deux dernières donnent :

— p = — jrcosô-f \ /^a — x*sin51 0 = — a:cos6* +
x — a = —;^cos Q+rc*—y sin2 0 = —

on posant pour abréger :

c'—^a s in2G= Y2.

Je ne prends que l'un des d^ux signes devant le radical ;
le calcul indiquera par la suite qu'il était en effet inutile de
les prendre à la fois.

On a par conséquent :

a = je -f- y COS 0 — K Y \

substituant ces valeurs dans la première équation , il vien
dra :

cos e sin2 ô —

— 2x iui2 9 | / r — 2 cos %

en effectuant toutes les simplifications.

°r, 6a - f ca—rtt3 = 26c cos D ,
en désignant par D l'angle du sommet, donc .

bc COS D + xy COS 9 sh)2 Ô — y sïn2 (3 }/X2
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Faisons disparaître l'un des radicaux, \Z^F par exemple :

bc cos D + xy cos 9 sin*ô — x sïn* G l / Y* =

= V/X a (cos9l / r '+ i r sV 9),

et en élevant au carré,

b2 & cos D + %bcxy cos D sïn* 9 cos 9 + c1 sin4 O x ' -

— 2bcx cos D sin29 K Y 7 = b*y sin4 G + Pc1 côs* ô —

— sin G cos* 9 ( 6 y -f c2^") + 26> cos G sin* G V Yr.

Réduisant et ordonnant par rapport à x, on trouve l'équa-
tion :

c sin 0x*+2bcv cos D cos 9 sin Gx+b*c7 (œs*D—cos* G) = 0

—6ysin G (sin G— cos ô)

d'où Ton tire .

— bc c o s D s 'n> B ^ Y > -" ^g^ c o s p c o s ^ ^ e —
c* sin G.

En posant :

A = b*c* cos D sin* 9 Ya -f- ^ ^ y cô? 9 cos*D sin* 9

— 2^acy cos* D cos 9 sin* G \/Y — tfàsïïï2G (cos*D— cos2G )

+ b*cy sin4 G (îm 9 — c7^2 G) -f Wc*y cos G sin2 0 l/y%

ou bien en simplifiant :

A = b'c1 si^GsîrTD (ca cos29 -\~y sïn*G— ylïn 9 côs*G +

+ ty!m 9cos6 )

mais

c'côs* 0— J K ' ^ O COS* 9 = Yacos*6;

donc

A = Z;'ca sïîî* 0 ïm D (j"sîn* 0 + cos 0 ^ Y 7 ) ' ,
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et partant,

—bçy cosDcos 0 shV8:±fa sin 0 sin

le sine l/Y'(cosDsin Bzhsin Dcos 8 )=fay sin* 8 (cos D cos 8 zp sin D sin 0)

c* sin 8

bc sin 6 y/Y2 sin (D ± 6)— bey sin8 6 cos (D db 0).

Jl est facile maintenant de faire disparaître le radical VY\

L'on a :

bc sin 6 sin (D db 6) V Y2 = bey sîn* 6 cos (D dz 8) - f cJx sïn28.

Elevant au carré et réduisant, on arrive à l'équation :

Cette équation représente l'assemblage de deux ellipses ,
ce qui s'explique facilement, vu la double situation que peut
prendre le sommet D pour chaque position de la base. Ces
deux ellipses ont pour centre l'origine des coordonnées, dans
l'une entre l'angle D + 6, dans l'autre entre l'angle D — 8 ;
il s'agit de distinguer quelle est celle qui donne le lieu du
sommet du triangle, lorsque ce sommet se trouve à droite
de sa base, quelle est celle qui donne le lieu du sommet dans
sa position inverse.

Nous allons pour cela placer le triangle dans une position
particulière (fig. 19), de manière que BD s'appuyant sur
l'axe des y , le sommet A reste toujours sur Taxe des x.
Supposons D à droite de AB, on aura dans le triangle OAD :

OD:c::s in(D + G): s in0 ,

sin &
Or si, dans l'équation

''"in 0y*+c*~0*+2b^B(DS)^Vïîî'fDÔ) = 0,



— 190 —

on fait x=O, on a :

= 0 D

sinô

Donc cette équation représente le lieu du sommet D, lorsque

ce point est situé à droite de AB j s'il est situé à gauche,

l'équation est par conséquent (*),

b7f!m6y+c'ànBx%+2! csïn*ôcos(D—0).rr—6Vsin*D—& = 0.

Calculons actuellement les axes 2z, 2z' de chacune de ces

ellipses. On arrivera facilement à ces valeurs en considérant

chaque demi-axe comme représentant la plus grande et la

plus petite distance du centre à un point de la courbe.

Leurs valeurs déjà données (**), pour une équation géné-

rale du second degré rapportée à des axes rectangulaires,

sont :

Après avoir préalablement rapporté notre courbe à deux

axes rectangulaires dont l'un serait Taxe des x primitifs et

l'autre une perpendiculaire élevée au point O à cet axe, la

nouvelle équation

-f-2 (tacosecos (D±:0)—casin6 cosô) xy— £Vsinf(D±:e) = 0,

nous donnera :

A + C = b% -f c1— 2^cos0cos(D.-te;,

C) On pourrait d'ailleurs le vérifier aussi comme précédemment.
t") Voir le tome II des Annales, page 151.
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d'où Ton déduit facilement :

H _
Z ' """ sinO

Or soit R le rayon du cercle circonscrit au triangle AOB,

ona R = -7— ; mais 4s = 2<

Or si, dans l'expression de z-\-z ', nous prenons le signe — de

6, la proposition énoncée plus haut aura lieu, c'est-à-dire

que le diamètre du cercle circonscrit au triangle ÀOB est

égal à la demi-somme des axes, de l'ellipse représentée par

la seconde équation.

Si l'on calcule z — z, on trouve

z z = ^ z
» sin "

Donc la différence des demi-axes de la première ellipse est

égale au diamètre du cercle circonscrit au triangle AOB.

Note, Voici une autre solution d'après nos formules.

J. LEMME. xety étant les coordonnées d'un point, /, *>, t\

\>' des constantes; cp, un arc variable, si Ton a

x = f sin<p-f- f cos? , y = *'sin<p + f'cosy;

le lieu du point est une ellipse, ayant son centre à l'origine ;

éliminant ?, l'équation de cette ellipse est

S(t*+f) —<2xy (tt'+t>ï) -f- x* (Ï3+ v") = (ft/_ rf)\

et Ton a •

« = — 8(ttr+^)(/^— ̂ ' / , N = /a+^+/"+^"+2{/V+wf) cos7,

t. I, p. 489) où 7 est l'angle des axes.
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L'équation aux grandeurs des demi-axes principaux, de-

vient (t. I, 495),

a \ _ [ y - } V + * ' a + ^ + 2 («f+w')cos7]2+[^'—^V]asin37 = 0.

Ainsi le produit des demi-axes est [V—vt']sïny ; et la somme

des carrés est égal au coefficient de z.

Supposons y = - 7i, a et p' les demi-axes principaux, on

aura :

dans la même supposition, le système des axes principaux

est représenté par l'équation

(u'+w'y+[?+S—t'%—vfi]xy—(ttf+w')a;*=z0, (t. I, p. 496),

a et p étant les coordonnées rectangulaires des foyers, Ton

obtient.

aa = e+ i A - 6 \ pa = t'*+ </*— b\ b est le demi .petit axe,

(t. II, p. 430).

Corollaire. Si tv'— \>tl = 0 , le produit des demi-axes est

nul et la somme des carrés devient * a - rV+'*+*'' a ; l'ellipse

se réduit à une portion de droite, d'une longueur égale à la

racine carrée de cette expression, et le point décrit deux

fois cette droite par un mouvementde va-et-vient (t. I, p. 492).

II. Théorème. Le lieu du sommet d'un triangle donné

dont la base est inscrite dans un angle fixe, est une ellipse

ayant son centre au sommet de l'angle fixe ; la somme al-

gébrique des demi-axes est égale au diamètre du cercle cir-

conscrit au triangle formé par la base et les deux côtés de

l'angle fixe.

Démonstration. Soit (fig. 18) BOX, l'angle fixe donné,

DBA le triangle donné ; dont la base AB est inscrite dans

l'angle fixe; il s'agit de trouver le lieu du point D. Prenons

O pour origine, OA pour axe des x, et les axes reclangu-
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kires j conservons les mêmes notations. D, A, B, O sont quatre
angles donnés ; faisons O ~ A = I , a = a'sinO, B AO = y,
d'après ces relations, on trouve :

jc = sin<p(^'cosO - f csinA)-}-coscp(a'sinO—ccosA),

y :=ccosAsin<j>-h£sinAcos?,

x eiy sont les coordonnées du point D.

Ainsi d'après le lemme, le lieu du point P est une ellipse;

comparant ces expressions à celles du lemme, on a :

t = a 'cosO+cs inA, v = «sinO — ccosA, *' = ccosA,

tt! -\- vv1 = a'cos O, tv} — vt' = c* — de sin (A — O),

a et $ étant les demi-axes principaux, on a d'après le

leœme ( a ' ± p')2 = d*; or d est le diamètre du cercle cir-

conscrit au triangle ABO j donc, etc.

Si c > «'sin (A — O), c'est a! — p' qui est constant; si

c < « ' s i n (A— O), c'est a' -j- p' qui est constant; et si

c=. a'sin(A—O), l'ellipse devient une portion de droite.

Décrivons le cercle autour du triangle ABO ; qu'il coupe

AD en M, on aura angle MOA=O— A , AM=a'sin(O—Aj,

MD = c — «'sin (O — A) ; ainsi la droite OM est fixe, et les

deux droites AM, DM sont données de longueur ; on voit

donc que l'ellipse peut être décrite par une droite DNA

donuée de longueur et dont le segment AM est inscrit dans

l'angle fixe XOM, et lorsque M se confond avec D r l'ellipse

se réduit à la droite fixe OD. Cette observation facilite la

discussion : si D-f- O > 2q, la différence des axes principaux

est constante; si D + O > 2q, c'est la somme qui est con-

stante , et si O -j- D = 2q, l'ellipse se confond avec son axe

principal.

Elevons les perpendiculaires BI, AI aux droites OB, OA;

le point I de rencontre est sur le cercle circonscrit à AOB ;

<*i 01 = d -, Bî, comme on sait, est normale à l'ellipse lieu

ANN. m. MATHÉMAT. IV. ik-
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du point D. Soit D I = z , OD=/ ; 7 = angle du diamètre OB
avec son conjugué ; g = demi-diamètre conjugué à OD ; on a
Ola = af2=/a+Z

4—2/z sin7 = (*'-pT= a"-fp"— 2*'p'; or
« ^ P ^ / V i 2«p—2/g-sin7; donc za—2/zsin7=#a--2/£sin7,
d'où z = g-, z=2/siDy—g-; la première valeur démontre
le théorème de M. Abel Transon, (t. III, 596).

Le point I décrit un cercle dont le centre est O; la nor-
male en D rencontre ce cercle en deux points I et If ; DI' est
la seconde valeur de z.

Observation. Ce mode de génération ne s'applique qu'à
l'ellipse et non aux coniques en général, comme tendrait à
le faire croire l'énoncé d'une proposition qu'on lit dans les
Développements de Géométrie, t. I , p. 31. Il existe une gé-
nération analogue pour l'ellipsoïde seulement, et non pour
les surfaces du second degré en général. Tm.

SOLUTION DU PROBLÈME (92, p. 55).

P A R M. J B L A N C H A R D (*),

élève de mathématiques élémentaires au collège royal de Versailles.

A est l'aire d'un polygone régulier inscrit dans une cir
conférence, et B l'aire du polygone régulier circonscrit
semblable; démontrer que B—A, équivaut à l'aire du poly-
gone régulier semblable, inscrit dans la circonférence qui a
pour diamètre le côté de B, ou bien au polygone régulier
circonscrit à la circonférence , qui a pour diamètre le côté
de A.

.. 20). Soit EC le côté du polygone B, FD celui de EC,

(•) Nous ne sommes pas sûr d'avoir bien deviné la signature. Tm.
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joignons EFO, ODC, menons ON perpendiculaire à EC; < t

qui coupe FD en I.

l*r Cas. D'après un théorème connu B:A::OC*:OD , par

suite B — A : A : : Ô(f — ÔD*: OÏ)2.

Soit A' le polygone semblable inscrit dans cire. NC,

Cette proposition et la précédente ont les conséquents en

proportion; donc

ou bien .
B — A : A' : : OC2— OD*: NC",

— A:A'::OC2 — OJN2:NC2
;

mais OC2— O N f = N c \

donc B —A = A', C.Q.F.D.

2e Cas. D'après un théorème analogue au théorème mar-

qué plus haut

B:A::W:ÏÔ2,
d'où

B — A:B : :~NÔ* — IoMîO1.

Soit Br le polygone semblable circonscrit à cire. I D ,

B;B::ID 2 :NO 2 .

Combinant cette proportion avec la précédente ,

B —A:B' : :NO 2 —ÏO 2 : ÏD ;

mais NO = OD,

donc ON* — I Ô 2 = = Œ ? - - Ï 5 \ or OD2 —I(T = ÏÏÏÎ
?

dans le triangle OID, donc B — A = B'. C.Q.F.D.

Note. Ce théorème se trouve dans les mémoires de l'Aca-

démie des sciences , dont Dufaye était membre.

MM. Cardonnel, élève en philosophie au collège royal

d'Auch, et Clément, élève au collège royal de Bourges, nous

ont aussi adressé des solutions du même problème.



— 196 -

SUR LA PILE HEXAGONALE.

PAB. M. BACH ,
professeur au collège royal de Strasbourg.

Considérons la base hexagonale représentée par la {fig. i),

II s'agit de placer sur cette base une couche de boulets

tangents entre eux ; or il esi clair qu'on ne pourra placer

des boulets dans deux intervalles adjacents ; mais si on les

place dans les intervalles marqués par des points dans la

(fig. 21), il est aisé de reconnaître que les boulets ainsi pla-

cés seront tous tangents entre eux.

La deuxième tranche ainsi obtenue et représentée par la

(fig. 2 ) , sera un hexagone irrégulier dont trois côtés non-

consécutifs auront le même nombre de boulets que l'hexa-

gone de base, et les trois autres un boulet de moins.

Sur cet hexagone irrégulier {fig. 22), se placera un hexa

gone régulier ayant un côté de moins que celui qui sort de

base -, la place des boulets qui le constituent est indiquée

par des points (fig. 22).

En continuant de la même manière, on arrivera à un

hexagone régulier dont le côté a 2 boulets, sur lequel se

placera un triangle équilatéral composé de 3 boulets, et

enfin sur ce triangle équilatéral, se placera un dernier bou-

let qui terminera la pile.

Cela posé, résolvons les deux questions suivantes :

1* Trouver le nombre des boulets contenus dans un hexa-

gone régulier dont le côté a n boulets.

Ce nombre est, comme on le verra facilement, ZrC—3n+i-

T Trouver le nombre des boulets renfermés dans l'hexa
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gone irrégulier dont le plus petit côté a n boulets, et le plus

grand n + 1.

Si Ton suppose prolongés les côtés renfermant n + 1
boulets, on aura un triangle équilatéral pour lequel le
nombre des boulets sera n + 1 + 2 (n— 1) = 3rc — 1. Le
nombre des boulets contenus dans ce triangle sera

2 ~~ 2 '

Pour avoir le nombre des boulets contenus dans l'hexagone
irrégulier, je retranche du nombre précédemment obtenu,
trois fois Je nombre des boulets renfermés dans le triangle

équilatéral, dont le côté en a /*—1 ; ce nombre est ,

et il reste pour le nombre cherché 3n\

D'après cela, nous pourrons écrire le tableau suivant :

Pour Fhex. rég. ayant n boulets pour côté 3/i2—3/1+ 1,
hex. irrég. 3(n — l)2,
hex. rég. de (n—i) boulets 3(/i—;l)

2 —3(/i-~ 1) -f 1 ,
hex. irrêg. 3 [n — 2)a,
hex. de (n — 2) 3 (n 2)'— 3 (/* — 2) + 1,
hex. irrég. 3 (n— 3)',
hex. de 2 3 x 22 - 3 x 2 + 1,
tr. cq. 3 X V.

Pour le boulet qui termine la pile 3 X 1J— 3 x 1 + 1 .

En désignant par S la somme des boulets qui composent
la pile dont la base est un bexagone régulier, dont le côté
à n boulets, on aura

a+2M-...+(/i.--1)') - 3 (i + 2+3+...+(« —1)+/*)»

d'où
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•> 3 I r» l o a 3/1*4- 3/1

3/i 4- 2» 4-3/A *
2

Ainsi

Cette pile remplit-elle les conditions statiques pour
se maintenir ? Tm.

SUR L'ELIMINATION

Entre deux équations algébriques à deux inconnues.

Nouveau théorème d'algèbre.

P A R B. FIKTCK,
professeur <* Strasbourg.

Etant données deiyx équations à deux inconnues :

? (x,y) = bxm + bljc
m-' 4-... 4- bm = 0,

^(x, ^) = cxn 4- c,rn"' + ... 4- cn = 0 ,

où b,bt1... bm,c,ctJ... cn , sont des fonctions entières de j j
M. LABATIE a prouvé, dans sa brochure de 1827, que l'équa-
lion qui donne toutes les bonnes valeurs finies de y est

Pcmr=:0,

P étant le produit des valeurs que prend y (a, y), si l'on y
substitue |pur x les n racines de ^ (.r, y) = 0 , supposée
résolue par rapport à x -, de telle sorte que si 7,, 7,... 7»,
sont les racines, on a

Dans la brochure citée , et mieux encore dans la seconde
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édition (1835), on trouve une méthode simple pour former

Pcw, au moyen du plus grand commun diviseur. De l'aveu

de l'auteur, je l'ai rapportée dans mon Algèbre. J'ajouterai,

qu'à mon avis, c'est la seule théorie complète de l'élimina-

tion. M. Minding, partant de la forme Pcm, a donné le

moyen d'estimer d'avance le degré de l'équation finale

(Journal de M. Liouville, VI) ; il s'appuie à cet effet sur la

détermina lion du degré de chacune des racines yt, y,,-.. 7» j

degré qu'il obtient par des réductions en séries.

J'ai montré dans une noie insérée dans le même journal,

que ces degrés peuvent être obtenus par d'autres moyens,

et on suivant les mêmes idées, j'ai trouvé pour cela un

ihéorème général que je vais faire connaître, après avoir

donné la définition du degré :

fyJe dis qu'une fonct ion^ est du degré r, si ~r converge

vers une limite finie différente de zéro, à mesure que y

tend vers 00 . S i / y est une fonction rationnelle, celte défi-

nition est d'accord avec l'évalualiou ordinaire du degré \

sinon die détermine pour r un nombre qui jouit de la nxôtne

propriété, savoir que si deux fonctions fy,fxy sont des de-

grés r, rn leur produit^ .fty est du degré r-f-r,.

Cela posé voici le théorème en question :

Soit une équation :

où o\y aaî... ansont les degrés des fondions entières qui servent

de coefficients : prenez les nombres :

a, — a (/2 — a ai — a an — a

Parmi les racines de (1) il y en a dont le degré sera égal
au plus grand (algébriquement parlant) de ces nombres, si
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-̂ —:— est ce maximum , et si de plus tous les termes de la

série (2) qui suivent sont moindres que -?—.— , il y aura i

racines de ce degré, quel que soit le nombre des termes pla-
cés avant celui-ci, qui lui soient égaux.

Cela fait) calculez la série :

«t + i — «i «t4 2 — »i »t.!-. — »i on — «t /rt.

Si -i±i en est le plus grand terme, avec la condition

que ceux qui le suivent soient moindres, tandis que parmi
ceux qui le précédent, il peut s'en trouver qui régalent; il y

aurae racines du degré ; etc.

Pour le prouver, divisons (1) par/'*,?'- et par^n r , r étant
une indéterminée : on pourra écrire cette équation sous la
forme :

(

J
,.,

Les degrés des coefficients des puissances de — , sont

Conservant l'hypothèse que dans (2), le maximum est

-î—:— , je fais r = -î—:—^ ; dans la série (5) quelques ter-

mes s'annuleront, les autres deviendront < 0, après quoi

si dans (4) on suppose que tr marche vers oo , tous les coef-

ficients dont les degrés sont < ;o , tendront vers zéro,-de
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sorte que cette équation perdra tous les termes qui suivent

( — ) , et l'équation prend la forme .-
\y /

(?)+;• + *(?) -••
II y a donc n — i valeurs de —-, qui deviennent nulles, et

i valeurs restent finies, différentes de zéro. Donc (1) a *

racines du degré r==—:— , et n — i racines de degrés

moindres.

Dans (2) donnons maintenant à r une valeur < — A , les

i racines qu'on vient de signaler, deviendront infinies avec
y, et (2) perdra ses i premiers termes, et pourra $e ré-
duire à

[y) .(.ys+...)+ (jr) (r*+!+.0+...-Kr**+..)=o,

et on reconnaîtra qu'il y a e racines du degré — — - , etc.
e

Exemple. Soit Téquation :

Les quotients à calculer ici sont :

2 — 6 7—6 1—6 2 - 6
1 ? 2 ' 3 ' 4 :

ou

1 5 __

11 y a donc deux racines du degré -.

Prenant ensuite :
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on calcule :
1 - 7 2—7

- 3 , - | f

il y a donc deux racines du degré .

On conçoit qu'avec cela > on peut d'après M. Minding,
évaluer le degré de P, et par suite celui de Pcm. Si dans
•J> (x, j - ) = 0 , tous ies coefficients sont du même degré n,
toutes les valeurs de x sont du degré zéro, si de plus tous
les coefficients de (jr, Y) sont de d< gré m\ il s'ensuit que
les fonctions ^ ( y , , ^ ) , <p(7o.r)v ?(7*, . r ) , s o n l d e c e

même degré m', et leur produit est du degré mn'; d'ailleurs
c étant du degré n\ cm est du degré m'n et cmP, du degré
mn'-\-m'n; théorème dont l'énoncé est dû à M. Labatie.
[Foyez mon Algèbre.)

Si les équations proposées sont ce qu'on appelle les plus
générales de leurs degrés, on trouve que ?,, y,... yH, sont
du premier degré , <p (7,, JO? <p(7,, ^),«- sont tous du degré m
et cmP du degré /«/*.

Ce théorème est ancien (Bezout) ; mais on néglige, si je ne
me trompe , de démontrer qu'à chacune des mn valeurs de
y, il ne répond pas plus d'une valeur de x\ Je le prouve
ainsi qu'il suit :

D'abord en général les mn valeurs de jr sont différentes :
car même dans un cas particulier elles le sont. En effet si

v (x , j>-) = [x+£j--f 0 {x-\-k\y-\- O {x - j -

il est évident que les mn valeurs de y sont, généralement
différentes, et qu'à chaque valeur de^, il ne répond qu'une
valeur de x. Car, pour en finir le plus promptement, les
droites représentées par y (x, t r )= 0, sont, en général, cou-
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pées en mn points distincts , répondant à mn ordonnées
différentes, par les droites ^ (x, y) = 0.

A propos d'élimination , le programme d'admission à
lÉcole polytechaique vient de faire un pas en arrière ; il
dispense les candidats de savoir distinguer les bonnes solu-
tions des mauvaises. Qu'est-ce donc maintenant que l'élimi-
nation , et quel parti en tirera-t-on ?

Messieurs les examinateurs se trouvent par conséquent dis-
pensés de faire des questions qui s'y rapportent. Monsieur le
rédacteur des nouvelles Annales a répété que le calcul diffé-
rentiel devrait faire partie du programme. J'avais dans le
temps proposé à feu Coriolis mes vues à ce sujet : que l'on
commence, disais-jc, par tolérer ce calcul, et au bout de
deux ou trois ans, to s les candidats seront en mesure.
On pourra l'exiger. Le savant que je viens de citer, avait à
ce sujet les idées suivantes : certains cours se font dans toutes
1 os écoles d'applications, notamment un cours de machi-
jN?s, etc. De pareils cours devraient rentrer à l'École poly-
technique; ainsi le cours de machines qui s'y fait recevrait
plus de développements , serait confié à un homme spécial ;
le cours d'astronomie à un autre. Toul le ctHirs d'analyse et
de mécanique à la première année, serait exigé des candi-
dais •. la possibilité et la haute uiiîité de ces mesures étaient
clairement prouvées. Mais M. Coriolis esl mort!

Note. L'idée d'introduire le calcul diffémïiu'î dans les
éléments, comme je l'ai dit ailleurs (f.. Jlî, p. 581), appar-
tient à D'Alembert. 11 l'a exprimée en maint article de l'En-
cyclopédie. Je n'ai pas cet ouvrage sous la main, et à la
première occasion, j'en transcrirai un passade relatif à cet
objet ; il ne s'agit pas, bien entendu, de faire un cours
spécial de calcul infinitésimal ainsi qu'il existeà l'Ecole poly-
technique; mais il s'agit d'entremêler l'enseignement de la
géométrie et de l'algèbre, avec les principes de ce calcul et
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ainsi qu'il faut faire remarquer aux élèves, que le carré du

sinus divisé par le sinus-ver se d'un arc est une quantité finie,

quelle que soit la petitesse de Tare, propriété qui appartient

à toutes les coniques; c'est ainsi qu'il faut de suite faire

écrire le binôme sous la forme taylorienne :

où xm est remplacé par/^x) ; et donner la théorie complète

si facile dos dérivées algébriques, et baser sur ces théories,

la méthode des racines égales, des fonctions symétriques,

des tangentes, contacts des divers ordres, des polaires, etc.

On peut même aborder les fonctions fractionnaires et les

transcendantes circulaires et logarithmiques. En élargissant

les idées des disciples, renseignement devient plus aisé, plus

clair, plus riche et moins long. Quant aux théorèmes de

MM. Minding et Finck, ils sont implicitement basés sur

le parallélogramme de Newton, tel qu'il a été analytique-*

ment établi par Lagrange; il y a similitude de raisonnements

et de procédés. (Lacroix , C D . , introd., $ 61 , 2e édition. )

La convergence des séries, les asymptotes, deux théories

identiques, sont aussi fondées sur ce même parallélogramme.

La méthode d'élimination imaginée par Bezout, me paraît

la plus naturelle, la plus conforme à son objet. Elle fournit

même pour certain cas particulier, une solution que les

autres méthodes ne peuvent donner ; Bezout en fait avec

raison l'observation Et par cette méthode, on obtient l'é-

quation (inale tout ordonnée, avantage considérable dont

les autres méthodes sont privées. Elle est applicable à un

nombre quelconque d'équations, tandis que les autres se

bornent à deux équations seulement et ne peuvent aller au

delà, si ce n'est pour les fonctions symétriques ; mais ce
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procédé présente le grave inconvénient d'astreindre le cal-

culateur à recommencer l'opération pour chaque inconnue,

et nous laisse dans une ignorance complète sur la liaison

entre les valeurs des inconnues Tm.

LETTRE

Sur les approximations et sur les fractions continues.

Monsieur le Rédacteur,

La question d'approximation traitée par M. Duterme,

dans votre dernier numéro (p. 12*] , se résout immédiate-

ment par l'emploi de la formule (a) indiquée (t. I , p. 257,

de vos Annales), et relative au calcul par approximation de

l'incommensurable Am; cette formule donne pour limite de

l'erreur qui peut être commise sur A quand on veut avoir

Awà - p r è s , e=—-—.

Considérons l'un quelconque a{q\-<xf des moycnsgéomé-

triques de la question proposée; on aura ici e=

on aura une limite à fortiori en prenant e= —

puisque n n'est pas moindre que m. Mais (q -f- a)1""**1 = - ;

donc e = —-- est une limite. C'est la même que celle de

M. Duterme, car j'ai appelé - ce qu'il appelle <?.
0

Dans la note suivante (p. 126), M. Catalan démontre une

proposition dont voici l'énoncé : dans une fraction continue

Périodique, le nombre des périodes étant illimité, il est
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indifférent d'en prendre une de plus ou une de moins. Ce

théorème n'est qu'une conséquence immédiate de la formule

d'approximation relative aux réduites en général. En effet,

soient

i +
L

c+ i_
y

C+L
a - j - etc.

Si on forme successivement les réduites de x et de y, en

prenant dans chacune le même nombre de quotients in-

complets , on aura chaque fois le même résultat pour les

deux; or une réduite commune -^ obtenue à cette condi-

tion, diffère de x e t d e ^ , dans le même sens d'une quantité

moindre que j - ^ ; donc la différence entre x et y est moin-

dre à fortiori que -^ ; or cette limite peut descendre au-

dessous de tout nombre assignable : donc x et y doivent être

considérés comme égaux .

M. Catalan a moins eu peut-être pour objet de démon-

trer cette proposition que d'établir les thorèmes qu'il indique

et démontre chemin faisant. Ces théorèmes peuvent.être

démontrés plus simplement en même temps que la propo-

sition elle-même.

Reprenons la fraction continue périodique :

a - j - e t c . . . .
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Nommons yx la réduite —, que l'on obtient en sarrêtant
A.

à la première période ; soient yn, y»+i , deux réduites
P Q

quelconques =y-, jç,y s'arrêtant chacune à la fin d'une pé-

riode , et dont la deuxième en comprend une de plus que

la première.
M N

Soient encore — , —, les deux réduites qui précèdent

p
immédiatement yn ou —,. Nous avons les égalités :

0 U F =

d'où
P NP— PN ± 1

L'égalité (2) prouve la proposition principale, celle que

j'ai déjà démontrée ; car en remplaçant yx par — , on peut
A.

écrire :

0)

Or A! est un nombre constant indépendant de n , tandis que

P' et Nf peuvent dépasser toutes limites.

Elle prouve aussi l'un des théorèmes énoncés (p. 129, 3).

Remplaçons de méme.r, dansjr»+i, nous aurons :

"P'A+N'A'*

Appelons Q et Q' ces deux termes ; il est facile de prouver
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qu'ils sont premiers entre eux, et forment sans réduction la

réduite yn+\ ; en effet

— — Q. — L — PQ —PQr

en ayant égard à l'égalité (3) et à la valeur de Qf, on voit que

QF — P Q ' ^ d z A ' . (4)

Par suite si Q et Q' admettaient un commun diviseur d,

ce nombre diviserait A', et par suite PA et P'A, d'après les
A

valeurs de Q et Q' ,• or d serait premier avec A puisque —
A

est une réduite; donc il diviserait P et P', ce qui est impos-
p

siblc, car ^ est aussi une réduite. Donc la formule (1)

fournit immédiatement la réduite yn+i, et indique une loi

pour former les réduites de période en période (p. 129, 2).

De plus l'égalité (4) prouve que si A' divise P', il divisera

Q' ; or pour n = 1, P r = A'; donc les dénominateurs des ré-

duites yn, yn+i y etc., sont tous divisibles par A', et on peut

écrire :
d-t •

en posant ~ = Q " (nombre entier).

Agréez, Monsieur, l'expression de mes sentiments les plus

distingués. A. GUILMITV.

ANNONCE.

La Division abrégée, ou Méthode rigoureuse et facile pour

simplifier cette opération de l'arithmétique, approuvée

par l'Académie des sciences ; par M. P. Guy, capitaine

d'artillerie, in-8 de 72 pag. Mathias, 15, quai Malaquais.

On rendra compte de cette remarquable production.



THÉORIE DU CALCUL ELEMENTAIRE.

PAR M. AMPERE. (Œuvre posthume.)

(Suite, voir p. 109 et 16I.)

L'utilité qu'on avait retirée de la considération des nom-

bres, et Tembarras que causaient ceux qui passaient de

certaines limites, et dont on était obligé de se servir sans

pouvoir s'en faire une idée bien précise, inspira une nou-

velle sorte de comparaison qui produisit bientôt une nou-

velle espèce de nombres. Elle résulta de la manière qu'on

adopta de considérer l'assemblage de plusieurs unités comme

une seule, de compter par exemple par douzaines, par cen-

taines, etc. , comme cela est encore en usage dans quelques

circonstances de la vie civile ; on retrouva alors tous les

nombres dont la première comparaison avait fait naître

l'idée, car une quantité pouvait être composée de une, deux,

trois ou quatre douzaines ou centaines; mais la plupart des

quantités ne pouvaient plus s'exprimer de cette sorte,* on

fut d'abord embarrassé pour exprimer les quantités qui, étant

plus petites que la douzaine (en supposant que ce fût elle

qui eût été choisie pour unité), ne pouvaient être considé-

rées comme formées de la répétition de cette douzaine : on

chercha alors à les exprimer en imaginant qu'elle fût divisée

en un nombre convenable de parties égales ; ce qui donna

l'idée d'indiquer les différents résultats de ces divisions par

les mots, demi, tiers, quart, cinquième, etc. Les nouveaux

nombres qui étaient exprimés par ces mots faisaient, comme
î e s nombres entiers, connaître la manière dont la quantité

* * * . DE MATHÉM. IV. 1 5
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dont on roulait parler était formée de celle que l'on consi-

dérait comme unité, et en disant, par exemple, que deux

pommes étaient le sixième d'une douzaine de pommes, on

concevait la douzaine comme l'unité, dont la quantité de

deux pommes était formée en divisant cette unité en six

parties égales ; on donna à ces parties de l'unité choisie le

nom d'aliquotes. Quant aux quantités plus grandes que cette

unité, et qui ne pouvaient pas cependant être considérées

comme formées de la répétition de cette unité, on les con-

sidéra comme formées de celle d'une de ses aliquotes, et

pour exprimer, par exemple, la manière dont une troupe de

quarante hommes pouvait être considérée, comme formée

d'une douzaine d'hommes en divisant celle-ci en trois parties

chacune de quatre hommes, et en répétant dix fois une de

ces parties, on disait que cette quantité de quarante hommes

était les dix tiers de celle qui avait été choisie pour unité.

Les nouveaux nombres dont ces considérations nous ont

donné l'idée s'appellent nombres fractionnaires ou fractions,

suivant que la quantité est plus grande ou plus petite que

l'unité à laquelle on la compare, et ils portent en commun

le nom de nombres rompus.

27. Il est aisé de s'apercevoir ici que la signification des

mots unité et quantité a déjà reçu une altération sensible

en acquérant plus d'extension ; elle en a souffert une plus

considérable quand une troisième sorte de comparaison a

produit une nouvelle espèce de nombres.

28. On la découvrit en comparant des grandeurs conti-

nues, c'est-à-dire, entre les parties desquelles il n'y avait

point de séparation naturelle, comme deux distances, par

exemple, ou deux poids; il suffisait que nous sentissions la

possibilité de cette séparation pour concevoir une longueur

formée de la réunion de cinq pieds, ou un poids résultant de

celle de trois dixièmes de livre.
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11 nous fut dès lors aisé de retrouver entre des grandeurs

continues choisies convenablement tous les nombres entiers

et rompus dont les comparaisons dont je viens de parler

nous avaient donné l'idée ; mais nous éprouvâmes plus de

difficultés à détermifier avec précision le nombre qui résul-

tait de la comparaison de deux grandeurs données. On dut

d'abord s'apercevoir que, lorsque la plus petite des deux

grandeurs n'était pas contenue exactement dans la plus

grande, et que la manière dont celle-ci était formée de la

première ne pouvait par conséquent pas être exprimée par

un nombre entier, il fallait trouver une grandeur homogène

pîuspetite, qui, étant contenue exactement dans chacune des

deux autres, pût servir à trouver le nombre rompu de-

mandé; en faisant voir, dans le cas, par exemple, où cette

grandeur plus petite, à laquelle on a donné le nom de corn

mune mesure des deux proposées, était contenue cinq fois

dans l'une et douze fois dans l'autre, que la plus petite était

les cinq douzièmes de la plus grande, et celle-ci les douze

cinquièmes de la première.

29. En exprimant ainsi par un nombre la manière dont

une grandeur continue est formée d'une autre , on continue

à donner le nom de quantité à celle que l'on considère comme

formée de l'autre, et celui d'unité à celle-ci, quelque éloignée

que cette signification soit de celle qu'avaient d'abord ces

deux mots ; nous nous conformerons à eet égard h l'usage

universellement adopté.

On voit d'après cela comment il est arrivé que Ton a fini

par faire du mot quantité un synonyme de grandeur. On

n'admet en général dans un même calcul qu'une seule unité

pour toutes les grandeurs d'une même espèce, et cette unité

est ordinairement sous-entendue, en sorte que, s'il est ques-

tion, par exemple, de plusieurs longueurs rapportées à l'unité

appelée pied, on représente chacune dans le cours du calcul
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par le nombre qui exprime la manière dont elle est formée

de cette unité, sans qu'on se mette en peine de la valeur

particulière de celle-ci, dont il suffit de se souvenir à la fin

du calcul pour en interpréter le résultat. Il est évident qu'a-

lors toutes ces grandeurs sont considérées comme des quan-

tités, ce qui porte à regarder ces deux mots comme syno-

nymes; mais on aurait autant de raison de faire la même

chose à l'égard des mots grandeur et unité ; car s'il y a plus

de grandeurs dans un même calcul considérées comme des

quantités, qu'il n'y en a de prises pour unités, il n'en est

pas moins vrai que toute grandeur peut être considérée in-

différemment sous l'un ou l'autre point de vue, et que, comme

nous Favoris déjà dit, on peut, dans la comparaison de deux

grandeurs quelconques, prendre à volonté la plus petite ou

la plus grande pour unité, et considérer l'autre comme une

quantité formée de cette unité de la manière indiquée par le

nombre qui résulte de cette comparaison, et qui est toujours

entier ou fractionnaire quand la plus petite des deux gran-

deurs est prise pour unité, et toujours fraction dans le cas

contraire.

30. On peut.remarquer en passant que la comparaison de

deux grandeurs pouvant ainsi être faite sous un double point

de vue, il en résulte toujours deux nombres, qui ont entre

eux une analogie réciproque bien remarquable; en sorte que,

si Fun est, par exemple, six treizièmes, l'autre ne pourra

être que treize sixièmes : c'est ce que nous appellerons do-

rénavant nombres réciproques, et l'on voit par cette défini-

tion que les fractions un demi, un tiers, un quart, etc.,

sont les nombres réciproques des entiers, deux, trois,

quatre, etc. De même que la fraction sept huitièmes est réci-

proque du nombre fractionnaire huit septièmes.

31. C'est la nécessité de trouver une commune mesure à

deux grandeurs pour exprimer exactement à l'aide d'an
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nombre la manière dont l'une d'elles est formée de l'autre,

qui a fait découvrir la troisième espèce de nombre dont nous

traitons actuellement. En effet, après avoir imaginé le pro-

cédé pour trouver cette commune mesure, que nous ferons

bientôt connaître, et dont l'invention remonte probablement

à la plus haute antiquité, il dut arriver souvent qu'on n'en

trouva point, et l'on dut croire longtemps que cela ne venait

que de sa petitesse, qui la faisait échapper aux meilleurs

instruments dont on pût se servir pour donner plus de

précision à cette opération. Mais descalculateurs plus habiles,

ayant cherché la manière dont une grandeur était formée

d'une autre dans le cas où le nombre qui l'exprimait pouvait

être déterminé par 2a seule considération des relations exis-

tantes entre elles, démontrèrent rigoureusement que deux

grandeurs pouvaient être telles, qu'aucune grandeur plus

petite ne pût leur servir de commune mesure ; comme on

prouve, par exemple, en géométrie, que cela arrive quand

on compare la ligne droite qui sert de côté à un carré et

celle qui en jofnt deux angles opposés.

32. Les grandeurs qui se trouvaient dans ce cas furent

appelées incommensurables, et de même que, lorsqu'on n'a-

vait pas pu exprimer par aucun des nombres entiers, les

seuls connus jusqu'alors, la manière dont une quarantaine

était formée d'une douzaine, on avait imaginé pour cela une

nouvelle espèce de nombres, on en établit ici encore une

nouvelle, à laquelle on donna le nom de nombres irration-

nels-, en sorte que les nombres exprimant en générai la

manière dont une grandeur est formée d'une autre étaient

rationnels ou irrationnels, suivant que ces deux grandeurs

avaient ou n'avaient pas de commune mesure.

[La suite prochainement.)
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CONCOURS GÉNÉRAL, ANNÉE 1833.

PRIX D'HONNEUR.

PAR M. CATALAN ( EUGÈNE-CHAEULXS),
Né à Bruges (Belgique), le 30 mai 1814.

(Collège de Saint-Louis. — Professeur : M. Delisle. —Institution de Reusse.)

Problème.

Couper un triangle par une droite, de manière que les deux
parties de ce triangle soient entre elles dans un rapport donné
et qu'elles aient leurs centres de gravité sur une même perpen-
diculaire à la sécante. On résoudra ce problème: 1° lorsque les
deux côtés coupés du triangle sont égaux , et en particulier
quand le triangle est équilatéral ; 2° lorsque les trois côtés du
triangle sont inégaux.

Solution*

(Fig. 14.) Soient OABle triangle proposé, ËD (*)la sécante

cherchée, G' et G" les centres de gravité de EOD et AEDB,

et G le centre de gravilé de AOB. Je prends pour axes les cô-

tés OA, 013 ; pour origine, le sommet 0 , et je désigne enfin

par a, b, les côtés OB, OA, et par a, p, les côtés correspon-

dants ô î } , o E
Cela posé, les deux triangles AOB, EOD, qui ont un angle

égal O, sont entre eux comme les rectangles des côtés qui
comprennent ceUngle ; ce qui donne, à cause de la première
condition :

ah m . ...
— = — • ou zrcaB = ndb \\)
a[3 n

— étant le rapport connu de AOB à EOD.

*'•) Les figures contiennent plusieurs faulcs, que le lecteur est prié de corriger.



Les équations des droites AB, ED, sont respectivement :

L'équation de GXT, qui passe en G' (*', / ) et G" (*", / ' ) ,
est

Celle droite devant élre perpendiculaire à ED, on doit avoir,
entre les coefficients de x, la relation

en faisant

On lire de

savoir :

• = - ? ,
a

là,

1 -f- acos6

a — cos &

tz
oc -

> 4- {a+ a

x]—.

Y "~
OïlV / U • f

-y . a

r ) COS 9 =

Y" ^
x v f

-y"

—- pcos<
— a COS1

= 0 ,

&

8'

6
— - COS 9

p
a

(5)

Je n'ai point encore exprimé que les points G', G" sont les

«entres de gravité de OED etlJEAB; il faut, pour que cela

ait lieu, que la somme des momenls du triangle EOB et du

quadrilatère AEDB, soit égale au moment du triangle AOB.

Prenant donc Ox pour axes des moments, y aï

P T + P"T" = PT; (6)

1);, F', P, désignant respectivement les perpendiculaires

&fH', G^ÎF, GÎT, T', T",T sont les aires correspondantes.
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Or P =ysine = lpsin0, P"=/'sine, P = l^sinô;
o 3

ces valeurs se déduisent des centres de gravité des triangles,
et aussi de (1). Par suite, l'équation (6) devient :

- p s i n e . - T + y ' s i n e . ^ H ^ T = i ^ s i n 6 . T ;
3 m ' m 3

ou bien :

ïip+3(m —Ji)y = in6. (7)

En prenant les moments par rapport à Ojr, on obtient de
même :

noL -f- 3 {m — n) oc" = ma ,• (8)

équation qui peut se déduire de la précédente.
Ces deux équations donnent

___ ma-nx _ mb—n$

D'ailleurs, l'équation (4) doit être vériflée par x — x\
y=zy" ; par conséquent :

mb—n$ (i a — Pcos6 /ma —
3 {m — n) 3 fi — acosO \ 3 (m - n)

d'où

(a-f-6 COS b) OL—(b-\-a COS G) (3 — a*-f"^ = 0- (^)

et ap=-û^ = ^. (B)

Les deux équations (A) et (B) détermineront a et (3, ou la
position de la sécante.

1° Le triangle étant isoscèîe (fig. 15), par rapport aux côtés

O Ï , ÔB^ Ton a a = 5 , et l'équation (A) devient

a (t +COS 0) (a —(3) — (a3 - p ) = o,



ou

(*-W [« (M COSÔ) — ( « + p)] = Q (A') «P = £ a' (Br).

L'équation (A') 6e décompose donc en ces deux autres :

a = p, «+ p = a(! +cos6).

La première donne, à cause de (B') :

La sécante est donc parallèle à la base dans le cas où le
triangle proposé est isoscèle, et l'on a

0 F = Ô D = " 0 A ^ i ,
y m

valeur très facile à construire. 11 est d'ailleurs évident que

toutes les conditions du problème sont satisfaites.

Si l'on prend

a 4- P = a (1 4- cosô) = 2a cos* - 6, avec afl = — a\

il en résulte

a' — 2a cosJ i 6a + - a1 = 0. (A'")
2 171

Pour que les racines de cette équation soient réelles, on

doit avoir

a% cos* - ô — a% ou cos4 - 6 —.
2 > A7i ' 2 > m

On voit donc que la condition absolument nécessaire est

m>n. Si Ton avait m=n, 9 serait nuî, et il n'y aurait plus de

triangle. Si cos* f Q = —, alors le premier membre de A"' est
m

un carré, et le triangle formé par la sécante est isoscèle ; et

les côtés adjacents à l'angle O sont
M 1 1

a = p =rfCOS*~0 = - a{\ +COS0).



Pour construire les racines de l'équation (A'"), je pose

a -(- p = 2a COS* - ô = 2/), «p = — a* = q%
 :

la question est donc ramenée à trouver les deux côtés d'un
rectangle équivalent à un carré donné q\ et dont la somme
de la base et de la hauteur est 2p ; problème très-facile.

2* Si le triangle isoscèle est en même temps équilatéral,

toutes les remarques précédentes sont encore applicables ; il

suffit de poser cosô = cos^ir = | \ / 3 .
Le triangle étant il la fois rectangle et isoscèle, on a tou-

jours

a = p = tf« / - - , et a' — aoL -f — a? = 0.

Dans ce cas, pour que le second système soit possible, il faut
que Ton ait

- a — a . ou m Kn.
4 > m >

On ne peut donc supposer le triangle cherché plus grand
que le quart du triangle donné : si /» = 4/i, a = (3 et la se-
conde solution se confond avec la première.

3° Dans le cas général nous aurons à résoudre les deux
équations

P>__a>__Mp + N a r = 0 , (C) ap = ? , (D)

en posant M = b -f- a cos 0, N = a + b cos 6, q = etc. La

seconde donne p = ~ ; d'où

a4 _ Nas 4 . Mya — ^a = 0. (G)

Pour résoudre cette équation, il faudrait commencer par
la ramener à la forme a4-|~/>aa -\-qcL-{-r=o, puis chercher
la réduite, trouver l'une des racines de cette rédtiite, etc.,
ce qui donnerait lieu à des calculs très-longs et ne pourrait
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nullement servira construire les valeurs de a et p. Je re-
marquerai seulement :

1° Que, le dernier terme de l'équation (O) étant essentiel-
ment négatif, la racine a a au moins une valeur réelle, ou,
ce qui est équivalent, que le problème a toujours au moins
une solution.

2° Que, si l'on a M = — N, le premier membre est divisi-
ble par a9—qy et donne pourquQtienta^—Ma-f-^; H y aurait
donc alors deux solutions. Mais comme cette hypothèse revient
à supposer 6 = tr, ces deux solutions ne sont qu'illusoires.

Revenons aux deux équations

pa —«> — M H - N a = O , (C) «p = ?. (D)
Pour construire les racines de ces deux équations, j'observe

qu'en regardant a et p comme des variables, la première re-
présente une hyperbole rapportée à des coordonnées parallèles
à ses axes (les coordonnées étant supposées rectangulaires), et
la seconde une hyperbole rapportée à ses asymptotes. Il suit
de là que, si sur deux droites perpendiculaires prises pour

axes, ou, ce qui est préférable, si sur les côtés OA, OB du
triangle proposé, Ton construit ces deux courbes, les coor-
données de leurs points de rencontre seront les valeurs de a
et 6, en sorte que la droite sécante sera déterminée.

N
Pour la première hyperbole, changeons a en a - j — , p

M
en p -| : son équation devient

(E)

On voit que Taxe desy ou des p sera le second axe de l'hy-
perbole si Ton a a > 6, et réciproquement. Les longueurs des
demi-axes rendus réels sont d'ailleurs :

V=a'=~ sinO i / 2 (a'— F). (E')
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Si l'angle 6 est droit, l'hyperbole est équilatère, et

Il est bien entendu que l'équation (E) est celle de l'hyper-

bole après que Ton a fait passer les axes par son centre déter-

miné parles coordonnées,

±( + b * ) i(& + 6) (E")

Gomme on peut toujours supposer que a, b et cos 0 sont

des quantités positives, il s'ensuit que les deux courbes offri-

ront à peu près la disposition indiquée sur la figure 17.

Dans les cas particuliers examinés d'abord, il est clair que

les lieux géométriques s'appliquent également; si par exem-

ple d = 6, les équations (C)et (D) deviennent

p = «, «P = f , (F)
p = — « 4 - ^ ( l + COS9), tf=zq. (F')

Alors le premier système de valeurs est déterminé par

la rencontre d'une droite passant à l'origine et de l'hyper-

bole e*pr=£; le second système, par l'intersection de la

même hyperbole avec la droite dont l'équation est

On peut se proposer de chercher quelle est la courbe que

décrit le point I , intersection de la sécante et de la droite

qui passe par les centres de gravité G', G", lorsque, les côtés

a, b étant constants, l'angle 0 varie. Pour cela, je prends les

équations de ces deux droites ; savoir .

r = = - _ P x + A (G)

cl les équations

= 0 , cfj = q. (B)



II est évident que, pour avoir la solution cherchée, il faut

éliminer les quantités qui déterminent le triangle MOD,

c'est-à-dire a, p et cos 0.
S

Or (G) donne - x z=z p — y ; multipliant par <xp = a il
a

vient $x = $q — qy \ d'où

p - è ^ ï V ï̂*1""^*' (H)

puis

Et comme la première équation donne

COS 9 =

la troisième devient

-H&a-ap) (3ao:-~3pr +P'—aa) ] -

II resterait à introduire pour a et p leurs valeurs (Hf) et (H).

Si Ton voulait faire des applications numériques, il fau-

drait rendre calculables par logarithmes les formules qui ne

ne le sont pas immédiatement. Pour cela, soit d^abord les

racines de l'équation [M1'),

d'où

a — 2a COS* - 0.a-f- — a3 = 0 ;

« = a cos* z*àza\/ cos* - B — —.
2 y 2 m



Cette quantité a devient d'abord :

m cos4 £ 8 /

Pour que a soit réelle, il faut que — , soit plus petite

que I ; on peut donc poser

sin<p = \ / —A—, (K)
V m cos 4~ô'

alors a devient

« = acos* -8(1 de cos?),

ou

a = 2a cos3 - 8 cos* - <P ,

8 = 2 ^ cos3 - 0 sifj* - <?,
r 2 2 T

Pour les valeurs (E) et (P), il n'y a d'autre transforma-

tion à effectuer que a— b1 = [a -\- b) {a — b).

Soit encore à rendre calculable la valeur k = %— .
^ — aCOSÔ

trouvée plus haut, et soit p > «.

J-COS0
On a k = ~ , Comme il y a des tangentes de toutes

i-Jcose

les grandeurs, je pose tang* <p = r , tang1 «>' = cos 0 ; d'où

ic = . Or tancf (® -4- œ;) •= — ,
1 —tangçtangY 1—tang <j> tang/

(?-?') = -

donc
k = tang (y + ff) tang (? — ? ).



— 233 —

11 n'est pas à craindre que Tare ?' soit imaginaire : car
l'angle ô est toujours supposé aigu.

Sur la figure 15, on a «—• = —, d'oùÔB* :OD*::m:»,
ON n

donc O£ = OD , est la première solution.

On prend ensuite (fig. i 6), 155 = 01 = a cos 0, GÏÏ' = a-

Décrivant HKH', on mène la parallèle KE' à une distance

égale à ÔD = a y / ~ . Par suite HL-fHÏ = a (1 -f cos ©),

K T = HL - WL = — aa
 ; donc HL et ÏTL sont les lon-

m
gueurs a et p.

La seconde figure {fig. il) est le cas général. Après avoir

prolongé les côtés Ô ï , OB du triangle donné, on décrit la

circonférence OFB; par le point O, Ton décrit AF. Ou

porte BF en G et en H, sur les perpendiculaires BG, BH ,

joignant HG, cette droite est déjà \/2(a*— b7) j menant Gf

parallèle à ÔA, et faisant GÏ = GÏÏ, il vient

ÏK = sine 1/2 (<za— b2) = 2a' = 26'.

Menant les perpendiculaires BL, AM sur les côtésUS, OB,

et faisant AN==ÔL, BN=ÔM, il s'ensuit que ON==6+acos0,

oW=a-\-b cosO. Si donc on prend 0 P = - ON, 0 F = lôN7,

0 sera le centre de la première hyperbole, dont les axes
sont connus.

Pour la seconde, on fait

ÔR=-a, d'où OT = O S = = a v / - = OS';

écrivant S'UA, il vient ÔÏÏ= J - ab = a. Enûn , VX



et Y'X donnent le point X de la seconde hyperbole, qui

rencontre la première en deux points ; le premier en Z,

l'autre dans le sens opposé, vers les coordonnées négatives ;

d'où Ton achève le triangle EOD, qui est celui demandé.

Cette figure montre qu'il y aura en général deux solutions

imaginaires, et une autre qui ne satisfait pas tout à fait à

Fénoncé. Quant au triangle OED, bien qu'il ne soit pas

renfermé dans le premier triangle, il satisfait puisque Ton

peut prendre le centre de gravité du quadrilatère AE BD,

et le joindre au centre de OED, par une droite qui sera

perpendiculaire à ED.

NOTE

Sur la limite des racines (*).

P A R M. T H I i O T ,
professeur à Castres.

Lorsque, pour déterminer la limite supérieure des racines

positives d'une équation, on part de l'une des formules
n

.r = ! - f -N, a = 1 -j-J/JV, on sait que généralement le

nombre obtenu est trop fort; il me semble que Terreur vient

le plus souvent de ce que la méthode suivie dans la déter-

mination des formules n'est pas assez générale.

Soit

*«+ A^—1 + À,*-" - ... +
— Am_n.rn... — A m > r / . . . = 0 ,

une équation dans laquelle Am_n est le premier coefficient

négatif, et Am-r le plus grand. 11 vient en divisant toute

{*) Voir tome I, p. 243 et tome II, p. 517.
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l'équation par un coefficient quelconque positif précédant le
premier terme négatif, et que je supposerai Am-A,

Am-A A. m—h

pour avoir une limite supérieure, il suffit de satisfaire à
l'inégalité

^ Am_n

ou aux suivantes :

Am-A
_ A

1TI \x~=T)*
Cette dernière devient

or, comme Ton a toujours h n - f -1 , pour satisfaire à l'i-

négalité (1), il suffit de poser

On aura donc une limite supérieure, en ajoutant l'unité
au quotient du plus grand coefficient négatif, par un coef-
ficient quelconque positif précédant le premier terme néga-
tif. Cette limite sera d'autant plus exacte, que le diviseur
sera plus grand : il convient donc de diviser toujours par le
plus grand coefficient positif précédant le premier terme né-
gatif (*). Si le deuxième terme de l'équation était négatif,
on retomberait sur la formule x = 1 -f- N. Cette méthode
appliquée à l'équation

' 0 x s — 4 < X r 5 — 8 0 . r 4 — 6 0 x * — 3 0 j r f — 2 0 J C — 3 0 = 0 ,

80
donne pour l imite x = l-\ = 2.

O Conséquence immédiate de la méthode ordinaire. fm.

ÀNN. DE MATH*M. IV. 1 6
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Les méthodes ordinaires donneraient x = 81 ou

x = 1 + 1^80 = 6.

On peut encore déduire de (1) une limite plus approchée

que x = 1 -f ~2^T. En effet en divisant par xnJjrl il vient :
Ajn—h

d'où
h-n

( ^ - i ) f t - = I!!I l et x = H

Pour avoir une limite supérieure, il faudra donc diviser

le plus grand coefficient négatif par un coefficient quel-

conque positif précédant le premier terme négatif, extraire

du quotient une racine d'un indice égal à la différence en

exposants du terme positif qui a servi de diviseur , et du

premier terme négatif, et ajouter au résultat l'unité.

On trouve ainsi pour l'équation

> + 38.r4— 4.r3 — 50x'— 3O.r + 64 = 0,

les méthodes ordinaires donneraient N + 1 = 5 7 ,

+ l/N = 1 + V/56 = 5.
Il est à remarquer que la première méthode eût donné la

même limite 3.

Jl reste à se demander si l'on obtiendra toujours ainsi une
n

limite plus exacte qu'en partant de la formule x = ! - { - V^N;

pour que cela soit, il faut évidemment avoir la relation
h-n

V



— 227 —

H conviendra donc d'examiner dans chaque cas quel est

celui des coefficients pos itifs qu'il faudra employer comme

diviseur.

Si on prend le premier, on retombe sur les formules

NOTE

Sur quelques questions d'arithmétique élémentaire,

PAR M. ABEL TRANSON,

répétiteur d'analyse à l'École polytechnique.

I.

Divisibilité par 11. Le procédé suivant, pour trouver le

reste de la division d'un nombre part i , me parait d'une ap-

plication plus facile que celui qu'on emploie ordinairement.

— « Partagez le nombre proposé en tranches de deux chiffres

en commençant par la droite. Au-dessous de chaque tranche

écrivez son excès sur le plus grand multiple de 11 qui s'y

trouve contenu. Faites la somme de cet excès en supprimant

le nombre 1 1 à mesure qu'il se forme. La somme Cnale est le

reste demandé. » — Voici un exemple du calcul.

3, 78, 96, 54, 39.

3, i, 8, 10, 6.

On voit que la somme des restes divisée par 11 donnera 6

pour reste; et 6 est aussi le reste de la division du nombre

proposé (t>. p. 73).

(*) La limite de M. Tillot est un cas particulier de la limite de Bret, qui est
Plus approchée («. t. I I , p. 526). Tm.
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II.

Fractions décimales périodiques ; retour à leurs fractions

génératrices, ou bien, détermination de leurs limites.

Pour le cas d'une période simple, M. Catalan a levé (Nou-

velles Annales, t. I, p. 465) la difficulté qu'on peut très-rai-

sonnablement opposer à la méthode donnée dans la plupart

des traités d'arithmétique. Il a fait voir que la fraction ordi-

naire donnée par la règle reproduirait par son développement

la fraction périodique.—On peut étendre le même raisonne-

ment à une fraction périodique mixte.

Pour prouver par exemple que

0,38457457

a pour génératrice la fraction ordinaire

38457—38

99900

J'observe que cette dernière donnera lieu par son dévelop-

pement à la répétition de 38457 fois, moins 38 fois la période

mixte
0,00001001001....

Prenons d'abord 38457 fois chacune des unités décimales

de ce développement ; il en résultera les nombres décimaux

suivants
0,38457
0,00038457

* 0,00000038457

dont la suite est indéfinie. 11 faudrait les ajouter et ensuite

retrancher delà somme 38 fois chacune de ces mêmes unités :

c'est ce qu'on peut opérer avant l'addition, en supprimant

dans le tableau précédent les deux premiers chiffres signifi-
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catifs de chaque nombre si ce n'est dans le premier où on doit
les laisser subsister. Dès lors il est manifeste qu'on trouvera
pour somme la fraction périodique mixte proposée.

Après avoir prouvé que la fraction ordinaire donnée par
la règle est la fraction génératrice de la fraction périodique
correspondante, on peut prouver aussi qu'elle en est la limite ;
et c'est uniquement sous ce double point de vue de fraction
génératrice et de limite qu'il semble qu'on devrait considérer
l'expression dont il s'agit.

27
Pour prouver par exemple que — est bien la limite de la

fraction périodique

0,272727

j'observe premièrement que les expressions

27 2727 272727
______ _»—___ PIC

99' 9999' 999999' *'
27

sont équivalentes. D'après cela l'excès de— sur Ie9 valeurs
y «/

qu'on obtient en prenant successivement une, deux, trois...

périodes reçoit les déterminations suivantes :

27 27 27 1
9ÏÏ~~99-fl~~99 7Ô0
2727 2727 27 1
9999 9999+1 99 10000
272727 272727 27 1
999999 . 99999+1 99 1000000

C'est comme on voit l'extension du procédé qu'on emploie
ordinairement pour prouver que 1 est la limite de la fractionr

0,9999...

et ce même moyen s'applique identiquement aux périodes
mixtes.
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III.

Extraction de la racine carrée par approximation. Si on

compare le calcul par l'approximation en décimales avec celui

qu'on doit faire pour calculer l'approximation à moins d'une

fraction quelconque - j on verra qae celui-là a sur l'autre un

grand avantage, quoique d'ailleurs la règle soit la même.

11 faut multiplier le nombre proposé par le carré de «, ce

qui peut rendre fort laborieuse l'extraction de la racine carrée

qu'on devra faire ensuite. Cependant le résultat de l'approxi-

mation sera peut-être d'ajouter à la partie entière de la ra-

cine une fraction dont le numérateur sera très-petit. Bien plus!

comme on ne sait pas d'avancesile nombre proposéest ou n'est

pas un carré parfait, de deux choses l'une : ou bien on ne fera

l'extraction qu'après avoir multiplié le nombre proposé par

le carré de a ; et alors, si ce nombre est un carré parfait, on

se sera imposé bien gratuitement un surcroît de peine; ou

bien on essayera d'abord l'extraction ; mais si elle ne se fait

pas exactement il faudra donc tenir le calcul déjà fait pour

non avenu, et recommencer tout.

La règle suivante a pour objet de parer autant que possi-

ble à cet inconvénient.

« Pour extraire la racine carrée du nombre N à moins

d'une fraction d'approximation marquée p a r - , tirez d'a-

bord la racine à moins d'une unité ; soit a le résultat. Mul-

tipliez le reste de l'opération para ; divisez le produit ainsi

obtenu par le double de la partie déjà déterminée ; la partie

(N—a') *
entière du quotient, c'est-à-dire la partie entière de _ ,

étant multipliée par la fraction d'approximation, sera ce

qu'il faut ajouter au nombre entier <z pour avoir la racine
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cherchée avec le degré d'approximation voulu (en plus ou
en moins) »

Cette règle suppose qu'on ait — < 1 ; condition qu'on

pourra presque toujours examiner avant tout calcul, d'après
le nombre des chiffres de a et au besoin aussi d'après le pre-
mier de ces chiffres qui se détermine à simple vue et sans
tâtonnement.

En un mot, si a-\— est la racine demandée avec le degré

d'approximation voulue, et si e est la partie entière de

(N— a*)* , * . . . - i_; alors a -f- - sera 1 un des deux nombres :
a

Mais si on avait — > 1 , par exemple supposons
ÀCL

.— = « ' + y , ii étant la partie entière; alors le nombre e
*2,CL

peut encore être utile à connaître, parce qu'il est toujours au
inoins égal à /*, et tout au plus égal à n + n' -|- i .

Dans ce cas donc, la division recommandée par la règle ci-

dessus donnera au quotient un chiffre douteux et qu'il faudra

confirmer par plusieurs essais. Mais le nombre de ces essais

devant être tout au plus égal à rc'+l, ce sera au calculateur

à prévoir si ce tâtonnement ne sera pas encore plus avanta-

geux que la nécessité de remplacer Vextraction y/M, par

celle de l/NV.

D'ailleurs pour déterminer lequel des nombres rétrosuc-
cessifse, e — 1, e — 2, etc., est précisément égal au nombre
n, voici le calcul très-simple qu'on devra faire.

Soit r i e reste delà division deN—a \ formez le tableau:
suivant à deux colonnes :
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U+r

En vous arrêtant aussitôt que le nombre de la première co-

lonne, , sera inférieur au nombre 2e'*z + r de la se-

conde. Alors e—e'sera précisément le nombres; c'est-à-

dire que la racine approchée qu'on demande sera

En effet de l'inégalité

(e—e'Y

on tire la suivante

a

ou bien encore à cause de

(N— a*) a = 2ae~\-r

c'est-à-dire

Je termine sur ce point en observant que si a est un nombre

décomposable en facteurs, cette circonstance favorisera l'ap-

plication de la règle ci-dessus, parce qu'au lieu de construire
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immédiatement la fraction complémentaire - , on pourra cal-
a

culer successivement plusieurs fractions dont les premières

auront par dénominateurs les facteurs de a et dont la somme
devra être finalement-. C'est ainsi que l'approximation en

ûc

décimales revient en effet à calculer successivement les numé-

rateurs de plusieurs fractions dont la somme forme une frac-

tion totale du dénominateur voulu.

IV.

Extraction de la racine cubique. — A : à moins d'une

unité. — B : à moins d'une fraction d'approximation donnée.

A. Chacun des chiffres de la racine étant déterminé par un

quotient qui peut être trop fort donne lieu à un essai qui

semble de nature à rendre l'opération très-laborieuse.

Mais d'abord, en ayant égard à ce qu'il n'y a pas lieu d'es-

sayer un chiffre plus grand que 9, on reconnaît que le nombre

des essais inutiles que peut occasionner la détermination du

second chiffre ne saurait dépasser quatre., et que sur chacun

des autres chiffres à partir du troisième il ne saurait y avoir

qu'un seul essai infructueux ; ce qui élève à n-\-2 le maxi-

mum des essais de ce genre dans la détermination d'une ra-

cine de n chiffres. — Cela résulte d'un théorème donné par

M. Finck dansson arithmétique (liv.III, prop.xxm) (1). Mais

(') On peut démontrer cela comme il suit : soit a le nombre des dizaines de
la racine (0.10 + b) du nombre N. Si on fait 6«=c+y; c étant la partie entière
de 6, Je nombre e sera le chiffre même des unités de la racine. On a d'ailleurs

N —a3. 1000 6* 63
+ +3a*.ioo a.10 3a2.100

Et si e est la partie entière du quotient '. ; ce nombre e dépassera c
3o«.ioo

du nombre total des unités qui sont contenues dans

V+ — +-a. 10 3 a 2.100
Or ce nombre sera d'abord le plus grand possible, si a est lui-même le plus
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bien plus, à partir du quatrième cbiffre de la racine, toutes

les fois qu'un chiffre déterminé se trouvera trop fort, loin

qu'on doive considérer cette circonstance comme donnant

lieu à des essais infructueux, on pourra au contraire en tirer

parti pour abréger notablement le calcul en se fondant sur les

principes suivants, dont le lecteur trouvera facilement la dé-

monstration.

l°Si en déterminant le chiffre du rang p.-j~4, on trouve un

quotient égal à 10, non-seulement le chiffre qu'on cherche est

égal à 9 , mais tous les chiffres consécutifs à celui-là en nombre

\L le sont également.

11° Si en déterminant le chiffre du rang p.-j- 3 on trouve un

quotient inférieur à 10, mais trop fort, les chiffres consécutifs à

celui-là en nombre [». seront tous des 9.

Pour avoir les règles qui correspondent aux précédentes

dans l'extraction de la racine carrée, il faudrait, dans les

énoncés précédents, diminuer d'une unité les nombres qui

marquent le ranç du chiffre qu'on détermine actuellement.

Au reste, plutôt que d'attendre de ces circonstances acci-

dentelles l'abréviation des procédés d'extraction , il faut, ce

semble, appliquer la vraie méthode qui ne consiste pas à dé-

terminer les chiffres un à un-, mais à en déterminer un nom-

petit possible; c'est-à-dire égal à 1 . Après cela si on suppose 6 entre 5 et 6,
c'esl-à-dire plus petit que 6, on trouve

l0+300

l)'où on conclut que dans ce cas l'excès de e sur c ne peut pas atteindre 6;
c'est-à-dire que e ne peut pas atteindre n . Eu excluant donc l'essai de e«=io,
on ne peut avoir à faire au plus que quatre essais infructueux. Pour 6 entre
4 et 5 , on trouverait le même résultat; mais pour toute autre valeur de b, le
nombre d'essais serait moindre.

D'autre part dès qu'on a dépassé le second chiffre de la racine, a est au moins
62 63

égal à io, alors la quantité y + — \ , ne saurait atteindre 3 dans le
b * a. w 3a*.ioo

cas de 6 > 9 , qui d'ailleurs ne donne lieu à aucun tâtonnement; et cette
même quantité est toujours inférieure à 2 dans toute autre supposition; d'où
ii résulte que le nombre e est tout au plus égal à c + i ,
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bre toujours croissant par chacune des divisions successives ;
se fondant, pour le calcul de la racine carrée, sur le principe
d'abréviation déjà connu , et ensuite sur le principe un peu
différent, mais tout à fait analogue, qui se rapporte aux ra-
cines cubiques ; principe qu'il faut, à ce que je crois, énoncer
comme il suit : lorsqu'on a déterminé n + 2 chiffres à la racine
cubique onpeut déterminer les n chiffres suivantspar une seule
division.

Si on ne déterminait d'abord que n-\-1 chiffres pour cal-
culer les n suivants par une seule division, comme on Ta pro-
posé naguère , on risquerait de se tromper de deux unités en
plus sur ledernier chiffre, au lieu qu'en suivant la règle de
7i + 2 chiffres, on ne pourra se tromper que d'une seule unité
en plus sur le dernier chiffre ; ce qui est la même limite
d'erreur que quand on détermine les chiffres un à un.

B Pour calculer une racine cubique à moins d'une fraction
d'approximation donnée, on pourra le plus souvent éviter Jes
longueurs où entraînerait l'application de la règle générale.
— Il faudra extraire d abord la racine à moins d'une unité ;
multiplier le reste de l'opération par la fraction d'approxima-
tion renversée ; et diviser ce produit par le triple carré delà
parlie entière de la racine.

En appelant a cette partie entière et—la fraction d'ap-

proximation , il faudra , dis-je , diviser le produit (N — a3)a

par 3a. Soit e la partie entière du quotient, alors la racine du
e \

nombre proposé sera # + - à moins d'une erreur - en plus
a a

ou en moins, si toutefois on a

condition qui sera satisfaite si on a a < a.
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Généralement si on suppose

et si en même temps n est le numérateur de la fraction qu'on
doit ajouter à a pour avoir la racine avec l'approximation
voulue (en moins) ; alors le nombre e sera au moins égal à
n! et pourra d'ailleurs être un quelconque des nombres con-
sécutifs à celui-là jusqu'à rc+ / * '+ ! (¥).

NOTE

Sur les racines imaginaires des équations algébriques,

P A E M . OSSIAKT B O N N E T ,
répétiteur à l'École polytechnique.

On sait depuis longtemps que lorsque les coefficients A ,
B, C de trois termes consécutifs

(1) A.rn, Bxn~\ Cxn~\

d'une équation {a) vérifient la condition

AC ^ B \

l'équation a au moins deux racines imaginaires; mais on n'a
pas remarqué, je crois, qu'il suffisait que Ton eût :

AC=1B-

Voici comment cette dernière proposition peut être éta-
blie : supposons qu'en général la condition

(2) A c ! % B a ,

où » est un nombre quelconque, entraîne l'existence de

f) (F. 1.111, p. 234). Tra.
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deux racines imaginaires dans l'équation (a). Multiplions le

premier membre de cette équation par x—q ; les termes (1)

donneront lieu aux termes

-i-B?

et pour que l'équation (a) ait deux racines imaginaires, il

suffira, d'après la condition (2), que pour une valeur réelle

de q, on ait

Ce qui donne tout calcul fait.-

A C ; (-£)*=
d'où l'on peut conclure en général que si la condition (2)

indique la présence de deux racines imaginaires dans l'é-

quation (a), pour n = a , la même propriété subsiste pour

n= 1 — - - . Or quand n = 1 , la condition (2) devient
4a

A C ^ Ba

dont l'existence entraîne toujours celle de deux racines

imaginaires dans l'équation (a), on peut donc prendre
3 4 5 JL

n 4 ' 6 1 8 ' Ï Ô ' e C #

La loi de ces valeurs est facile à saisir ; on peut les repré-
k

senter par la fraction — , d'où l'on conclut que leur
2 (A" — 1 )

limite est - . De là résulte la proposition énoncée.

Note. Le théorème d'Euler donne AC < Ba, pour
n

caractère de l'existence d'imaginaires (v. t. I I , p. 257); or
71 est au moins égal à 2 , donc, etc. Tm.
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CONCOURS D'AGRÉGATION.

Composition d'analyse proposée en 1844.

P A R M. AUGUSTE DELADÉRÉERE,
professeur, licencié es sciences physiques et mathématiques.

Intégrer les deux équations

dx dy

dy d*x dx [e dt

Si je pose pour simplifier

JoVi
dt - = T.

Les équations proposées prendront la forme

dx dy
2

dx

Ce sont deux équations simultanées linéaires, la deuxième
avec un second membre et du deuxième ordre ; pour les
intégrer, je vais les ramener à un système d'équations si-
multanées du premier ordre, et pour y parvenir je n'aurai

„ dx ,, , d2x dz A ., . . .
qu a poser — = z, d ou -JT = T , et j aurai ainsi en
substituant ces valeurs dans les deux équations précédentes,

dxet y joignant _ — 2 = o,
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dx

Qui représentent le système de trois équations simulta-
nées linéaires et du premier ordre, à coefficient constant
entre quatre variables. Afin de n'avoir qu'un seul coefficient

dx
différentiel dans chaque équation, j'élimine -y- entre la

dx dy
première et la deuxième, et — avec -~~ , entre les trois

Ctt CLl

équations; multipliant ensuite par dt, j'obtiens les équations
suivantes :

(3) dx—zdt = 0,

(4)

(5)

Ce sont trois équations simultanées linéaires et du premier
ordre à coefficients constants, la dernière avec un deuxième
membre.

Afin de les intégrer je multiplie (4) et (5) respectivement
par deux facteurs indéterminés 8t1 0a, et j'ajoute (3) avec
les produits, ce qui me donne

(6)

Or je vois actuellement que cette équation deviendra une
équation linéaire à deux variables :

(7) rf

, + 116J-Z 1 A = - e a)
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qui aura pour intégrale

( fl

(8) u =x + 6l4^+ 8az = e~" j G —6a I Te *
( J 0

Si je choisis 6, et 6a de manière à satisfaire aux équations

(9) e,+7e, = *,9ôI+liea==—26,6 i ou bien
I8a=—26a6 (

Car alors l'équation (6) deviendra

(12) ££r+ô/(y + 6a£fe+ {

et en posant dans celle-ci :

(10) (9+26)6I+116a=—0,
(11) 9I

et différentiant cette dernière équation en^ , considérant 6,
et 63 comme constants (ce qui est permis d'après le système
des équations (9), (10) et (11), qui sont au nombre de trois
à trois inconnues), il viendra

dx-\- \dy-\-\dz = du,

et en substituant ces valeurs de x+6l4^+6az et dx+bfiy+bjLz,
dans (12) on obtient l'équation (7), dans laquelle 6 est aussi
constant. Ce qui fait que son intégrale est (8), d'après ce
qu'on sait sur l'intégration de l'équation linéaire du deuxième
ordre avec un second membre.

Des équations (10) et (11), on tire pour 6X et 6a les valeurs
suivantes :

e = xl
44+200+26-'

44 + 206 +26 a '

substituant dans l'équation (9), on trouve en réduisant :
(13) 63 + 106* + 296 + 26 = 0.

Equation du troisième degréqui résolue par rapporta 6 donne
les trois racines 6 = — 2 , 6"=—4+j/iF, 6"'=— 4—1/%
qui sont réelles et inégales, si on substitue successivement
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ces trois valeurs de ô dans les valeurs de 6, et 6a, on en dé-

duira pour chacune trois valeurs correspondantes, et Ton

aura ainsi les trois systèmes renfermés dans le tableau

suivant .-

valeurs de 8, 0,, 6O

(14)

1er système — 2 ,

2e système \ / 3 - 4 , l / i - l , J,
2 ' 2'

3e système — V^3 — 4, — K 3 — - , — i
2 ' 2

En substituant successivement chacun de ces systèmes

dans (8), on aura trois intégrales renfermant chacune une

constante arbitraire différente , de façon que leur ensemble

formera le système des intégrales générales du système des

équations simultanées (3), (4) et (5).

Mais avant de faire cette substitution cherchons à rame-
ra et

ncr I e Tdt, qui représente une intégrale double d'après

Jo
la forme de T, à une intégrale simple, et pour cela intégrons

par parues : il viendra

o 6 e J o dt

remplaçant T par sa valeur l'équaîion précédente deviendra

o ô JoVl + t*
et substituant cette valeur dans l'équation (8), on trouve

Si actuellement on substitue successivement dans cette

équation pour 6,0o0Jeurs systèmes de valeurs indiquées (14),

VNN. DE MATHÉM. IV. 1 7



(17)

(18)

ot qu'on représente par G,, G, et G3 les trois constantes

arbitraires, on aura toutes réductions faites :

et ces équations seront les intégrales générales des équa-

tions (3), (4), (5) ; car elles renferment trois constantes

distinctes, ainsi que l'exige le système en question.

Maintenant pour obtenir les intégrales générales du sys-

tème proposé (1) et (2), il est évident qu'il suffit d'éliminer

z entre les équations intégrales précédentes (16), (17) et

(18) prises deux à deux ; par conséquent en éliminant z entre

(16) et (17), (17) et (18), et faisant les réductions, on aura

pour les intégrales en question :



11 est d'ailleurs facile de voir que ces deux intégrales (19)
et (20) du système (1) et (2) renferment bien le nombre de
constantes arbitraires que doivent renfermer les intégrales
générales ; car ce nombre doit être (2 -f-1) = 3.

On pourrait, si Ton voulait, déduire des intégrales précé-
dentes, les valeurs de x et y en fonction de t.

La question proposée a été ainsi ramenée aux quadratures,
et Ton voit que ces quadratures se trouvent ramenées à
l'intégration de deux intégrales, ayant les formes suivantes.

f x dx
j que Ton intégrera par les

fonctions elliptiques.

La deuxième I , qui constitue une nouvelle

transcendante irréductible.
Remarque sur la solution précédente. L'intégration des

équations (1) et (2) peut être effectuée plus rapidement, à
l'aide du procédé suivant, qui est applicable à beaucoup de
cas.

Mettons l'équation (1) sous la forme

Nous pouvons regarder le second membre comme une
fonction inconnue de ^ et nous aurons, par la méthode de la
variation des constantes :

valeur de x donne
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Substituant dans l'équation (2), on la transforme d'abord en

dt ^?^e \dt de
Mais

d'où

dt dû
L'équation ci-dessus devient donc

et le calcul n'offre plus de diffîculé. E. C.

THÉORÈMES

sur les tangentes aux coniques.

PAB. M. A. W O E S T Y N ,
élève de M. AMIOT (pension BARBET).

AT et AS sont deux droites qui touchent une section co-

nique quelconque aux points B et C ; on mène une troisième

tangente quelconque DE, et par tes points D et E , où elle ren-

contre les deux premières, on trace des parallèles à ces tan-

gentes (fig. 25).

On propose :

1° De déterminer le lieu des points d'intersection M de ces

parallèles; \

T De reconnaître que l'angle EFD, sous lequel on voit,

de l'un des foyers de la section conique F, la tangente mobile

ED, conserve une valeur constante dans toutes les positions

de cette tangente.
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3° On examinera le cas particulier où la section conique

est une parabole, et Ton fera voir que dans ce cas les seg-

ments interceptés sur les portions AB, AG des tangentes fixes

par la tangente mobile sont réciproquement proportionnels.

I. Je prends pour axes des coordonnées, les deux tangentes

fixes; j'appelle a et b les distances de l'origine aux points de

tangence C et B.

La section conique donnée a pour équation une expression

de la forme

11 faut exprimer que cette courbe est tangente aux deux

axes des coordonnées aux points C et B. 11 est nécessaire pour

cela que les équations que Ton obtient en faisant alternative-

ment/ = 0 et x = 0 dans l'équation de la courbe aient deux

racines égales, la première à a, la seconde à b ; pour que cela

ait lieu, il faut et il suffit que les coefficients de l'équation et

les quantités a et b satisfassent aux relations suivantes .-

E '=CF Da = F

On peut remplacer ces quatre relations par celles-ci :

Je subslitue dans l'équation de la courbe, aux coefficients-

> D, E, F leurs valeurs ; cette équation devient •

y+2Bjcr + ~o:a-~26r — 2—x-f b* = 0
a a

n
Je pose pour simplifier — , = R

j + y +
o i t maintenant y =r mx + n l'équation de la droite EDs,
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pour exprimer que cette droite est tangente à la courte, je
•aïs renpbcer dans l'équation de la courbe y par sa valeur
tirée de l'équation de la droite, et poser que réqu»tioorésul-
tante en x a deux racines égales. Cettoeonditionse traduit par

(mu— bm—aK+Bn)*= (m9 -f 2 f t»+ K)(n' ~ 2*» -f V)
Si je développe, j'obtiendrai, toutes simplifications faites, eu

b%

observant que K = —,,

WB'—-\—2mnb(-—B)--2Ka(B—)n+2b2 (-—%) m = 0.

Je supprime le facteur B —

W

En appelant x et ̂ , les coordonnées à l'origine de la droite
£ B , coordonnées qui sont en même temps les coordonnées

y
courantes du lieu cherché, j'ai n=y et m=E-— - ; substituant à

iwetà n leurs valeurs dans l'équation précédente, je trouve
pour celle du lieu, après la suppression du facteur y qui
donne Taxe des .r, solution qui ne saurait convenir -.

C'est l'équation d'une hyperbole dont les asymptotes
sont parallèles aux axes de coordonnées, et qui passe par
les deux points B et C.

Si je suppose que la courbe donnée soit une parabole, j'ai

Ba=K, d'où B x= ± - . E n prenant le signe-f, je trouve que

l'équation de la courbe donnée est( y-\— x— b Y=0,cette

équation représente alors la droite des contacts B, G. Je rejette
cette hypothèse : en prenant le signe — au contraire, la courbe



donnée est une vraie parabole el j'obtiens pour l'équation
du lieu

c'est précisément l'équation de la droite qui unit les points de
contact.

II. Il est aisé de voir que la tangente mobile coupe les deux
tangentes fixes en des segments qui sont réciproquement pro-
portionnels. Car DM étant parallèle à AC, j'ai

BD:AD=BM:MC,
j'ai pareillement

À E : E C = B M : M C

et à cause du rapport commun
BD:AD=AE:EC.

III. Je vais démontrer que l'angle formé par la réunion du
foyer aux points d'intersection des tangentes fixes par la tan-
gente mobile est constant.

Je rappellerai ce théorème. Dans toute section conique, la
ligne qui joint le point de rencontre d'une sécante et de la
directrice au foyer correspondant est bissectrice de l'angle
supplémentaire de l'angle formé par les rayons vecteurs qui
vont du foyer aux points d'intersection de lu sécante et de la
courbe.

Je vais faire voir maintenant que la ligne qui unit le point,
d'où Ton a mené les deux tangentes fixes à la section conique,
et le foyer, est bissectrice de l'angle formé par les deux rayons
vecteurs partant du foyer pour aller aux points de contact.

Je supposerai qu'il s'agisse par exemple d'une ellipse : il
me suffit de démontrer que la ligne KF (fig. 26) est perpendicu-
laire sur celle qui unit le foyer au point où la corde des con-
tacts rencontre la directrice correspondante au foyer que je
considère.

Je prends l'ellipse rapportée à son centre et à ses aies pour



axes des coordonnées; j'appelle x", y" les coordonnées du
y"

point K : le coefficient angulaire de la droite KF sera - ~ — ;
oc • • c

celui de la droite IF, les coordonnées du point I étant

a b(c-~x) C-*JC
—, - ,sera » - ; le produit de ces deux coeffi^

cients angulaires étant égal à — 1, les deux droites sont rec-

tangulaires, et laHgneKFest bissectrice de l'angle des rayons

vecteurs.

11 est facile maintenant de résoudre la question proposée.

Soit une tangente HH', j'unis les points H, R, Hf au foyer ;

j'ai, en vertu du théorème précédent, RFH' = H'FM',

RFH=HFM ; je conclus de là que l'angle HFR' est constant

et égal à la moitié de l'angle MFM'.

Il est aisé de voir de plus que, dans le cas de la parabole,

cet angle est supplémentaire de l'angle des tangentes fixes,

car cet angle étant le même, quelle que soit la position de la

tangente mobile, il aura cette valeur constante quand la tan-

gente sera perpendiculaire à l'axe de la parabole, mais alors

les lignes FH et FH' sont perpendiculaires sur les tangentes

fixes, puisque le lieu des pieds des perpendiculaires abaissées

du foyer sur les tangentes est la tangente au sommet, les deux

angles en H et H' étant droits dans le quadrilatère KHFH', il

suit bien que l'angle en F est supplémentaire de l'angle en K.

Ce quadrilatère étant inscriptible, on voit que le lieu des

foyers des paraboles tangentes à trois droites données est

la circonférence circonscrite au triangle formé par la ren-

contre de ces droites.

Note. Le théorème i est une conséquence immédiate de

l'équation donnée (t. III, p. 188) ; savoir

2kab* + Zk'ba' — Ib* + 2nab •— la — ma'b* = 0 ;

les axes touchant la courbe, on a / = l' ==: 0 ; l'équation
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devient divisible par ah, et Ton a 2kb-{-2k'a-\-2n--mab~0,

hyperbole dont a et h sont les coordonnées courantes ; les

coordonnées du centre de l'hyperbole sont doubles des co-

ordonnées du centre de la conique donnée.

Le théorème 2 a déjà été démontré (t. II, p. 535, et t. III,

p. 439).

Le théorème 3 a déjà été démontré (t. I , p. 449 et t. III,

p. 184). Tm.

NOTE

sur la solution analytique des problèmes etmsur un problème

d'arithmétique sociale.

P A R M. ÇUII.I.ET,
ancien élève de l'Ecole normale.

I. Lorsque la solution analytique d'un problème particulier

dépend de l'emploi des modes les plus généraux de repré-

senter et de combiner les quantités, il n'est pas indifférent

de résoudre l'équation finale, à laquelle il conduit, par telle

ou telle méthode de calcul. Il faut surtout se guider sur la

nature de celui ci, dans le choix de la mélhodeà suivre pour

arrivera sa véritable solution. Il est encore plus nécessaire

de ne pas perdre de vue son énoncé particulier , lorsqu'une

restriction de cet énoncé , originairement exprimée dans le

calcul, à l'aide de signes algébriques, peut disparaître dans

son développement suivant la manière dont ce calcul est

dirigé; pour trouver des exemples de ces deux circonstances,
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il suffit d'avoir recours à k théorie de» fonction* symétriques
et à celle des combinaisons.

V Quand OR veut exprimer rationnellement, au moyen des
coefficients a, aa, a, am d'une équation donnée du degré
(/»), la somme des puissances entières, semblables et positives,
de degré m — p des racines de cette équation, on parvient à
l'une ou à l'autre des deux relations générales suivantes

Sffi—p -f- tf,Sm—p— i -}"••• #m-pSo = 0.

2° Lorsqu'on veut déterminer, sans employer le raisonne-
ment par induction, les formules qui donnent par des pro-
duits de facteurs le nombre de combinaisons simples d'espèce
donnée, que l'or! peut faire avec m lettresMifférentes, on ar-
rive de diverses manières aux équations suivantes :

Pm = m9m^, C*
tn

m

m m — n m _i m m — n

Ces formules, ainsi que les précédentes, ne sont, au fond, que
des équations aux différences finies, à une ou à deux variables
indépendantes ; et pour en déduire les fonctions discontinues
des nombres entiers m, n,p, qui correspondent aux solutions
des problèmes ci-dessus énoncés, on emploie ordinairement
la méthode des multiplications ou des substitutions successi-
ves ; or, il y a une observation à faire sur cette méthode de
calcul. Il est indispensable de l'employer dans la solution du
premier problème qui répond à l'équation

-f... amSp = 0.
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En effet, lmtégrate complète de cette équation linéaire aux
différences finies à coefficients constants, sans second mem-
bre, est

§P *= <U*+ «**/+.-
d'où

Sm+p = Ctx*H1>+C^*iP -f... ?

C,,Ca ^désignant™ constantes arbitraireseix t,x t....xm

précisément les m racines de l'équation donnée ; en sorte
qu'en faisant C,r=Ca C m = 1 dans la valeur de Sm + P , on
serait ramené au point de départ du calcul ; puisqu'il s'agit de
calculer Sm+P en fonction des coefficients de l'équation pro-
posée et sans la résoudre.

Le problème qui dépend de l'équation

Sm—p -j-^Sm—p— i -)-.•• am-pS0 = 0

donne lieu à la même remarque. Son intégrale générale n'est
pas connue, que je sache; d'ailleurs, pour le résoudre, il fau-
drait, non recourir à cette intégrale, mais opérer par la mé-
thode des substitutions successives, ce qui ferait connaître
l'expression de S m - P . On peut encore calculer les sommes

Sm-p-i ... en prenant les coefficients des termes du
q>'Cr)

quotient —- ; ces coefficients sont respectivement, dans leur

ordre, les sommes So, Si , ainsi que M. Desmaret Ta fait
voir (p. 169 du IeP vol.).

11. Considérons maintenant à la fois dans la théorie des
combinaisons les deux équations

qui terminent le tableau précédent, et examinons la méthode
de calcul qu'il convient d'employer pour leur développement.
La seconde se déduit de la première en divisant par P« cha-
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can des termes de son premier membre ; mais cette restriction

s'efface d'elle-même, et ne subsiste pas dans le résultat du cal-

cul des substitutions successives j en sorte que cette méthode

ne fait connaître que la valeur de An
w, et ne peut être em-

ployée que pour le développement de la première équation.

11 faut donc, pour déterminer la valeur ordinaire deCn
m au-

trement que par la relation connue

A*

avoir recours à l'intégrale générale de l'équation aux diffé-

rences finies partielles
m

ym> n y m—1, n == 0 ;
m — n

pour la trouver, faisons m = / + 1, observons que Ton a par

définition

et supprimons pour abréger les indices : l'équation précédente

pourra être mise sous la forme

- y

On peut alors la considérer comme une équation ordinaire

aux différences finies du premier degré et du premier ordre,

entre deux variables discontinues y et /, n étant regardé

comme constant. Son intégrale générale en termes finis, sera

donc O

? ( \ désignant le produit de toutes les valeurs de la

fraction entre les limites de l'intégrale 2, et C la con-
m—n

C ) L a c r o i x , C. 0 , 1 . 1 1 1 .
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stante arbitraire, que nous regarderons comme une fonction

arbitraire et discontinue du nombre n.

Gela posé, on peut donnera m les valeurs successives en-

tières et positives qui s'étendent depuis le nombre m jusqu'au

nombre 2ra -f-1 y compris ces deux nombres, alors

* \m — n) ~~~ (m—n) (m— n — 1)... 3.2.1 '

et en réduisant

\m — n)

Aiusi, dans cette hypothèse, la valeur générale de ym> n sera

ym, n ==: [wi {m— 1)... (m— TÎ-} -1) ]C;

et pour retrouver les valeurs ordinaires de An
w et Cn

m, il suf-

fira d'attribuer successivement à C, dans cette dernière for-

mule, les deux valeucs

III. On me pardonnera peut-être à cette occasion de repro-

duire ici, comme susceptible d'intéresser quelques lecteurs,

la solution donnée anciennement par M. Gournot dans le

Bulletin de Férussac (1830-31), d'un problème d'algèbre lé-

gale sur les successions irrégulières; je regrette de ne pouvoir

insérer la spirituelle rédaction.—La solution de ce problème,

lorsqu'on tient à s'assujettir à la lettre de la loi, dépend delà

résolution , par la méthode des substitutions, de deux équa-

tions, dont Tune est du premier degré et l'autre aux diffé-

rences finies à deux variables. En voici l'énoncé et l'analyse

sommaire.

Le droit d'un enfant naturel, venant en concurrence avec

un au moins ou plusieurs enfants légitimes, est, d'après le

code civil français, le tiers de la portion héréditaire qu'il

aurait eue s'il eût été légitime. Il s'agit de déduire de cette
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condition la part de chaque enfant naturel ou tégiftfoie,
lorsqu'on connaît le nombre des enfants de chaque catégorie,
ainsi que le montant de la succession qui doit être répartie
entre eux.

n étant le nombre des enfants naturels, / celui des enfants
légitimes, et la somme à partager entre eux étant, pour fixer
les idées, représentée par l'unité ; soient yn , i et ocn% i, les
parts respectives de chaque enfant naturel et légitime, on
aura pour première équation du problème

«r»,' + '•**, i = l • (1)
Supposons maintenant, pour tin moment, que l'un des en-
fants naturels soit considéré comme légitime, la part de
chacun des autres enfants naturels sera, dans cette hypo-
thèse, exprimée par la notation jr*_ l f i+ 1 , et leur part
collective par (/i — l).r*-i, J-M ; il restera donc à partager
entre les (/+*) enfants supposés tous légitimes, la somme

et le tiers de la part de chacun d'eux étant égalé à yny *,
fera connaître la seconde équation du problème, savoir :

en faisant n=\ dans cette équation, le second membre se

réduit à une quantité connue ; ainsi on peut, par des

substitutions successives, calculer en fonction des nombres
/*, / , la valeur générale dej-n, i. En ayant égard aussi à
l'équation (1), on trouve pour yn, i et xn, i les valeurs sui-
vantes :

)...3.2.1

n(n—1J...3.2.1
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le signe change d'un terme au suivant, dans les deux for-
mules, à partir des premiers termes, qui sont positifs; ainsi
il faudra prendre les signes supérieurs on inférieurs, selon
que n sera pair ou impair. 11 est donc facile, d'après ces for-
mules , de construire, pat avance, une table à double entrée,
dont les limites comprennent entre elles toute l'étendue
des valeurs éventuelles, que peuvent prendre simultané-
ment n et /.

Note. L'article 757 du code civil est ainsi rédigé. Le droit
de l'enfant naturel sur les biens de ses père ou mère décédés
est réglé ainsi qu'il suit : « Si le père ou la mère a laissé des
descendants légitimes, ce droit est d'un tiers de la portion
héréditaire que l'enfant naturel aurait eue s'il eût été légi-
time : il est de la moitié lorsque les père ou mère ne laissent
pas de descendants, mais bien des ascendants ou des frères
ou sœurs ; il est des trois quarts lorsque les père ou mère ne
laissent ni descendants, ni ascendants, ni frères ni soeurs. »
Cette rédaction présente quelque obscurité ; que faut-il eu-
tendre par ces mots : « la portion héréditaire qu'il aurait eue
s'il eût été légitime? » à première vue, on croit qu'il s'agit
de supposer que tous les enfants sont légitimes, alors chacun

aurait — — , et par conséquent la part de chaque enfant
l+n

naturel sera —r-j—- ; mais ceite solution est évidemment
3(/+n)

fautive (*) : il s'ensuivrait que la part de l'enfant naturel serait
toujours la même pourvu que l+n fût constante; ainsi qu'il
y ait un enfant naturel et l enfants légitimes, ou bien l en-
fants naturels, et un enfant légitime, la pflMe l'enfant
naturel serait toujours ; telle ne pouvait être la

3 (1 - | - 1 )

O C'est pourtant celle qu'on lit dans l'excellent commentaire de M. Rogro»
sur le code. T».
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pensée du législateur ; mais il faut, comme on fait dans la

solution précédente, calculer quelle serait la part de la

succession pour chacun des enfants naturels pris isolément,

s'il devenait légitime, et prendre ensuite le tiers de cette

part ; ce qui fournit l'équation (2). 11 y a deux cas qui

échappent à cette solution : savoir pour n = 0 la valeur de

yo,i est évidemment nullej posons / = 0 , l'équation (i)

donne yn, o = - ; mais d'après les dispositions de l'art. 757,
n

on aura y%%9 = ^ ou bien y%%0 = ~ . T m

NOUVELLE D É T E R M I N A T I O N

du rayon de courbure de l'ellipse.

(Par un Abonné.)

Voici encore une détermination du rayon de courbure de

l'ellipse (voy. t. III, p. 596). Celle-ci est appropriée au cas

où on construit lellipse en augmentant ou diminuant dans

un même rapport toutes les ordonnées d'un cercle.

Soient n le point de l'ellipse, et M le point correspondant

du cercle : ces deux points sont sur une même ordonnée.

Soit p le rayon de courbure de l'ellipse en [x ^ a l'angle que

fait la normale avec l'ordonnée.

Soit aussi a' l'angle que fait, avec la même ordonnée , la

normale au cercle en M ; et soit de plus r' le rayon de cour-

bure de l'ellipse au sommet de Taxe qui est parallèle à l'or-

donnée pa^ppt par m et M ; de sorte que si a et b sont les

demi-axes de l'ellipse,, le rayon de courbure rf est égal à

a* b2

—, ou à . On a la détermination :
o a

r'.COS3a'=p.COS3a,
qui se prête à une constraction très-simple et très-facile.
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LETTRE

Sur les fractions continues.

Mon cher monsieur Terquem,

Le dernier numéro des Nouvelles Annales contient une

lettre de M. Guilmin, relative à ma note sur les fractions

continues périodiques. Cette lettre demande une réponse :

soyez assez bon pour accueillir celle-ci.

M. Guilmin dit d'abord : « M. Catalan démontre une pro-

position dont voici l'énoncé : Dans une fraction continue

périodique, le nombre des périodes étant illimité, il est indif-

férent d'en prendre une de plus ou une de moins. »

Cet énoncé n'est pas de moi, et je serais fâché qu'il en fût.

M. Guilmin dit ensuite :

« Soient

1

y ^

"""*" £+etc.
» Si on forme successivement les réduites de x efde,^, en

prenant dans chacune le même nombre de quotients incom-

plets , on aura chaque fois le même résultat pour les deux;

or une réduite ~ obtenue à cette condition, diffère de x et

de y, dans le même sens d'une quantité moindre que... » etc.

J'avoue qu'il m'est absolument impossible de suivre ie

ANN.DE M4THÉM. IV. 1 8
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raisonnement de M. Guilmin, et d'attacher un sens clair à
des phrases telles que celles-ci :

« Si on forme successivement les réduites de oc et de y,
>» en prenant dans chacune le même nombre de quotients in-

» complets » ;

» On aura chaque fois le même résultat pour les deux » ;
» Une réduite commune obtenue à cette condition » ;
» Diffère dans le même sens d'une quantité... 5 »

etc.
Je voudrais, encore un coup, débrouiller cet écheveau,

mais je ne puis.
M. Guilmin dit plus loin : « M. Catalan a moins eu peut-

» être pour objet de démontrer cette proposition que d'établir
» les théorèmes, » etc.

La supposition de M. Guilmin est très-fondée. Si j'avais
voulu seulement démontrer la proposition dont il s'agit,
j'aurais dit :

P O
« La différence entre deux réduites consécutives —, — „

p
peut devenir aussi petite que l'on voudra, si —, occupe un

rang assez éloigné ; donc la différence entre deux réduites
P U
^ , —, distantes Tune de l'autre d'un nombre déterminé

de rangs, peut également devenir moindre qu'une quantité
donnée; donc on pourra satisfaire à l'inégalité yn—rn+i<o »

Je suis content d'avoir laissé à M. Guilmin l'occasion de
chercher une démonstration.

La note incriminée contient la formule :

dans laquelle P, F , N , M' sont des constantes. M. Guilmin
trouve plus commode d'employer cette autre formule :
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dans laquelle P, P', N , N' sont des variables : permis à lui.

Enfin, M. Guilmin enlève quelques mots et quelques

virgules à cette malencontreuse note ; il supprime quelques

calculs; il appelle A ce que j'avais appelé Q , etc. Cesper-

fectionnements lui permettent de démontrer en deux pages

une partie de ce que j'avais démontré en trois pages et demie.

Ici, je n'ai rien à dire : car l'économie est une belle chose !

Agréez, mon cher M. Terquem, l'assurance de mes sen-

timents affectueux et dévoués.
E. CATALAN.

21 avril 1846.

QUESTIONS PROPOSÉES

93. Soient A, B , C, les longueurs de trois cordes issues

d'un même point d'une circonférence de cercle5 B étant la

corde intermédiaire.

Conformément à la notation très-expressive recommandée

par Carnot, représentons par AB l'angle des droites A et B;

et ainsi des autres.

On a, comme il est facile de s'en assurer, la relation

(«) A.sinBC -f-C.sinAB = B.sinAC.

A la surface de la sphère, A , B et C représentant trois

arcs de grand cercle issus du même point d'un petit cercle,

et terminés à leur seconde rencontre avec ce même petit

cercle, on a une relation qui ne diffère de la précédente

qu'eu ce que les longueurs A, B et C, sont remplacées par

t a n g - A , tang - B, t a n g - C .
À À ï£

On propose de rechercher s'il y a un théorème analogue à
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la relation (a), pour quatre cordes de la sphère qui seraient
issues d'un même point de la surface.

PAR UN ABONNÉ.

94. Discuter complètement la surface du troisième degré

zf -f Bxy -f- Cx*-j-'Dy ~f Ex + F = 0:
Tm.

95. Etant donnés n points situés d'une manière quelconque
dans un plan, construire le plus petit cercle qui les enve-
loppe tous. Tm.

96. Si, dans l'angle de deux droites prises pour axes de
coordonnées, on inscrit une ligne polygonale régulière,
ayant l'origine pour centre, on aura entre les abscisses à
l'origine x ,x*\ x"\.. x*), des côtés du polygone , et l'or-
donnée Y du premier sommet à partir de Taxe des x, la

relation - = — + -J, + — +• ••+ T V
Y x' ' x' x ' ' x(n)

PRODHET.

97. Couper un triangle par une transversale, de manière
que trois segments non consécutifs soient égaux.

PROUHET.

THÉORÈMES ET PROBLEMES

Sur les centres des coniques.

f. Problème. Etant donnés trois points et le centre d'une
conique, trouver une équation de cette conique.

Solution. Soient A, B, G les trois points, et O le centre
donnés j faisons AB = ^, AC= q, et prenons AB pour axe
des x et AG pour axe des y ; l'équation de la conique sera
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de U forme y -f Bxy -f Or'— qy — Cpx = 0 ; soit t l'ab-

scisse et u l'ordonnée du centre. On a

_Bq—2Cp __BÇp—2C? t _Bq
'— B* — 4C ' " ~ B* 4C ' â ~ BQ— 4C ' " ~ B*— 4C ' â ~ BQp-2C?'

C = ~ — : — — : ; mettant cette valeur de C dans celle

Bpt+2(pu qt)'
de t et divisant par Bt, on obtient B'pt-\-B [2pu—2qt~pq\

-=z 2q (2M — q) ; d'où B = — , B = - ~ ; les valeurs cor-

q% u //2U"mmmCf\
respondantes de C sont C = — C = - { \.

2g q1

l trCas. B== — , C = ~ ; l'équation de la courbe devient
P P

(y+ x){y + x — q )=0; c'est le système de la droite

BC et d'une droite parallèle passant par l'origine, et on sait

qu'il y a alors une infinité de centres, situés sur la droite

2py -}- 2qx —pq = 0.

2e Cas. B = ~ , C = - ( \ ; l'équation de la

courbe devient •.
t(2t—p)yk—(2u—q){2t—p)xy-\-u(2u—q)x*— J

La nature de la courbe est déterminée par l'expression ••

(2a — q) (2f—p) [2pu - j - 2qt —pq) ; c'est le produit des trois

équations des côtés du triangle, ayant pour sommets les

m\V\euxdes côtés du triangle ABC ; la position du centre

donne le signe de chaque facteur.

II. Théorème Le lieu du centre d'une conique [tassant par

trois sommets d'un triangle, et semblable à une conique

donnée, est une ligne du quatrième ordre, touchant les trois

côtés du triangle aux milieux de ces côtés.

Démonstration. La condition de similitude est exprimée



— 262 —

par ïa relation (1+C—Bcos?) = a (B*—4© (t. I , p. 495) ;
a est une constante donnée positive si la conique donnée
est une hyperbole, et négative si cette conique est une el-
lipse. Substituant pour B et C leurs valeurs en let u, on aura

[t (2/ —p) + U(2u — ç) + (2u— q) t&L — p) COS7]'=:
= —a(2u — q) (2t—p) (Spu + Zqt—pq),

ligne du quatrième degré, sans asymptotes ; ce qui est évi-
dent à priori, puisque le centre ne saurait être l'infini, sans
que la conique devienne une parabole. Si Ton fait t = 0,

on a pour u quatre valeurs ; deux égales à - , et les deux

autres sont p (çQsy±\/a) \ ainsi ces deux dernières va-
leurs ne sont réelles que pour l'hyperbole; on parvient à
des résultats analogues en faisant u = 0 , le second membre
doit être essentiellement positif*, ce qui facilite la discussion
de la courbe qui est du premier genre (Euler, Int. in anal,
inf., t. II, p. 140).

Lorsque la conique donnée est un cercle, alors a~—sin3?,
la courbe doit se réduire à un point ; je n'ai pu parvenir à
mettre cette réduction en évidence.

III. Problème. Étant donnés deux points d'une conique ,
une droite^tangente et le centre, trouver une équation de
cotte conique.

Solution. Prenons la tangente pour axe desjr, et la droite
qui passe par les deux poinls fixes pour axe des x ; soient
toujours t et u les coordonnées du centre, quantités con-
nues ; remplaçant, dans l'équation générale de la conique ?

les six coefficients par leurs valeurs en k, k\ l, /', /*, elle
prend cette forme (v. t. I, p. 490)

(*• __ ml)y— 2 (M'-fmn) xy + (F — mV) xy +
•+2 (k'l+kn):y+ 2 [kl'+Kn) x + n%— II! = 0,
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Taxe des . r étant une tangente, on a / = 0 ; divisant toute
k Je i'

l'équation par w% et faisant — = t, — = M, et désignant —

par \ et — par ri, l'équation générale prend cette forme t

ty—2(ut+tï) xy-\-{u*—l)x*-\-2triy-\- 2(iï+uri)jc+n" = 0.
Posant y = Ç , on a les deux équations tl+un! = a (i*a—).) •

«" z=zb{u% — l), où a et b sont des quantités connues par

les données de la question ; d'où

remplaçant dans l'équation générale * par sa valeur, il vient

équation dont tous les coefficients sont connus ; la discussion
des deux valeurs de n ne présente aucune difficulté.

IV. Problème. Etant donnés deux points d'une conique, une
droite tangente, et le rapport des axes principaux, trou-
ver le lieu du centre.

Solution. Conservons la même notation ; le rapport des
axes étant connu, on a l'équation (t. I, p. 495)

[( a- | . t)C_f_u(u*4-tt')-f>2(a-|-0 (ut + ri) COS v]a =

= kc {a 4-/) (ut-{-ri) [aut -f ri (a + /) ],
c est donnée; en mettant au lieu de ri sa valeur et faisant

disparaître ensuite le radical, on parvient à une équation du

douzième degré, qui est le lieu du centre.

V. Problème. Étant donnés, un point d'une conique,

deux tangentes et le centre, trouver une équation de cette

conique.
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Solution. Prenons les deux tangentes pour axes coor-
donnés, et soient x\ y les coordonnées du point donné, t
et u celles du centre, on a ici / = /' = 0 ; et l'équation géné-
rale devient (III)

/>' — 2(ut+ri)xy+u*x3-\-2triy+2urix+ri2=0, OU «'=—,
m

le point (x\ y') étant sur la conique, on a donc, pour déter-
miner ri, i équation

nH + 2ri[ty - x'y + ux'~) = — {ty—ux/)\
et

ri=jcy~- ty' — ux'± y/x'yXx'y'-- 2y't — 2ux'-\- lut)*

Observation. Si l'un des trois facteurs qui sont sous le
radical devient nul, alors ri est rationnel, et il n'y a qu'une
seule solution.

VI. Théorème. Le lieu géométrique du centre d'une co-
nique touchant deux droites fixes, passant par un point
donné, et semblable à une conique donnée, est du huitième
degré.

Démonstration. La condition de similitude donne

{?+u>+2 (ut+ri) cosyY = 4cn'@ut+n') (t. I, p. 495),

mettant à la place de ri sa valeur et faisant disparaître le
radical, on obtient une ligne du huitième degré, qui se ré-
duit au quatrième degré lorsque ri est rationnel.

VII. Problème. Étant donnés le centre d'une conique , et
trois tangentes, tronver une équation de cette conique.

Solution. Prenons, deux de ces tangentes pour axes coor-
donnés , et soit dy-\-ex-\-f=. 0, l'équation de la troisième
tangente, on a donc l—H — O-, la condition de tangence
de la troisième droite est

— 2rfe/i + / w / 1 + %fdk' -f îfek = 0 ( t. Il, p. 108),
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et divisant par m,

— 2deri+f>+2fdu'+2fet=0y d'où „'

l'équation générale de la conique est donc (voir ci-dessus III),

r y _ _ 2 (ut -f- n') jry 4- M V + 2*/t'y + 2a/i'x + /i'a = 0 ,

remplaçant «'par sa valeur, on obtient l'équation cherchée,

l'espèce de la conique dépend de l'expression ri [2ut -f- ri).

VIII. Théorème. Le lieu du centre d'une conique touchant

trois droites données et semblable à une conique donnée, est

du quatrième degré.

Démonstration. La condition de similitude donne

[f -f- tf-j- 2 (ut-\-?ï) cosv]* = kcri (2itf+ *');

remplaçant ri par sa valeur (VII), on trouve une équation du

quatrième degré sans asymptotes.

IX. Théorème. Le lieu du centre d'une conique passant

par trois points donnés, et dont le rectangle des axes est

donné, est une ligne du huitième degré.

Démonstration. Conservons la notation du problème I , la

constance du rectangle des axes est exprimée par la relation

La = cra3; c est une constante (t. I , p. 493); rapportant L

et m à l'équation (1), problème I , on a

L = AEa — BDE 4- CDa = ut (2t —p) (2u — q)

i(2pu-{-<Zqt — pq) {pu - f qt—pq) — p*q*] ,

m = (2w— q) (2t — p) (2/?u+ ïqt — pq).

Ainsi l'équation du lieu cherché est

uVa [ {2pu -f 2qt —pq) {pu -f qt —pq) —p*qj =

ligne du huitième degré qui touche, aux points milieux, les

côtés du triangle ABC.

X. Théorème. Le lieu du centre d'une conique qui passe
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par deux points fixes, et touche une droite, et dont le rec-
tangle des axes est constant, peut atteindre le trentième
degré.

Démonstration. Adoptons la même notation que pour le
problème III ; rapportant L et m à l'équation (2), il vient

L=4(a+/)(«/+»') [Nn'+a'ui6], N= at*

m = 4 [a+t) {ut+ri) [aut+n! (u

et faisant disparaître les ri* à l'aide de la relation

= bu(ut+iï),

faisant n' = - ï— où R représente le radical qui
a-\-t

entre dans la valeur de n\ on verra qu'en faisant disparaître
le radical, l'équation peut s'élever au trentième degré.

( La suite prochainement. )

NOTE

Sur l'angle de contingence et sur l'angle de torsion.

I. Deux tangentes à une courbe plane ou à double cour-
bure infiniment rapprochées forment quatre angles, dont
deux sont aigus et infiniment petits, et deux autres obtus,
différant infiniment peu de deux angles droits -, ou nomme
ordinairement angle de contingence celui de ces quatre an-
gles qui ne renferma pas le petit arc de courbe. Le sinus de cet
angle est évidemment égal au sinus de l'angle formé par les
deux normales principales qui passent par les extrémités du
petit arc. Si du sommet de cet angle comme centre on décrit
une circonférence dans le plan de l'angle (plan osculateur),
la longueur du petit arc intercepté est la mesure de l'angle,
et, à cause de sa petitesse, cette longueur est aussi celle du
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sinus de cet angle, ou du sinus de l'angle de contingence ;

désignant par ds\ ds, R , le sinus ou Tare de l'angle des

deux normales, la longueur du petit arc de courbe, la
ds

longueur du rayon de courbure, on a ^ ' s - , équation

que Ton énonce ordinairement ainsi : l'angle de contingence

est égal à la différentielle de Tare divisée par le rayon de

courbure; mais cette locution semble renfermer quelque

chose d'indécis. Une quantité infiniment petite, une diffé-

rentielle prise isolément, ne présente aucun sens. Nous

croyons que les considérations suivantes, empruntées à la

théorie infinitésimale de Newton, et dont nous avons déjà

fait usage, sont propres à jeter quelque clarté sur ce point

de doctrine.

II. Soit/*(a?, y) = 0 , l'équation d'une première courbe

plane, et y(x, y)=0, l'équation d'une seconde courbe, située

dans le même plan. Par un point M pris sur cette seconde

courbe, menons deux tangentes MP, MQ à la première

courbe ; P et Q sont les points de contact. Lorsque le point

M se meut sur la seconde courbe, la corde PQ enveloppera

une troisième courbe, et soit O le point où la corde PQ

touche son enveloppe,prenons un point Mf infiniment voisin

de M, sur la seconde courbe, et concevons deux nouvelles

tangentes M F , MQ' ; PPf et QQf sont deux arcs infiniment

petits, et d'après un théorème de JN ewton (v. t. III, p. 580), l'on a

PP' PM.OP
7̂ 777 = A M ' A A » concevons par P et F deux normales se
yQ yjVl.UQ

rencontrant au point T, et de même en Q et Q' deux nor-

males se rencontrant en U ; ces points sont, comme on sait,

les centres de courbure en P et en Q, et l'on a
angle P T F U Q P F __ UQ PM.OP
angle QUQ' ~~ TP ' QQ' ~~ TP QM.OQ'

ainsi les angles de contingence en P et en Q, tous deux infi-



— 268 -

niment petits, ont donc entre eux un rapport fini, qui

dépend de la nature de la seconde courbe que Ton peut

prendre arbitrairement ; donc ce rapport est aussi arbitraire.

On est convenu de prendre une seconde courbe telle que

PM OP
le rapport soit constamment égal à l'unité; ce qui

répond au cas où la corde PQ soustend constamment un arc

. A . , .PP' angle PTP' OQ
de môme longueur; alors on a aussi QQ>=a ng l e Q O Q ^ f l » '

c'est-à-dire qu'alors les angles de contingence sont en raison

inverse des rayons de courbure.

III. On peut encore éclaircir ce qui précède par des

considérations de mouvement. Supposons que la première

courbe soit parcourue d'un mouvement uniforme par un

point matériel avec une vitesse égale à l'unité. De sorte
ds

qu'en tous les points on aura — = 1 j à partir du centre de

courbure T portons TI = 1 sur le rayon de courbure TP,

entre T et P ; concevons que le point I tourne avec la nor-

male TP, pendant l'instant dt, autour du point fixe T ; la

vitesse angulaire du point I sera — . — = r— ; ainsi l'an-

gle de contingence n'est autre que la vitesse angulaire du

rayon de courbure autour du centre de courbure; en générai

si on développe une courbe, de telle sorte que l'extrémité

du fil ait une vitesse constante égale à l'unité, l'angle de

contingence d'un point delà développante est la même chose

que la vitesse angulaire du fil en ce point.

Lorqu'un point matériel est assujetti à décrire une ligne

donnée, on sait que la pression en chaque point est repré-

sentée par le carré de la vitesse en ce point divisé par le

rayon de courbure; donc, si cette vitesse est égale à l'unité,

la pression est représentée aussi par l'angle de contingence-
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IV. Angle de torsion. Soit une figure polygonale plane

ABC DEF ;.. rendant fixe le côté AB, supposons que BC tourne

autour de lui-même en se tordant d'un angle a, et entraîne avec

lui le reste de la figure ; alors le plan CDEF... fera avec le plan

ABC un angle a-, dans cette position, fixant CD, supposons

que DE se torde d'un angle a et entraîne le reste du poly-

gone; alors le plan DEF... fera avec le plan BCD un angle

de torsion a', et opérant ainsi successivement sur tous les

côtés, on aura un polygone gauche, où trois côtés succes-

sifs seront toujours dans deux plans différents dont l'incli-

naison dépend de l'angle de torsion; et réciproquement

tout polygone gauche peut être conçu comme étant le ré-

sultat de la torsion d'un polygone plan. Si on remplace le

polygone par une courbe plane et opérant d'une manière

analogue, on obtiendra une courbe gauche; les plans des

deux côtés successifs deviennent des plans oscillateurs;

chaque angle de torsion est évidemment infiniment petit;

mais le rapport de deux angles de torsion est une quantité

finie,qu'il est facile de déterminer En effet, soit un point P

pris sur une courbe gauche; par ce point passent trois

droites déterminées de direction, savoir : 1° la tangente à la

courbe ; 2° la normale principale, ou celle qui se trouve dans

le plan oscuiateur ; 3° une perpendiculaire à ce plan ; prises

deux à deux, ces droites forment trois plans, lesquels, con-

sidérés pour tous les points de la courbe, ont pour enveloppe

trois surfaces développables se coupant orlhogonalement. Le

plan déterminé par la première et la troisième droite coupe

sa surface enveloppe correspondante suivant une courbe

plane, dont deux normales infiniment voisines sont perpen-

diculaires à deux plans osculateurs infiniment voisins de la

courbe gauche ; donc l'angle de contingence de la courbe

plane mesure l'angle de torsion de la courbe gauche, et

nous savons que cet angle de contingence est mesuré par la
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valeur réciproque du rayon de courbure de la courbe plane
qu'on peut appeler le rayon de torsion de la courbe gauche;
ainsi ce genre de ligne a une courbure qu'elle partage aussi
avec les courbes planes, et qui consiste dans le changement
incessant de direction des tangentes, et une autre courbure
qui résulte de la torsion ou du changement incessant de
direction des plans osculateurs ; c'est ce qui a fait donner à
ces lignes le nom de courbe à double courbure, qu'on doit
à l'académicien Pi tôt.

Dans le cas actuel, la courbe à double courbure, d'après
le théorème de M. Dupin, est une ligne de courbure dans
chacune des trois surfaces développables. Tm.

THÉORÈME SUR L'ELLIPSE.

P A R M. EUGÈNE J U B E ,
licencié es sciences mathématiques et physiques.

La bissectrice de l'angle que font entre elles deux tan-
gentes à une ellipse, est aussi bissectrice de ïangle qu'on
forme en joignant leur point de concours aux foyers.

Fig. 23. Soient CT, CT deux tangentes à une ellipse dont
les foyers sont F, F'. On sait qu'en menant FT, F T , et
prolongeant ces lignes de quantités TM = TF, TM'=: TT,
les points M et M' sont les intersections de deux cercles
ayant leurs centres en Ff et en C, et pour rayons le grand
axe de l'ellipse ou. FM, et CF. Il en résulte que F'C divise
en deux parties égales l'angle MCM', et par suite MCF —
FCMr= 2FCF. Mais les tangentes CT, CT sont bissectrices
des angles MCF, MCF, donc TCF - FCT' = FCF, et par
conséquent TCF' = FCT'. La bissectrice de l'angle FCF' di-
visera donc aussi en deux parties égales l'angle TCT'.
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Corollaire I. Si on imagine une nouvelle ellipse passant

par le point C , et ayant aussi F et F' pour foyers, sa nor-

male en C sera la bissectrice de l'angle FCF', donc les deux

tangentes CT, CT' seront également inclinées sur la tan-

gente au point C à la seconde ellipse.

Corollaire II. La bissectrice de l'angle FCF' divisera en

deux parties égales tous les angles que forment les couples

de tangentes menées par le point C à des ellipses ayant F et

F; pour foyers. Deux tangentes d'un même couple sont éga-

lement inclinées sur celles d'un autre couple quelconque.

Corollaire III. Pour mener une seconde tangente à une

ellipse par un point C pris sur une première tangente tracée

CT, il suffit de joindre CF', CF, et faire avec cetfc dernière

ligne un angle égal à F'CT.

THÉORÈMES A DEMONTRER

Et questions à résoudre sur la théorie des équations et des

coniques.

FAR M. JLEBESGUE

L'équalion xm--AI.r
m~I-|-Aa.rn \ . . z t A m = O, multipliée

par jrn"m, conduit tout de suite à

$„ - A,$tt_, + Aa$«-2... dbA.m\n-m = 0 , (a)

en représentant par §a la somme des a* puissances des m

racines.

Démontrer pour le cas de n entier positif ou négatif :

1° que tous les termes du groupe $» sont détruits par une

partie des termes du groupe A f$n-i, que les termes restante

de ce groupe sont détruits par une partie des termes du

groupe suivant A^n-2 et ainsi de suite. 2° Montrer que pour
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le cas de n positif < m , le groupe An$o de wAn étant dé-

composé en / iA n - f (m — n) An , Véqoation (a) se partagera

en deux

(m — 71) An — An+i$-i + A»+2$-2 — •• • ± Am$- (m-») = 0.

L'équation (a) peut-elle conduire à quelques conséquences

utiles pour le cas des puissances fractionnaires?

Théorèmes et problèmes sur Vellipse.

(On les étendra à l'hyperbole).

I. Trouver la distance p d'une normale à l'ellipse au

centre de cette courbe.

II. La distance maximum est a — 6, en représentant par

a et h les demi-axes.

III. Toute autre distance/? répond à deux normales (on

ne considère qu'un quart d'ellipse).

Ces normales,, et les points de l'ellipse par lesquels on les

mène, peuvent être dits associés.

IV. Un certain point est associé à lui-même, il répond à

la distance maximum.

Les propositions précédentes conduisent à la construction

de Fagnano pour les arcs d'ellipse à différence rectifiable,

et montrent qu'elle n'es t qu'un cas particulier des belles

constructions de M. Chasles.

NOTE SUR UN TRIPLE EMPLOI.

Nons nous sommes rappelé trop tard que le théorème de

M. Poncelet, traité ci-dessus par M. Jubé, a déjà été démontré

par M. Gérono d'une manière absolument semblable (t. III,

p. 499), et encore t. II, p. 538. Il devient de plus en plus

nécessaire de consulter les tables du Journal, si bien détail-

lées par M. le professeur Anne.
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NOTE

Sur les nombres associés; généralisation du théorème

de IVilson.

P A R M. S . PROUHET,

Professeur au collège royal d'Auch.

1. Deux entiers a et a' inférieurs et premiers à P sont dits

associés par rapport à ce dernier nombre, lorsque le produit

est de la forme P-f-1. En général a! est différent de a ; mais

lorsque a = l , o u P — 1, l'associé de a est le nombre a lui-

même , et on a l'égalité

Les nombres qui jouissent de cette propriété pourraient

être nommés associés doubles, par rapport à P. Notre princi-

pal but, dans cette note, est de rechercher combien il y a

d'associés doubles pour chaque valeur attribuée à P, ou, en

d'autres termes, combien il y a d'entiers moindres que P

propres à satisfaire à la relation

(1) X1 — i = r P .

I.

2. Nous supposerons d'abord P impair, et égal au produit

de deux nombres A et B premiers entre eux. On satisfera à la

relation (1) en posant

* — 1 = À , x + l = B .

C'est-à-dire en prenant pour x un nombre à la fois Â » *

AHK. ©E MATHÉM IV 19



et B — 1 ; nous savons qu'il existe toujours un nombre
moindre que AB et remplissant ces deux conditions (*).

On pourra encore prendre x à la fois À — 1 et B — 1 ; ce
qui donnera un second associé double, différent du premier -r

puisque les deux nombres x— 1 et x-\-1 , dont la différence
est 2, ne peuvent pas avoir de facteur commun impair.

Ainsi chaque manière de décomposer P en deux facteurs
premiers entre eux donne lieu à deux associés doubles.

On n'a pas à craindre qu'un autre mode de décomposition
donne les mêmes associés. Car, soit encore P = A'Br. Si Ton
avait en même temps :

A' devrait être premier avec B, et B' avec A, d'après la re-
marque faite plus haut. Donc, puisque AB = A'Bf, A' de-
vrait diviser B, et de mémeB' devrait diviser A; ce qui ne
peut avoir lieu; à moins que A r = B , Bf = A, ou que les
deux modes de décomposition soient identiques, ce qui est
contraire à l'hypothèse. Donc.

Il y a deux fois autant d associés doubles par rapport à un
nombre impair P, qu'il y a de manières de décomposer P en
deux facteurs premiers entre eux.

II.

3. En second lieu, supposons P = 2m A. B, A et B étant
deux nombres impairs premiers entre eux, et m étant au
moins égal à 2.

Si l'un des deux facteurs x— 1, x-\-1 est pair, il en sera
de même de Vautre. On satisfera donc à la relation (1) en
dosant

C) Voir tome IV, p. 7S, lerarae 1.
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ou en prenant a? à la fois (2 W ~ 1 A) + 1 et B—t : or H existe
deux nombres moindres que 2(m~'A.E), et remplissant ces
deux conditions.

On peut encore prendre pour x un nombre à la fois

(VP^A) — 1 et B-f-1 , ce qui donne deux associés doubles.
On démontrerait comme plus haut, qu'ils sont différents des
premiers.

Ainsi chaque manière de décomposer P en deux facteurs
premiers entre eux, donne lieu à quatre associés doubles.

4. Voyons maintenant si les associés doubles provenant des
deux décompositions P = 2mA.B et P = 2wAr.Bf ne peuvent
pas être les mêmes. Pour qu'une pareille circonstance se
présente, il faut que le nombre x soit dans l'un des quatre
cas suivants :

Mais comme x — 1 et x -|-1 n'ont pas de facteur commun
autre que 2 , les deux premiers cas ne peuvent se présenter ;
et les deux derniers cas n'ont lieu que si on a simultanément :
m = 2 , A = B ' , B = A'.

Ainsi ce n'est que dans le cas de m=2 que deux modes de
décompositions (P = 4A. B, P = 4B.A), donnent les mêmes
associés. Donc

p
Suivant que-- est impair, ou pair, il y a deux fois ou

quatre fois autant d'associés doubles, par rapport à P, qu'il
y a de manières de décomposer P en deux facteurs premiers
entre eux.



— 276 —

5. Nous avons laissé de côté le cas où m = 1, c'est-à-dire où
P est double d'un nombre impair, parce que les raisonne-
ments précédents ne sont plus applicables. En effet, on ne
peut alors satisfaire à la relation (1) qu'en posant

.r — 1 = ( 2 À ) , x - f l = B
ou bien

ce qui donne seulement deux associés doubles. En outre, les
associés doubles provenant des deuxdécompositionsP=2A.B
et P = 2B.A sont évidemment les mêmes. Donc,

II y a autant d'associés doubles, par rapport à un nombre P
double d'un nombre impair, qu'il y a de manières de décom-
poser P en deux facteurs premiers entre eux.

III.

6. Désignons par v le nombre des associés doubles par rap-
port à P ; par K le nombre des facteurs premiers inégaux de
P. On sait que 2*"1 indique de combien de manières on peut
décomposer P en deux facteurs premiers entre eux (*). On
aura donc d'après les n°» 2, 4, 5,

v = 2* si P est impair.
i>=2*"1 si P est double d'un nombre impair,
v = 2* si P est quatre fois un nombre impair.
v = 2*+I si P est quatre fois un nombre pair.

7. Ces formules font voir que si P est une puissance ou le
double d'une puissance d'un nombre premier impair, il n'y a
que deux associés doubles, qui sont : 1, P—1.

Si P = 2m, m étant supérieur à 2, il y a quatre associés
doubles, qui sont.

1, 2w-f 1, 2—f4-i, 2 m - i .

O Legendre, Théorie des nombres, t. 1, p. 13.



- 277 —

IV.

8. Désignons par P, le produit de tous les nombres infé-
rieurs et premiers à P, et cherchons le reste de la division de
P., Par P.

Les nombres inférieurs et premiers à P, à l'exception des
associés doubles, se groupent par couples dont le produit est

delà forme P + l , îe produit de tous ces couples sera donc
de même forme. Ainsi le reste de P, dépendra au produit de
tous les associés doubles.

Pour trouver ce dernier reste, je remarque d'abord que si
a est associé double, il en est de même de P—«, car on a

H ensuite, que
a(9~ a) = P - Û J =r P - l .

Les associés doubles se groupent donc par couples dont le
produit est de la forme P — 1. Par conséquent le produit des
associés doubles sera P + 1 ou P — i, suivant que le nombre
de ces couples sera pair ou impair ; c'est-à-dire suivant que v
sera ou ne sera pas divisible par 4.

Donc, si on se rappelle les valeurs de ^ trouvées plus haut,
on en déduira le théorème suivant :

Le produit de tous les nombres inférieurs et premiers à P,
est de la forme P + 1 , excepté lorsque P est une puissance d'un
nombre premier, ou le double d'une puissance d'un nombre
premier. Dans ce dernier cas, le produit en question est de la
forme P — 1.

On voit que cet énoncé comprend le théorème de IVïlson,
déjà démontré dans ce recueil, par des considérations ana-
logues. (Voir t. II , p. 193 ).

Note. Nous possédons depuis longtemps une démonstration
du théorème de IVilson, généralisée et fondée sur la doctrine
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des résidus quadratiques de Gauss (Disquisitiones, sect. IV),
nous la donnerons avec l'exposition de cette doctrine dont
les théorèmes de M. Prouhet sont aussi des conséquences. Il
en est de même de la démonstration que M. Poinsot vient de
publier récemment dans le journal de M. Liouville (janvier et
février 1845), dont celle de M. Prouhet ne diffère pas essen-
tiellement. Tm.

THEORIE DU CALCUL ELEMENTAIRE.

FAR. M. AMPÈRE. (Œuvre posthume.)

(Fin, voir p. 109, 161 et 213.)

33. Il y a cette différence essentielle entre ces deux espèces
de nombres, que l'idée claire et précise que nous avons des
nombres rationnels, nous donne la facilité de les représenter
par des signes et de les désigner par des noms, dont on est
convenu de se servir pour cela ; tandis que nous ne pouvons
avoir aucune idée précise des nombres irrationnels, quoiqu'il
y en ait quelques-uns auxquels on a affecté des noms et des
signes, d'après les relations que Ton concevait entre eux et
certains nombres rationnels. Il est toujours facile, au reste,
de trouver des nombres rompus qui approchent d'aussi près
qu'on le veut de tous les nombres irrationnels qu'on peut
être dans le cas de vouloir déterminer, el qu'on est dans
l'usage d'employer à la place de ces irrationnels ; on n'ob-
tient à la vérité par là qu'une valeur approchée des grandeurs
qu'on détermine par ce moyen, mais cet inconvénient n'est
d'aucune conséquence dans l'application du calcul aux arts,
aux sciences et aux besoins de la société, l'exactitude rigou-
reuse y étant si peu nécessaire, qu'on a coutume, dans
la seule vue de simplifier les opérations du calcul, de ne se
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servir que de valeurs approchées, même pour les nombres

rationnels, lorsque les valeurs exactes de ceux-ci seraient

trop compliquées , ou sous une forme peu commode à l'exé-

cution de ces opérations.

La quatrième espèce de nombres, a dû sa naissance à

la perfection que le calcul a acquise depuis quelques siècles.

On ne peut douter cependant que les anciens n'aient fait

quelquefois l'espèce de comparaison dont elle est le résultat,

puisqu'il nous arrive assez souvent de la faire dans le cours

de la conversation, mais com me c'est moins une espèce de

nombres, absolument différents de ceux dont BOUS avons parlé

jusqu'à présent, qu'une modification particulière dont ils

sont tous susceptibles, ils se servaient des mêmes noms pour

les exprimer, en indiquant cette modification par le reste de

la phrase; et n'ayant pour les désigner aucun nom, ni aucun

signe particulier, ils ne les distinguaient point des autres

nombres ; on ne s'est avisé de cette distinction qu'après avoir

établi un signe pour les désigner, et ce ne sont que les pro-

grès ultérieurs du calcul qui ont fait sentir combien elle était

indispensable pour lui donner la généralité et l'uniformité

sans lesquelles il n'aurait jamais approché du degré de per-

fection où il est aujourd'hui porté II est même très-digne de

remarque, que l'idée de cette distinction est très-postérieure

à l'invention de ce signe qui avait d'abord une signification

absolument différente, mais qu'on a changée insensiblement

comme il arrive dans toutes les langues, au sens attaché à

une foule de mots, pour lui faire exprimer une idée qui

manquait de signes par cela même que la distinction sur la-

quelle elle repose, n'avait été saisie que lorsque le calent eut

faits de grands progrès ; il parait même qu'elle ne l'a été que

très-imparfaitement par les auteurs de noslivresélémentaires,

qui ont tous donné d'abord à ce signe sa signification primi-

tive, pour la modifier ensuite successivement, ce qui a jeté sur
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les principes du calcul une sorte d'obscurité, que je me suis

efforcé de dissiper, en présentant ici le sens attaché à ce signe

sous un point de vue absolument différent, et conforme à l'usage

qu'on en fait réellement dans toutes les opérations du calcul.

L'espèce de comparaison dont nous allons tirer l'idée de

cette nouvelle sorte de nombres n'est pas seulement néces-

saire à cet objet,.on verra dans le premier livre de cet ou-

vrage , que ce n'est que d'elle qu'on peut tirer une définition

précise des relations existantes entre différents nombres qui

servent de base à toutes les règles fondamentales du calcul (*),

définition d'autant plus importante, qu'il serait presque im-

possible de rendre raison sans elle d'une partie de ces règles,

et surtout des modifications qu'elles éprouvent, lorsqu'après

les avoir appliquées au calcul des nombres entiers, on passe

successivement à celui des autres espèces de nombres.

Cette sorte de comparaison diffère de toutes les autres en

ce qu'au lieu de comparer entre elles les grandeurs elles-

mêmes , on ne compare que les inégalités qui peuvent exister

entre deux grandeurs et qui, comme nous l'avons déjà dit,

doivent être rangées dans la classe des grandeurs qui résulte

de la comparaison de deux objets, il est évident que celle de

deux inégalités suppose nécessairement quatre grandeurs,

homogènes deux à deux, pour qu'il puisse exister entre elles

deux inégalités. Et comme dans l'explication que nous allons

en donner, il faudra en parier sans cesse sans risquer de les

confondre ; je crois qu'il est à propos pour éviter au lecteur

(*) Toutes ces règles soni fondées sur deux relations principales existantes
entre les nombres, par lesquelles des nombres étant donnés, ils en déterminent
deux autres: l'un qu'on appelle leur somme, et Vautre leur produit. Tous les au-
teurs élémentaires, au lieu d'en présenter l'idée sous le point de vue le plus
général, en ont tiré les premières définitions du cas le plus particulier, celui
des nombres entiers, et cette idée étant dés lors absolument incomplète a semblé
en contradiction avec celle qu'il fallait se former de la somme et du produit,
relativement aux autres nombres; telle est la source de l'obscurité dont j'ai
parlé tout à l'heure et que j'ai surtout cherché à éviter.



1 ennui et l'embarras des longues périphrases, de désigner

ces quatre grandeurs, comme les mathématiciens et quelques

métaphysiciens désignent les objets dont ils traitent, je veux

dire par les lettres de l'alphabet.

Soient donc, A et B, deux grandeurs de même espèce entre

lesquelles on suppose une inégalité quelconque ; C et D, deux

grandeurs aussi homogène$$ntre elles, qui peuvent indiffé-

remment être ou ne pas être de l'espèce des deux premières

A et B, et qui déterminent une seconde inégalité : la compa-

raison de ces deux inégalités, ne pourra plus éprouver au-

cune difficulté dès qu'on se sera fait une idée juste de ce qu'on

doit précisément entendre par deux inégalités de même

valeur. Le seul cas où cette idée n'ait pas besoin d'éclaircis-

sement est celui où A est égal à C, car il est clair qu'il faut

alors que B le soit aussi à D, pour que l'inégalité de A et de

B soit la même que celle de C et de D.

Dans tout autre cas on ne peut se faire une idée bien nette

de cette identité de valeurs, qu'en considérant la plus petite

des deux grandeurs A et B, comme égale à une portion de

la plus grande et de la plus petite des deux grandeurs C et D,

sous le même point de vue relativement à la plus grande. Le

changement par lequel les deux plus grandes seraient respec-

tivement réduites à la même valeur que les deux plus petites,

consiste alors dans une opération par laquelle on en détruit

ou du moins on en sépare la portion restante, et comme

cette opération détermine évidemment l'inégalité qui se

trouve entre les deux grandeurs qu'elle ramène à légalité,

on s'assurera que l'inégalité de A et de B, est la même que

celle de C et de D, lorsque celte opération sera précisément

la même dans les deux cas.

Si Ton ne considère dans ces deux opérations que la portion

retranchée, elle sera dans la première homogène à A et à B,

dans la seconde à C et à D , on ne pourra donc comparer les



inégalités déterminées de cette manière, que dans le cas ou

les quatre grandeurs seraient de mêtne nature.

M y a une autre manière de considérer la même opération

qui paraît moins simple et moins naturelle, mais qui a l'avan-

tage de permettre la comparaison des deux inégalités, soit

que les deux grandeurs homogènes A et B , soient ou ne

soient pas de même nature quéNC et D , et qui est d'ailleurs

le seul moyen d'établir des relations entre des grandeurs

hétérogènes, en ne comparant d'abord , à la vérité, que des

homogènes, mais en comparant ensuite les résultats de ces

premières comparaisons.

Cet autre moyen de se faire une idée précise de l'opéra-

tion , par laquelle nous pourrions séparer (*), de la plus

grande de deux grandeurs, les parties qu'elle a de plus que

l'autre, consiste à la partager en un certain nombre de par-

ties égales, et à prendre ensuite un nombre déterminé de ces

parties pour en former une réunion égale à la plus petite.

Pour que l'inégalité de A et de B, considérée de cette ma-

nière , soit égale à celle de C et de D, il est évident d'après

la définition que nous avons donné du nombre que celui qui

exprime la manière d'être respective des deux premières

grandeurs, soit le même que celui qui détermine celle des

deux dernières.

Il ne faut pas croire que ces deux manières de considérer

les inégalités donnent les mêmes résultats quand il s'agit de

les comparer, il est aisé de voir, au contraire, que deux iné-

galités peuvent très-bien avoir la même valeur quand on les

(*) Au lieu de déterminer ainsi l'inégalité de deux grandeurs, par la diminution
qu'il convient de faire éprouver à la plus grande , pour qu'elle devienne égale à
la plus petite, j'aurais pu considérer l'augmentation que celle-ci devrait éprouver
pour devenir égale à la plus grande, mais la première m'a paru plus aisée à
comprendre, comme plus analogue à l'action physique que nous pouvons exercer
sur les objets dont nous sommes environnés, qui nous donne le moyen d'en
détruire ou d'en séparer quelques parties, plutôt que celui d'en ajouter de nou-
velles.



considère SQUS on de ces deux points de vue, et des valeurs

très-différentes sous l'autre. C'est pourquoi il en résulte,

comme on le verra plus en détail dans le livre deux, une

double sorte de calcul fondée sur les mêmes opération», mais

absolument différente dans ses résultats. Ce soat les conditions

particulières à chaque question qui déterminent la manière

dont il faut comparer les inégalités qui se trouvent entre les

grandeurs dont on s'occupe ; pour éclaircir ce que jç viens

de dire, prenons des exemples simples et familiers à tout le

monde. Supposons d'abord que A et B soient les âges de deux

hommes, à une certaine époque ; D et C leurs âges à une

autre époque : il est évident que l'inégalité, considérée sous

le premier point de vue, sera la même dans les deux cas, puis-

qu'elle dépend toujours seulement de l'intervalle de temps qui

s'est trouvé entre la naissance de l'un et celle de l'autre ;

maintenant si A et B désignent les longneurs de deux pièces

d'une même étoffe, C et D, leurs prix, il devra encore y

avoir la même inégalité entre A et B, qu'entre C et D, niais

les deux premières grandeurs n'étant pas homogènes aux

deux autres, ces deux inégalités ne pourront être comparées

qu'en les considérant comme déterminées par des nombres.

C'est dans la comparaison de deux inégalités de même va-

leur, d'après les définitions précédentes, que l'on retrouve

l'idée du nombre un, telle que nous l'avions déduite de la

comparaison des grandeurs mêmes. Voyons comment on peut

retrouver, dans celle de deux inégalités de valeurs diffé-

rentes , tous les autres nombres , dont nous avons déjà parlé

pour déterminer d'abord deux changements, dont la compa-

raison donne pour résultats les nombres entiers deux, trois ,

quatre, etc.; et leurs réciproques.- demi, tiers, quart, etc.

H suffit de concevoir que la même opération qui, exécutée

sur la grandeur C, a produit une nouvelle grandeur D ,

la différence à C soit la même que celle qui se trouve
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entre A et B, soit répétée d'abord sur la grandeur D , et en

produise une nouvelle E ; ensuite sur cette grandeur E et en

produise une nouvelle F, et ainsi de suite, car il esl évident

que l'inégalité qui se trouvera alors entre C et E , comparée

à celle de A et B, donnera le nombre deux, que celle qui se

trouvera entre C et F....
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10. Condition nécessaire à la comparaison de deux grandeurs.
n . Définition des grandeurs homogènes et hétérogènes.
12. Réflexion particulière à ce sujet.
13. Réflexion sur une autre espèce de grandeurs.
14. Suite des articles 8e(9; invention des mesures.
15. Avantages qu'on retire de l'usage des nombres.
16. A quoi se réduit la détermination des nombres qui se trouvent dans les

grandeurs les plus à notre portée.
17. Quelles sont les ressources qui nous restent en cas contraire, idée des

relations qui existent entre diverses grandeurs.
18. Éclaircissements et exemple».
19. Distinction entre les calculs élémentaire , supérieur et transcendant.
20. Explication de la plus simple relation qui puisse exister entre deux gran-

deurs, et du nombre un qui en est le résultat.
21. Explication de ce qu'on entend par grandeurs égales et inégales.
22. Signes d'égalité et d'inégalité.
23. Des nombres qu'on découvre suceesssivement après un
24. Première espèce dcnombres : les entiers.
25. Réflexion sur l'usage qu'on fait, en mathématiques, des mots unité et quan-

tité.
26. Seconde espèce de nombres : les romput.
•il. Suite de l'article 25.
28. Troisième espèce de nombres : les irrationnels.
29. Stfite des articles 25 et 27.
30. Définition des nombres réciproques.
31. Explication de la manière dont on s'aperçoit de l'exiitence des nombres

irrationnels.



32. Suite de l'article précédent; définition du mot incommensurable.
33. Des nombres rompus approximatifs qu'il convient de substituer aux irra-

tionnels.

Note. Le manuscrit finit à l'article 33 , qui devait servir à
expliquer l'origine de la distinction entre les nombres posi-
tifs et négatifs. L'illustre auteur cite le livre premier et le
livre second de l'ouvrage, auquel le manuscrit sert d'intro-
duction.

Nous reproduirons quelques fragments de cet ouvrage, déjà
publiés dans la correspondance mathématique de M. Que-
telet, et tout ce qu'on voudra bien nous communiquer.

Tm.

COMPOSITION D'ANALYSE.

Au concours d'agrégation 1842 (V. tom. 3, p. 517j.

Étant donnée une série de paraboles qui ont même axe et
même foyer, déterminer les courbes qui coupent ces paraboles
à angle droit.

Déterminer les courbes qui coupent à angle droit une série
d'ellipses de mêmes foyers.

P A R M. A H M A I H ) P A R C T
Ancien élève de l'Ecole polytechnique.

1. La parabole, rapportée à son sommet, a pour équation
connueya=2/?x. Cette équation devient, en portant l'origine
au foyer : ( 1) y1 = 2px-\-p\

Telle est donc, en supposant indéterminé le paramètre
2p, l'équation collective de toutes les paraboles de même
axe et de même foyer.

En un point x,y de l'une d'elles, la direction de la tan-
dy p

gmte est donnée par le coefficient différentiel —- = - que
r dx y ^
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Ton peut exprimer en fonction seulement des coordonnées du

point, en tirant de l'équation (1) la valeur du demi-para-

mètre p== xdb Vx2 -4-r*~ ̂ e 5a* donne :

J
Au même point, x, y, doit passer une des trajectoires

orthogonales demandées, et son coefficient différentiel y doit

[ dy~\ y

^ = ^ i r r 7 = = = = i (3), c'est-à-dire que telle est
l'équation différentielle des courbes cherchées. Pour l'inté-
grer nous passerons aux coordonnées polaires : c'est uno
marche dont Và-propos est indiqué par l'homogénéité de l'é-
quation , et par la présence du seul radical [Sx* -j- y\ Po-
sant donc : y = ps\nco jr=pcosw; d'où il résulte successi-
vement - dy=sin ^dp -\- p cos adv, dx=cos <*dp — p sin &>«?&> ;

. do
sin w ~ 4- pcos co

dy du . . .
-r- = ; ; il viendra en substituant dans (3
dx dp

cosw ~
. dp ,sinw—- 4-pcosco

dv smw . , . A .
== , qui devient en simplifiant

dp . cos « qp 1
cos t» ~-—psmwqpcosw) dp l q z c o s w , /rNj r i , ou bien — = db —=^ dw (4).

p sm± , ou bi ^
aco smw p smw
Par la correspondance des signes, cette équation se partage

dp sin^w , dp COSTW ,
en ces deux autres : — = ——- «*>, — = —7—7—a&>, quiP cosfw 0 smiwP

. A A
donnent respectivement étant intégrées o = —r—-, p=-r-;—>

F r COS î«o' r si» i^
intégrales que l'on peut aisément, par remploi d'un double
signe, réunir en une seule p = —^ , p' représentant
une constante arbitraire double de celle désignée par A.



— m -
L'équation polaire, collective, des trajectoires demandées

p'
est donc p = —f- , équation d'une parabole rapportée

1 .. * COS w

à son axe et à son foyer, donnée d'ailleurs tout entière par
un seul des deux signes. On reconnaît par là que les para-
boles proposées, c'est-à-dire ayant l'axe et le foyer donnés ,
se partagent en deux systèmes • celles ouvertes d'un côté,
et celles ouvertes de l'autre, et que toutes celles d'un sys-
tème coupent toutes celles de l'autre à angle droit.

II. Cette propriété pouvait être reconnue à priori, car
1° l'équation (2) fournissant deux valeurs toujours réelles

dy
de - , c'est qu'en chaque point du plan se croisent deux pa-

dx
raboles ayant l'axe et le foyer voulus, mais leurs coefficients

différentiels respectifs H- î i et - ,

ont pour produit — 1 , elles se croisent donc à angle
droit, etc . . L'équation (2), équation différentielle des para-
boles données, devient d'ailleurs en faisant disparaître

( dy \2 fdy \

- j - ) + %xy ~-\ — y = 0, ou bien
CLJCJ \CLX I

/dy\a x /dy\
(~- + 2 - ( -f- ) — 1 = 0, et sous cette forme, le der-\dx} ^ y \dx)
nier terme — 1, montre encore qu'en chaque point passent
deux courbes qui s'y coupent à angle droit.

2° Soient deux paraboles de sens contraires, ayant l'une
et l'autre l'axe et le foyer voulus, et se coupant en M ; leurs
tangentes en M coupant respectivement l'axe commun en
T et T' aux distances FT et FT du foyer commun F, on
sait que FM est égale d'une part à FT, d'autre part à FT',
par suite le triangle TJV1T' est rectangle en M , etc. Ou bien
si on mène par le point commun M la droite A À' perpendi-
culaire commune aux directrices des deux paraboles, les



deux tangentes bissectrices, comme on sait, des angles

supplémentaires adjacents AMT, A'MT seront perpendicu-

laires entre elles, C.Q.F.D.

III. Généralement soit F(x,y, a)-. A une famille de

courbes, pour en trouver les trajectoires orthogonales, il

faudra manifestement en tirer, comme dans l'exemple pré-

cédent ( -— \ d'abord fonction de xy y, a. Puis seulement

de x, y ; soit ( — j = <t>(x,y) ; puis en conclure j -j- =r

équation différentielle des trajectoires.

Mais si de F {x, y, a) on ne peut, ou ne veut pas tirer

explicitement ( — j , et qu'on soit seulement parvenu à la

relation n o n - r é s o l u e / ( x , y, \"j-\ ) = 0, il suffira d'y

( dy\ 1

—- \ par — , pour obtenir l'équation

LJdifférentielle des trajectoires que nous désignerons par

/ dy \

Si donc il arrive quefl x,y, — J = 0 , qui n'est d'ail-

leurs autre chose que l'équation différentielle des lignes

données, soit une équation inversement réciproque (*), le(dy\ - \
changement de L— 1 en — , faifait retomber sur cette

(") Nous nommons ainsi toute équation qui, admettant la racine», admet

nécessairement celle — , en d'autres termes, celle dont les racines font deux à
ce

deux le produit— 1. Les caractères propres de ces équations sont étudiés dans
tous les cours d'éléments.
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même équation, et 1§ famille donnée renferme en elle même
comme ci-dessus, ses trajectoires orthogonales. Pour en
citer un exemple aussi connu que remarquable : c'est ce qui
a lieu sur une surface pour ses lignes de courbure.

IV. L'ellipse rapportée à son centre et à ses axes a pour
équation connue a f / + b*x% — cfb* (5). Si Ton y suppose
a et b indéterminés sous la seule condition a*— 6a = c* (6),
elle convient alors à toutes les ellipses confocales.

En un pointa:, ̂ ,del'une d'elles, la direction delà tangente
ldy\ b7x

est donnée par le coefficient différentiel -f- ) = (7).
\dx) ay

L'élimination de a* et de b* entre les relations (5), (6), (7),

donne d'abord-, \y~x-y- f x+y-f- \ +c* ^- = 0,
L dx\ i dxj dx

J , fdyV c'4-y*—x*/dy\
puis en développant: ^-£j ± 2 _ _ ( ^ j - i^o (8).

Équation différentielle des ellipses proposées. Il suffirait,
comme nous l'avons remarqué ci-dessus, d'y remplacer
dy i
-r par r > pour avoir l'équation différentielle de leurs
dx dy

di
trajectoires orthogonales ; mais l'équation (8) étant inverse-
ment réciproque, convient en môme temps et aux courbes
proposées, et à leurs trajectoires orthogonales. Cependant
comme des ellipses confocales ne sauraient se rencontrer,
il est aisé d'apercevoir qu'elles ont pour trajectoires ortho-
gonales les hyperboles de même foyer. {V. t. III, p. 425).

En effet, ces hyperboles ont pour équation collective:
(5') ay—b'x7 = — a2b\ Sous la condition (6') a7-\-b*=:c\
H pour coefficient différentiel : (:') ( -^ ) = ~ . Ces trois

\dxj a y
relations (5'), (6'}, (7f) , ne différant de celles (5), (6), (7),
que par le signe de b\ l'élimination de cû et de — b* entre

A N N . DE M A T H É M . IV. 2 0
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(5?), (6') et (7') donnera comme celle de §a et de b* entre (5 )f

(6), (7), la relation (8) qui est ainsi l'équation différentielle
non-seulement des ellipses, mais plus généralement des
coniques confocales, et ces coniques se partagent en deux
groupes, celui des ellipses, et celui des hyperboles qui sont
réciproquement les trajectoires orthogonales les unes des
autres.

Il est d'ailleurs facile de justifier cette propriété par des
considérations géométriques comme nous l'avons fait pour
les paraboles ; car soient F, F'les deux foyers communs,
et M un point où se croisent une des ellipses et une des
hyperboles, leurs tangentes en M étant bissectrices l'une de
l'angle FMF', l'autre de son adjacent supplémentaire, sont
perpendiculaires entre elles, C.Q.F.D.

V. En représentant par [-j- \ et I - ^ , les valeurs des

coefficients différentiels respectifs de deux courbes en un

point commun, la condition connue pour qu'elles se cou-

pent à angle droit, est que (-£ J . [-£•] + 1 = 0. Cette

condition se retrouve à peu près sous la même forme dans
un système de coordonnées polaires. En effet soient alors

( zt\ et I — j , les nouveaux coefficients différentiels; les
du] L^J

courbes font avec le rayon vecteur mené au point commun

des angles qui ont respectivement pour tangentes trigono-

métriques t = j ~ , '' = p j - ip et si l'on veut que ces

courbes soient perpendiculaires Tune à l'autre, l'un de ces
angles doit surpasser l'autre de 90°, d'où résulte, comme
en coordonnées rectangulaires, la condition tt'-\-1 = 0, ou

>*•• (£)[!]+•••=»•



Telle est donc la relation générale de laquelle on peut
tirer l'équation différentielle en coordonnées polaires de»
trajectoires orthogonales, une fois connu le coefficient
différentiel des courbes primitives en coordonnées polaires.
Si Ton a seulement l'équation différentielle des courbes

primitives: F (p, w, (-J-) ) = 0 , il suffit d'y remplacer

( -~ ) par ~—, pour passera celle des trajectoires, et

si, par cette transformation, on retombe sur l'équation

, w, -y-j ) = 0, c'est que, comme dans le cas des

coniques confocales, le système de courbes proposé ren-
ferme en lui-même ses trajectoires orthogonales. Pour qu'il

dy
en soit ainsi, il faut et il suffit qne toutes les valeurs de ~ -

dx
tirée de F = 0, fassent deux à deux un produit — pa.

Ainsi les paraboles confocales ont pour équation collec-
— Ptive en coordonnées polaires: o== ~—, (9), d'où

=
'vcos oi ±: l)2 cos w ± 1

p-ir suite dans leurs trajectoires orthogonales

dpi —o(cos

J[ dpi

d<* J sm w cosw z p l '

Vdù ~\ fda
et cette coïncidence des valeurs de -7- I avec celles de ( -f

LawJ \rf&)
démontre encore la propriété reconnue ci-dessus des para-
boles confocales. On remarquera que l'équation polaire,
habituelle de la parabole est p = -— , parce que

1 —-~ COS co



flans l'équation (9), on ne prend que le signe inférieur, ce

qui suffit en. effet à donner toute la courbe, pourvu qu'on

suive toutes les valeurs d'&> depuis 0° jusqu'à 360°; mais il

faut bien se garder d'en agir ainsi dans la recherche qui nous

occupe, car en ne conservant que le signe inférieur dans (9),

on n'aurait aussi que le signe inférieur dans (10), et aussi

dans (11), et Ton n'apercevrait plus la coïncidence de ces

dernières formules.

Note. La question des trajectoires remonte à l'origine des

nouveaux calculs, et remplit une page btillante dans l'his-

toire de la science. C'est Jean Bernoulli qui s'en occupa le

premier, et imposa à ces courbes le nom qu'elles ont con-

servé. Il a été amené à ce genre de méditations parla théorie

des ondes lumineuses de Huyghens. Il est à remarquer que,

de nos jours, la physique de la chaleur a donné lieu à d'im-

portants théorèmes sur les surfaces trajectoires. On connaît

la vive et instructive polémique que cette matière a excitée

dans la noble famille, gloire del'Helvétie; ces froissements

d'atnour-propre ont fait sortir des étincelles de génie qui

nous éclairent encore aujourd'hui. Le grand Leibnitz entra

dans la lice et découvrit la différentiation sous le signe de

curva in curvam, vrai prodrome du calcul des variations.

Ayant en vue ces discussions, Leibnitz écrit à Jean Bernoulli,

de Hanovre, en date du 21 mars 1694 «Quanto pauciores

sunt solidœ scientiae cultores, eo magis inter se amicos esse

eonvenit. Sunt totalii, quos appello mercenarios inlitteris,

qui nihil agerent, nisi vei necessitate, vel pravis cupidi-

tatibus impellerentur. Hos inter se conflictari sinamus

(Comm. epist, t. II, p. 5).» Dans un autre endroit il lui écrit :

« Sed vide sterilescere hoc œvura in omni pêne génère doc-

trinae, et quanlo majora habent subsidia studiosi, eo magis

ignaviam invalescere {ibid. p. 97) ;» aperçu très-fin, obser-

vation juste et toujours vraie. Tm.
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NOTE

Sur la nature des racines d'une équation trinôme quelconque.

P A R M. OSSIABT BOSTIHBT,
répétiteur à l'École polytechnique (*}.

On sait que l'on appelle équation trinôme, toute équation
toile que

En explicitant toutes les formes qui peuvent se présenter eu
égard aux degrés de parité des exposants m et n, et aux
signes de p et de q, on aura les seize types suivants :

(1) x*m+px<*+q = 0, (2) a
(3) x™ - px271 + 2 = 0, W -r

(5) x>m+px>n+>+q = 0, (6) x>

(7) ^»__ p x a n + I - f 2 = ° » W ^ î m — ^ a i l + f — ^ = 0 ,
(9) j:am+' + p x s n + 2 = 0, (10) x ^ ^ + p x ^ — 2 = 0,

(11) .r'm+1 — px2n + 2 = 0, (12) o:afn+I—px*n -q = 0,
(13) j c a m + I + ^ î n + + 2 = 0 , (14) x2m+'+px>n+'—2 = 0 ,
(15) .r''**-1-1—jp>r

3n+I+2 = 0, (16) ^îrn+I—./?xaft+1—2 = 0.

Or l'équation (1) n'a aucune racine réelle, les équa-
tions (2), (4), (6), (8), Ont une racine réelle positive et une
racine réelle négative, les équations (9) et (13), zéro racine
positive et une racine négative, enûn les équations (12) et
(14), une racine positive et zéro négative j on peut donc se
bornera considérer les équations (3), (5), (7), (10), (11),

H V. t. I l , p , 321. Xn»a
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(15), (16) ; d'un antre côté, l'équation (3) a autant de racines
négatives que de racines positives, l'équation (5) n'a pas de
racines positives, et a autant de racines négatives que l'é-
quation (7) en a de positives ; l'équation (7) n'a pas déracines
négatives, l'équation (10) a une racine positive, et autant
de négatives que l'équation (11) en a de positives; l'équa-
tion (11) a une racine négative, l'équation (15) une racine
négative, enfin l'équation (15) a une racine positive et au-
tant de racines négatives que l'équation (15) a de racines
positives. Tout se réduit donc en définitive, à savoir déter-
miner le nombre des racines positives des équations (3) (7),
(11), (15), ou en général de l'équation

Xm — pxn-\-q = 0.

Ce nombre est zéro ou 2, d'après le théorème de Descartes ;
pour qu'il soit 2, il faut et il suffît qu'une certaine valeur
réelle de x rende

OU

Or, pour que cette inégalité subsiste pour une certaine
valeur de x , il faut et il suffit qu'elle ait lieu pour la valeur
de x qui rend xn {p — x™~n) maximum, valeur qui doit
vérifier l'égalité connue

d'où l'on tire

= ( - />^"

portant dans l'inégalité ci-dessus, on trouve pour la condi-
tion qui exprime que l'équation a deux racines réelles
positives:

m
m—n (il \m~n,

q < [ — p
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ou

l'inégalité n'excluant pas l'égalité.
La condition pour que 1 équation n'ait pas de racines po-

sitives est au contraire :

Euler dans son calcul différentiel est arrivé aux mêmes
résultats en se basant sur le théorème de Rolle. {CaputX\l>
§ 310.)

SDR LA

DÉCOMPOSITION DES FRACTIONS RATIONNELLES.

P A R M . F I N C K ,
professeur à Strasbourg.

Cette question faisant partie du programme d'admission à
FEcole Polytechnique, il ne sera pas hors de propos d'indi-
quer la méthode que j'emploie à mon cours d'analyse infini-
tésimale.

fx
I. Soit — la fraction, fx étant de degré moindre que

FJ: , et premier avec lui : soit x — a un facteur simple de
F*r = {x—a)<?x. Je pose xr= a + z, et j'ai :



Di visant fa -t zf'a -{-... par ya-\-zy'a-{-.-. les termes res-
tant dans Tordre où ils se trouvent, on a pour premier

terme du quotient — et un reste qui n'est autre chose que

—fa.®(a-\-z)
—-—TV ~ , ayant pour facteur z : donc

fx_ __ fa_ <?af(a±z)—fa<f{a+ z)
Fx ya,z zya.v (a - j- z)

On prouve comme à l'ordinaire que yaz=zYa ; donc nous
fa 1 fa 1

avons une première fraction partielle —- , - == ~- . .
Fa z F!a x-^a

Le reste, encore comme à l'ordinaire, en tant qu'il s'agit de
facteurs simples de Fx.

II. Passons aux facteurs multiples, etsoitFx=(jr—af.yx,
je pose encore x = a + z, et j'ai :

Fx

Or on n'a qu'à diviser encorefa+z'fa+..., par
et s'arrêter au terme en s*1"1, au quotient, ce quotient sera
delà forme A I + A a z + A 3 z g + . . . + An_1z'l~I. Quant au reste,
si Fx est de degré w, /!r de degré m—2, dans notre divi-
sion le diviseur q> {a-\-z) est dû degré m—«, le dividende du
degré m — 2, le quotient du degré /z—1, le reste sera donc
au plus du degré m — 1 • soit Rzn. Ce reste qui renferme
évidemment zn pour facteur, de sorte que R est du degré
m — n — 1 ; on aura :

fx A. + A.S+. . . + A , . , ^ 1 , R
Fx zn ' y(i-fz)

et de la fraction proposée, nous avons extrait les n fractions

partielles ;
 :—r,.,. n~' . plus la fraction —, dont
(x—a) x—a l <?x



le numérateur est du degré m — n — 1, et le dénominateur
est du degré m — n ; elle est donc de même nature que la
proposée.

III. Pour montrer que cette méthode est éminemment
pratique, je prends

fx 3x4— 1 l y S - f U * ' — 15.T+5

je pose x• = i + z > e t Je trouve :

Je divise le numérateur par (z+2)a (s—1)= •
voici l'opération, poussée jusqu'au terme en z* au quotient :

— 4 — 82.—za-|- z34~3:
1er reste — 8s — 4z a + 3z4

2e reste — 4sa-

3e reste — 6z 3 ~ 2s4— z5

Donc

fx
Actuellement au lieu de revenir à ~f pour en extraire

tx
les autres fractions, il est plus simple d'opérer sur

2z + za j\z ., , ., / , ( r ~ 2 )

fc)=>î 'ù pose z+2= '̂et J a i ^ f ! =6 — 2r -4- v2

—r^ —-', je divise le numérateur par —
«X (y—3)

1" reslc 0>--{-y

i ' reste j^*.
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donc

•/•"._ a y 2 4
*. ^"1"^0'-3) r' r —3'

et

2 , 1 , 2 1
{x— l)3 ' («r—l)a ' x — 1 ^ ( . r + i / a: — 2 '

On pourrait, de la division seule, déduire une formule

générale pour le numérateur de {x — «)"-*«; mais dans

chaque cas, la division est préférable.

Note. L'intégration des fractions algébriques rationnelles

par la décomposition en fractions partielles est due à Jean

Bernoulli (Voy. Op. omnia, t. I , p . 393), mais la méthode

généralement adoptée pour obtenir les coefficients à Faide

de dérivations est d'Euler. Le procédé par la division a été

proposé par divers, entre autres par un anonyme, dans le

journal de Gergonne, t. X , p. 255, et par le professeur

Dirksen, journal de Crelle, 1.1, p. 53 ; on possède aussi des

procédés combinatoires, ( Voir Cauchy, cours d'Analyse >

ch. X I , p. 365). Tm.

NOTE

Sur une propriété des courbes du second degré.

P A R M . CHAPPONT,
élève de mathématiques da collège Saint-Louis (classe de M. VINCENT).

Le produit des distances des deux foyers d'une ellipse à
une tangente quelconque est égal au carré du demi-petit
axe.
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Si on abaisse des perpendiculaires FP, FP' (fig. 25), sur
une tangente à l'ellipse, les pieds P, P', de ces perpendicu-
laires se trouvent sur la circonférence décrite sur le grand
axe AB comme diamètre. Cela étant, joignons PO et prolon-
geons OP et P'F jusqu'à leur rencontre en N.

Les triangles OFP, OF'N sont égaux comme ayant un
côté égal OF = OF adjacent à 2 angles égaux POF = NOF',
OFP = OF'N, donc ils sont égaux ; donc ON = OP, et par
suite le point N est sur l'ellipse ; de plus F'N=FP, et par
conséquent on aura :

FP.F'P = F'N.F'P' = AF.F'B= (a—c) {a+c) =a*—c*=b\

en désignant le demi grand axe par a, le demi petit axe

par 6, et la demi-excentricité par c.
Le théorème est absolument le même pour rhyperbole, et

on le démontre d'une manière semblable.
Je dis qu'on aura FP.FF=&9 (fig. 26). En effet le cercle

décrit sur l'axe transverse, comme diamètre, contient les
projections des foyers sur toutes les tangentes ; comme les
points P, F.. Joignons OP, et prolongeons cette ligne jusqu'à
sa rencontre en un point R avec la ligne F'F, les 2 triangles
POF,ROF' sont égaux comme ayant un côté égal OF=OF
adjaœnt à deux angles égaux, savoir : OFP = OF'R et
FOP=FOR. DoncOR = OP, et le point R est situé sur le
cercle; de plus FP = F'R; donc

FP.F'F = FR.FR.

Mais si on abaisse du foyer la perpendiculaire FQ, sur
l'asymptote, le point Q appartiendra au cercle, et la ligne
FQ lui sera tangente en ce point, et comme cette perpendi-
culaire est égale au demi petit axe b,
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RECHERCHES

Sur l'enveloppe de la corde d'une section conique, vue d'un

point de son plan, sous un angle constant.

P A R M. B R E T O N (DE CHAMP) ,
Ingénieur des ponts et chaussées.

Le traité des propriétés projectives des figures, renferme

plusieurs beaux théorèmes sur la corde d'une section conique,

qui est vue d'un point de son plan sous un angle donné. Le

savant auteur de ce livre si remarquable y a réuni tout ce

que Ton sait là-dessus, tant par ses propres recherches, que

par celles de ses devanciers. Il a démontré que l'enveloppe

est une section conique ; l'angle sous-tendu étant quelconque,

lorsque le sommet est sur la courbe ou à l'un des foyers, et

l'angle étant droit, lorsque le sommet occupe une position

quelconque. Enfin, dans le cas où la courbe se réduit à deux

droites, le théorème a lieu quelles que soient la grandeur de

Fangle et la situation du sommet.

Aucun de ces cas n'offre une solution générale de la ques-

tion. Aussi M. Terquem exprime-t-il (t. I I I , p. 124) le désir

que ces recherches soient complétées. C'est'ce que j'ai essayé,

ainsi qu'on va le voir.

1.— Avant d'entrer en matière, j'énoncerai deux lemmes.

1° II est toujours possible de couper une surface conique

du second ordre, de manière que la section projetée sur ua

plan donné, soit une circonférence de cercle.

2° La projection dn sommet du cône sur le même plan,

lorsqu'elle tombe au centre de la circonférence, est un

de la section faite dans le cône par ce plan.
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Les démonstrations ne présentent aucune difficulté ; je me
borne aux énoncés ci-dessus, prévenant d'ailleurs qu'il s'agit
uniquement de projections orthogonales dans cet article.

2. — Cela posé, d'un point pris arbitrairement sur la per-
pendiculaire au plan de la courbe donnée, qui a pour pied le
point fixe d'où la corde est vue sous un angle constant, comme
sommet, avec cette ligne pour base, concevons que l'on dé-
crive une surface conique. Le plan qui passe continuellement
par le sommet et par la corde mobile enveloppe une autre
surface conique du même sommet que la première ; cette
nouvelle surface sera du second degré, si l'enveloppe courbe
qui lui sert de base est une section conique. De plus, si l'on
mène un plan qui coupe à la fois les deux surfaces, la pro-
jection de l'une des courbes obtenues sera l'enveloppe des
cordes de la projection d*T l'autre, vues du point fixe sous
l'angle donné. Or il est toujours possible de faire en sorte
que cette seconde projection soit une circonférence de
cercle, donc il suffit de considérer la corde mobile dans le
cercle.

3. — Lorsque la bissectrice de l'angle passe par le centre
de ce cercle, on a immédiatement sur cette droite, deux
points de l'enveloppe; ce sont évidemment les extrémités
d'un axe de symétrie. Je prends cet axe pour ligue des ab-
scisses , le point fixe pour origine, ce qui donne l'équation
aux coordonnées rectangulaires du cercle :

y - j - ( . r - c ) 2 ^ r 2 (1)

dans laquelle c et r sont la distance du point fixe au centre,
et le rayon. Soit cp l'angle mobile , et a = tang. £ «p, les points
de l'enveloppe situés sur l'axe, auront pour abscisses les ra-
cines de Téquation (1), après que l'on y aura fait y = « x . Par
cette substitution elle devient :

(1 + a') :ra— 2cx — (r1 — ca)=0. (2)
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Je suppose, pour ûxer les idées, que l'origine est dans l'inté-

rieur du cercle, c'est-à-dire que l'on a r > c . L'équation delà

conique enveloppe, si c'est uneconique, sera doncdeia forme:

Ay - f (1 + a2) x2 — 2cx — (ra — c3) = 0, (3)

A étant un coefficient à déterminer.

Pour en connaître la valeur, amenons la bissectrice de

l'angle mobile à coïncider avec Taxe desjr. Dans cette posi-

tion, il est aisé de vériûer que le point de l'enveloppe est sur

Taxe des y, ce qui s'accorde avec la supposition que cette

courbe est.une section conique. Mais cette induction serait

trompeuse, c'est ce que je vais faire voir.

La valeur de A s'obtient sans difficulté. On trouve par un

calcul très-simple :

1 rJ — c' '

et en nommant b1 le carré du demi-axç parallèle auxj^, on a :

r1 — c7 +

D'un autre côté, si l'on détermine b\ de manière que la
tangente parallèle à l'axe des x soit sous-tendue par l'angle
donné, on arrive à l'équation :

b* (l-fa
a)—£'(>• ( i + a 7 - 4 c V ] + a 3 (r'—<?a=0,) (5)

à laquelle il faut que la valeur (4) de tf satisfasse, si l'enve-

loppe est réellement une section conique. Or la substitution

àe cette valeur conduit à l'équation de condition

C'est de là qu'on tirera toutes les solutions de la question,

le calcul ayant été fait de manière à n'en écarter aucune.

4. — On satisfait à l'équation ci-dessus, 1° en posant c=0.

Alors l'enveloppe est une circonférence de cercle, mais aussi
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le sommet de l'angle, d'après le deuxième lemme indiqué

au commencement de cet article, est au foyer de la courbe

donnée ; c'est un des cas traités par M. Poncelet.

2° En faisant ca = r\ Le sommet de l'angle est sur la

courbe, c'est encore un cas déjà connu.

3° a = 0 satisfait à la question, c'est évident, car cette hy-

pothèse rend nul l'angle mobile, et l'enveloppe n'est autre

chose que la courbe proposée.

4° En égalant à zéro le facteur 1 — a3, on obtient encore

l'un des cas traités par M. Poncelet, savoir celui où l'angle

est droit. L'enveloppe est une circonférence, ou une section

conique dans le cas général.

5.— Lorsque la section conique proposée se réduit à deux

droites, l'enveloppe est, comme on sait, une section conique.

Mais alors il est impossible de couper le cône suivant une

direction, telle que la section se projette sur la base suivant

un cercle. Aussi ce cas échappe-t-il à l'analyse qui précède ,

mais on a des démonstrations directes qui ne laissent rien à

désirer du côté de la simplicité.

6.— Ce qui vient d'être dit suppose une restriction, savoir :

que le point fixe est dans l'intérieur de la circonférence.

S'il en était autrement, la courbe pourrait n'être pas fermée,

et la question est de savoir si elle peut être une parabole ou

une hyperbole ; il faudrait pour cela qu'on eût 1 -f- aa = 0.

Ce qui ne saurait être; ou A < 0 : d'où résulterait pour b1

une valeur négative, or l'équation finale obtenue ci-dessus

est indépendante du signe de b\ donc elle comprend tous les

cas sans exception.

7.— La conclusion de tout ceci, c'est que les cas dans les-

quels on savait jusqu'à présent que la corde d'une section

conique, qui est vue d'un point de son plan sous un angle

constant, enveloppe une autre section conique, sont les seuls

possibles.
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THÉORÈMES ET PROBLÈMES

Sur tes centres des coniques.

( V. p. 266. )

XI. Théorème. Le lieu du centre d'une conique qui passe

par quatre points donnés est une conique.

Démonstration. Conservons les mêmes données et la même

notation du problème I (p. 260) et soient x\y\ les coor-

données du quatrième point D ; remplaçant x et y dans

l'équation (1) par x et y , et considérant *, u comme les

coordonnées courantes du centre, on a l'équation du lieu

cherché ; ordonnant par rapport à t et à w, il vient :

2x' (x'—p) u* — kxy'ut -f 2yr (y — q) Û-\-

II est facile de vérifier que la courbe passe par les neuf

points suivants : savoir, les six milieux des quatre côtés du

quadrilatère ABCD et des deux diagonales AD, BC et par les

trois points d'intersection des côtés opposés AB, CD ; AC, CD

et des deux diagonales AD, BC et c'est ce qu'on peut prévoir à

priori ; puisque les côtés opposés et les deux diagonales sont

trois coniques passant par les quatre points donnés, elles in-

tersections respectives sont les centres de ces coniques. Il s'en-

suit aussi que le centre de la conique est le point de moyenne

distance des quatre sommets A, B, C, D du quadrilatère.

Calculons les éléments de la courbe. On a sans aucune dif-

ficulté : m = 16xfyf {py' + qx'—pq) ; ce qui détermine l'es-

pèce de la courbe ; si le point D est dans l'intérieur du

triangle ABC ou dans les angles opposés à A, B, C , m est
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irégatif et le lieu est une ellipse ; ce qui est d'ailleurs évident;

€ar, dans ce cas, on ne peut faire passer une parabole par

les quatre points ; par conséquent, aucun centre ne peut être

à l'infini ; dans toute autre position du point D , le lieu est

une hyperbole et ne peut jamais être une parabole ; en effet

pour que Ton ait m= 0, il faut que D se trouve sur l'un des

trois côtés du triangle ABC ,* alors les coniques qui passent

par les quatre points se réduisent à des systèmes dé droites

h' = kxy (y'+q) (Py + qx'—pq),
+J>q)8p
, (tome I , p. 489).

Calcul de L ; on a :

AiP-+-JM*'-f W + z / i D i ' - f mEk+m*F = mh, (t. I ,p . 490).

Remplaçant ces lettres par leurs valeurs, il vient, toutes

réductions faites :

Observation. Il suffit que l'un des quatre facteurs de L de-

vienne nul, pour que L soit zéro ; alors le centre devient une

droite ou bien le lieu est impossible.

Remarque I. Soient O et O' les centres des deux coniques

circonscrites au quadrilatère ÀBCD ; si Ton cherche le lieu

géotnétriqcK! du point M de rencontre de deux diatftètres

Oltë, CM, ic£s que leurs conjugués respectifs soient paral-

lèles , on trouve facilement que ce lieu est une conique. Les

milieux des quatre côtés et des deux diagonales du qiwdrila-

ière sont évidemment sur cette conique ; elle se confond

donc avec la conique, lieu des centres; mais elle subsiste

même lorsque deux points d'intersection des deux coniques

données, ou même les quatre, deviennent imaginaires.

ANN.DE MlTBÉM. IV. 2 1
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Remarque IL La direction des axes principaux est donnée

par l'équation :

, x'f [x1 —p - q' COS7] + xy [xr [pd—p) —J ( / ~q)] +
+ 7V[.r'cos7--/ + ?] = 0 , (t. I, p. 496).

4-rV dz \/m
Le coefficient angulaire des asymptotes = , ;

kx [x —p)

c'est aussi le coefficient angulaire des deux diamètres des deux

paraboles qui passent par les quatre points donnés

XII. Théorème. A un quadrilatère donné, on ne peut cir-

conscrire plus de huit coniques semblables à une conique

donnée, et réciproquement dans une conique donnée, on ne

peut inscrire plus de huit quadrilatères semblables à un

quadrilatère donné.

Démonstration. Conservons la même notation que dans le

théorème précédent : l'équation (3) donne une relation du

second degré entre les coordonnées t, u du centre ; la condi-

tion de similitude donne une seconde relation, entre ces

coordonnées, et du quatrième degré, savoir .

[t (2£ — p) + u (2a— q) - f $t—p) (2a — q) COS y]2 =

^=c[2a — q){2i— p) (2/7W+2^—pq)] , (t. I , p. 495),

où c représente une constante : et comme les deux équa-

tions sont complètes, l'élimination donne une équation du

huitième degré.

XIII. Théorème. Le lieu du centre d'une conique passant

par trois points donnés et touchant une droite donnée, est du

quatrième degré.

Démonsiration. Prenons la même notation qu'au pro-

blème i (p. 260) et soit dy+ex+f-ss. 0, l'équation de la

droite donnée ; l'équation de la conique passant par les trois

points est

y + Bxy+Cx* — qy - ÇÂpX = 0 , (p. 261),
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La droite devant être tangente, Ton a .

/Vf— 2den+ le' + mfM+2fM+2fek = 0 , (t. II, p, 108),

or
m=W — 4C, * = % —

(p. 261).

Remplaçant les lettres /, /', m , B, C par leurs valeurs, on

obtient une équation du quatrième degré en t et u.

XIV. Théorème. Le lieu du centre d'une conique passant

par deux points donnés et touchant une droite donnée en un

point donné, est une conique.

Démonstration. Conservons même notation que dans le

théorème précédent et supposons que la droite donnée passe

par l'origine qui est alors un point double ou de contact ;

il suffit de faire / = 0 , et l'on a l'd?— Zden + /ea = 0 ,

OU C'pd2 — 2Cpqde-}- q*e2 =: 0, d'oilCpd—qe = 0 j OU bien

pdufoii —q) — qet (%t —/?) = 0 ; équation d'une conique,

passant par l'origine, ce qui doit être, puisque les axes for-

ment un système conique, qui satisfait à la question ; donc

l'origine est un centre.

XV. Le lieu du centre d'une conique touchant trois droites

données, et passant par un point donné, est une parabole.

Démonstration Mêmes données et même notation qu'au

problème Yl l (p. 26*), et de plus x\y coordonnées du point ;

il suffît de considérer dans l'équation que donne la solution de

ce problème, t et u comme les coordonnées courantes du

centre, et de remplacer x et y par x' eiyr -, le lieu cherché a

pour équation «/— ux')*-\-2un'jc'-{-2triy-\-n12--2/*V/=0;
équation d'une parabole.

XVI. Le lieu du centre d'une conique louchant quatre

droites données, est une droite.
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Démonstration. C'est le théorème de Newton; on en a déjà
donné une démonstration (voir t. H, p. 108), qui est suscep-
tible de simplification i prenons deux de ces droites pouraxe*
et soient dy -f ex + / = = Q;djr + e'x +f=* 0, les équations
des deux autres droites.

On a donc les deux relation»

+ / ' t = 0,
car

1 m m

t el u coordonnées du centre.

Éliminant n\ il vient :

équation d'une droite passant par les trois milieux des trots
diagonales du quadrilatère complet ; car, ces trois droites
représentant trois ellipses satisfont au problème, et leurs
milieux sont des centres.

XVII. Problème. Une conique touchant cinq droites, trou-
ver les coordonnées du centre et une équation de cette
conique.

Solution. Conservons mêmes données que dans le théorème
précédent, et soit d"y-)-e"jc+f"=0 l'équation de la cin-
quième tangente, on a alors

%dd"ife" -f'e) u + 2ee"(fd" -fd) t = def» — d'V'f* ;

on a donc deux équations du premier degré en t et u\ on
connaît donc les coordonnées du centre, et le problème VU
(p. 264) donne l'équation de la conique.

Observation. 11 est évident qu'on peut trouver le centre par
une construction géométrique.

XVIII. Problème. Une conique passant par cinq points-
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donnés, déterminer les coordonnées du centre et une équa-

tion de la courbe.

Solution. Conservons la notation du théorème XI et

soient x " , y les coordonnées du cinquième point; outre l'équa-

tion (3) entre les coordonnées du centre, on aura une seconde

équation, entre les mêmes inconnues, en changeant od et y

en xf e ty v \ l'élimination de u, donne une équation en t du

quatrième degré, d'où il suffit de connaître les deux pre-

miers termes lM/4 + N<s~f-€tc , et ces coefficients sont

connus [voir t. II, p. 35); la somme des quatre racines

N

est — ~ ; or les deux lignes représentées par ces deux équa-

tions ont trois points en commun, savoir : tes milieux d«

AB, AC , BC ; l'équation en t a donc trois racines égales,
l'une à zéro et les deux autres à —; la somme des trois racines

est égale à p ; donc la quatrième raciue ou l'abscisse du
N

centre est — — —p ; on trouvera par des considérations sem-

blables, l'ordonnée du centre; connaissant les coordonnées du

centre, le problème I fait connaître l'équation de la courbe;

pour qu'elle soit une parabole, il faut et il suffît qu'on ait

M = 0 ; on sait que M est le même pour l'équation du qua-

trième degré soit en u soit en t.

Autrement : prenons l'équation de la conique passant par

trois points (problème J, p. 261) ; remplaçant xety successi-

vement par x\ y et x", y" ; on obtient deux équations du

premier degré entre B et C ; elles donnent :

p =

quantités faciles à construire.

L'équation de la tangente à l'origine rsf <j y +- Cpx = 0 7
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d'ailleurs par l'bexagramme de Pascal, on peut mener par les

cinq points, les cinq tangentes à la conique non décrite ; et

l'on est ainsi ramené au problème précédent. Tm.

GNOMONIQUE.

Nouvelle méthode pour tracer les cadrans solaires

horizontaux.

FAR M. S. X.SVESQUE.

On trouve dans tous les traités de gnomonique diverses

méthodes pour tracer les cadrans solaires horizontaux, mais

ces méthodes exigent, ou des opérations graphiques très-

compliquées , ou que l'on trace d'après les indications don-

nées par le calcul, une série d'angles en degrés, minutes, etc.,

ce qui est toujours fort minutieux, et par suite souvent

inexact.

La méthode que nous donnons ici nous parait exempte de

ces inconvénients et ne laisse rien à désirer sous le rapport

de l'exactitude, puisqu'elle n'est, comme on va le voir,

qu'une sorte de transformation de cette formule générale

bien connue des astronomes et des géomètres :

Le sin total : sin de la latitude :: la tangente de l'angle

horaire au cadran équinoxial • la tangente de l'angle ho-

raire au cadran horizontal.

AC {fig. 24) étant la méridienne du cadran et FCD la

ligne de 6 heures, on a cette formule qui dispense de tracer

les angles horaires du cadran :

A B = AC sin latitude. Tangente angle horaire équinoxial.

DE = CD. ? 2 l a n g " n g l t f h " r a i r e ^ u i " o x i a l
 = CD. cotang.

sin latitude

ang. hor. équin. X coséc. latitude.
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H, angle horaire au cadran,
O, angle horaire à l'équateur,
L, la latitude.
La formule générale rapportée plus haut donne, pour

l'angle horaire au cadran horizontal : tang H —sinLtangO.

Dans le triangle rectangle CAB, on a —- = tangH,
AC

A B ^ A C . tangH.
En substituant dans cette équation la valeur de tangH,

donnée par la formule générale, on a AB=ACsinLtangO.
Enfin dans le triangle rectangle GDE, on a

D F
— = cotang H, DE = CD. cotang H ,

1 1 cotang O '
cotang H = - = ——— = ——-—=cot Ocosec. L.

tangH tangOsinL sm L

LETTRE DE M. GUILMIN.

M. le rédacteur,

Votre dernier numéro contient (p. 257) une lettre qui a
dû être remarquée pour la forme, si ce n'est pour le fonds.
Je vous serai très-obligé d'insérer une dernière réponse.

Il m'a semblé que M. Catalan démonirait trop longuement
une proposition d'algèbre élémentaire, j'ai cru utile aux
élèves d'en indiquer une démonstration plus simple. Cette
démonstration, M. Catalan ne l'a pas comprise ; cependant,
il parait l'avoir étudiée avec tant de bonne volonté, que je
me fais un plaisir de lui venir en aide.

11 s'agit de cette proposition : une fraction continue pé-

riodique a 4- - 4
+ïc '

° ~*~ a + etc.,
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est égale à Tune des racines d'une équation du second

degré à coefficients rationnels.

Soit x la valeur de la fraction continue proposée. Pour

démontrer la proposition, on écrit :

__ 1
X~~a+b + l 4

x.
Cette égalité est rigoureusement vraie ; c'est ce que j'ai voulu

démontrer. Je pose :

y >
en appelant y la valeur de la fraction continue

+ l
qui commence à la deuxième période.

Je suppose qu'ayant formé consécutivement les réduites

de x et de y , en nombre aussi grand que l'on voudra, on

compare deux à deux les réduites de môme rang dans les

deux calculs ; on les trouvera constamment égales. Une de

ces réduites ~ - , différera de x et d e y , dans le même sens,

d'une quantité moindre que ,a ; mais — peut devenir aussi

petit que l'on voudra ; donc x et y sont égaux. *

J'ai ensuite démontré tous les théorèmes qu'avait démon-

trés M. Catalan.

Je crains d'avoir Tépondu trop sérieusement à cette lettre.

Je ne dirai rien de la finesse des plaisanteries, de l'urba-

nité du style; je m'en rapporte, à cet égard, au jugement

de vos lecteurs.

Agréez, Monsieur le rédacteur, l'assurance

de mes sentiments les plus dévoués.

A. GUILMIN.
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SOLUTION DU PROBLÈME

proposé pour la composition du concours d'agrégation en 1843.

P A R M. A. B E L A D E R E E R E ,
Professeur au collège de Nantes, licencié es sciences physiques

et mathématiques.

Trouver l'équation des surfaces telles que si, par un point
donné, on mène une perpendiculaire au plan tangent, le
rectangle construit sur cette perpendiculaire et sur la portion
de la normale comprise entre le point de contact et un plan
fixe mené par le point donné, soit équivalent au carré de la
distance du point donné au point de contact.

Solution. Je prends le point fixe pour origine des coordon-
nées, et le plan fixe pour celui des XY, et comme les équations
du plan tangent et de la normale sont :

' — j——^(a/—a),

les équations de la perpendiculaire abaissée de l'origine sur
le plan tangent seront :

(3)

Le carré de la distance de l'origine au plan tangent sera
d'après les formules connues

( 4 ) c ' * - " " - ' " "

Le carré de la portion de la normale comprise entre ie
point de contact et le plan des XY sera .

(5) P = (i+p*+q*)z*

ANN. DE MATHÉM. IV. 2 2
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et le carré de la distance de l'origine au point de contact sera :

(6) ^=^+y + z\
Mais, d'après les conditions du problème, on doit avoir :

(7) «W' = r a ou bien W=:9"A.

Substituant dans (7) pour S\ âf\ (Ta leurs valeurs (4), (5) et
(6), on aura •

ou bien en simplifiant

(Z ^px __ qyyz* — {^ +y + zy.

Extrayant la racine carrée des deux membres on trouve

(Z —pX — qy)z=z±: (Xa -f f + z2) ;
on en tire :

et en réduisant les termes du deuxième membre au même
dénominateur :

équation linéaire aux différences partielles et du premier
ordre, qui se partage dans les deux suivantes :

(8) px

(9) p

Telles sont les deux équations aux différences partielles
qu'il faudra intégrer pour avoir toutes les solutions de la
question.

Or nous savons, par la théorie des équations aux diffé-
rences partielles linéaires et du premier ordre, que pour



intégrer Pp + Qq = R, il faut poser - ^ == -~ = ^ , c e
*r Ĵ K

qui donne trois équations simultanées dont l'une est une

conséquence des deux autres; qu'on intègre ensuite les deux

plus simples, ce qui donne deux intégrales avec deux con-

stantes arbitraires ; qu'on regarde ensuite une de ces con-

stantes comme une fonction arbitraire de l'autre, remplaçant

ensuite dans le résultat les constantes par leurs valeurs en

fonctions des variables déduites des équations intégrales.

Nous allons donc appliquer ce procédé aux équations (8)

et (9)

Soit d'abord l'équation (8) :

(8)
z

D'après la méthode nous poserons :
dx dy zdz
x y o

Intégrant la première,

dx dy
x y

on a •.
hy = hex •

({'OÙ :

(10) y = ex.

Intégrons actuellement la deuxième

dx zdz

après avoir mis pour y sa valeur précédente, ce qui donne :

dx __ zdz

<i'où on tire : ,
(1 -|- c2) xdx = — zdz.
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Intégrant

ou bien :

et d'après la valeur y = ex,

Posant C = y(c) d'après la théorie, et remplaçant c et C par
leurs valeurs tirées des équations (10) et (11), il viendra :

(12)

Telle est l'équation de la première famille de surfaces sa-
tisfaisant à l'énoncé de la question.

Intégrons actuellement la deuxième équation différentielle :

2ZQ +y + x2

(9) px + qy = ~JJ—-^
z

et d'après la méthode, posons :
dx dy zdz

Intégrons la première des deux équations contenues dans
celle-ci :

dx dy

x "" y '

Nous avons trouvé tout à l'heure pour son intégrale :

(10) y=cx.
Intégrons la deuxiètne :

dx zdz

après y avoir mis pour y sa valeur, ce qui donne :

dx zdz
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d'où on tire :
2z*dx + (1 + c*)x*dx = zxdz.

Pour l'intégrer, je pose za = *, d'où zdz = tdt. Substituant
J'ai

2tdx + (1 + c*)x*dx = - xdt,

d'où on tire :
4

dt tdx=2(i+

ce qui est une équation différentielle linéaire du premier
ordre avec un deuxième membre j or on sait que l'intégrale
de toute équation de la forme :

dy + Vydx = Qdx
est

Appliquant à l'équation différentielle précédente, on a .

ou bien en remarquant que l'on a par l'intégration

e * = e ={e ) = xA,

l'intégrale précédente devient :

z = JC4 j 2(1 + ca) A-'rfjc + CM .

Intégrant une seconde fois, il vient :

ou bien

ou encore :
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Remplaçant ex par sa valeur y,

(13) z ' + y + *• = *•(;'.

Posant C' = <p(c) et remplaçant C et C par leurs valeurs (10)

et (12), on a :

Telle est l'équation de la deuxième famille de surfaces qui

répondent à la question.
y

On voit facilement que puisque c = - , on pourrait la
x

mettre sous la forme :

x ' = r v Ç ) , ayant ?(£j=c«?I(^

Cherchons actuellement le mode de génération le plus

simple des deux familles de surfaces représentées par les

équations

Et commençons d'abord par l'équation

02)

Posons x' -\-y* -\- zJ = b, y = ax et b = y (a), et l'équa-

tion (12) représentera la surface engendrée par le grand

cercle d'intersection d'une sphère ayant son centre à l'origine

et pour rayon \/l) avec un plan passant par l'axe des z et

dont la trace sur le plan des XY aurait pour équation y=ax :

ce grand cercle sappuyant dans chacune do ses positions sur

une certaine courbe directrice dont les équations serviraient

dans chaque cas particulier à déterminer la forme de la fonc-

tion <p en éliminant x, y -, z entre les équations de cette

courbe et celles de la sphère et du plan en question , puis

qu'on obtiendrait ainsi une relation déterminée entre a et b.

Ainsi les surfaces delà famille représentée par l'équation (12)

peuvent être considérées comme étant engendrées par un
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cercle variable de rayon, ayant son centre fixe, tournant au-
tour d'un axe passant par ce centre, et s'appuyant constam-
ment sur une courbe donnée.

Si dans l'équation (14) précédente,

(14)

on pose xa -\-y2 -(- sa = bx*, y = ax, on arrivera par un
raisonnement semblable à conclure que :

Les surfaces de la famille représentée par l'équation (14)
peuvent être engendrées par une courbe plane du quatrième
degré, dont le centre est fixe, et qui tourne autour d'une
droite passant par ce centre, et s'appuyant constamment sur
une courbe donnée.

La courbe du quatrième degré, qui sert de génératrice, a
une équation de la forme

(15) x* + z* = ex*.

On en tire pour la valeur de z en x -.

(16) Z=Z±LX\/C*X*— i =±x\/(ex-\-i) (ex—1).

D'après l'équation (15) on voit qu'elle a son centre à l'ori-
gine ; ensuite l'équation (16) montre que son centre est un point
isolé de la cotfrbe, puisque pour .r = 0, * = 0 et que pour

x compris entre - et les valeurs de z sont imaginaires.
c c

On voit aussi que les sommets sont donnés par x = - vt

«*' = , de façon que la courbe a un axe dont la gran-

2
deur est - = C2my ot l'équation de la courbe a la forme

(17) m7 (x~ -f z") = x\
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ou bien :

(18) z=*- l / j r m —m\
m

Le coefficient angulaire de la courbe a la forme

riz 2x2 — m2(19) a
et le coefficient différentiel de celui-ci est :

(20) — =
do?

Pour x = w , (19) devient infini, ce qui montre que la
tangente au sommet est perpendiculaire à Taxe.

Pour x =oo , (19) devient encore infini, ce qui montre que
la dernière direction des branches de la courbe est perpendi-
culaire à Taxe; d'ailleurs, comme pour des valeurs croissantes
de x depuis m jusqu'à l'infini, sprend des valeurs croissantes
depuis zéro jusqu'à l'infini, ainsi que l'indique (18), on en
conclut que la courbe a des branches infinies dont la dernière
direction à une distance infinie de Taxe des X est perpendi-
culaire à Taxe, ce qui montre que la courbe n'a pas d'asymp-
totes.

De ce que pour x = m et x = x les tangentes sont per-
pendiculaires à l'axe, on en conclut qu'entre ces deux points
il y a une inflexion ; pour la déterminer il faut égaler (20)
à zéro, ce qui ne peut se faire pour dos valeurs finies de x
qu'en égalant le numérateur à zéro :

Or «r = 0 donne l'origine ou point isolé ou conjugué, le
point d'inflexion est donc donné par

2x3 — 3wa == 0 ;
d'où

\ / / et ^ =
dx
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Donc x est le côté du carré dont la diagonale serait le côté du

triangle équilatéral inscrit dans un cercle de rayon égal à tn.

Il sera d'ailleurs facile de construire géométriquement au-

tant de points qu'on voudra de la courbe en prenant une

quatrième proportionnelle au demi-axe, l'abscisse et le côté

du triangle rectangle dont l'hypothénuse est l'abscisse et

l'autre côté de l'angle droit le demi-axe, ce qu'indique

l'équation (18). On trouvera ainsi que la courbe a à peu près

la forme suivante (fig. 35).

L'espèce de surface donnée par l'une des équations (12) ou

(14) variera selon la forme de la directrice. On pourra d'ail-

leurs prendre pour celle-ci la trace que la surface laisse

sur le plan des XY.

En coupant ces surfaces par des plans parallèles au plan

des XY, on aura des courbes de formes très-variées.

Dans le cas particulier où la directrice de la surface repré-

sentée par l'équation (12) est un cercle, la surface devient

une sphère sur laquelle la propriété se vérifie immédiate-

ment, vu que les trois longueurs se confondent avec le

rayon (14).

En éliminant la fonction arbitraire ? à l'aide de la méthode

connue d'élimination des fonctions arbitraires, l'équation (12)

donnera l'équation (8) et l'équation (14) donnera l'équation

(9) ; ce qui doit être.

L'équation (14), dans le cas où la directrice est un cercle,

donne une surface de révolution autour de l'axe des z, qui n'a

qu'une nappe d'après la forme de la génératrice, et l'équation

de la surface devient :

r représentant le rayon du cercle.

Dans ce cas, les trois distances £, S\ ê" sont dans la section
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méridienne, et Ton vérifie alors facilement que la condition

(7) est remplie pour la courbe représentée par réquation (18)

en remplaçant le plan tangent à la surface par sa trace sur le

plan méridien qui devient la tangente à la courbe.

On conclut facilement de ce que la condition (7) est vérifiée

pour le cercle et la courbe représentée par l'équation (18),

qu'elle est vérifiée pour les deux familles de surfaces précé-

demment indiquées ; car

CT (fig. 34) étant la tangente à la courbe; 0 0 = *",;

OP, = 8, ; CN, = $\ , je dis que si on a S"\ = £,<?',, la même

formule aura lieu pour un plan quelconque mené par la tan-

gente CT. En effet, soit TAB ce plan ; OP = £ la perpendi-

culaire à ce plan, et CN la partie de normale terminée au

plan XY ; l'angle POP, sera égal à l'angle NCN,, puisque

tous deux représentent les angles o qu'une perpendiculaire

au plan POP, fait avec ZOX. D'ailleurs angle OPP, = 90°,

de même angle CN.N = 90° ; donc â = à cos ô, o' = —— et
cose

S3' = StS'l=zB"\ Ce qu'il fallait prouver.

THÉORÈMES ET PROBLÈMES

Sur les foyers et centres des coniques (*).

( V. p. 304. )

XIX. Problème. Connaissant trois points et le foyer d'une

conique à centre, trouver une équation de cette courbe, et

les coordonnées du centre.

Solution. Soient A, B, 0 , F les trois points et le foyer

(*) A la fin de cet article1, on donnera les solutions géométriques de Newton



donnés ; prenons ce foyer pour origine et les axes rectangu-
laires; soient/, x'-, y", xu; / " , xvt les coordonnées des
points A, B, C; l'équation cherchée est

(S+x*) (AH-*1 — mt) = {fy+kx - l)\ (v. t. II , p. 427),

à laquelle on peut donner la forme ̂ 24-^=(3V^-4-IN.r4-P)';
faisons/* + x'a== r'\ y"-|-.z"' = r"% /'"+.r'"2:= r'"2; on
obtient ces trois équations

M / + N j r ' + P = r ,

My"+N.r"'+P = r",
nous supprimons le double signe de r qu'il faut toujours
supposer. Les formules de Cramer donneront

p = o : *
Q

M _ W ~ *"'} + r" &" ~ X'ï + r>" &- ^
Q ,

Observation. 1° /.r"—x>", est le double de Taire du
triangle FAB,etc.; Q est le double de l'aire du triangle ABC
. , « r.FBC+r'.FAC + ^ . F A B
de sorte qu on a P = = — —, quantité

Ar>(

facile à construire, ainsi que M et N.

Observation. 2° L'équation de la courbe est

y\\— Ma)—2MNjrjr+^2(l~Na)--2PMjK—2PN^—Pi=0. (\

Les fonctions élémentaires de la courbe sont (t. I -, p. 489;

m. = 4 ( ] \ P + N 9 — 1 ) ,
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4 = —4PM,

L = 4F.

Ainsi pour que la courbe soit une ellipse, il faut que Ton
a i t M < i > N ; pour l'hyperbole Ma + N a > l ; pour la
parabole M*-fN a =l .

Observation. 3° Passons aux coordonnées polaires, soit

x' = r'cosf, y = r'sin<p', x" = r"cos<p", y" = r'siny",

X"' = r"'cos?"\ y" = r'"sinf',
il vient

PQ = rW" [sin (?
f ' — «'") + sin (?'" - ?') + sin (?' - ?"j ] ,

Q = rV'sin (?'—y") + rV'sin (y"'— y ) + / V s i n (f— ?
f "),

MQ == r^cos <?' [r"-r"] +r"cos?"[rf—r'"] +rf"cos ?"'[̂ '—r̂ ],
NQ = r'sin ?' [^'-r"'] + r"sin f [r';'-~ r'] -f r'"sin «p'V— r"].

Si l'on prend la droite / pour axe des x , alors <$/ = 0 ; et
les valeurs de M , N, P, Q sont entièrement déterminées par
les côtés et les diagonales , les angles, et l'aire du quadri-
latère FABC

p
Observation. 4° L'ordonnée à l'origine est , l'équa-

tion de la directrice est My -f Noc -f P = 0, la distance de
l'extrémité de l'ordonnée à l'origine, à la directrice est

p
c

. donc KM' + Na = - ; c est l'excen-
a(Mdzl) VM*+N> a

tricité et a le r- axé focal ; la distance du foyer à la directrice

p p

est — — donct/ivr+JN* Vw + w
c = P VyJTfK*, - = | / l—M' —Na, b = » petit axe.

(/^ot'r Riiguot, t. I , p. 137).
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* ~ sin ( ? ' -
r"

Observation. 5° Ce problème est très-important en Astro-

nomie. Connaissant trois observations d'une planète, rap-

portée au plan de son orbite, on peut déterminer les éléments

géométriques de l'orbite. {Voir Lenthéric, Ann. de Gergonne,

t. XVII, p. 366 )

XX. Problème. Connaissant quatre points d'une conique,

trouver le lieu des foyers.

Solution. Adoptons les mêmes données et les mêmes nota-

tions qu'au problème I (p. 260) ; et supposons qu'il s'agisse

de l'équation d'une conique passant par trois points, et dont

le centre a pour coordonnés *, a; l'équation (1) (p. 261), sera

celle de la courbe.

Calculons les éléments de cette courbe ; on aura

m = (2a — q) (2/ — p) {pq — 2pu — Iqt),

k = mt, k'=zmu, l = qY {2t— p)\ V = ^>V(2a—q)*,

n =:pqtu (2t —p) (2a — q) ,

L = tu{2t —p) (2a—q)(pq — 2pu—2qt) {pq—pu — qi),

N = t (2t—p) ~{-u{2u — q)— {2t—p) (2a — q) COS7 ;

désignant par * et p les coordonnées du foyer, on aura

2(A—C)(a -*)(P — ") + (* — 0 a [B— 2GCOS7] - f

f — B ) = 0 (t. II, p. 429),

t)($— a) ] = 2L (2Ccos? —B) , (2)

A = *(2£—p), B = — ( 2 a — q ) {2t—p), C = a(2a—q) .

Mais la conique devant passer par un quatrième point,

ayant pour coordonné x\ y\ on a encore entre u et t, cette

équation

/ (2/—p)yn— (2a —q) (2t—p)x'y' -\- a(2a— i



L'équation (t) est du quatrième degré, l'équation (2) est

du huitième degré, et l'équation (3) du deuxième degré en u

et t; éliminant u et t entre ces équations, on parvient à

une équation entre a et p, qui peut monter au soixante-

quatrième degréet ce qui n'a rien de surprenant; car chaque

conique ayant quatre foyers analytiques (t . H , p. 429),

l7équation finale peut renfermer des facteurs de degré pair

réel, correspondant aux foyers imaginaires ; circonstance

qui rend toujours compliquées les solutions analytiques, ou

il s'agit de déterminer des foyers ; tandis que le centre, point

unique, donne des solutions simples ; il en est de même pour

le foyer dans la parabole, ainsi que nous le verrons plus loin.

XXI. Problème. Connaissant deux points d'une conique,

une tangente et un foyer, trouver une équation de cette co-

nique.

Solution. Soient x\ y'\ x\ y \ les coordonnées rectan-

gulaires des deux points, et le foyer à l'origine ; et soit

dy-\-ea:-\-f=0, l'équation de la tangente, même notation

que pour le problème (XIX) : on a ces trois équations

+ N.r' + P = r\

) +f%W+W--i) ==Q (t. Il , p. 108).

Éliminant M et N entre ces trois équations, on arrive à une

équation du second degré en P; il y a donc telles données

qui peuvent rendra le problème impossible.

XX11. Problème. Connaissant trois points d'une conique,

et une tangente, trouver le Heu des foyers

Solution. Même notation qu'au problème XX, et soit de

plu s dy-\-ex-\-f=Q l'équation delà tangente, nous avons

encore les mêmes équations (1) et (2) ; mais l'équation (3)

sera remplacée par celle ci :

l'd%--*den+le*4-N!r-{-2f{dkl + ek) = 0 (t. II, p. 108).



— m —
Cette équation est du quatrième degré en u e t / ; donc

l'élimination des deux variables u est entre les trois variables

peut donuer une équation entre « et {J du 128e degré.

XXIII. Problème. Connaissant un point d'une conique,

une tangente avec le point de contact et le foyer, trouver

une équation de cette conique.

Solution. Soit x', y' les coordonnées rectangulaires du

point; d{y—y")-\-e[x—x") = 0, l'équation de la tangente

y et x" sont les coordonnées du point de contact; l'origine

est au foyer; on a les mêmes équations que pour le pro-

blème XXI ; dans la dernière équation, il faut remplacer

/par — dy"— ex".

XXIV. Problème. Connaissant deux points d'une conique,

une tangente avec le point de contact, trouver le lieu des

foyers.

Solution. La même que pour Je problème XXII, il faut

remplacer / p a r — dy'— ex".

XXV. Problème. Connaissant un point d'une conique, deux

tangentes et le foyer, trouver une équation de cette conique.

Solution. Soient dy-\-ex ~\-f = Q, d'y -f ëx + / ' == 0 ,
les équations des tangentes ; axes rectangulaires ; origine au
foyer ; on a pour déterminer M, N, P les trois équations

Mr'-f Njr'+P=:r' , (1)
) __2Pf(dM+ eN) + / a (M2+ N 2 ~ 1) = 0 , (2)

'-_e") — 2P/' {dm 4- e'!S) + / " (M'+ Na—1) = 0. (3)

On parvient par élimination à une équation en P du qua-

trième degré.

XXVI. Problème. Connaissant deux points d'une conique

et deux tangentes, trouver le lieu des foyers.

Solution. On obtient la solution au moyen de l'équation (2)

de la page 263.
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XXVII. Problème. Étant données trois tangentes et le

foyer, trouver une équation de cette conique.

Solution. Axes rectangulaires, origine au foyer;

dy+ejc+f=0, d'y+e'x+f'^O, éTr + fy+f = 0;

équations des trois tangentes, aux équations (2) et (3) du

problème XXV,il faut joindre celle-ci

/•'• _[_ e"
a) - 2P/" (d»M — e"N)+/"3 (3\T+Na + 1 ) = 0 ,

et on parvient à une équation ûnale en P du huitième degré.

(La suite prochainement.)

DE LA DIVISION ABRÉGÉE.

P A R M . F I N C K ,

docteur es sciences, professeur à l'École d'artillerie et au collège de Strasbourg.

J'ai prouvé (Arithm., 2e éd. page 106 et suiv.), que la

division ordonnée de FODRIER donne le quotient à une unité

près (en plus ou en moins) 7 toutes les fois que le diviseur

désigné n'est pas moindre que neuf fois le nombre des

chiffres du quotient. L'ouvrage de M. Guy, annoncé dans le

cahier d'avril (p. 208), m'a conduit à réfléchir sur la méthode

abrégée ancienne* et j'ai à cet égard découvert un théorème

que voici.

Si, à la droite du diviseur on supprime successivement un

certain nombre de chiffres, et quà la droite du dividende, on

supprime d'un coup le même nombre de chiffres, le quotient

sera exact à une unité près (en plus ou en moins), toutes les

fois que le dernier diviseur ne sera pas moindre que la somme
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des chiffres successivement supprimés au diviseur total. Soit D
le diviseur total, d son chiffre de droite ; posons

D = 0,10 + ^ ,

D, = Da10 + d%, d, chiffre de droite de D,,

D n - i = Dtt10-f dn, dn,.... Dn-i ,

D»_t = Dt 10 - j - di, di,.... D«_i ,

soit Di le dernier diviseur. On a

Ce que j'écrirai sous forme plus abrégée, ainsi

D = DilO* + {didi-i... d%dj, (2)

didi-i... étant des chiffres écrits dans le système de numé-
ration. J'emploierai cette manière d'écrire, en y ajoutant
les parenthèses.

Soit C, le chiffre que fournit au quotient le diviseur D(,

Ca D,,

Ci D*.

Les produits qui n'ont pas été retranchés du dividende ,
sont les suivants .

Celui de Cx par dx, et comme C, $st le chiffre de rang i ;
au quotient, ce produit vaut Cf X dJO*—*,
celui de C3 par (dad,) qui vaut G, x (d%dt) 10»—2,
enfin celui deC» par {didi^%... dt), valant Ci x{didi- x . . .d td t) .

J'appelle S la somme de ces produits, et j'ai

t^t-.i...^I). (3)

Soit Rx le reste fourni par le diviseur tronqué D, , reste
qui est le dividende de Da.

R» le reste fourni par le diviseur D» ;
R» suivi des chiffres négligés au dividende, forme le reste

ÀHN. DE MATHÉM. I V . 23
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total, que je nomme R; si ai, a » - i , . . . « , sont les chiffres

en question, on a

R = RilO* -+- (tfttfi-i... O , (4)

et R — S serait le reste trouvé par la méthode rigoureuse.
Je fais provisoirement abstraction du cas singulier où il

se trouve un dividende ;> le décuple de son diviseur : ainsi
R» <D» e t R < D j si donc S est aussi < D , le quotient
sera exact à une unité près , en plus ou en moins. Mais dans
ce cas, chaque chiffre du quotient est au plus 9, donc d'a-
près (3) ;

S ~ . 9 [410*-i _|_ (d^) 10*-*+. . .+ (didi_i... dt) ] . (5)

II y a ici un chiffre dt à chaque rang, depuis le premier à
droite jusqu'au rang *, ce qui fait un nombre composé de i
chiffres dt consécutifs; ce nombre x 9 , donne un produit
moindre que ^10».

Il y a un chiffre dt à chaque rang, depuis le second à
droite jusqu'au rang i, en multipliant par 9, on a donc à
fortiori un produit <C^*10t.

Enfin le chiffre di au rang i, multiplié par 9, donne un
résultat < ^10*. Donc S<10 t[>A+...+d1], et pour que S

soit < D qui "~~ D ÎO», il suffit que

di + ... + dt, c .q.f .d. (6)

Mais on ne sait si R —• S est < 0 ou > 0.

J'arrive au cas où il y a un dividende ~ , à 10 fois son

diviseur. Soit le diviseur ton-i= Dn A0-\-dn^ son reste
peut être Dn .10+^n —*, * étant au moins = 1 ; le diviseur
suivant est D n , et par suite, si on prend pour quotient 9,
le reste sera D n +^n — * = Dn+i.i0-f <4+i+<4— #; celui
qui est divisé par Dn+i donne pour quotient 9, et pour reste
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Dn+1-f. dn+i -h dn —k ; continuant ainsi, on aura R» = Di-f-

di + di+t + ... + dn— k < 2D,, d'après (6). Ainsi

(7)

Comme d'ailleurs S < D , le quotient est approché à moins

de deux unités près ; je dis qu'il Test en moins ; car en vertu

de ce que S < 10* (di -f . . . + dx),

R — S > (Di — dn-t — ...— d^k) 10* + [ai... a,),

et comme k<^dn, et que Di di + . .

R — S est > 0. Donc il s'ensuit qu'en admettant pour Cn ,

le quotient 10, ce qui augmentera le chiffre précédent d'une

unité, et faisant C » + i = ... = Ci = 0 , on a encore le quo-

tient à une unité près, mais on ne sait s'il est en plus ou

en moins.

QUESTIONS.

1° Une parabole assujettie à rester constamment tangente à

deux droites rectangulaires fixes, son foyer glissant constam-

ment sur une circonférence dont le centre est à Vintersection

des deux axes. On demande le lieu des sommets ;

2° Une droite de longueur constante glisse sur deux axes

rectangulaires. Lieu des intersections successives de cette droite

avec elle-même;

3° Un cercle roule intérieurement sur une circonférence de

rayon quatre fois plus grand. Lieu d'un point de celle-ci.

Prouver que ces trois lieux sont identiques.

P A R M. B J S P A L ,
élève de l'École normale.

1° Soit F (fig. 30), le foyer dans une position particulière
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(a, p) ; j'abaisse sur les axes, les perpendiculaires FC, FB et
la ligne BC sera la tangente au sommet de la parabole. La
perpendiculaire FO abaissée sur cette droite, donnera le
point O pour le sommet ; les équations de GB et de OF sont

(1) (CB) « r + p * = «p,
(2) (FO) fir _ « * = £ •_«• ,
(3) de plus aa + pa = r\

r est le rayon du cercle donné.
Des deux premières on tire

donc en substituaut dans l'équation du cercle, il vient

pour le lieu cherché.
2° Soit AB {fig. 31), la droite de longueur constante r,

l'équation de AB est ici

(4) ay+$x = a&.

Si la droite prend une position un peu différente, a par
exemple s'accroît, et p diminue d'une quantité infiniment
petite, soient da et — d$ ces quantités, l'équation de la
droite devient

simplifiant cette équation au moyen de l'équation (4), et
négligeant Tinfiniment petit du second ordre, l'équation
devient

d'où

**$ = $~
do. X —
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on a d'ailleurs

(5) a*-fpa = rV
qui devient aussi

Simplifiant encore à l'aide de l'équation (5), et supprimant
les infiniment petits du second ordre, il vient

d$
Eliminant -y- entre les deux dernières équations, il vient,

toute réduction faite
(6) ftp — « * = ? — «•,

et il ne s'agit plus que d'éliminer a et p entre les équa-
tions (4), (5) et (6), qui ne sont autres que les équations (1),
(2) et (4), et qui par conséquent donneront le même lieu

3° Soit OAB (fig. 32) un cercle ; CVM un autre tangent
intérieurement, et de rayon quatre fois moindre; soit A
l'origine du mouvement, et V le point du lieu, on aura arc
CV = arcCA, donc CDV = 4COA.

Menons la ligne du centre OMDC, CV, et MV perpendi-
culaire, évidemment sur CV, et coupant les axes en Q et
en P. Le triaugle CMV, inscrit dans le cercle D montre que

donc
CDV = 2DMV,

il suit de là que

DMV = 2COA = COA + MDV y

donc
MDV = COA,

M O = M P ;
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mais MO = MC, donc M P = M C ,

et le triangle CPO est rectangle.
On voit aisément que les triangles QPO et COP sont égau

donc la figure OCPQ est un rectangle, et le point V est la
projection du sommet C sur la diagonale QP, ce qui montre
évidemment que ce lieu rentre dans le premier. Ainsi les
trois lieux n'en font qu'un seul dont l'équation est

Occupons-nous maintenant de discuter l'équation', et de
construire la courbe (fig. 33). En la résolvant par rapport
à y ^ on a

y = ± V (r7 — jy.
La courbe est donc symétrique, par rapport à Taxe des y,

on voit aussi qu'elle Test par rapport à l'axe des .r, car
l'équation est symétrique, en x et en.r. La courbe se com-
pose donc de quatre parties égales dans les quatre angles ;
pour x = 0, y=r,

h mesure que x croît, y décroît sans cesse, et enfin

pour x = r, y = 0 ,

si on prend le coefficient angulaire

Ou voit qu'il est toujours négatif, nul pour^ = 0 , infini
pour y = r, donc la courbe est tangente aux axes en A et
en B ; de plus il n'y a pas de point d'inflexion, car à partir
de x = r, y = 0 , tang a croit indéfiniment depuis 0 jusqu'à
— x , en restant sans cesse négative.

Si on mène la bissectrice OG de l'angle des axes, il est
facile de voir que le point M où elle rencontre la courbe,
est le milieu du rayon OG.
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L'équation de la tangente est

soit fait jr = 0 , pour avoir la distance de l'origine au pied

de la tangente sur Taxe des x, on a

Y Y/ JQ —- 1 / y X v Y • X

"' - \ ( - r\ ? ~
y —~ T*'"* V I -y» —— "y»' Vf» ___ -jr» J I y»' —— *y' f*

donc

o:3 = ,

on aurait de même

donc

Ainsi la partie de la tangente comprise entre les axes est

constamment égale au rayon du cercle circonscrit comme

nous le savions déjà.

La valeur x* = r*xf, nous montre que cette courbe peut

servir à résoudre le problème des deux moyennes propor-

tionnelles , car soient les proportions

r : x :: x : M,

x*. u :: u : x\
on en tire

d'où
x3 = r V , u3 = x'7r.

On voit donc que x se trouve ainsi connu ; si on construit

une courbe ayant pour génératrice la droite r, qu'on lui

mène une tangente par le point dont l'abscisse est x\ la

distance comprise entre le centre et le pied de la tangente,

sur Taxe des x, sera l'une des moyennes proportionnelles.

Dès lors l'autre peut s'obtenir très-aisément.
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Occupons-nous de la rectification; on a

ds = y dy% -f- dx1 $

mais l'équation donne

dx~~ £
X

donc

dxx /
ds = — y / yy

mais

donc
JL — . 1

r = r5 x J û^r,donc

h' ~~3

Or si on fait x = 0 l'intégrale s'annule ; donc la constante

est nulle

Si on veut avoir Tare qui est le quart de la courbe, et

compris entre les limites x = 6 , x = r, on aura pour

l'inlégrale définie entre 0 et r,
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donc la longueur du périmètre totale sera quadruple ou égale
à 6 fois le rayon du cercle proposé.

Le quart de circonférence BGA a pour mesure -—•, et cette

quantité est plus grande que —, car on a ?r> 3 , donc Tare

de courbe BMA est un peu moins convexe que celui du
cercle BGA (*).

LIEU DES INTERSECTIONS SUCCESSIVES

des ellipses ayant un diamètre donné de grandeur et de position
et son conjugué donné de grandeur seulement.

PABL M. HENRI FAURE ,
élève en spéciales.

Soit AB = 2a (fig< 29) le diamètre donné de grandeur et
de position, COC = 2b son conjugué dans une des diverses
positions qu'il peut prendre. Nous choisirons pour axe des x
le diamètre AB, et pour axe des y la perpendiculaire élevée
au point O à ce diamètre. De cette manière le lieu que nous
obtiendrons devant être symétrique par rapport aux deux
axes, l'équation qui le représente ne contiendra que les
puissances paires des deux variables.

L'équation de l'ellipse qui passe par les points A, B, C, C,
et qui a le point O pour centre, est de la forme .-

(1) ky + Kxy + Cx> -\=0.

Nous allons déterminer les coefficients A, B, C pour une po-
sition particulière du diamètre C C

(*) Voir t o m e l , page 265 et tome I I , page 342.
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Posons tangBOC=m. Soient de plus x , ^ les coordonnées

du point € .

Si dans l'équation (1) on fait^- = 0 , x = a, on obtient :

C# * — i — o , d'où C = - - .

Par un point quelconque K de CC menons une parallèle à

AB, en désignant par I et H les points où cette droite ren-

contre l'ellipse, on aura IK = KH. L'équation de la droite

HIS élant de la forme y = K, si dans l'équation de l'ellipse

nous faisons y = K, l'équation

A ^ + ByLr + Cr*— 1 = 0 ,

donnera les abscisses des points d'intersection de la droite

et de l'ellipse. Les coordonnées du point K satisfaisant à
k

l'équation y = mx de la droite CC', on a KS = —. Or KS est
m

la demi-somme des racines de l'équation précédente ; donc
k B# 2
— = — — , et en remplaçant C par sa valeur, B = ^-.

En fa i santy= mx dans l'équation de l'ellipse, on a :

, 1 a m*
e ^ — A a

Substituant ces valeurs dans la relation x2 -{-y* = b\ puis

remplaçant B et C par leurs valeurs, on tirera la valeur de A :

L'équation de l'ellipse devient donc :

(2) (a,y + bV — a*b>) m' - 2b7xyrn - f (a7 + b%)y>= 0.

Si actuellement nous donnons à l'angle BOC un certain

accroissement, la tangente de cet angle aura une certaine
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valeur m-\~h, et l'équation de l'ellipse dans cette nouvelle
position sera :

(aY+ b'x*— a%V) (m + lif— 2b*xy{m + ty+(a"+ * V = 0 .
Retranchant de cette équation l'équation (2), on a, après
avoir divisé par h -

(3) « r 2 + V*? — a%b%) (2m + à) — 26a.r/ = 0.
Tous les couples de valeurs de x et de y qui satisfont à la fois
à l'équation (2) et (3) donnent les coordonnées des points
d'intersection des deux ellipses.

Si Ton suppose /i = 0, l'équation (3) se réduit à

(4) ( « y + tfx1 — ctb1) m — b>xy = 0 ,

et les valeurs de x et de^ qui satisfont aux équations (2) et
(4) sont les coordonnées des points d'intersection des deux
ellipses dans deux positions consécutives du diamètre CCr. Si
donc entre ces deux équations on élimine m, on aura l'équa-
tion du lieu géométrique cherché, puisque l'équation résul-
tante donnera les coordonnées des points d'intersection des
deux ellipses dans deux positions consécutives quelconques
du conjugué du diamètre AB.

Effectuant l'élimination, on a :

(** + V) y" + l>9** - b2 [a* + V) = 0 ,

équation d'une ellipse dont les demi-axes sont b et

DÉTERMINATION

des diviseurs rationnels du second degré.

P A R M. D U R V I I A E ,
professeur au collège Saint-Louis.

L'extrême complication des calculs nécessaires pour la
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séparation et la détermination des racines incommensurables
d'une équation d'un degré même peu élevé, me dispense d'in-
sister sur les avantages que peut présenter une méthode
d'abaissement. Celle que je me propose d'exposer a pour but
la recherche des diviseurs rationnels du second degré.

Soit Fx = 0 une équation du degré m, débarrassée de ses
racines commensurables, ramenée à la forme

xm+AIx*-'-j-Aa.rm-a +A»- , .r -} -Àm=0,

et dont les coefficients sont entiers, les diviseurs rationnels
du second degré devront avoir leurs coefficients entiers et
seront de la forme x*—px — q.

Le quotient du polynôme Fx par x1—px—q sera un
polynôme entier ; si on représente par B o Ba le premier
terme de chaque reste et par conséquent les coefficients suc-
cessifs des termes du quotient, à partir du second, on aura
les relations suivantes :

3-f A4 ,

Bm-3 =/?Bm_4 + ?Bm-5 + ATO_3 ,

L'opération présentera un reste du premier degré Bm_ix-{-Bm

qui, devant être nul, quel que soit x, donnera les deux
équations :

Bm-^O^^O,

et d'après la loi de formation :

B m - i = / * B m . 2 -f-^Bm-3 -f- Aw-i =• 0 ,

On peut, quel que soit le degré de l'équation donnée, éli-
miner les coefficients Bo Ba, Br... etc., et obtenirles valeurs
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des polynômes Bm-i et Bm en fonction des quantités p et q.

En effet, considérons les équations :

(1) Bh =pBh-i+qBh-2+Ah 1

(2) Bh-i=pBh-2+qBh-3+Ah-i p

(3) *

(4)

{h-i) B" =pBt+q+A3

(h) B^^r-fA,

Multiplions l'équation (1) par 1, l'équation (2) par/ ; ,

l'équation (3) par piJrq, l'équation (4) p a r / ? 3 + 2/?^, et

ainsi de suite. La loi de ces facteurs est évidente ; si on re-

présente par ay b, c trois facteurs consécutifs, le dernier

c~pb-\-aq. On pourrait, au moyen du triangle de Pascal,

former ces facteurs. Le premier terme de chaque facteur a

l'unité pour coefficient, les coefficients des seconds termes

sont la suite des nombres naturels, les coefficients des troi-

sièmes termes sont les nombres Ggurés du second ordre,

ceux des quatrièmes termes sont les nombres flgurés du troi-

sième ordre et ainsi de suite. En général, le facteur par

lequel on devra multiplier l'équatiou du rang K sera :

ou

dont le dernier terme sera Cfc kq* si k est pair, et

2 2
k-i

€k+t k {pq 2 si k est impair.
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Si on ajoute toutes ces égalités après les avoir multipliées

par les facteurs correspondants, les coefficients B,, B,

disparaîtront et on aura :

Ah + AAH

+ 2Aft_3

+A3

p + Aft-2

+ IOAA-8-73

Si on fait h = m — 1 et qu'on ordonne par rapport aux

puissances décroissantes de p, on aura :

/*-3_[_A3 p

+ (/»—3)Afgr
m—5 i A

P -f" A»i-i

+ Am-5?2

= 0.

Si on fait hz=m — 2 et qu'on ajoute — , on aura :

m

La loi de formation des termes de ces équations est facile à

reconnaître.

Proposons-nous maintenant de déterminer les valeurs en-

tières de/? et q qui satisfont aux deux équations Bm-i = 0,
T>

— = 0 . L'élimination de Tune des inconnues conduirait à
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une équation finale du degré , et exigerait des cal-
A

culs qui seraient bientôt impraticables, si le degré de l'équa-
tion était un peu élevé. On peut, en suivant une méthode
qui présente une très-grande analogie avec celle des racines
cornmensurables, trouver immédiatement les solutions en-
tières dep et q.

Je remarque que les valeurs entières de p et q, qui satis-
TD

font aux deux équations Bm_i = 0, — = 0 doivent aussi sa-

tisfaire aux équations

0 = grBm-2 + Aw

0 =pBm-2 + qBm-3 + Am_i
+ qY$m-i - j - Am-2

B f = / > + À f

dans lesquelles les coefficients Br, Ba, etc.... sont assujettis à
être entiers -, et réciproquement les valeurs entières dep et q
qui satisfont à ces m équations, en déterminant pour les
coefficients B o Ba des valeurs entières, satisfont aux

•p

équationsBm_i = 0 et — = 0 , et par conséquent sont les

coefficients d'un diviseur du second degré du premier membre
Rr de l'équation proposée.

Si on connaissait une valeur de q, en la substituant dans les

deux équations Bm-i = 0 , — = 0, celles-ci deviendraient

fonctions dep seulement, et auraient au moins une racine
entière commune : donc si on représente par G et H les
termes indépendants dep dans ces deux équations, les valeurs
entières de p correspondantes à la valeur de q devraient être
des diviseurs communs de G et H.



De plus le quotient du premier membre F(x), par le divi-
seur x*—px— q devant être entier pour toute valeur en-
tière donnée à x, F (1) devra être divisible par i *— p—q,
et F(— 1)par l+p — q.

Ainsi on posera q égal à un diviseur de Am-i, on substi-
tuera cette valeur dans les polynômes G et H,

G = Am-i -f- Am-3? + Am.5?a+ etc.. •.
H = Am+Am-2 + Am-4<7 + etc....

Q

On cherchera les diviseurs communs des deux nombres
ainsi obtenus. Si à la valeur de q correspond une valeur
entière de /?,/? devra être l'un de ces diviseurs. Les valeurs
de p et q devront encore satisfaire aux deux conditions

F (1) = N, ^{~A) = N', N et M' représentant des
i—p—q
nombres entiers. On substituera les valeurs de p et q qui
auront rempli ces conditions dans les ta équations ci-dessus
qui devront être vérifiées et donner des valeurs entières pour
les coefficients B,, Ba

Supposons que Ton ait trouvé un couple de valeurs en-
tières p = a, q = p, c'est-à-dire qu'on ait déterminé un
diviseur xa— ax — p. Si F,(x) est le quotient de F(x) par
x*—a.r—p,on aura Ft{x) =xw~'+B,jrw~3+...+Bm-3x+Bm-2,
dont les coefficients sont connus. Si l'on procède à la re-
cherche d'un nouveau diviseur, en représentant par C,, Ca,
C3,." les premiers termes des restes de la division de Ft (x)
par x*—px—q, on aura les m— 2 équations

0 = pCm-A

C*»-4 = />Cm-5+ qGm-6 + Bm-4 ,

Cm-5 =/>Cm-6H- q^m-l + Bm-5,



Les polynômes G, et Hx, indépendants de p dans les deux
équations qui résulteraient de l'élimination de C,, C,, C,,...
se formeront de G et H en remplaçant dans ceux-ci Am ,
Am-i-t parBm-2, Bm-3..., ainsi

G t = B m _ 3 - f Bm-5?-f etc....
H, = B^2 + Bm-4 + Bm-6? a + etc ...

q

De l'équation F (a:) = (x*— ax— p) F,x\ on tire en f«ii~

sant successivement x = 1 o\x = — 1 , Fr(l) =
1 Q 7

— Q£ ——. Q

F(— 1)
F,( — l ) = — --. Ainsi on aura immédiatement les

valeurs de F(l) et F,(— 1) r à chaque opération qui fera
connaître un diviseur du second degré, le nombre des équa-
tions de condition diminuera de deux unités, les polynômes
G,, H,, G2, Ha se réduiront, et les calculs iront en se simpli-
fiant de plus en plus.

Pour éviter d'essayer les valeurs p = i, p = — 1, avec
chacune des valeurs de q, on remarquera que si dans les

équations — — — = N, - F ( ~~*) = N\ on fait p = 1,

Y (\) F(—1)
on obtient = N , - = N ' , on devra donc avec

— q * — q
p—i, essayer seulement les valeurs de q qui satisfont à ces
conditions, et de même avec/? =• — i , les valeurs de q qui

= N'.remplissent les conditions ——— = N, —
2 — </

Pour simplifier les calculs, ii sera bon dans la pratique
de commencer par déterminer les systèmes dans lesquels p
et q sonl différents de dr 1, ensuite de chercher ceux dans
lesquels q = ± 1, et enfin on procédera à la recherche de
ceux dans lesquels p = ±: 1.

ANN. DE MATHÉM. IV 24
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Application de la méthode précédente.

Soit l'équation

Fx = x8 — 20a:' + 100x6 + 28a:5 — 466.T4— 1440a:3 +
• — 40 = 0 ,

0 = ? B e — 40,
0 =/>

B3 = ^ + ^
B2=/>B t+^ + 100,
B I = p — 2 0 ;

G = 222 — 1440^ + 28^a —
40

H = —~- +175 - 466? +100?*+

F(1) = —1440,

q doit être un diviseur de 40.

1° ? = 2 ,

les valeurs particulières de G et H sont :

G = —2706, H = — 369,

dont les diviseurs communs sont ± 3 , ± : 41.
Les solutions (q = 2, p = 3), (? = 2, / ?= —3), satisfont

seules aux conditions

convient de les substituer dans les équations (A).
Essayons d'abord {q = 2, p = 3). On aura :

B 4 = 1 3 4 ,
B, iractiunnaire.



Donc ce système doit être rejeté. Il en est de même du
système ( # = 2 , p= — 3), qui donne également pour B, une
valeur fractionnaire.

2° ? = — 2 ,

les valeurs de G et H sont :

G = 3 3 7 4 , H = 1 5 1 9 ,

diviseurs communs ± 7.

Le système (q== — 2 , p=l) satisfait seul aux deux con-

ditions F ( 1 ) = N F ( ~ i } =• N'= N, =• N'. Substituant ces

valeurs dans les équations (A), on trouve
B6=—:20, Bs=41, B4=241, B3=103, Ba= 7, B==-~J3,
donc Fx admet le diviseur x" — 7x H-2.

Cherchous les autres diviseurs, on aura les équations de
condition

/ o = ? C 4 — 2 0 ,
0 = pQ>& + ?C,

B

Ct=p — 13,
G, = 41 +103? —13? \

20
Ht = + 24

980

et ? doit être un diviseur de B6 = — 20.

— 2 étant un diviseur de 20, on posera encore q = —2,
à cette valeur ne peut répondre d'après ce qui précède que
p = 7, mais on s'assurera facilement que ce système doit
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être rejeté, car F,( — 1) n'est pas divisible par i — p — ?.

3° ? = + * ,
G, = 245, H, = 280,

dont les diviseurs communs sont ± 5, ± 7 .

Le système (q = 4, /? = 5) est le seul qui remplisse les
p m p( i)

conditions : = N, = N' ; mais substitué
\ p q *+pq

dans les équalions (B), il donne pour C3 une valeur frac-
tionnaire.

4° q == — 4 ,
G, = — 579, Ht = 234,

diviseurs communs ±: 3.

Le seul système qui doive être essayé es! (^=—4, p=—3),-
substitué dans les équations de condition, on trouve les
valeurs entières C 4 = — 5 , C3 = 14 , C4= 5 1 , C, = — 16,
donc ¥tx admet le diviseur x* -f- 3* + 4.

Cherchons les diviseurs du second degré du quotient. Ou
aura de même :

0 =P

D, =1/1-16,

G, = 14 - 16? , H, = — 5 + 51 +q,

d'ailleurs q doit diviser 5.

5" q = + 5,

Ga = - 6 6 , H, = + 55,

diviseurs communs d= 11.

Le système (^ = - f 5, /? = 11) satisfait seul aux deux



conditions • . = Nf, et en substi-

tuant les valeurs de ce système dans les équations de condi-
tion (C), on obtient D, = 1, D, = — 5 ; donc F, (x) admet
le diviseur x* — i l x — 5, et le quotient est x*— D^+D, ,
ou x% — 5x -\-1 : donc le premier membre de l'équation
proposée est égal au produit

{x* — 7.r + 2) (x*+ 3JC -f 4) {x1 — U x — 5) (xa — bx + 1).

Soit l'équation
Second exemple.

93x7

J - f — 44 = 0

équations de condition .

0 = qB1 — 44 ,
0 = ^

B5 =
B4 =
B3 =

, - 3 4 0 ,

G = 500 + 1356^ — 340^' + 93^^ -f

H = 1567 + 483? —

F(— 1) = — 2880,

doit être un diviseur de 44.

Soit q = + 2 ,
G = 2612, H =1259 ,
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pas de diviseurs communs.

G = —4300, H =—2875,

diviseurs communs db 5, riz 25.
F(i)

Le seul système qui satisfasse aux conditions — = N ,

-— — = N', est (q = — 2, p = + 5) : en le substituant

dans les équations de condition (A) , on trouve les valeurs
entières B, = — 22, B 6 =195 , B 5 =—285 , B 4 = — 1 3 2 ,
B,=54 , B a = 3 1 , B, = —12. Ainsi Fx est divisible par

Nouvelles équations de condition :

0 = ?Ç5 — 22,
0 = / ? (

— 285,
,—132,

(;t = 195 — 132?
22

H, = 285 + 54? —12^%

F,(i) = - -170, Ff(— 1) = — 360,

q doit diviser 22.

11 convient d'essayer encore q = — 2 , pour cette valeur

G,= 575, H, = — 430,

diviseurs communs zh 5.

Le système (? = — 2, /? = + 5) est le seul qui doive être
essayé, car Tautre système (? = — 2, /> = — 5), a déjà été
rejeté : substitué dans les équations B, ii donne les valeurs
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entières C«»-<1 , Ç«=70, Cy=38, 0 ,= —6, C,»»—7»
donc x2 — 5x -f* 2 , est encore diviseur.

Nouvelles équations de conditions :

Ha + 3 8 7 ? ,

F . ( l ) « - 8 5 , F a ( — ! ) = r - 4 5 ,

et # doit être un diviseur de 11.

Soit donc q =. + 11 •>
G, = 125, H, = —40,

diviseurs communs db 5.

Les deux systèmes (q sss-f- f 1, /?:=5) (^=-f-il, p=z—5),
doivent être rejetés.

G a = 2 5 7 , H2==t16,

pas de diviseurs communs.

Il faut maintenant essayer les systèmes de valeurs dans
lesquels q = ± i.

Pour q = 1, Ga =65 , H,=20, diviseurs communs ±:5 ;
les valeurs (q = 1 , p = 5), (y = 1 , p = —5), satisfont aux

F fi) F f— -n
conditions ^ — = N, - l î i—IL = N', mais substi-

1 p q *+p<ituées dans les équations (C), elles ne les vérifient pas.

Pour £ = — 1 , G a =77 , H a = 5 6 , diviseurs communs ± 7 .
Le système {q = — 1, p = — 7), doit être rejeté, le second
(q= —1,/?=7) doit être essayé j substituant ces valeurs de/?



et q dans les équations (C), elles sont satisfaites et donnent :

D , = — 1 1 , D 3 = — 7, D1 = 0.

Donc le quotient de Fa(x) par x3—7.r-j-l est .r3—7.r— 11;

ainsi le premier membre de l'équation proposée.

F x = (.r3 — 5JT + 2)a (.r3 — 7.r + l ) ^ — 7^—11).

Je me propose dans un numéro prochain d'étendre la

méthode précédente à la recherche des diviseurs rationnels

du troisième degré.

THEOREME

sur les polaires des courbes du second degré,

P A R A. DESCOS .
Éiéve externe du Collège Louis-le-Grand.

Sur le plan d'une ligne du second ordre on donne trois

points, non en ligne droite ; on construit les polaires de cha-

cun de ces points par rapport à la courbe : ces polaires for-

meront par leurs intersections un triangle : on joint chacun

des sommets du triangle au pôle du côté opposé -, les trois

droites ainsi menées se coupent en un même point.

Soient A', B\ C (fig. 43) les trois points donnés . BC, AC,

AB, leurs polaires . il faut démontrer que AA', BBf, CC

passent en un même point.

Soit A ^ + Bjrr-f-Cx' + Dr + Ejr-f F = 0 l'équation

de la courbe, rapportée aux axes AB, AC, les deux coor-

données du point G pôle de la droite dont l'équation est

sont :

, BE^ 2CD
"' _ 4 C F — E*

"~ BE — 2CD
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Les deux coordonnées du point B' pôle de la droite dont

l'équation est

sont :

4AF — Da

, BD - 2AE
N „ DE — 2 B F
/ ~~ BD — 2AE

Je mène maintenant une droite arbitraire BG non paral-

lèle aux axes ; l'équation de cette droite sera :

Ainsi on aura, pour déterminer x\ y coordonnées du pôle

de la droite, les deux équations

_fr D / + E , r + 2 F _

ou bien

(2Ab — B<?)y + {Bb — 2Cc) j ^ = Ee — D£ ,

(2A& + D)y +-(B6 + E)xf=, — D6 — 2F ^

d'où Ton tire •

, __ (2AE6 - f DE — BDfr — 2BF)c — (Da — 4AF) b

A' ^ *
. (DE — 2BF) b — (Ea — 4CF — 2CD^ + BE^) c
~~ k

Formons les équations des droites CC', AA;, BB', nous

aurons :

CC ...(DE—2BF) tr+[E ï-4CF+6(BE—2CD)]x=6(DE-2BF),

BB '. ..[D2-4AF+c(BD—2AE)]jr-f-(DE

AA'...[(2AE6+DE—BD6—2BF)c—(D1— h

—[(DE—2BF)£-(Ea—4CF— 2GDfr-fBE6)c]x=0.

(*) Ces coordonnées sont calculées symétriquement, t. II, p. 304, XIX. Tm.



En multipliant la première équation par c, la seconde par
b, et retranchant la seconde de la première, on trouve la
trcisième : donc Tune des équations est une conséquence des
deux autres ; les trois équations admettant une solution
commune, les droites qu'elles représentent se coupent au
même point.

Remarque. Ce théorème généralise la propriété connue du
triangle circonscrit à une courbe du second degré.

Note. Ce théorème est un cas particulier de cet autre théo-
rème énoncé par M. Chasles (Gergonne, t. XIX, p. 65) : —
Si par rapport à une même surface du second degré on
prend les pôles des trois faces d'un angle trièdre, les plans
conduits par ses arêtes et les pôles des faces respectivement
opposées se coupent tous trois suivant la même droite.

En combinant le théorème de M. Descos avec la théorie des
polaires et l'hexagramme de Pascal, on conclut que le sys-
tème des côtés des triangles ABC, A'B'C se coupant en neuf
points, excluant les sommets; les trois points donnés par
les intersections des côtés AB, A'B' ; AC, A'C , BC, B'C sont
sur une même droite, et les six autres points sur une même
conique. Tm.

THÉORÈME

sur le cercle principal de Vellipse, l'hyperbole et la parabole.

PAR. M. CH. KM. CASTEL ,
élève du collège royal de Versailles.

Bans Vellipse, le cercle décrit sur un rayon vecteur quel-
conque , comme diamètre, est tangent au cercle principal.

Démonstration géométrique. Soient F, F (fig. 36 ) les deux



— 355 —

foyers de l'ellipse ; menons un rayon vecteur quelconque Ff .

$f nous joignons F'T, et que nous prolongions celte ligne ;

qu'en T nous menions la tangente à la courbe, et que du

foyer F nous abaissions la perpendiculaire Ffi sur la tan-

gente ; tn la prolongeant jusqu'à la rencontre C de F T $ le

triangle TCF sera isocèle, à cause de la propriété qu'a la

tangente d'être bissectrice de l'angle FTC. On aura donc

FB = BC; d'ailleurs F O = : O F ' Î donc la ligne OB est

parallèle à F'C. A cause de ce parallélisme, on a donc

FM : MT : : FO : OF ; donc FM = MT ; le point M est donc le

milieu du rayon vecteur F T , ce sera donc le centre du cercle

décrit sur cette droite comme diamètre. D'un autre côté, la

ligne OB est égale au demi-grand axe de l'ellipse; le point B

appartient donc au cercle principal, il appartient aussi au

cercle décrit sur TF comme diamètre ; puisque l'angle TBF

est droit. D'ailleurs, il est situé sur la ligne des centres ,• la

distance des centres OM est égale à la différence des rayons,

donc les deux cercles sont tangents. C. Q. F. D.

Démonstration analytique. Soient .r1, y les coordonnées

du point T ; cherchons l'équation du cercle décrit sur TF

comme diamètre. Ce cercle a pour centre le point M dont les

coordonnées sont ~ et —-£—, c étant l'abscisse du foyer.

D'ailleurs, le rayon de ce cercle est MF ; son carré est donc

égal à *̂— -| ; on a donc pour l'équation de ce
4 4

cercle .

OU

(1)
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Combinons cette équation avec x* -\-y* = a? (2), afin d'avoir

l'intersection du cercle qu'elle représente avec le cercle

principal ; retranchons les deux équations Tune de l'autre, il

vient :

yyf + x (x' + c) — ex1 = a* ;
d'où Ton tire :

, c? -|- ex1 — x (x' -f- c)

y= - y -
et en portant cette valeur dans l'équation (2), on aura, pour

l'équation que donnent les x d'intersection :

Examinons l'expression du binôme B'—4AG ; nous aurons

pour ce binôme :

(c + x')X<?+cx'T- [/' + (c + x')'] [(a* + cr')Vr'
a]

ou

ou
yvya+«
/ > y a + 6V<-a362), (5)

quantité qui est nirile, puisque le point x\ y' se trouve sur

l'ellipse. Le premier membre de l'équation (3) est donc un

carré parfait ; les deux racines sont donc égales, et par con-

séquent les deux cercles sont tangents. C. Q. F. D.

Scolie. Remarquons que pour passer de l'ellipse au cas

de l'hyperbole, on aurait absolument les mêmes calculs à

faire; seulement ca ne serait plus a2 — b\ mais aa-f-^9;

en remplaçant ca par cette valeur dans le polynôme (4), on

obtient :

La quantité entre parenthèses n'est autre chose que l'équa-
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lion de l'hyperbole ayant a et b pour axes , dans laquelle x
et y ont été remplacés par od et y'. Si donc on suppose que
le point x\y appartient à l'hyperbole, cette quantité sera
nulle. L'équation (3) aura donc aussi ses racines égales dans
le cas de 1 hyperbole, et par conséquent le cercle construit
sur le rayon vecteur du point, est encore tangent au cercle
qui a l'origine pour centre, et pour rayon le demi-axe a.

Corollaire. Soit F, F (fig. 37) les deux foyers, T Un point
de l'ellipse ; menons les deux rayons vecteurs FT, F'T ; et
sur ces deux rayons vecteurs, comme diamètres, décrivons
deux cercles qui seront tangents au cercle principal en G et
en £. Aux pointsEetC menons les tangentes BD, DC au cercle
principal, et joignons le point D, où ces tangentes se rencon-
trent, au point T. La ligne DT prolongée devra passer par
le deuxième point d'intersection K des deux cercles . mais
l'angle TRF est un angle droit ; donc la ligne DT est perpen-
diculaire sur l'axe des x.

On peut remarquer aussi que les trois points E , T, C,
c'est-à-dire le point de la courbe et les poinls de contact du
cercle principal avec les cercles décrits sur les deux rayons
vecteurs de ce point, comme diamètres, sont en ligne droite.

En effet, les perpendiculaires abaissées des foyers sur la
tangente à la courbe, ont leurs pieds sur le cercle principal ;
ces pieds doivent aussi se trouver sur les cercles qui ont pour
diamètres les deux rayons vecteurs du point T ; ils se trou-
vent donc à la rencontre de ces cercles avec le cercle prin-
cipal. Réciproquement les points de rencontre sont les pieds
des perpendiculaires abaissées des foyers sur la tangente au
point T ; ils se trouvent donc sur cette tangente ; par consé-
quent ces points de rencontre et le point T sont en ligne
droiie.

Hyperbole. Nous avons étendu à l'hyperbole la démons-
tration analytique que nous avions donnée pour l'ellipse. On



peut aussi donner pour cette courbe une démonstration
géométrique.

Menons las deux rayons vecteurs FT, FT (fig 38) d'un
même point, et en ce point menons la tangente à la courbe.
Elle coupera en deux parties égales l'angle des deux rayons
vecteurs. Si donc nous abaissons du foyer F une perpendi-
culaire sur cette tangente, en la prolongeant jusqu'à la ren-
contre de FT, nous aurons FB = BC. D'ailleurs, OF=OF';
donc la ligne OB est parallèle à FT ; elle divisera donc aussi
en deux parties égales le rayon vecteur FT ; le point M où
elle rencontre le rayon vecteur est donc le centre du cercle
décrit sur ce rayon comme diamètre. Ce cercle passera en B.
Comme OB est égal à la moitié de F'C, c'est-à-dire à a, le
cercle principal passera aussi en B. La distance des centres
de ces deux cercles est OM, les deux rayons OB et BM ; la
la distance des centres est donc égale à la somme des rayons ;
donc les deux cercles sont tangents. C. Q. F. D.

On peut faire ici la même remarque que sur l'ellipse. Les
tangentes au cercle principal, menées aux points de rencontre
de ce cercle avec les deux autres, se coupent en un point qui
est situé sur l'ordonnée du point T prolongée.

De plus , les points de contact des cercles se trouvent sur
la tangente au point T.

Parabole. Enfin le même théorème s'étend aussi à la para-
bole. Mais alors le rayon du cercle principal est devenu in-
fini ; la circonférence de ce cercle s'est transformée en une
tangente à la courbe, au point où Taxe la coupe. Si Ton prend
cette tangente pour axe des y, on pourra dire encore • que
le cercle décrit sur un rayon vecteur quelconque, comme
diamètre, est tangent à Taxe des^.

Démonstration géométrique. On sait que le pied de la per -
pendiculaire, abaissée du foyer sur la tangente, se trouve
sur Taxe des y. Soit donc (fig. 39) B le point où la tangente



en un point quelcon que T coupe Taxe des y\ le cercle dé-
crit sur le rayon recteur FT, comme diamètre, passera par
le point B. D'ailleurs, on sait que la hauteur AB est égale à
la demi-ordonnée du point T ; si donc par le point B on
mène une perpendiculaire à Taxe des y , elle ira passer par le
milieu N de l'ordonnée TK ; par suite par le milieu du rayon
recteur TF, c'est-à-dire par le centre du cercle. Donc réci-
proquement le rayon MB est perpendiculaire sur Taxe des^ ;
donc le cercle est tangent à cet axe. C. Q. F. D.

Démonstration analytique. Soit

Téquation de la parabole. Menons le rayon vecteur d'un point
x\ y , et cherchons l'équation du cercle décrit sur ce rayon
vecteur comme diamètre. Ce centre a pour centre un point

y od p
dont les coordonnées sont •— et — + j ; le carré de son

yn (a? pV
rayon est * •- + I TT — 7 ; s o n équation sera donc •

4 \ 2 4/

ou en développant, et faisant x = 0 , afin d'avoir l'intersec-
tion du cercle avec Taxe des y,

Or on a y" = 2px' ; i'oùpx' = —, l'équation devient donc ;

Syï+ = o

Le premier nombre est un carré ; les racines sont donc
égales ; donc le cercle est tangent à l'axe des .y. C. Q. F. D.

Nott. Soit O l'origine des coordonnées rectangulaires d'une
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courbe algébrique plane, et M l'un des points de cette courbe ;

quelle est l'enveloppe du cercle décrit sur OM comme dia-

mètre? L'intersection de ce cercle avec la tangente en M est

évidemment le point de contact du cercle avec son enveloppe.

Car le point infiniment voisin de M est encore sur la tan-

gente ; ainsi l'enveloppe cherchée est donc aussi le lieu des

pieds des perpendiculaires abaissées de l'origine sur les tan-

gentes. Or, dans le théorème ci-dessus, on sait que le lieu est

le cercle décrit sur l'axe focal comme diamètre ; donc, etc.

(voir t. I I , p. 436). Tm.

RÉDUIRE A L'HORIZON L'ANGLE DE DEUX DROITES.

P A R M. A E U D E S /
professeur au collège royal d'Angers.

Pour abréger, désignons par V ctH les plans de projection.

1er CAS. Aucune des deux droites n'est horizontale.

Soient AB, AC {fig. 40 ) , ces deux droites qui se coupent

au point A , et qui percent H respectivement en B et en C ;

prenons pour V le plan vertical qui contient l'une des deux

droites, AB par exemple 5 en sorte que xy (fig. 1), étant

la ligne de terre, et Aa étant la verticale du point A , la

droite AB fait en A avec A* l'angle BAa, un des angles

donnés ; la projection de AB est xy, il s'agit de trouver la

projection de AC ; ce qui se réduit à trouver le point C où

cette droite vient percer H , puisqu'ators aC sera cette pro-

jection et B>C sera l'angle demandé.

Concevons que le plan vertical qui contient AC tourne

autour de Aa comme axe pour venir s'appliquer sur Y ; AC

viendra se placer en AC, qui fait l'angle C'A*, un des angles
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donnés, et le point C dans ce mouvement n'étant pas sorti

de Ht qui est perpendiculaire à l'axe de rotation A* sera

venu se placer en C, intersection de AC avec xy, après

avoir décrit dans H une circonférence dont le centre est a et

le rayon <*C ; réciproquement le point C rétabli dans sa vé-

ritable position se trouvera donc en quelque point de cette

circonférence.

Un second rabattement de \C va nous donner un second

lieu du point C.

Qu'on fasse tourner le plan même des droites (AB, AC),

autour de AB pour l'appliquer sur V ; la droite AC viendra

se placer en AC" qui fait avec AB l'angle BAC, le troisième

des angles donnés , et le point C tombera à une distance AC"

égale à AC ; ces deux longueurs sont les rabattements de la

même distance AC

En relevant ce point C" pour le rétablir dans sa véritable

position , il ne sortira pas du plan perpendiculaire à Taxe de

rotation AB, perpendiculaire par conséquent à Y, lequel

plan a pour trace C% , perpendiculaire à AB ; le point C"

rétabli en sa vraie position, devra donc faire sa projection

verticale en quelque point de cette trace C'7 ; ce point devant

d'ailleurs appartenir à H, sa projection verticale est quelque

part sur xy; cette projection est donc le point 7 d'intersection

de la perpendiculaire C'y à AB avec xy.

Élevant alors en 7 une perpendiculaire h xy, le point C

sera l'intersection de cette perpendiculaire et de la circon-

férence (aC), et l'angle ôemandé sera B«C.

Comme vérification on observe que BC" est le rabattement

de BC , et doit lui être égal.

La construction devient impossible si le point 7 tombe en

dehors du cercle («C), et il en sera ainsi lorsque BAC"<BAC

ou lorsque BAC >> BAI, c'est qu'en effet l'impossibilité est

dans la question même ; les deux droites AB, ÂC dans leur

ANN.DK M\THÉM. IV. 2 5
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yraie position, forment avec la verticale A a un angle trièdre

dont les trois faces BAa, BAC, GAa doivent satisfaire aux

conditions BAC > BAa + CAa et BAC < BAa - f CAa, les-

quelles reviennent à BAC"> BAC et BAC"<BAI.

2e Cas. L'une des deux droites est horizontale ;

1° On prend pour V le plan vertical qui contient cette

horizontale (AB par exemple).

La droite AB {fig. 41), sera dans ce cas parallèle à xy ; il

n'y aura d'ailleurs rien à changer aux constructions précé-

dentes, ainsi quel'indique la figure. C'aC sera l'angle cherché;

la vérification seule manquera*, il y aura impossibilité dans

les mômes circonstances.

2° On prend pour V le plan vertical de celle des deux

droites qui n'est pas horizontale de AB, par exemple.

Comme AC est horizontale et ne rencontre plus H ; on

cherche les projections d'un point quelconque C de cette

droite pris à une distance arbitraire AC du point A {fig. 42),

en sorte que le premier rabattement autour de Aa qui don-

nait dans les cas précédents la longueur de AC est ici inu-

tile, puisque d'ailleurs la distance AC devant se projeter

sur H en vraie grandeur, la projection horizontale de ce

point C sera un des points de la circonférence décrite du

point a comme centre avec AC pour rayon ; il suffira donc

de rabattre AC autour de AB, puis la construction précé-

dente s'appliquera en remarquant que la projectiQn verticale

du point C devant se trouver sur la parallèle à xy passant

par le point A, sera à l'intersection (Cr) de cette parallèle

et de la perpendiculaire C'y à l'axe AB ; en abaissant la

perpendiculaire CC; à xy, le point d'intersection de cette

perpendiculaire et de la circonférence (<*C) sera la projection

horizontale du point C, et l'angle BaC sera l'angle cherché.

La vérification manquera encore et il y aura impossibilité

dans les mêmes circonstances.



PROPRIETE DU FOYER DE LA PARABOLE.

PAR. SU.. F. M. FAIGNON

Si par le foyer d'une parabole, on mène une perpendiculaire
à son axe et que l'on prenne, à partir du foyer, sur cette per-
pendiculaire , deux distances égales, le trapèze formé en
abaissant de ces points des perpendiculaires sur les tangentes
est constant.

L'équation de la parabole étant

y = Apx,

l'équation d'une tangente au point (x\ yf) sera

W'=p(x + x')'
La perpendiculaire > abaissée du foyer sur celle tangente

aura pour expression

2 v

Appelons 2b la distance des deux points pris sur la per-
pendiculaire à Taxe passant par le foyer ; la hauteur o' du
trapèze sera la projection <ie la ligne 2b sur la tangente ; on
aura donc

on trouvera par conséquent pour la surface du trapèze

expression indépendante des coordonnées x', y et qui dé-
montre le théorème énoncé.

Cette propriété caractérise la parabole. En effet si Ton
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cherche généralement quelle est la courbe telle que le tra-

pèze compris entre la ligne qui joint deux points donnés,

la tangente et les perpendiculaires abaissées de ces points sur

la tangente, soit équivalent à un carré donné m1, on trouve

pour solution la parabole.

En prenant pour axes la droite qui joint les deux points

donnés et la perpendiculaire élevée en son point milieu,

Téquation différentielle de la courbe cherchée sera ;

on en déduit en posant

Différontiant, on a

équation à laquelle on pourra satisfaire de deux manières

i° En posant

d'où

(k désignant une constante arbitraire), et par suite

intégrale générale qui représente un système de lignes

droites \

2° En posant

+ 0
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solution singulière qui donne en intégrant

2/na [m* \

équation qui démontre le théorème énoncé. On démontre-
rait d'une manière analogue la proposition suivante et sa
réciproque.

Si Von prend sur Vaxe d'une parabole et à partir du foyer
deux distances égales, et que des points ainsi obtenus, on
abaisse des perpendiculaires sur les tangentes, on formera un
trapèze dont la surface variera en raison inverse de la tan-
gente trigonométrique de l'angle que la tangente à la courbe
fait avec l'axe, qui sera par conséquent minimum, quand
on considérera la tangente au sommet, et qui n'aura pas de
maximum.

Note. Ces propriétés sont des conséquences directes de
cette proposition. L'aire d'un trapèze est double de Faire du
triangle qui a pour base un côté non parallèle et pour som-
met le milieu du côté opposé. Dans le cas actuel ce milieu
est sur la tangente au sommet de la parabole et dans les autres
coniques il est sur le cercle à diamètre focal. Tm.

ANNONCES.

1. Essai sur les principes fondamentaux de l'analyse trans-
cendante. Suivi des éléments du calcul différentiel résumés
à un point de vue purement algébrique, par Ernest La-
marle, ingénieur des ponts et chaussées, professeur à l'U-
niversité de Gand. Liège, 1843 , VIII, p. 128, in-8°, 1 pi.

En attendant l'analyse de cet ouvrage, nous transcrivons
l'opinion d'un juge compétent, d'une grande autorité.
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« M. Lamarle est bien connu de l'Académie pour divers

travaux, et en particulier pour un mémoire sur la flexion

des pièces chargées debout, dont elle a ordonné l'insertion

dans le recueil des Savants étrangers. Le nouvel ouvrage

qu'il donne aux géomètres, a surtout pour objet, comme

son titre l'indique, l'étude approfondie des premiers prin-

cipes de l'analyse transcendante, et de la métaphysique qui

les éclaire et les domine. D'après le talent de l'auteur, élève

distingué de l'école Polytechnique, on doit être assuré d'y

trouver des remarques utiles pour l'enseignement, et des

discussions philosophiques instructives pour les savants eux-

mêmes, qui parfois négligent trop cette partie importante

de la science. » (Comptes rendus, juin 1845, n° 22, p. 1642.)

Nous croyons qu'on a singulièrement embrouillé cette mé-

taphysique, en s'obstinant à définir Tinfiniment petit, chose

aussi indéfinissable que l'infiniment grand; et à vouloir

rendre claire l'idée certaine, innée, du coefficient différen-

tiel; le sentiment du moi, de l'existence, sont des notions

qui ont le plus grand degré de certitude possible ; qui peut

les rendre claires ? Les efforts que font les métaphysiciens

pour expliquer la certitude, introduisent une source inépui-

sable d'obscurité dans toutes les sciences, sans en excepter

les mathématiques.

Trigonométrie et géométrie analytique ,• par P. Lenthéric,

professeur à la faculté des sciences et au collège royal de

Montpellier. Ouvrage autorisé par le conseil royal de

l'instruction publique, pour l'enseignement dans les col-

lèges de l'Université. Montpellier, 1841, in 8°, p. 480 ,

5 pi., lith. ; chez Bachelier, libraire à Paris.

Tous les ouvrages élémentaires étant rédigés aujourd'hui

pour apprendre aux élèves à répondre aux examens,

doivent avoir et ont en effet la même physionomie. Tous sont
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modelés sur le programme des connaissances exigées pour

l'école Polytechnique. Et comme la partie de ce pro-

gramme , relative à la géométrie analytique, nous semble

très-arriérée, l'enseignement Test également; et il est heu-

reux qu'il en soit ainsi, c'est-à-dire, que l'enseignement

réponde aux exigences officielles. Car le premier devoir

d'un professeur, est de faciliter aux élèves l'entrée de la

carrière et d'assurer leurs succès. L'ouvrage que nous an-

nonçons renferme beaucoup de problèmes d'examen, et

aussi quelques théories générales ; nous citerons les méthodes

pour la détermination des centres et des diamètres des

courbes exprimées par des équations algébriques et ra-

tionnelles; pour mener des tangentes, pour trouver des

asymptotes; les propriétés des diamètres conjugués sont

démontrées sans le secours de la transformation des coordon-

nées; ce qui donne plus de rapidité, fait gagner du temps,

économie si précieuse dans les examens. On remarque des

facilités du même genre dans les formules trigonométriques.

THÉORÈMES DE M. CAUCHY ET D'EULER

Sur les réseaux polygonaux et sur les polyèdres,

d'après M. GRUNERT (Crelle , t. II, p. 367. 1827).

1. Soit un réseau polygonal situé ou non dans un même

plan 5 et soit A le nombre des côtés, S le nombre des sommets

et F le nombre des figures, supposons qu'il survienne une

nouvelle figure de k côtés, ayant k' côtés en commun avec

le premier réseau, et k" non communs, représentons par

A', S', F' les nombres qui dans le second réseau sont ana-

logues aux nombres C, S , F, dans le premier réseau. On

a évidemment ces équations
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k = k' + k\
A' = A + F ,
F' = F + ! ,
S ' = S + F — 1.

Le nouveau réseau ayant k' côtés en communs, a aussi
^-j-1 sommets en commun, et par conséquent kn—1 som-
mets non communs ; ce qui donne la quatrième équation, et
Ton déduit S'-f F — A ' = S + F — A; donc S + F — A est
constant; mais pour une seule figure S = A et F = 1 ; donc
S -{- F — A = 1 ; théorème de M. Cauchy.

II. Si dans un polyèdre de F faces, A arrêts et S sommets,
nous supprimons une face, le polyèdre devient un réseau,
le nombre des figures est F— 1, donc S +F— 1 -+- A = 1,
ou S + F = A -f 2 ; théorème d'Euler. Tin.

QUESTION PROPOSÉE.

98. Soit n3 le nombre des faces triangulaires ; n^ le nombre
des faces quadrangulaires, etc., d'un polyèdre et N le
nombre des diagonales du polyèdre, faisant

on a 8N = (2 + L)(44
et pour les polyèdres réguliers,

Tétraèdre
Hexaèdre
Octaèdre
Dodécaèdre...
ïcosaèdre

-L) — 4M,
en particulier

N

3,
100,

36,
(GENTIL, chef d'institution.)
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G R A N D CONCOURS D E 1845. (F. t. I I I , p . 377) .

QUFSTIONS PROPOSEES.

Mathématiques spéciales.

Etant donné un cercle, et un point situé dans son inté-

rieur, on imagine que sur chacun des diamètres de ce cercle,

on décrive une ellipse qui ait ce dianjètre pour grand axe,

et qui passe par le point donné; on demande 1° l'équa-

tion générale de ces ellipses; 2° le lieu géométrique de

leurs foyers, 3° le lieu des extrémités de leurs petits axes.

Mathématiques élémentaires.

Soient dans un même plan doux cercles qui ne se coupent

point, O et O' leurs centres, AB, A'B' leurs diamètres,

qui tombent tous deux sur la droite qui passe par les deux

centres.

1° On demande de prouver qu'il existe sur cette droite,

deux points C et D , tels que le produit de leurs distances

au centre de chaque eerc1^ est égal au carré du rayon de

co cercle, c'est-à-dire que Ton a

OC.OD = OÀ\ O C.O'D = Ôï'".

•2° Soit rumine dans ia figure le cas où l'un des cercles O

tombe en dedans de l'autre O' ; on peut d'un point P pris

sur le diamètre AB du cercle intérieur , élèvera ce diamètre

une perpendiculaire qui rencontre les deux cercles en M et

M' : or si Ton considère les dislances de ces points à l'un ou

à l'autre des deux points C et D ci-dessus déterminés, et

par exemple au point C, on demande de prouver que le

ANN. DE MATHÉM. IV. 2 6
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rapport de ces distances est constant, quelle que soit la po-

sition du point P, et que le carré de ce rapport est égal au

rapport des distances du point C aux centres des deux cer-

cles, c'est à-dire, que Ton a

CM* CO
c o

QUESTIONS PROPOSÉES

99. Soient un hyperboloïde, son cône asymptotique et un

plan principal commun; tout plan tangent à Thyperboloïde,

perpendiculaire au plan principal, retranche du cône

asymptotique un cône fermée de volume constant; démon-

trer le théorème général dont celui-ci est un corollaire.

Tm.
100. Soit un arc continu, sans points singuliers, et sa

corde ; si l'on joint le point de l'arc où la tangente est pa-

rallèle à la corde, aux deux extrémités de la corde, on

forme un triangle dont Taire est plus grande que la moitié de

Taire du segment.

101. Quatre droites dans un même plan forment quatre

triangles; dans chaque triangle existe un point de rencontre

des trois hauteurs, les quatre points de rencontre sont sur

une même droite.

102. Quatre points situés sur une circonférence sont, pris

trois à trois, les sommets de quatre triangles; dans chaque

triangle existe un point de rencontre des trois hauteurs ; ces

quatre points sont sur une seconde circonférence égale à la

première.
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THÉORÈMES ET PROBLÈMES

Sur les foyers et centres des coniques.

( Suite. V. p. 338.)

XXVIII. Théorème. Le lieu des foyers d'une conique,
passant par un point fixe et touchant trois droites dans un
même plan, est une ligne du sixième degré.

Démonstration. Prenons les données et la notation relatives
au théorème XV (p. 307), on a donc l'équation

[ty — ux'Y -H 2urixf + Ztn'y + ri> — 2rixfy' = 0 , (1)

soient a ; £ les coordonnées du foyer, nous avons trouvé :

p2cos7+>S=r — (2Ccosy —B),
fTL

a
3 c o s 7 + * £ = ? - ; (âAc0S7—fii (t. I I , p. 429) ;

mais ces valeurs de a et p sont relatives au centre placé à
l'origine -, dans le cas actuel, il faut remplacer a et p par
*—t et p— u, et considérant que / = / ' — 0 , et alors

*AL 4CL 4BL
— r = l » = u -, —;- = — %ut — 2/i ; faisant ces
m m* m

substitutions, il vient

On a de plus
— 2deri + / a + 2/du
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a, b, c sont des quantités connues, les équations (2) devien-

donc :

«p — a;
d'où

M = N = Ê' p = a(
M = |5 (£*-f 2«f COS 7 +

Mettant la valeur de n! dans l'équation (1), elle prend cette

forme .

A'u -f B'u* + C'*a - f D'à + E'̂  + F' = 0 ;

les coefficients sont connus ; remplaçant ensuite u et t par

les valeurs trouvées, on obtient une équation du sixième

degré en a et p , et qui est le lieu des foyers

Observation. Lorsque 7 = - *, les équations (1) se rédui-

sent à une seule équation ; mais les valeurs qu'on a trouvées

pour t et u subsistent toujours; parce qu'on a divisé par

cos 7 les deux termes de la fraction qui donne la valeur soit

de a, soit de p ; on peut d'ailleurs arriver directement à ce

résultat, en soustrayant les équations (2) membre à membre,

Tune de l'autre, et on obtient :

2£a — 2a/ = pa— a3; (4)

équation qui ne dépend pas de 7.

XXIX. Théorème Le lieu des foyers d'une conique tou-

chant quatre droites données est une ligne du troisième degré.

Démonstration. Même système de coordonnées que dans

le paragraphe précédent ; le lieu des centres est une droite,

soit a'-{-b't-{-cfu = O, l'équation de cette droite (p. 308),

remplaçant t et w par leurs valeurs, il vient :
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c,>)(cb'--b'c)- ) .

a)=0 )

équation du troisième degré, lieu des foyers.

La courbe passe par l'origine, c'est-à-dire par Tinter-
section de deux côtés du quadrilatère ; elle passe donc
également par les cinq autres points d'intersections, ce qu'on
pouvait prévoir. Car, chaque diagonale représente une co-
nique satisfaisant à la question, et ayant son centre au mi-
lieu de la diagonale, et ses foyers aux extrémités.

La courbe n'a qu'une asymptote , parallèle à la droite des
centres; deuxième espèce d'Euler, et comprenant les sept
hyperboles défectives de Newton, parmi lesquelles on ren-
contre la cissoïde des anciens et le folium de Descartes.

Faisant [t2 -+- '2-y.pcosy + a* = s% et remplaçant <z, 6, c, a\
b\ d par leurs valeurs, on obtient :

~Jf) +«ee> [f'd-d'f) +def*- d'ef] + ) (6)

L'équation de la tangente à l'origine est donc

y (ef- e'f) + x {df - d'f) =*) ,

l'équation do la diagonale qui passe par l'origine est

ainsi ces deux droites font des angles égaux avec 3a bissec-
trice de l'angle des axes ; on peut donc, fans que la courbe
soit tracée, mener des tangentes aux six points d'intersec-
tion des côtés du quadrilatère.

Passons aux coordonnées polaires , on a (3 si 117 = zsin<p,

as in7= zsin Op+7) ; d'où

\
y)]+ (7)

+ / / ' i(ef— /*') smo + idf —fét) sin(? + 7)] = 0 ; )

équation facile à construire-
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Corollaire. Lorsque d = e' = 0 , le quadrilatère devient
un parallélogramme et l'équation (6) se réduit a

d>e (P — a*) -f- pef — «.d'f == 0 ;

qui appartient à une hyperbole équilatère concentrique au
parallélogramme, et dont les asymptotes sont parallèles aux
bissectrices des angles du parallélogramme.

XXX. Théorème. Le lieu des centres d'une conique ayant
un foyer fixe et une corde fixe, est une ligne du troisième
degré.

Démonstration. Même notation qu'au problème XIX

(p. 322) ; t et u étant les coordonnées du centre, on a :
9 — 1 ) = — P N , w(Ma+N2—l) = —PM,

ces deux dernières équations donnent M=<z+£>P, N=c

et Ma+]N3—l = e + / P + ^ F où e, / , g représentent
des quantités connues ; mettant ces valeurs dans celles de t
et u, on obtient :

éliminant

f (cu—at)* (gt+d)+(cu~-at) {bt—du) (ft+c)+et(bt—duy=O,

équation du troisième degré, lieu des centres.
Le foyer mobile décrit évidemment une courbe semblable

à celle du centre, de dimension double et semblablement
située par rapport au toyer fixe.

XXXI. Théorème Le lieu du centre d'une conique ayant
un foyer fixe et une corde fixe, passant par ce foyer , est
une conique

Démonstration, Même nolation qu'au problème XIX
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y = 0 dans l'équation (1) de la page 323, on a :

x*{\ — N'} — 2PN.r —P4 i = 0 ;

mais les racines de cette équation sont x' et x", ainsi P et N

sont des quantités connues ; on a .

PN PM

éliminant M, on obtient H V - f / ' f N 1 - l) + PNf = 0 , co-
nique dont le centre est au foyer fixe et le foyer mobile
décrit une conique semblable et semblablement située par
rapport au foyer fixe.

Corollaire. Dans l'hyperbole, on peut avoir x" = x ,
alors JN3 = 1 , et la conique devient une parabole.

XXXII. Théorème. Le lieu des foyers d'une conique pas-
sant par les extrémités d'un diamètre fixe, et ayant un axe
principal constant de grandeur, est une conique.

Démonstration. Prenons le centre pour origine, le dia-
mètre fixe de longueur 2d pour axe des xy elles coor-
données rectangulaires :

1° Ellipse, et 2b le petit axe principal donné; a et p les
coordonnées du foyer ; l'équation de l'ellipse < si
Ay+Bxy+Cx'2+F=0, donc C^'+F=0, ou 4CL^3+4FL=0,

donc da + ' \ ; = 0 (1), (t. I , p. 490);
m m m

on a de plus :

£=—L — b\ p= b\ (t. 11, p. 430) o,t aB = -̂ ",
m m m

(t. I l , p. 429).
Éliminant entre ces trois équations et l'équation (1) ,

— , —, —, il vient, toute réduction faite :
m m m
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lieu des foyers ; on a essentiellement a> b, donc ce lieu

est une hyperbole, concentrique aux ellipses :

2° Ellipse, et 2a le grand axe principal donné; alors

l l n
é l i m i n a n t — , — , — , e n t r e c e s é q u a t i o n s et l ' é q u a t i o n ( 1 ) ,

m m m
il vient u (àÀ-—d3) + a"^= a' {a'— d3); o n a > d ; donc le

heu est une ellipse.

3° Hyperbole ; si Taxe 2b qui ne rencontre pas est donné,

il suffit de changer -\~b* en — b\ et l'équation du lieu cher-

ché est <xb* + (ï(b*-{-d2) = b*(b*+d*) ; c'est celle d'une el-

lipse. Si l'axe focal 2a est donné, l'équation du lieu est

a* (a*—*f)-}-*aP* — à\a—da), on a essentiellement a <Cd-,

ainsi le lieu ( h relié est une hyperbole

On peut avoir d= oo ; c'est alors une asymptote qui est

donnée ; le lieu du foyer est \xw droite parallè'e à l'asymp-

tote, si l'axe qui ne rencontre pas est donné, et une droite

perpendiculaire à l'asymptote, si l'axe focal est donné.

Remarque 1. C'est le problème du concours général

(p. 369) , je ne sais pourquoi on a restreint le sujet à Fel-

lipse et à l'axe focal seulement. Quant aux sommets, nous

en parlerons plus loin.

Remarque Iï. Si, au lieu de donner un axe principal, on

donne le produit des axes principaux ou la somme algé-

brique de leurs carrés, le lieu du foyer est une ligne du

quatrième degré et-dans le dernier cas, une cassinoïde,

concentrique a ix coniques et ayant ses foyers sur le dia-

mètre perpendiculaire au diamètre fixe, et dans le premier

cas l'équation du lieu est

rfV£a + s*d2 (aa — f) = s4 {d* - s4),

s3 est le produit des carrés des demi-axes principaux.
( La suite prochainement.)
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NOTE

Sur la relation entre les deux rayons et la distance des deux

centres de deux circonférences, Vune inscrite et Vautre

circonscrite au même polygone.

( D'après M. Charles-Gustave-Jacob Jacobi, professeur à Kœnigsberg ; Crelle,

t. 111, p. 376, an 1828. ) (*)

I. Euler a le premier indiqué la relation qui existe entre

les deux rayons et la distance des deux centres de deux cir-

conférences , Tune inscrite, l'autre circonscrite à un triangle

{Nov. Comm. Petr., t. 1,1747—48). D'où Ton déduit avec

facilité la proposition réciproque, que lorsque cette relation

existe, il est possible d'inscrire à Tune des circonférences

un triangle qui soit circonscrit à l'autre circonférence, et

cela quel que soit le point de départ du triangle inscrit; et

par conséquent quand le problème est possible, la relation

existe, et quand le problème est impossible, la relation

n'existe pas. {Voir t. I , J 19 , p. 86).

II. Guidé par des considérations organiques empruntées

à Maclaurin et à Braikenridge, M. Poncelet a établi ce

théorème général. « Quand un polygone quelconque est à

» la fois inscrit à une section conique et circonscrit à une

» autre, il en existe une infinité de semblables qui jouissent

» de la même propriété; ou plutôt tous ceux qu'on essayerait

>» de décrire à volonté, d'après ces conditions, se frrme-

» raient d'eux mêmes et réciproquement, etc. {Prop. proj.

» p. 361 , 1822). »

(*) L'illustre auteur des Fundamenla nova theoriœ funrtionum ellipti-
tarum, 1829.
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III. Nicolas Fuss, auteur d'un éloge d'Euler, prononcé
le 23 oct. 1783, a publié en 1792, dans les Nova acta Petr.,
quelques nouveaux problèmes sur les quadrilatères simul-
tanément circonscriptibles et inscriplibles, et a donné en
même temps la relation analytique y relative.

IV. En 1798 , le même analyste a inséré, dans les Nova
acta, un mémoire intitulé de Polygonis symmetricè irregula-
ribus circulo simul inscriptis et circumscriptis. 11 indique les
relations analytiques pour des polygones, depuis le triangle
jusqu'à l'octogone inclusivement ; mais pour des polygones
seulement, tels que le diamètre commun aux deux circon-
férences passe par un sommet du polygone, et le divise par
conséquent symétriquement. D'après cette restriction, Fuss
croyait que ses solutions n'étaient pas générales. M. Jacobi
fait observer que depuis la découverte du théorème de
M. Poncelet, ces solutions ont acquis le mérite de la géné-
ralité. Car, d'après ce théorème, on peut toujours placer
les polygones de manière à satisfaire à la condition voulue
par Fuss. Voici les résultats.

r = rayon du cercle inscrit; R = rayon du cercle cir-
conscrit; a — distance des centres, K-{-a=p, R — a—q.
Nombre des côtés.

3; pq =

5 ;

7; 2pqr[pq-r(p-q) — 2r>] Vlp-r)(p+q)

8 ; [ r (

V.M. Steiner, ayant pour système, et qu'il suit avec beau-
coup de bonheur, de tout trouver lui-même, avant de
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prendre connaissance de ce qu'ont fait les autres, a publié
des relations pour des polygones de 4 , 5, 6 et 8 côtés
(Crelle, t. I I , p. 287, 1827); M. Jacobi a vérifié que ses
résultats, excepté pour l'octogone étaient identiques avec
ceux de Fuss. Il est probable que le résultat très-compliqué
de M. Steiner pour l'octogone est fautif; il n'a pas donné le
polygone de 7 côtés, le plus difficile de tous les huit.

VI. Le but principal de ce mémoire, est de rattacher la
recherche de la relation à la théorie des fonctions elliptiques.
L'illustre géomètre parvient à ce théorème : « R et r étant
» les rayons des deux cercles dont l'un est inscrit et l'autre
» est circonscrit à un polygone de n côtés, et a étant la
» distance des deux centres ; si l'on délermine *• et a par les

» équations : cosa = -——; ^ = -——— -, Ton a tou-
K -\- r (rv -f- a) — r

jours
> f * dy i Ç" do , . ,,

I ~ _ i T ; ou i de-
J o y \ —^sin2? nJo v 1 — :rasina<p

» signe le nombre des tours que fait le polygone dans le
» périmètre du cercle ; cette équation exprime en même
» temps l'équation de condition qui existe entre R , r, a.

VII. Dans le même mémoire, l'auteur donne une con-
struction géométrique pour la multiplication et l'addition des
fonctions elliptiques. Nous nous occupons d'une traduction
complète de cette production de génie.

GENERALISATION

de la théorie des nombres associés et théorèmes y relatifs.

( D'après M. Lejeune-Dirichlet (Crelle, t. III, p. 390. 1828.

1. Observation préliminaire. Dans tout ce qui suit, il ne
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s'agit que de nombres entiers ; la lettre p est exclusivement

consacrée à désigner un nombre premier ; a = b désigne que

a est égal à b; a = b désigne que a est un multiple de b ;

a < h désigne que a n'est pas un multiple de b. Ces sym-

boles ne sont pas ceux de l'auteur.

II. Définition d'Euler. Si Ton a mn — 1 =p • m et n étant

moindres que /?, m et n sont dits nombres associés (voir NUes

Ann., t. I II , p. 193, et Prouhet, t. IV, p. 273).

III. Définition générale de M. Lejeune - Dirichlet. Si

mn — a = p; a<^p ; et m et n << p ; mein sont des nom-

bres associés ,* lorsque a =. 1 ; celte définition rentre dans

celle d'Euler.

IV. Soit [p — 1] le produit continuel de 1 jusqu'à/?— t

inclus. Chaque facteur m de ce produit a son associé n dans

le môme produit, relativement à p, et n'en a qu'un -, à moins

que m ne soit égal à nf cas que nous réservons ; le produit

se partage donc en groupes de nombres associés; donc

on a ce théorème :

[p-i]-a~=p.

Les moyens de démonstration sont les mêmes qu'on a em-

ployés pour établir le théorème de Wilson (t. I I I , p. 194).

V. Venons au cas où m = n ; donc m2— a=p ; on aura

évidemment aussi (p — m)*— a—p-, m et p — m sont les

deux seuls nombres qui soient associés à eux-mêmes, associés

doubles {Voir p. 273). S'il y avait un troisième .r, on aurait

donc : or*—m? = (.r — m) (x - f m) = p , congruence impos-

sible. Il reste donc groupes de nombres associés iné-

gaux ; ainsi Ton a :

[P—*]—a 2 m{p—m)=p, ou bien [p—!]-{-« 2 m*=p ,
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mais m* = p + a ;

donc [j>— !] + # 2 =/>•

VI. Définition du RÉSIDU QUADRATIQUE. On dit que le nombre
a est résidu quadratique du nombre premier /?, lorsqu'on
peut satisfaire à cette congruence : x2—a=p ; il est évident
que l'unité est résidu quadratique d'un nombre premier
quelconque. 11 suffit de faire x = 1 ; en général, si a est un
carré, il est résidu quadratique par rapport à un nombre
premier quelconque ; on fait x égal à la racine carrée de a.

VII. Les deux théorèmes (IV et V) peuvent se réunir en

un seul; savoir : [p—ï\±a 2 — p \ le signe supérieur a
lieu lorsque a est résidu quadratique relativement kp ; et le
signe inférieur lorsque a n'est pas résidu quadratique.

VIII. Théorème de PVihon. Lorsque a=i ; on a donc

[p—i] + i=p.
IX. Théorème d'Euler. [p — 1] =p — 1 ; donc

p-i p-i

— 1 ± Û a —p ; ou changeant les signes, a 2 ± 1 = / ? ;
Je signe supérieur lorsque a n'est pas résidu quadratique, et
h signe inférieur lorsque a est résidu quadratique.

X. Théorème de Fermât, a * =pzp\, élevant au carré

(m a donc av~l—1 =p.
Observation. M Lejeunc-Dirichlet donne une seconde dé-

monstration du théorème de Fermât, que M. Catalan a trou-
vée de son côté, par les considérations sur les fractions pério-
diques ( t. I , p 463, et t. IV, p. 273 ). Tm.

Avis concernant les tables de Callet.

Le logarithme naturel de 1099 est fautif : au lieu de
7,0021(1)5954403, il faut lire : 7,002155954403. On trouve
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cette rectification dans le Journal de Crelle, t. IV, p. 291.
Elle est signalée par M. le professeur Gudermann de Clèves.

LES TROIS RACINES

de l'équation du troisième degré aox
2-{- atx

% -\- a je -f- a3 = 0
déduites des formules de Cardan, lorsque ao~0.

(D'après M. Bonniakowski (Crelle, t. III, p. 347).

boit l'équation aox
z-\- atx*-\- a<x-\-a3 = 0.
l a , ., .

Faisons x =y — - — , il vient y*

ou
^a 1 a* 2 a,3 1 ataa a3

<2O 3 a o 2 7 «o >̂ ^o <20

et les trois valeurs de x sont :

1
3a'

* 0 * = a f

« est une racine cubique imaginaire de l'unité.

A 1 , 1 , 1

Faisant a0 = 0, il vient •. A = — a? \ B = 0

> 0 0
ou * = « ; r = : - ; x ^ ^
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Pour trouver la véritable valeur du symbole - , il faut,

d après la règle du calcul dififérentiel, connaître la valeur de
JA „ dB
-— et de —-.
da0 aa0

Or -j— = ata, -f a3a0, et faisant a0 = 0 , on a :
da0 6

d/L i
da0 6Ona: S ^ ^ ê C

dB
donc -r— = 0.

da0

Faisant z =-. —~. pour a0 = 0 , on a z = - ;
VB °

d'où
,,_ dz i 7 dB

îao 2 da0

d'où

faisant ao = 0, on trouve :

[ 2 1 i

-a3a* a^a* :
27 3 ' 2.27 9 x J '

différentiant la seconde valeur de x d'après aol il vient .
dx 1

+ ^ _ i i B
dao da0'

Faisant a0 == 0 , et remplaçant les diverses quantités par
les valeurs trouvées ci-dessus, on a, toute déduction faite :
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la seconde valeur s'obtient eu changeant le signe du radical ;

or ces deux valeurs sont les racine/de l'équation

aj? -\- a je -(- a3 = 0.

C. Q. F. T. Tm.

SOIXANTE THÉORÈMES

sur les coniques inscrites dans un quadrilatère et autant sur

les coniques circonscrites à un quadrilatère.

1. Avec les six coefficients d'une équation du second degré

à deux variables, on p^ut former les six fonctions //i, n, k,

k'y / , /', qu'on rencontre dans toutes les propriétés des co-

niques . et dont nous avons fait connaître les relations mu-

tuelles (t. I , p. 489). Ces relations donnent toujours les so-

lutions les plus simples , les plus rapides, les plus fécondes.

Voici un exemple frappant de cette fécondité. Il suffit de

connaître les rapports de cinq de ces quantités à la sixième,

pour que la conique soit complètement déterminée. Soit une

conique inscrite dans un quadrilatère et rapportée à des axes

quelconques, et soit dy-\-ex-\-f = 0 l'équation d'un côté

du quadrilatère ; les trois autres droites ont des équations

analogues, avec les mêmes lettres, mais accentuées, d', d",

d'", etc. Ce côté étant tangent, on a la relation :

, ^ _ 2den + <±fek-*rydU+ /ea-f l'<t = 0 (t. II, p. 108)

et trois équations semblables pour les trois autres côtés.

Choisissons m pour le comparer aux cinq autres quantités ;

nous avons donc quatre équations du premier degré entre les

cin | rapports :

n k k' l i

ni ' m ' ni ' m ' ni
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Éliminant, par la formule de Cramer, trois quelconques

de ces rapports, on obtient une équation toujours du premier

degré entre les deux rapports restants. Considérant ces deux

rapports restants comme les coordonnées courantes d'un

point, il s'ensuit que le lieu géométrique de ce point est une

droite. Les cinq rapports, pris deux à deux, fournissent dix

combinaisons. On a donc dix points pour chacun desquels le

lieu géométrique est une droite. Nous avons choisi m pour

dénominateur commun ; mais on peut prendre pour cela une

quelconque des six quantités ; il existe donc soixante points

différents, et qui ont pour lieux géométriques soixante droites

différentes, qui peuvent donner matière à autant d'énoncés

de théorèmes. Or la théorie des polaires réciproques nous

apprend qu'à chaque propriété d'une courbe inscrite dans un

polygone correspond une propriété d'une conique circonscrite

à un polygone homonyme. On a donc cent vingt théorèmes.

Toutefois ces cent vingt théorèmes ne sont qu'une richesse

spécieuse ; ils se réduisent aux deux théorèmes suivants.

JI. Théorème. Le lieu géométrique du pôle d'une droite

fixe, relativement à une conique inscrite dans un quadrila-

tère, est une droite.

Démonstration. Choisissons k pour le dénominateur eom-
l n , x

raun , et - et - pour les deux rapports restants (1) ; le lieu du
rC rC

point qui a ces deux rapports pour coordonnées est donc une

droite ; mais ces coordonnées sont celles du pôle de l'axe des

y, qui représente une droite quelconque ; donc, etc. La con-

struction de la droite est facile. Soit ABCD le quadrilatère,

D'la droite donnée; la diagonale AC représente une ellipse

inscrite ; pour avoir le pôle de D'relativement à cette ellipse,

il faut prolonger AC jusqu'à ce qu'elle rencontre L)' en un

point E ; prendre entre A et C un point F harmoniquement

conjugué à E ; de sorte que C , F , A , E soient quatre points

AJfN. DE MATHÉM. IV. 27
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harmoniquement placés ; et F sera le pôle de D'. On fera de

même pour la diagonale BD ; on a ainsi deux points de la

droite des pôles. En se servant de la troisième diagonale, on

obtient un troisième point, en ligne droite avec les deux pre-

miers ; théorème de géométrie élémentaire, utile exercice.

Si la droite D'se transporte à l'infini, ses pôles sont les cen-

tres des coniques, le point F est au milieu de la diagonale,

et on retombe sur le théorème de Newton.

III. Théorème. L'enveloppe de la polaire d'un point fixe,

prise relativement à une conique circonscrite à un quadrila-

tère , est un point fixe.

Démonstration. Faisant usage des propriétés des polaires

réciproques, on voit que ce théorème est une conséquence

immédiate du théorème précédent. Soit ABCD le quadrila-

tère , et E le point fixe ; soit F l'intersection des côtés opposés

AB, CD ; menons EF, et un rayon FG harmoniquement con-

jugué à FE ; de sorte que FE, FD, FG, FA forment un fais-

ceau harmonique ; le point fixe cherché est sur FG. On fera

la même construction pour les deux autres côtés opposés AD,

BC ; on a donc deux droites sur lesquelles se trouve le point

d'enveloppe des polaires.

On peut encore employer au même bulles deux diagonales

AC, BD ; ce qui donne lieu aussi à un théorème de géométrie

élémentaire.

Lorsque le point donné s'éloigne à l'infini, sa polaire de-

vient un diamètre conjugué à celui sur lequel se trouve le

point. On a donc £ette proposition : Si par tous les centres

des coniques circonscrites à un même quadrilatère, on mène

des diamètres parallèles, les diamètres sont respectivement

conjugués par un même point fixe.

Remarque. Nous donnerons incessamment la théorie des

polaires réciproques. Doublant nos richesses et économisant

la moitié du travail, cette brillante invention de M. Ponce-
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letT géomètre français, n'est pas admise dans renseignement
français, dans ce qu'on appelle l'instruction classique.

IV. Théorème. L'enveloppe de la polaire d'un point, prise
par rapport à une conique inscrite dans un quadrilatère, est
une ligne du troisième degré.

Démonstration. By -j- Ex -f 2F = 0 est la polaire de
l'origine. Piemplaçant les coefficients par leurs valeurs, il
vient :

(£7 + kn)y + [kl' + k'n)x + n* — //' = 0. (1)

Faisons —=z; les quatre équations relatives aux quatre

côtés du quadrilatère donnent (t. II , p. 108) :

k . # . , . / 1
m m m m

Les a et les b sont des quantités connues. Substituant ce»

valeurs dans l'équation (1), on obtient une équation de cette

forme :

^=,0. (2)

Les/?, q, r sont des quantités connues ; dérivant par rapport

à z, on a :

2* {py +p'x +p") + qy + jx + q" = 0.
Eliminants entre cette équation et l'équation (2), le résultat
est une équation du troisième degré, répondant à l'enveloppe
de la polaire de l'origine, qui représente un point quel-
conque du plan ; donc, etc. Les termes du troisième degré
sont (py + p'x) {qy + qxf ; la courbe est donc de la sixième
ou de la septième espèce d'Euler (Int. in An., t. II, p. 120).

Corollaire. Si, par tous les centres des coniques inscrites
à un quadrilatère, on mène des diamètres parallèles, les dia~
fnètres respectivement conjugués enveloppent une ligne du
troisième degré.
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V. Théorème. Le lieu des pôles d'une droite fixe, relati-
vement à des coniques circonscrites à un quadrilatère, est
une ligne du sixième degré.

Démonstration. Par les polaires réciproques ; toutefois
lorsque la droite s'éloigne à l'infini, le lieu des pôles est du
second degré ; il devient le Heu des centres ( p. 304). Tm.

Mnémonique des six fonctions élémentaires.

VI Ces fonctions, base analytique de la théorie des coni-
ques, sont des dérivées premières de la fonction L. En effet,
on a :

L = AEa— BDE + CDa+ F (Ba— fcAC) ;

d'où

dL dL_ dL__ rfL f*L dL^
dk % dn~~~n; dc~ ; 5 D ; dE~~ ; 5 F ~ W -
Ces équations sont utiles aussi quand il s'agit de questions
de maximis et de minimis sur L et dans de certaines questions
de haute analyse. Tm.

ESSAI

Sur la détermination approximative des racines imaginaires
d'une équation algébrique.

• Suite. V. p. 173. )

IX.

Calculons la dislance mm%.
Soient P = c , V = c-\-dc, deux courbes infiniment voi-

sines, comprises entre P = A et P = 0.
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La partie {AJX, de la tangente mG interceptée par ces deux

courbes sera d'abord, en appelant dn la distance normale

des deux courbes comptée à partir du point p, où la pre-

mière de ces courbes est rencontrée par la tangente mG, et

par cp celui des deux angles positifs que la tangente de cette

courbe au point p., fait avec la partie positive de Taxe des .r,

pour lequel sin (0 — ?) est positif (*) :

_ dn
m "~ sin (ô —?) '

mais x, y et x-\-dx, y + dy étant les coordonnées res-

pectives des deux points \L et v, on a :

dx __ dy dn2 dn

dx dy dx

et

\ / V P Y i /rfPV'

^P , . dP
—r- dx A dy = de,
dx ay

d'où l'on tire
±:dc

on peut donc écrire :
±dc

)'

(*) Nous devons dire que la partie de la tangente à la courbe P —C, qui
détermine l'angle (p est toujours du même côté de mG; cela résulte de ce que
les tangentes aux courbes P = C ne peuvent être parallèles à Paie des x, ni
coïncider avec mG, «r voici comment ce dernier point peut être établi: si mG
pouvait être tangente à une courbe P = C, cette courbe couperait en deux

A
points la courbe P « g Q , sous le même angle d'ailleurs; on pourrait donc

trouver une autre courbe P«- C, n'ayant qu'un point commun avec P— g 0, et

coupant cette dernière sous des angles égaux , ce qui est imposable, car cette
courbe aurait un point anguleux.
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le signe ±: étant évidemment celui de de. De là on déduit
la langueur cherchée -.

±dc
mm,=

l'intégrale du second membre étant prise depuis la courbe
P = A jusqu'à la courbe P = 0.

X.

Maintenant, pour que cette expression soit plus grande
que la valeur de p :

± A

il suffit que l'expression positive

aille en diminuant, à mesure qu'on suivant la tangente mG
on s'éloigne du point m, ce qui exige que pour un pareil
déplacement, la différentielle de l'expression (6) soit né-
gative.

Or la différentielle dont il s'agit a pour valeur :

K dPV fdVV) , , [dV 7 d? dP , ^P

— ) + ( — ) \ cos(0—?)̂ +sin (0-? —d.~+_4.—
dx)^\dy) ) T; T ^ i]\dx daT dy dy

(*) Pour pouvoir dire que ± A « f=fc dr, il faut que c varie dans le même
sens quand on parcourt la droite mmly or si cela n'était pas, il faudrait que c
pût rester constant dans le passage d'un point de mmt à un point de la même
ligne infiniment voisin du premier, ou bien que mm, pût être tangente *
*ne courbe P — C, ce qui a été démontré élre impossible.
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( /rfPV /dP\ \ - -

indépendamment du facteur j ( — \ -4-( — \ j 3 , qui

ne peut rien au signe ; d'ailleurs
dP dP dP dP dP
dx , */.r ' dy dy ' dx

?==-arctang^,dou<f?=: (djï J*P^ ;

substituant, il vient :

x fdP J dP dP _
— COS(Ô — y) I — d. -~ d.

\dx dy dy
dP , dP dP ^ _

H ~di)
. /n /dP dP , dP , ^P\

\ i r Û?X ' dy dy J

ou effectuant les différentiations, et divisant par la différen
tielle de la variable indépendante,

dP d'P ^ dPd*P. . dPd'P . dP
"dx'^y1

^c0A^dP d7P

fA N fdP
— cos (ô—y T - ^ - -r-.cose—— ̂ -T-

dy dx dy dxdy

dPdV
[dx dï Ty df ï*

Ce que Ton peut, en négligeant le facteur positif ( -7- ) >

mettre sous la forme :

(7)

+ sin (9 —

en remarquant que

^P

ddP
~dy

cos 6 —~ + sin 6

dP

'dP

dP

d dP

dy
dP

*¥P
4rcos 6 ——^ — sin v —j—

dy dx



dPd'V
dxdx' -r

dP
dy
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^P
dxdy

—

d?

d.%

~dy~
dy \ dy

dP d'P dP d*P __ dy /dP\>
dx dxdy dy dy2 dx \dy) '

en vertu de la relation

dlP

XI.

L'expression (7) peut se mettre sous une forme beaucoup

plus simple. Remarquons d'abord que cette expression re-

vient à

— COS (ô — q>) { COS6 — _ r o««

(8) < ' ^ ^

f - sin(6 — ? ) î cosô—-AÏ—sindû[y dx )

Or considérons la courbe représentée par une équation

de la forme lang«p = c, et passant par le point [x de la tan-

gente mG, dont les coordonnées sont les valeurs de x et

de y qui se trouvent dans l'expression (7J ; soit x ^ a n ^ e s

deux angles positifs que la tangente de cette courbe au

point x,y fait avec la partie positive de Taxe des x, on aura -,

d. tang «p
dx

tang x — —
tang 7 '
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d'où

\ /ft*- tang?V t /^.tangy^

V \—zr) +{—^r)
dy

déterminons le signe placé devant le radical, nous avons :

__ —cosx s in#£r—c
d. tang? ~~ d. tang<j>~~~flUang<p d. tango

. ^ J j r . _ J

Supposons que dx et dy soient les accroissements de x

et de y qui se rapportent à un déplacement inûniment petit

effectué sur la portion de la tangente à la courbe P = C , qui

détermine l'angle y, si nous supposons que la courbe P = C ,

occupe la position que nous lui avons donnée dans la

ûg. B (*), on aura

h et k étant des quantités infiniment petites positives. Donc,

si nous prenons x de manière que sinfo—«p) soit positif, ce

qui revient à considérer la partie de la tangente à la courbe

tang<p=C, située au-dessus de la tangente à la courbe P = C ,

on aura .
d. tangcp d.

(*) Je me suis assuré que toutes les autres positions conduisaient au même
résultat.



pétant un nombre positif. Il faudra donc prendre alors les
signes supérieurs dans les expressions de sin % et c o s / ,
écrites plus haut, ce qui donnera :

d. tang y

\ /(d. . tang y

.tangep

d'où

m //d.

d, tangy _ t / /^.tangy\»

d.tamgy 1 /(d.tang<p\a , /d. tangçpV

d'où substituant dans l'expression (8), et supprimant le fac-

teur positif

cos (8—<p) (cosôsinx—sinOcosy)—sin(

ce qui revient à

cos (8 — <?) sin (x —8) — sin (0—<p) cos (x — 8),
ou enfin

(9) sin(x-t-<p—^26).

XIL

Sous la forme que nous venons d'obtenir, il est facile de
reconnaître que la différentielle de l'expression (6) ne peut
être supposée indéfiniment négative, mais qu'au con-
traire elle finira toujours par être positive, et qu'elle est
raôme positive si les conditions du § III se trouvent remplies.
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Remarquons pour cela que lorsqu'une courbe tangy = c 7

touche une courbe P = cQ -+- ct, il y a au point de contact

une inflexion pour la courbe P = cQ-|~cr: en effet cette

dernière courbe fait, comme on Ta dit au § IV, le même angle

avec toutes les courbes P = c ; or si deux points consécutifs

de P = cQ -h cty appartiennent à la courbe tang ? = c , qui

est le lieu des points pour lesquels les tangentes aux courbes

P = c, sont également inclinées sur l'axe des .r, il est évi-

dent qu'il y aura deux points consécutifs de P = cQ-j-c,, où

la tangente sera la même, et par conséquent une inflexion

pour cette courbe. Cela étant, concevonsla courbe P = c Q + c o

qui passe par le point {x, et dont la tangente en ce point fait

un angle y avec la partie positive de Taxe des .r, cette courbe

touchera la courbe tang y = c qui passe au point p., et par

conséquent admettra un point d'inflexion en ce point p., donc

si contrairement à ce que nous voulons établir, on avait :

sinfo + ?—26)<O ou % ~ 6 < G — f ou y— <?<2(G — y)-

d'où e — cp > LZ_!#

2
II ne serait pas vrai de dire, comme le supposent les con-

ditions du § I I I , que la tangente mG de la courbe P = - QT

r>
fait avec toutes les courbes P = c , comprises entre celle de

ces courbes qui passe au point m, et celle qui passe au point

de rencontre m, de mG avec la courbe Q = 0, des angles plus

petits que la moitié du plus petit de ceux que forment avec

la courbe P = 0 , ou les courbes P = c, celles des courbes

P = cQ + c,, qui ont des points d'inflexion dans le contour.

Nous conclurons donc que les conditions supposées étant

remplies, la différentielle de l'expression (6) est positive, et

par conséquent que la valeur approchée de p, déduite des

équations (4) et (5) est plus grande que la partie mml de la



tangente mG à la courbe P = - Q, comprise entre le point
B

de contact m et la courbe P = 0.

XIII.

Je dis maintenant que la valeur de p est plus petite que
la partie mm, de la tangente mG, comprise entre le point m
et le point où cette ligne rencontre la courbe Q = 0 . Pour le
faire voir, calculons cette longueur : soient Q=c, Q=c+dc,
deux courbes infiniment voisines et comprises entre Q = B
et Q=0 ; la partie dp de la tangente mG comprise entre ces
deux courbes, pourra être mise sous la forme :

±dc

0 et ? représentant les mêmes angles que ci-dessus, et le
signe db de de, étant choisi de manière que dp soit positif,
et par conséquent étant celui de de, puisque b <p est positif,
et de plus, plus petit que 90°, d'après les conditions du J III.

Or on a :
dQ dP dQ __ dP

dx dy ' dy dx^

on peut donc encore écrire .

±dcdp =

d'où Ton déduit :

±dc
mma = i —

L'intégrale étant étendue depuis la courbe Q = B jusqu'à la
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courbe Q = 0. Maintenant pour que cette longueur soit plus
grande que

— B (* ±dc

il suffit que l'expression positive

aille en diminuant à mesure qu'en suivant la tangente mG
on s'éloigne du point m, ce qui exige que pour un pareil
déplacement la différentielle de l'expression (10) soit néga-
tive. Or cette expression se déduisant de l'expression (6) par
l'échange de 6 en 90-f-Q, on voit sans aucun calcul que le
signe de la différentielle sera celui de l'expression (9), dans
laquelle on aura changé 8 en 90 -f- 0, c'est-à-dire celui de
l'expression

sinfc + f—26 —180)==—sin(x + ?—26).
Signe qui est — d'après ce qui a été démontré au $ XII.

Ainsi comme nous l'avions annoncé, la partie mm9 de la
tangente mG comprise entre les deux courbes Q=B, Q=0,
est plus petite que la valeur approchée de p.

( La fin prochainement. )

NOTE

sur les racines commensurables fractionnaires.

Théorème. - étant une quantité commensurable irréduc-
P

tible, racine de l'équation
A.rm+ \tJCm-'+ Aax

m~'+ A m = 0 ,

(*) Nous admettons encore ici que ±- B — f ± de , c'est-à-dire que les
oourbes Q ~=C ne peuvent être tangentes à mG: il en résulterait en effet que
0—s? pourrait être droit, ce qui est impossible.
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A , A,, A,, Am sont des coefficients entiers, on aura les
conditions suivantes :

et enfin :

Démonstration. La dernière équation est évidente, puis-
oc

qu'elle exprime que - est racine. Tous les termes, le premier
excepté, sont divisibles par p ; donc Aaw est aussi divisible
par p ; mais am est premier avec p ; donc A est divisible par
3 ; ainsi A = p. Le même genre de raisonnement fait voir que
A m = a. La somme des deux premiers termes doit être divi-
sible par (3 ; divisant cette somme par a1""1, le quotient
Aa-f- A, est donc divisible par p. La somme des trois premiers
termes doit être divisible par pa ; divisant cette somme par
«w""% le quotient Aaa-{-At>p + A a sera divisible par p\ et
ainsi de suite. C. Q. F. D.

Corollaire 1. -.- et —— doivent être des nombres entiers ; et
p a

de même,

La loi de déduction de ces quantités est évidente.

On a donc ces diverses conditions pour reconnaître si — est

racine ; et si une seule manque, alors on est sûr que la quan-
tité essayée n'est pas racine.

Corollaire IL Si p = 1, ces critériums deviennent illu-
soires ; alors, on cherche des critériums, en considérant a
comme diviseur, et on tombe sur la méthode connue {voir
t. I I , p. 523). On sait d'ailleurs qu'on peut toujours ramener
la recherche des racines commensurables fractionnaires à
celle des racines commensurables entières.
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Corollaire III. Le théorème subsiste lorsque « et p dont
des expressions littérales n'ayant point de diviseur commun.

Observation. Le théorème peut se démontrer directement
à l'aide du théorème de M. Gauss sur le produit de deux po-
lynômes (t. III, p. 47)} car le polynôme donné étant entier et

divisible par x— - doit donner un quotient à coefficients

entiers; mais ces divers coefficients sont .-
Aa Aaa a
y- t -A, i -pT-t-A.p-t-A,;

donc, etc. Tin.

RAYONS DE COURBURE DANS LES CONIQUES.

D'après le professeur Strehlke ( Crelle, tom. H, pag. 380. 1827 ).

I. Lemme. Soit (x—pf-\-(y — <7)a=ra l'équation d'un
cercle, axes rectangulaires ; a, p; a', p'; a", pétant les coor-
données de trois points pris sur la circonférence, on déduit •

b2

II. Soit y = — (aa— x9) l'équation d'une ellipse, axes rec-

tangulaires; a ,P; a', p'; a", p" trois points pris sur celte

ellipse. Faisant x = a cos y, on aura y = 6 sin«p ; donc aussi :

d'où
a f r =COS«", ( 5 " =

a + a' = û (COS<p -)~ COS tp') ,
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K Faisant passer une circonférence par ces trois points, on
aura, d'après le lerame I :

2p cot q ( '

p
CL

d'où Ton tire :

q
ci 2i d

et de là :

^ " f l " C 0 S 2 f 2 ~S i n 2 S1" 2 J
et r=(«—iir+^-y)'.

Faisant ep = <pf= <?f', on a pour le cercle osculateur .-

R = ab

III. Hyperbole. Soit y = , (.ra— a1) Téquation; faisant :

a

et procédant de la même manière, on trouve finalement

; R=
== —tang<p; p = =; R = .

b » T ' ^ acos^3' ab
W. Parabole. Soit y1 =p<x Véquation ;

d'où l'on tire :

p
Gcrono, t. II , p. 170.)
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PROBLÈME.

Irouver le lieu des foyers des différentes ellipses assujetties à

être tangentes à quatre droites données.

F A R M. VAUQUEX.IN ,
Élève de mathématiques spéciales au collège de Saint-Louis,

classe de M. AMIOT.

Soit AB€D lcîquadrilatère donné. Je prends pour axe des

JC une des tangentes AD, et pour axe des y une perpendicu-

laire AY à AD menée par le point où cette dernière droite

coupe la tangente contiguë AB.

Ceci posé, soient F, F' deux foyers appartenant à une des

ellipses en question, et soient x, y les coordonnées du point

F ; x\ y' celles du point F'.

On sait que le produit des deux perpendiculaires abaissées

des deux foyers d'une ellipse sur une tangente à cette courbe

est constant et égal à b\ b étant la moitié du petit axe de

l'ellipse. Or les distances des points F, F' à chacune des tan-

gentes s'expriment facilement en fonction des coordonnées

de ces points et des coefficients constants qui entrent dans

l'équation de cette tangente. Ainsi, en égalant successive-

ment à h* chacun des quatre produits, on aura quatre équa-

tions entre les quantités £a, x\y\ x9 y et des coefficients

connus. On pourra donc éliminer les trois quantités 6% x\y'

entre ces quatre équations, et l'équation résultante en x, y

sera celle du lieu cherché.

Telle est la marche que j'ai adoptée pour résoudre la ques-

tion. J'effectue rapidement les calculs.

ANN.DE MATHÊM. IV. 28
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Le produit des distances de F et de F à AD est yy'. Ainsi
on a la relation :

yy'-=l>\ (i)

Soit y=mx l'équation de AB ; le produit des distances cor-
respondantes sera :

{y — mx) (y — mx)

l/V-f i x Vïrf^i '
On aura donc :

(y — mX){y>—ma?)_

Soient enfin y=m1x-\-nl l'équation de BC et y=mtjc-\-n,
colle de CD, on aura pareillement .-

(y — mlx—nl){y'~mtx'—n)
- _ = 6 , (3)

(y — m%x—n%) {y—m^x'—n,)

Eliminant b2 entre ces quatre équations, on aura les trois
nouvelles équations :

nt) {y— mxx
x— n,

, (y — m<z— nj ( y — m, xf— n%)
y y = , , . •

Chassant les dénominateurs, simplifiant et ordonnant par
rapport à x\ y\ on obtient :

y' (mty + mtx + n,) + x' (mty — m*x — mji) = —

y' (

Pour éliminer J:', y entre ces trois équations, je prends
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dans la première x' en fonction de y\ et portant eelte va-
leur de x dans ies autres, j'ai :

y'[{mx—y) {mïy+mtx+nt)+{my+x) {jnty—m?x— mI«J]=—
— (mx —y) (nty — nxmtx — n'),

— Ipix —y) (n2y — njnÂx — /za
a).

En divisant ces deux dernières équations,, membre à mem-
bre, chassant les dénominateurs et ordonnant par rapport à
x et y, on obtient, toutes réductions faites .

mjî^m—mj—tnjijjn—mt)]+x*[njjn—mj—tijm—tji^]nifjit

\jiJjii—mt)—ns(m—m

—m)—njiiiï{nil~m^ = 0 .

-H^[«a
a/îI(wI—m)—n'na[Ma—m)]

Cette équation est du troisième degré et ne peut pas, en
général, se décomposer en facteurs. Donc, dans le cas géné-
ral , la courbe est du troisième degré. Il est bon d'observer
qu'elle passe par l'origine. Or, si on avait pris pour axe des x
une autre tangente, et pour axe dcsy une perpendiculaire à
cette tangente menée par le point où elle coupe la langenle
contiguë, on aurait eu un résultat de même forme. Donc :

La courbe passe par les quatre sommets du quadrilatère
que forment les quatre tangentes (*).

On pourrait, du reste, s'en assurer directement en portant
dans Téquatiou de la courbe, les coordonnées des points d'in-
terseclion ; mais la remarque précédente en dispense.

L'équation, dans toute sa généralité, offrirait une discus-
sion peu intéressante ; mais quelques hypothèses particulières
sur la position des droites vont donner des résumais assez
curieux.

*) Et par les deu* autres du quadrilatère complet 'p. 373). Tru.
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En supposant, par exemple, BC parallèle à A D , on a

mt = 0. Cette hypothèse réduit l'équation à :

/ (m,—m)m t— yx* (m—raj my— \njm%{m%— m) — njnm^y*

— \mrn%n%—m/it(m—mj']jc7+2jciynjna = 0.

Si on suppose, de plus, que CD soit parallèle à AB, ce

qui revient à faire ma = m dans l'équation précédente, on

aura .

;?ï'y—m*x*-\-2mxy=[n7—^(l-j-m3)]^—n*mx=0. (A)

Cette courbe est du deuxième degré. De plus, si on forme

la quantité Ba— 4AC, on a B2— 4AC = 4ma-{- 4m4, quantité

essentiellement positive. Ainsi la courbe est une hyperbole.

Mais alors le quadrilatère est un parallélogramme. Donc :

Le lieu des foyers des ellipses assujetties à être tangentes aux

quatre côtés d'un parallélogramme est une hyperbole aux jouit

de la propriété de passer par les quatre sommets du parallé-

logramme.

On peut supposer que ce parallélogramme devienne rec-

tangle. Pour cela, il faut faire m infini. Mais on aura alors

une indétermination provenant de ce que wa devient aussi

infini. Pour parer à cet inconvénient, je remarque, en re-

prenant l'équation, que l'ordonnée à l'origine pour la droite

CD est a = , d'où rca = — mji, et comme ici /na = m,
m%

:/a = — ma. Portait cette valeur dans 1 équation (A), elle

devient :

« y — //i\ra-f- 2mxy — [ma -\- m (1 -\- m*)] y -\- niax = 0.
Divisant par m* et faisant m = QO , on a :

y* — x*—nxy -\- ax = 0.

Ainsi, dans ce cas, l'hyperbole est équilalère. Elle est
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d'ailleurs facile à construire -, car ses axes sont parallèles aux

côtés du rectangle, et son centre est le centre même de ce

rectangle.

Enfin on peut imaginer que le rectangle devienne un carré,

et pour cela il suffit de faire /if = a.

Alors l'équation devient .

y— .r2-— ay + ax = 0 ;

d'où

{y — .r) (/ + *) — a (y — Jc)=0i

et par suite :

Ce qui donne les deux équations distinctes :

y — x = 0, y + jc— a = 0,

qui sont celles des deux diagonales du carré.

Il est bon de remarquer que dans tous les cas les points

qui appartiennent véritablement aux foyers ne forment

qu'une portion de la courbe totale (*).

SUR LES FRACTIONS CONTINUES.

Mon cher M. Terquem,

Je me vois forcé, à mon grand regret, de répondre à la

lettre de M. Guilmin, contenue dans le dernier numéro des

Annales $ cette nouvelle réponse sera , du reste, mon dernier

root : il est temps de mettre fin à une polémique ennuyeuse

pour M. Guilmin, pour moi, et peut-être aussi pour vos

lecteurs.

(*) Les autres points appartiennent aux coniques ex-inscrites (p. 372t

XXIX). Tm.
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M. Guilmin dit en commençant : * 111 m'a semblé que

M. Catalan démontrait trop longuement une proposition d'al-

gèbre élémentaire, j'ai cru utile aux élèves d'en donner u««

démonstration plus simple. »

M. Guilmin avait parfaitement le droit de trouver ma dé-

monstration trop longue ; et il a bien fait de chercher, par

deux fois, à en donner une qui fût plus simple. A-t-il atleint

le but qu'il poursuivait? C'est ce que nous verrons tout à

l'heure.

11 ajoute • « Cette démonstration, M. Catalan ne l'a pas

comprise ; cependant il parait l'avoir étudiée avec tant de

bonne volonté, que je me fais un plaisir de lui venir en aide.»

M. Guilmin qui, à ce qu'on m'assure , et ce dont je suis

fâché, a pris au sérieux quelques plaisanteries, bien qu'elles

ne s'adressassent qu'à sa note, M. Guiïmin, dis-je. me plaisante

à son (our ; cela est de bonne guerre. Je pourrais riposter ;

mais je préfère la logique aux épigrammes, et je continue.

Si je n'ai pas, la première fois, compris la démonstration

donnée par M. Guilmin , ce n'est y as tout à fait ma faute :

;M. Guilmin le sait bien ; aussi, après le préambule que je

viens de citer, fait-il une nouvelle rédaction de la démons-

tration dont il s'agit, rédaction aussi claire que l'autre était

obscure.

Malheureusement, M. Guilmin regarde comme évidente

la proposition cui est l'objet même du débat, et il fait un

long calcul pour prouver une chose évidente. La première

démonstration péchait par la forme : celle-ci, si je ne nie

trompe, pèche par le fond ; e t , chose assez singulière, elle

est à la fois incomplète et surabondante. C'est ce que je vais

lâcher de faire voir.

Supposons, pour prendre d'abord un exemple très-simple»

qu'ayant démontré la convergence de la série

a --}-- a* -]- a* -j- .. ... ,
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on veuille trouver la valeur de celte série, c'est-à-dire la

limite finie et déterminée vers laquelle tend la somme des n

premiers termes, lorsque n augmente indéfiniment. Si Ton re-

présente par x cette valeur, il me paraît évident que l'on

peut écrire, sans aucun calcul :

x = a -f- ax ;

car la série pourrait se mettre sous la forme :

a-\-a(a + d>+a* + ).

Ainsi, dans cet exemple, la seule difficulté consiste à faire

voir que, pour a < 1, la série a une valeur.

Soit, en second l ieu, la fraction continue périodique

S'il a été démontré que, le nombre des périodes augmen-

tant indéfiniment, les réduites successives s'approchent sans

cesse d'une limite finie et déterminée or, on aura évidemment •

1 x

Mais ce qui n'est pas évident, ce qui exigeait une démons-

tration , c'est que toute fraction continue composée d'un

nombre illimité de termes, a une valeur. M. Guilmin ne pa-

raît pas avoir .envisagé la question de cette manière ; aussi,

comme je l'ai déjà dit, admet-il la proposilion qu'il s'agis

sait précisément de démontrer, et s'attache-t-il, par compen-

sation , à faire voir que

1 1
a-\

^ c+ ... • ' c+ ...
et cela était assez peu nécessaire.

Permcttcz-moi, monsieur, de faire ici quelques remarques
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sur des fractions continues différentes de celles que Ton con-

sidère ordinairement; remarques qui pourront servir à

éclaircir encore la question.

Soit la fraction continue très-simple .

Si Ton termine cette fraction au premier terme, au se-

cond terme , etc., on trouve successivement :

1 , 0 , oo, 1 , 0 , oo,

Ces quantités sont périodiques : il n'y a donc pas lieu de

chercher une valeur pour la fraction , et c'est à tort que l'on

écrirait :

x = 1 .
X

Soit ensuite la fraction continue :

. , 6

On trouve successivement :

13 55 138
1 , 7 , - —, -, — , .....

/ 13 55
II n'est nullement évident que ces nombres tendent vers une

limite x, et à priori, rien ne fait supposer que Ton puisse

écrire :

- = - + ! •

Si, dans le premier exemple, le raisonnement ordinaire

conduit à un résultat absurde, et si , dans le second , le même
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raisonnement conduit à un résultat qui est peut-être faux , il
est donc absolument indispensable, dans la théorie élémen-
taire des fractions continues, de faire voir qu'une fraction

de la forme a -| — a une valeur.

1 a + etc.

Considérons plus généralement la fraction périodique

En admettant que cette fraction ait une valeur a?, nous
aurons :

a
x = -

1 —
1 — x

d'où
x* - f (b — a — 1 ) x + a = 0.

Il est, je pense, assez facile de démontrer :
1° Que si cette équation a ses racines réeiles, la fraction

continue a une valeur égale à l'une des deux racines de cette
équation ;

2° Que si l'équation a ses racines imaginaires, la fraction
n'a pas de valeur, c'est-à-dire que les réduites se reprodui-
sent périodiquement, en passant par l'infini.

Agréez, etc. E. CATALAN.

Paris, 10 juillet 1845.
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d'obtenir Véquation d'une courbe en coordonnées rectangu-

laire*, lorsque cette courbe est donnée par sa tangente.

F A R M. TURQCTAIff,
Professeur au Collège royal de Pontivy.

Eu disant qu'une courbe est donnée par sa tangente, j'en-
tends qu'elle est donnée par une équation f(a, y, p) = 0,
entre les coordonnées x , y, du point de contact, et la tan-
gente trigonométrique/? de l'inclinaison de la tangente sur
Taxe des JC.

Je supposerai quel'?quation/soit algébrique, et j'admet-
trai qu'en un point donné d'une courbe quelconque, on ne
puisse mener qu'une seule tangente, à moins que le point
donné ne soit un point multiple ou un point conjugué. Or
une courbe ne peut avoir qu'un très-petit nombre de sem-
blables points.

Il résulte de là que si l'équation/est d'an degré pair par
rapport kp, elle doit avoir des racines égales pour des va-
leurs d'.r et dy qui répondent à un point de la courbe ; car,
si cela n'était pas, il arriverait qu'en chaque point donné,
quand même il ne serait ni un point conjugué, ni un point
multiple, on ne pourrait mener aucune tangente, ou l'on
en pourrait mener plusieurs.

Par conséquent, le polynôme dérivé de/par rapport hp,
doit être nul. Il suffira donc d'éliminer p entre / et sa dé-
rivée par rapport à p , pour avoir l'équation de la courbe en
coordonnées rectangulaires.

Cette démonstration ne s'applique pas au cas où l'équa-
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tionycst d'un degré impair. Mais la suivante, plus générale,
s'appliquera à tous les cas.

Remplaçons p par/?', et supposons que p' représente l'in-
clinaison d'une sécante. Pour que cette sécante puisse carac-
tériser la courbe, elle ne doit point rester quelconque, mais
elle doit être assujettie à remplir certaines conditions, par
exemple, à sous-tendre constamment un arc de grandeur
donnée. Or cet arc pouvant être compté à droite ou à
gauche du point donné xyy il en résulte qu'à un même point
donné sur la courbe répondent deux de ces sécantes, et par
conséquent, deux valeurs réelles de p', et cela quelque soit
l'arc sous-tendu.

Si maintenant l'arc sous-tendu devient nul, la sécante de-
vient tangente, et à chaque valeur dyx et dy ne répondra
plus qu'une valeur de p. Je dis que cependant le degré de
l'équation/1 n'aura pas changé. Car pr désignant l'inclinaison
de la sécante, et p l'inclinaison de la tangente, on pourra
posor p —p -f- T. ;
d'où

<> =/fo.r,/> ) =/for>/> + *) =/{*? iP) + ~xf (-*r> p) +

+ ^2/ ' ' for, / ' ) + •• etc.

Et quand la sécante sera devenue tangente, c'est-à-dire
quand * sera devenu nul, l'équation se réduira à

/for>/0 = o.
Ainsi le degré de l'équation ne change pas, et à chaque va-

leur é'jc et dy répond une valeur de moins pour p. Donc,
doux valeurs dep sont devenues égales.

Quand léquation y est du second degré par rapport à /;•,
*>n peut trouver l'équation de la courbe sans élimination ;

ear soit //' -f py U,y) -f- \ Uy) = 0 ;



on aura en résolvant par rapport kp ,

Et comme les valeurs de/? doivent être égales, on doit avoir

c'est l'équation demandée.
Pour exemple proposons-nous ce problème : Trouver une

courbe telle que le produit des distances de sa tangente à
deux points fixes soit égal à une surface donnée bà.

En désignant par 2c la distance des deux points fixes, et
par p l'inclinaison de la tangente en un point quelconque,
on trouvera facilement l'équation suivante :

ou

p x> _ fr—e ~ V (** — v — ey

Et par suite pour l'équation de la courbe
a — (y—F) (.ra — b* — o = o ;

et toute réduction faite

Equation d'une ellipse dont l'origine est au centre, et qui a

pour axes b, et | /V- j -6 \

On résoudrait de la même manière le problème suivant :
Quelle est la courbe qui jouit de cette propriété, que, en

prenant pour axe des abscisses, la ligne qui joint deux points
fixes, les ordonnées de la tangente correspondantes à ces
points fixes, aient un produit constant égal à b\

Note. Le problème proposé est indéterminé. Il y a une înfi
nité de courbes qui satisfont à la question ; l'enveloppe de
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toutes ces courbes y satisfait aussi ; et c'est Téquation de cetle

enveloppe qui est ici indiquée; souvent cette enveloppe

suffit, par exemple, dans cette question traitée par M. Raabe

(Crelle, 1 .1 , p. 330,1826) : Étant donnée une conique et un

point fixe dans son plan , trouver une seconde courbe telle,

que chaque point de la conique soit également éloigné de la

seconde courbe et du point fixe. On parvient à une équation

différentielle du premier ordre ; il est évident qu'une solution

particulière résout aussi le problème; si le point fixe est un

foyer, la solution particulière est un cercle, que, par analogie

avec ce qui existe dans la parabole, M. Raabe a désigné sous

le nom de cercle directeur. (Voir Blum. t. I I , p. 60).

RAYONS DE COURBURE PRINCIPAUX

de Vhélicoïde gauche.

PAR m. F. M*

Parmi les surfaces conoïdes, trouver celle en chacun des

points de laquelle les deux rayons de courbure principaux

sont égaux et de signes contraires.

L'équation différentielle des conoïdes est :

On en déduit, par la différentiation :

Éliminant x <*ty entre ces trois équations, on obtient :

' La condition pour que les rayons de courbure principaux

soient égaux et de signes contraires est d'ailleurs :
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Si entre cette équation et la précédente, on élimine tour à
tour t et r, on obtient les deux équations :

(1) r(/-j

(2) tlp* — q>)

On peut écrire l'équation (1) sous la forme :

On en déduit par l'intégration, en désignant par Y une
fonction arbitraire dey :

(3)

On déduit de même de l'équation (2) :

( )

P
(X désignant une fonction arbitraire de x).

Des équations (3) et (4) on déduit :
__ Y

P — y

Or on doit avoir entre p et q la relation

dp dq
dy~ ~cix"

qui devient, après toutes les réductions effectuées
dX__ dY
dx dy '

relation qui ne peut être satisfaite qu'en posant :
dm
Tx = a^

( a désignant une constante arbitraire).
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On a donc :

X = a x -f- h ,

(b et c représentant aussi des constantes arbitraires).
On a alors pour/? et q les valeurs suivantes :

ax -\-b

L'équation différentielle de la surface cherchée est donc •.
(c — ay) dx [ax -\- b) dy

ClZ r -"—~r ~4— • •— .

Ou trouve en l'intégrant et désignant par e une constante
arbitraire :

axA-b
!— z=ztp(e — az).

c— ay
On voit alors que la surface cherchée est un hélicoide
gauche. On pouvait d'ailleurs, en partant de l'équation de
rhélicoïde, reconnaître l'existence de cette propriété ; mais
le problème résolu prouve que cet hélicoïde est la seule sur-
Face conoïde jouissant de'Ja propriété énoncée.

Note. Ce problème a aussi été traité par M. Catalan (Jour-
nal de l'École polytechnique, cahier 29, p. 127, 1843, et
LiouvillcVII, 203, 184?).

NOTE

Sur la démonstration de la proposition XI du livre IV de la
Géométrie de Legendre.

P A R M. B R E T O N ( P S CHAMP) ,
Ingénieur des ponts ci chaussées.

Rappelons d'abord l'énoncé de cette proposition :
Les circonférences des cercles sont entre elles comme les

rayons, et leurs surfaces comme les carrés des rayons.
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Pour démontrer ce théorème, Legendre suppose tour à

tour qu'au lieu de cire. R : cire, r : : R : r, on ait, s'il est pos-

sible, R : r :: cire. R : cire, r', i1 étant en premier lieu

moindre que r, ensuite plus grand, et il fait voir que ces

deux hypothèses conduiraient à des résultats absurdes.

Les partisans delà méthode des limites attaquent cette dé-

monstration , en ce que Ton y suppose implicitement qu'il y a

des circonférences de toutes les grandeurs. Telle est l'objection

reproduite par M. Catalan, dans la préface de son excellent

traité de géométrie, où il expose d'ailleurs que le mode de

démonstration connu sous le nom de réduction à l'absurde lui

parait avoir un vice radical; savoir qu'il n'indique en aucune

manière le chemin que l'on aurait pu prendre pour trouver

tel ou tel théorème.

On a certainement exagéré les difficultés de cette réduction

à l'absurde, et je crois exprimer une opinion vraie en disant

que les démonstrations où ce principe est employé, ne sont

pas plus longues que les démonstrations par la méthode des

limites, pourvu que l'oiLtienne compte des explications pré-

liminaires nécessitées par cette méthode même. Dans beau-

coup de cas, elles sont plus courtes, et leur uniformité pré-

sente à l'enseignement des avantages incontestables.

J'avoue cependant que la méthode des limites fait mieux

voir la route suivie pour découvrir la vérité. Mais celle des

infiniment petits atteint bien plus parfaitement ce but, et

sans doute , si elle n'est pas écrite dans les traités élémen-

taires , c'est qu'elle se présente naturellement, et fournit les

notions que la réduction à l'absurde achève de démontrer.

Il ne pouvait entrer dans les vues de Legendre, d'écrire ce

que tout le monde aperçoit intuitivement ; l'illustre géomètre

n'a dû insister que pour établir les choses en toute ri-

gueur.

Ces réflexions étaient nécessaires pour montrer qu'il est
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permis de préférer à la méthode des limites, le principe d'ex -

haustion, ce beau fleuron de la géométrie ancienne. Je re-

viens maintenant au théorème, objet de celte note, dont on

a dit que la démonstration par la réduction à l'absurde n'est

pas rigoureuse.

Puisque Ton ne veut point admettre qu'il y ait des circonfé-

rences de toutes les grandeurs, je ne supposerai pas un

quatrième terme plus grand ou moindre que cire, r , mais je

dirai :

Supposons, s'il est possible, qu'on ait cire. R : cire, r ::

R : r , r étant un rayon moindre que /•. Comme il y a évi-

demment des rayons, sinon des circonférences de toutes les

grandeurs, celte manière de présenter la démonstration écar-

tera la difficulté.

A la circonférence dont le rayon est r', que je suppose dé-

crite concentriquement à cire, r, circonscrivez un polygone

régulier dont les côtés ne rencontrent pas cire, r. Gircon-

scrivez à cire. R un polygone semblable, on aura entre les

périmètres de ces polygones, et les rayons des'cercles inscrits

pol. R l pol. r' :: R : r', et comme on a supposé cire. R :

cire, r :: R : / , on aura aussi cire. R : cire, r :: pol. R :

pol. r', proportion impossible, puisque cire. R est moindre

que pol. R, et cire, r plus grand que pol. r', donc, etc. Ce

qu'on vient de dire suffit pour achever la démonstration.

Il y a donc des circonférences et des cercles de toutes les

grandeurs, conclusion qui lève une grande partie des objec-

tions du genre de celle qui a été faite par M. Catalan. Col

exemple fait voir comment il semble que Legeodre aurait

admis implicitement, dans les démonstrations de plusieurs

propositions importantes, des vérités tout aussi difficiles à

prouver que celles qui font l'objet de ces propositions. Tout

le traité de Legendre peut être mis, par des moyens analogues,

à l'abri de ce reproche.

ANN. DE MATIIÉM. IV 2 9
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Dans ce qui précède, je n'ai touché en rien à la déûnition
du rapport de deux quantités incommensurables entre elles,
ce sera l'objet d'une autre note.

Note. Nous croyons que le principe si évident d'Arbogast
suffît à tout, au passage des dimensions courbes aux dimen-
sions rectilignes, et au passage du commensurable à l'incom-
mensurable ; savoir : que deux quantités constantes sont
égales, lorsqu'elles sont comprises entre deux limites va-
riables , et dont la différence peut devenir moindre qu'aucune
quantité donnée. Ce principe a le mérite de la clarté, de la
rigueur, de l'universalité, de l'uniformité, et même delà
brièveté. Nous attribuons ce principe au célèbre ana-
lyste de Strasbourg, parce qu'il est énoncé dans un mé-
moire présenté à l'Institut, et non encore publié, sur les prin-
cipes du calcul infinitésimal ; mémoire qui sert de base aux
travaux les plus récents, et à renseignement polytechnique
actuel de cette partie de la science (Voir Cale, des dérivations,
préface, Xl l , note 1800; et Lacroix , Cale. diff., tome I ,
§239).

Ainsi dans le cas actuel - est compris entre - et ~; P et p
R R R

sont deux polygones réguliers de même nom, l'un circon-

scrit, l'autre inscrit ; de même — est compris entre — et^-,;
Jtx R R

p F p p' t c a
or ~ = =7; ^ = %y ; donc - et -7 , sont entre les mêmes

R R J\ lx ix JA

p p
limites variables — et ^ , et on sait que P—p peut descendre

R R
C C

au-dessous de toute grandeur donnée ; donc ~ = =rr La dé-
R sx

trn ... cercle R
monstraliondEuclide que —_~— est un rapport constant,

n'est pas sujette à l'objection faite contre la démonstration de
Legendre (Euclide, XII, prop. 2) ; là on lit aussi une propo-
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sltion que j'ai dit erronément n'être pas dans Euclide (t. III,

p. 587, observation) ; l'illustre géomètre Alexandrin ne s'oc-

circonf. R .. , . . ,_
cupe pas du rapport ^ , il était probablement arrêté

par la difficulté de démontrer que P—p peut devenir plus

petit qu'aucune quantité donnée ; la découverte de la con-

stance de ce rapport est un des nombreux titres d'Archimède

à l'immortalité ; il a trouvé que cercle R = - R circonf. R ;

cercle R , circonf. R
or — — — est constant ; donc - , est aussi un rap-

R K

port constant double du premier.
Tm.

THEOREME

sur le triangle situé dans le plan d'une conique.

I. Problème. Étant données deux sécantes dans le plan

d'une conique, mener par leur point d'intersection deux

autres sécantes simultanément conjuguées harmoniques par

rapport aux premières sécantes et conjuguées par rapport

à la conique.

Solution. Soient MN , MP les deux sécantes données ; je

prends MN pour axe des x et MP pour axe d e s ^ ; et soient

y =px ,yz=zqx l'équation des deux autres sécantes ; l'équa-

tion de la conique est à six termes ; les nouvelles sécantes

devant être conjuguées harmoniques par rapport aux axes,
o u *P + q = 0 (^oir t. I I , p. 30ô , Observation). Les mêmes

sécantes devant être conjuguées par rapport à la conique t

on a : A/?'—C = 0 (t. I , p. 495) ;
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d'où p =

ainsi ïe problème est toujours possible dans l'ellipse et la pa-

rabole ; pour l'hyperbole, le problème n'est possible que lors-

que A et C sont de même signe, c'est-à-dire lorsque les deux

sécantes axes sont toutes deux simultanément parallèles à des

diamèires qui rencontrent ou qui ne rencontrent pas.

Soit r le produit des segments formés par sécante MN, et

s le produit des segments formés par la sécante MP, pris à

partir de M , on aura :

p = \ / - ( t . I I I , p. 511);

a étant l'angle que forme la troisième sécante avec l'axe des

x, et «' l'angle qu'elle forme avec l'axe desjr, on a :

sin a m /s

il est évident qu'une sécante entre dans l'angle des coordon-

nées de même signe, et l'autre dans l'angle adjacent. Lorsque

les deux axes donnés sont des tangentes, la sécante intérieure

devient un diamètre.

II. Théorème. Un triangle ABC étant situé dans le plan

d'une conique, si par le sommet A on mène deux sécantes

simultanément conjuguées harmoniques par rapport aux cô-

tés AB, AC, et conjuguées par rapport à la conique; de

même aux sommets B et C ; les trois sécantes intérieures se

coupant en un même point ; de même deux sécantes exté-

rieures partant des sommets A et B, et la sécante intérieure

partant de C : en tout, quatre points de rencontre.

Démonstration. Soient a et a' les angles que forme la sé-

cante intérieure partant de A avec les côtés AC et AB ; p et

P' les angles que forme la sécante en B avec BA et BC ; 7 et



•/ les angles que fait la sécante en C avec CB et CA ; -r-^*
sin &/

est égal au rapport des segments formés en A , sur AB et AC

suffisamment prolongés (1). De même - — 7 et - r - ~ pour les
sin p sin y

„ „ . sin'a sin2B sin'v
serments formes en B et en C ; donc . a , . mnl .—7 est égal0 siaVsin'P'siny

au produit des trois rapports segmentaires. Mais d'après

le théorème de Carnot, ce produit est égal à l'unité;

sin a sinjS sin7 . , .
donc-:—, . . . — : = ± 1 , le signe supérieur indique que

sin a'sin (5 sin 7' & * ^ M

les trois sécantes intérieures se rencontrent en un même

point, et le signe inférieur est relatif à la seconde partie du

théorème. Mais pour l'hyperbole, le théorème ne subsiste

qu'avec la restriction signalée ci-dessus.

Observation I. Lorsque les côtés du triangle sont des tan-

gentes à la conique, un des quatre points de rencontre est le

centre de la conique, et les trois autres points de rencontre

sont les centres respectifs de coniques semblables à la conique

donnée, semblablement située et touchant les côtés du tri-

angle ; propriétés faciles à démontrer.

Observation IL Lorsque la conique est un cercle, le théo-

rème donne la propriété élémentaire des bissectrices des

angles d'un triangle ; et par la méthode des projections, ce

théorème élémentaire suffit pour établir le théorème relatif

à l'ellipse, mais non pour les deux coniques à branches

infinies.

Observation III. Le théorème subsiste également lorsque

le triangle ABC est inscrit dans la conique ; alors le rapport

segmenîairese trouvant souslaforme de - a une valeur déter-

minée (t. I I I , p. 512).



SUR L'ÉVALUATION

du volume d'un parallélipipède à une base sphérique.

D'après Euler (*).

I. Soient O le centre d'une sphère; OA, OB, deux rayons

à angle droit ; M un point sur OA ; N un point sur OB. Ayant

construit le rectangle OMPN, on le prend pour base d'un

paralîélipipède droit, qu'on prolonge jusqu'à la sphère. Il

s'agit d'évaluer le volume de cette portion delà sphère.

II. Désignons par OOr, MM', PPr, NN' les quatre arêtes

do paralléiipipède.

Faisons OÎVI = m ; m et n sont plus petits que r :

ON = n ;

0 0 ' = r = rayon de la sphère ;

on aura :

m
n
n
m' ^

mn
m'ii

sinu ;

sinp;

sinf i

V = le volume du parallélipipède sphérique;

On a :

6V = 2mnp;-f • 2ra [mu - f m> — rt] + nnnu + WTO'V.

H N. Comm. Petrop., tome XIV, p. 80, an. 1769.



III. Lorsque le point P est sur la sphère, alors wa-(

m = n! ; n = /rc' ; et l'oo a :

6V = rrr* (m -(- /i — r) - j — /?m (m -(- /t) ;

ce qui atteint le maximum lorsque m = n ; et alors

SUR LES LIGNES

APLANÉTIQUES, LEMNISCATES , CAUSTIQUES , ETC.

1. LEMME I. L'enveloppe d'un cercle assujetti à passer par

un point fixe, et à avoir son centre sur une droite fixe est,

outre le 1er point (îxer un second point fixe, symétrique au

premier. relativement à la droite.

2. LEMME II. Un cercle étant assujetti à avoir son centre

sur une ligne plane quelconque, et à passer par un point

fixe, situé dans le même plan, le lieu du point symétrique

au point ûxe, relativement aux tangentes à la ligne donnée,

est la courbe enveloppe du cercle; plus le point fixe lui-

même.

Démonstration. Le cercle mobile, dans deux positions in-

finiment voisines, peut être considéré comme se mouvant

sur la tangente; or le point d'intersection de ces deux

cercles, est le point de contact du cercle mobile avec son en-

veloppe : donc...

3. LEMME III. Un cercle étant assujetti à avoir son centre

sur une droite fixe, et à toucher constamment une seconde

droite, situées l'une et l'autre dans le même plan, a pour en-

veloppe, outre cette seconde droite, une troisième droite fixe -,
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la première droite est la bissectrice des deux autres. Pour

chaque position particulière du cercle mobile, le point de

contact avec son enveloppe est le point symétrique, relative-

ment à la première droite, du point où le cercle touche la

seconde droite.

4. LEMME IV. Un cercle étant assujetti à avoir son centre

sur une ligne plane, et à toucher constamment une seconde

ligne, située dans le même plan, pour chaque position par-

ticulière du cercle mobile, le point de contact avec l'enve-

loppe est le point symétrique du point de contact avec la se-

conde ligne, relativement à la tangente à la première ligne,

menée par le centre du cercle ; c'est une conséquence immé-

diate du lemme précédent.

5. Définition. Une ligne aplanétique est l'enveloppe d'un

cercle variable de grandeur, et dont le centre décrit une

ligne plane nommée directrice, et qui touche constamment

une seconde ligne située dans le même plan, et qu'on peut

nommer ligne polaire.

6. Si , conservant la même directrice , on prend la ligne

aplanétique pour ligne polaire, celle-ci deviendra une ligne

aplanétique; donc ces deux lignes sont conjuguées relati-.

vement à la directrice; étant données deux lignes planes

quelconques, on peut, généralement parlant, les considérer

comme conjuguées, relativement à une ligne directrice ;

ainsi deux droites sont aplanétiquement conjuguées, relati-

vement à leur bissectrice ; deux cercles sont aplanétiquement

conjugués, en prenant pour directrice une hyperbole, etc.

7. Lorsque la ligne polaire se réduit à un point ûxe, on

rentre dans le cas du lemme II.

8. Pour mener une tangente à une ligne aplanétique, par

un point situé sur la ligne, il suffît de mener une tangente au

cercle mobile, répondant à ce point.

!>. Problême. Etant donnée léquation d'une conique direo



trice, et les coordonnées d'un pôle, trouver l'équation de la
ligne aplanétique, conjuguée au pôle.

Solution. Soit Ay* + Bxy + Cra + Vy + Ex + F = 0,
l'équation de la conique ; les axes sont rectangulaires ; et
soient a et b les coordonnées du pôle : abaissant du pôle une
perpendiculaire sur une tangente à la conique, passant par
le point ix\y}), et doublant cette perpendiculaire, on aura
un point de l'enveloppe (lerame).

Or, l'on a :

y [2Ay+Bx+T)]-\-x' [âOr+By+E] = — D.r — Rr — 2F ,

équation de la tangente \

y'[By — 2A.r — B6 + 2A«]-f xf[2Cy — B.r —2C& + Ba]=

= —E^ + D^-fEA —Da;

équation d'une perpendiculaire à la tangente, abaissée du
pôle.

De là on tire :

f _ k' (f -fx1) — y (/' + Mf.) - | - j ( « - Â Û) — «a + bV
y — ^

—/^) — .r

T = w (y + x*) —y{k'+ mb) — x (k -f
substituant les valeurs de y\ x\ dans l'équation de la co-
nique , on a l'équation du lieu de la projection du pôle sur la
tangente. Pour faciliter le calcul, nous devons faire con-
naître cinq nouvelles identités qui se présentent très-souvent.
1. AP — B/z/' + C/i2 +DZ'*'—E/i*'+F#s = AZ" — B»Z' +

tt'-F^ + k'[Dl' — E» + 2F£'] = AZ'9— B/iZ' +

2. A;z2 — B/zZ + CZ2 — D/zA: + Flk + FF = IL

3. 2 AJW1 + B [kl' — A:f/z] —
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4. - â A i f w + B [ « - * * ] + 2CM.+D[kh' - w/i]H-E[m/ + *a]

+2FAAf==—n [2AZ'—Bn4-2CZ]-hBZZ;—2FAA'+ A [DZ' — En] —

—k'[l)n—E/]+4FAA'= — 2hn ;

effectuant le calcul, et après avoir divisé tous les termes par

le facteur commun L, il vient :

+ty [ — ifô1 — hab—
a' — Uab —

—2nab=zO.
oc v

Remplaçant x et j par - el - , on obtient l'équation de la

courbe aplanétique cherchée.

Corollaire L La ligne donnée par l'équation (1) est donc

une ligne semblable à la courbe aplanétique , semblablement

placée, de dimension moitié moindre ; et le pôle est le centre

d'homologie.

Remarque. L'intersection de la courbe (1) avec la conique,

donne les pieds dés normales menées par le point [a,b)h la

conique 5 nous savons d'ailleurs que ces points sont déter-

minés par l'intersection de la conique avec une hyperbole

équîlalèrc (p. 17, t. II) ; qui est aussi le lieu géométrique de

l'intersection de la perpendiculaire abaissée du point {a, b)

sur une tangente, avec le diamètre passant par le point de

contact. (Poncelet, Propriétés projectives , p. 288, $ 492.)

Corollaire IL En prenant la ligne (1) pour ligne polaire,

le pôle devient Taplanétique conjuguée ; ainsi, la ligne doit

passer par le pôle (lemme 6). En effet, l'équation est satis-

faite en faisant x = a çXy = /; ; ce qu'on pouvait prévoir par

les valeurs de od et y , qui se réduisent par ces substitutions

, 0

0
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Corollaire III. Lorsque m n'est pas nul, les termes du

quatrième degré ne peuvent s'anéantir ; donc pour l'ellipse et

l'hyperbole l'aplanétique est toujours une courbe fermée.

Corollaire IF. Si le pôle se confond avec l'origine, alors

l'équation (1) devient .-

Lorsque l'origine est un foyer, l'on a, comme on sait, / = /' ;

n = 0 ; l'équation divisible par y*-\-x* devient celle du cercle

m (y*-\- x^—lKy—ikx -f- / = 0 ,
cercle concentrique à la conique et passant par les extrémi-

tés de Taxe focal. Dans la parabole, le cercle se change dans

la droite, ayant pour équation 2k'y + â&r — / = 0 , qui est

la tangente au sommet.

Corollaire V. Passant aux coordonnées polaires, l'équa-

tion (2) donne, après avoir divisé par z* •.

mz*— 2z (k'sin <? -}-&cos ») -f- l'sin'y—2nsin y cos y -f- /cosa^p=0 ;

d'OÙ :

mz = fe'sin ^ -\- le cos cpdi^v Lf
v A. cos*» — B sin 9 cos <p -)- C sin*cp)

[Voir les identités, t. I . p. 490).

1° Ellipse. La quantité sous le radical ne peut jamais deve-

nir nulle et reste essentiellement positive. Donc z est tou-

jours réelle . autrement une droite menée par l'origine coupe

la courbe en deux points. Pour que z soit nulle , il faut que

Ton ait /' sin2 <p cos 9 — 2n sin © cos cp -j- /cos*? = 0 ; ce qui

donne :

n dz 2 I / F L
t a n g , - .

Lorsque l'origine est dans^l'intérieur de la courbe, FL est

négatif ; par conséquent, lorsque l'équation est débarrassée

de z\ la courbe ne passe point par l'origine ; mais lorsque

l'origine est extérieure à la courbe, le produit FL étant positif
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(t. II, p. l i a ) , la courbe passe par l'origine, qui est alors un

point multiple ; ce qui est d'ailleurs évident, puisque alors

on peut mener par l'origine deux tangentes à l'ellipse. Il est

possible aussi de mener par la même origine deux, trois ou

quatre normales (t. I I , p. 22, 23). Ainsi, selon la position de

l'origine, la ligne aplanétique touchera l'ellipse en deux, trois

ou quatre points : il est évident qu'elle n'a aucun point dans

l'intérieur de l'ellipse.

L'origine étant au centre, et rapportant l'ellipse à ses axes

principaux, il vient .

2° Désignant le grand axe par a et le petit axe par b, on

aura :
za = à1 cos3cp + b7 sin2cp.

a est toujours un maximum ; et tant qu'on a a* < 26% b est

aussi un maximum; la courbe aplanétique est comprise entre

l'ellipse et les côtés du rectangle circonscrit à l'ellipse. Mais

lorsque c£ est supérieur à U1, b devient un minimum, et il y

a à l'extrémité du petit axe un point de rebroussement ; et

lorsque aa=2&% les extrémités du petit axesontdes centresde

courbure (t. II, p. 79), et l'ellipse est la projection d'un cercle

incliné de 45° sur le plan de l'ellipse ; et dans ce cas, b est

encore un maximum. En général, pour que y devienne égal

à b, il faut avoir x = 0 ou x* = a2— 2b\

L'aire de la courbe est égale au demi-cercle construit sur

la corde du cadran elliptique.

zdy est l'élément d'un arc elliptique ; seconde espèce de

transcendante elliptique.

2° Hyperbole. La quantité sous le radical peut devenir

nulle et par conséquent devenir imaginaire -, on obtient ainsi

pour tango deux limites :
/
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on peut supposer B = 0. On voit donc que les droites limites

sont perpendiculaires aux asymptotes et se confondent avec

elles, lorsque l'hyperbole est équilatère.

Lorsque l'origine est au centre, l'équation devient, après

avoir divisé par za :

ce centre est un point d'inflexion ; la courbe a la forme d'un

huit de chiffre, plus connu sous le nom de lemniscate , mot

dérivé du grec, où il signiûe une rosette de ruban. Si b>a,

la lemniscate est dans l'angle des asymptotes, qui sont sé-

cantes. Si b = a, les asymptotes deviennent tangentes ; et

pour b O , la lemniscate coupe les asymptotes en deux

points, outre l'origine qui est un point double (p. 142).

L'équation aux coordonnées rectangulaires est :

résolvant par rapporta x , on conclut facilement que la va-

leur maxima dey est —, qui répond à l'abscisse

Si nous désignons, dans le cercle dont le rayon est un,

par a la longueur numérique de Tare dont la tangente trigo-

nométrique est - , l'aire totale de la lemniscale est :

ff(a (?) j (a*+ F) sin 2T.

Lorsque l'hyperbole est équilatère (lemniscate de Ber-

noulli ) , cette expression se réduit à :

do
— est l'élément de la première espèce de transcendante
z

elliptique.
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Faisant a1 = b% = 2a'\ l'équation peut se mettre sous la
forme :

Donc la lemniscate de Bernoulli est aussi une Cassinoïde,
ayant ses deux foyers sur l'axe transverse, à une distance du

, _ , a
centre égale a zz

V/12
10. On peut donner, dans certains cas particuliers, aux

équations de la tangente et de la normale, des formes très-
avantageuses, surtout pour résoudre promptement des pro-
blèmes aux examens.

Soit l'équation de l'ellipse, rapportée aux axes principaux,

On voit facilement qu'en prenant :
ma2 b1

_

x et y sont les coordonnées d'un point de l'ellipse; or, en
ce point, on a :

= mx + {/m'c^Ar b2 (1), équation de la tangente ;
1 c1

x (2), id. de la normale ;
m Vb

ou ca = a3— b\

La forme (1) est une suite de l'équation (18) (t. II, p. 108),

et on trouve la forme (2) en supposant y= x-\-p(3)

et déterminant p de manière que l'intersection des droites (1 )
et (3) soit sur l'ellipse.

Probl. I. Trouver le lieu du pied de la perpendiculaire
abaissée du point {x\y') sur une tangente à l'ellipse.

Solution. La parallèle à la normale a pour équation :



éliminant m entre cette équation et l'équation (1), il vient.

équation du lieu cherché.

Probl. IL Trouver le lieu du pied de la perpendiculaire
abaissée du point (JC\y') sur la normale.

Solution. y — y1 = m {x — x'),

équation de la parallèle à la tangente ; éliminant m entre
cette équation et l'équation (2), il vient :

Lr (y-y)+x(* -x')7 [*\r-yf+ b\x-x')*)=ct (x-x'y*,

équation du lieu cherché.

Parabole. Équation y = 2px j axes rectangulaires.

x'= —-; ; y = f~ , équations d'un point de la parabole ;

y = mx -\- J~-, équation de la tangente ;

y = h — + —-., équation de la normale ;
mm 2m*

La première équation est celle de la projection du point
quelconque (x\y!) sur la tangente, et la seconde sur la
normale.

Faisant x=y = 0,

la première équation devient :

2JC3 + 2y*x -f py = 0 ,

équation de la cissoïde.

( La suite prochainement.)

Tm.
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THÉORÈME

Sur le triangle inscrit dans une conique.

Théorème I. Un triangle étant inscrit dans une conique, si
par chaque sommet on mène une droite respectivement
conjuguée au côté opposé, les trois droites se coupent en un
même point.

Démonstration. Soit ABC, le triangle inscrit ; prenons AB
pour axe des x, et AC pour axe des y -, l'équation de la co-
nique sera : Ay-\-Bxy-\-Gjc'1-\-T)y-]-Ex=O ; on aura ainsi

coordonnées du point A ; .r=0 ; y=0 ;

Id. B ; . r = — - ^ = 0,

Id. C-}x0

équation de la droite AB • y = 0 ,
AC, x = o,
BC, A£r

ayant égard à l'équation (5) {Nouvelles Annales, tome 1,
p. 495), il vient :
équation de la droite conjuguée à

AC, passant par B; 2AQr + B C r + B E = 0 ,
AB, Id. C; ABjr+2ACx + BD=:0,
BC, Id. A ; A Â > - a . r = : 0 .

Eliminant D et E des deux premières équations, on obtient
la troisième ; par conséquent les trois droites passent par le
même point.

Observation I. Cette propriété connue pour le cercle, peut
être transportée par les projections, dans l'ellipse, mais non
dans les deux autres coniques.

Observation II. En suivant la même marche, on démontre
facilement, que les droites conjuguées respectivement à ces
côtés, et passant par les milieux de ces côtés, se rencontrent
aussi en un point, qui est sur la même droite que le point
précédent et le centre de gravité du triangle; théorème
d'Euler généralisé. Tm.



GRAND CONCOURS (année 1845).

. /
Etant donné un cercle, et un point dans son intérieur, on

suppose que sur chacun des diamètres de ce cercle, on décrive
une ellipse qui ait ce diamètre pour grand axe, et qui passe par
U point donné : On demande

1° L'équation générale de ces ellipses.

2° Le lieu géométrique de leurs foyers.

3° Le lieu géométrique des extrémités de leurs petits axes.

PRIX D'HONNEUR.

PAH. M. COUX.X.A&V-DESCO3 AUBIRT-ÉMIXE
Né à Paris, le 28 février 1326.

(Élève exierne du collège royal de Louis-le-Grand. — Classe de M. Richard.)

Je prendrai pour axe des x, une droite passant par le centre
du cercle donné , et par le point donné M : pour axe desjv,
une perpendicu^ire à cette droite menée par le centre. Soit
a le rayon du cercle, et d la distance AM.

1° Je considère {Fig. 44), un diamètre quelconque BC, fai-
sant avec l'axe des x un angle w : soit BMC l'ellipse ayant
le diamètre DE pour axe : si on la rapporte aux axes rectan-
gulaires Ax', t\rr, son équation sera de la forme

(1) ay + b7x*=a7b\

Pour déterminer h, remarquons que cette courbe passe par
le point M, dont les coordonnées par rapport aux axes
A A-' , k/ y sont AP et — MP j ou on fonction de l'angle va

AN*, DE MATHÉM. IV 3 0
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riablc w , d eos w et — d sin w. Ainsi, nous aurons l'iden-

tité :

d'où

#a — d% cos V

Remplaçant 6' par sa valeur dans l'équation (1) , nous au-

rons :

ou en supprimant a7 de part et d'autre, et chassant les dé-

nominateurs ,

(2) (aa—

Telle est l'équation d'une ellipse quelconque BMC, ayant

pour axe un diamètre du cercle, faisant avec Taxe des x un

angle w, et passant par le point M : cette ellipse étant rap-

portée au diamètre &JC' pris pour axe des x , et au diamètre

perpendiculaire ky} pris pour axe des y -. pour obtenir l'é-

quation de la même courbe, rapportée aux axes primitifs ,

AJC, ky, il suffira de remplacer x,y par

ce qui donne toutes réductions faites ,

(E).... {(a3 - d7) cosaw+d2sinaw jy'—2(a*

On peut vériûer, ce qui est assez évident de soi-même, que

Taxe dirigé suivant lé diamètre Ax1 est un grand axe : quand,

comme on le suppose ici, le point M est intérieur au cercle.

En effet, la demi-longueur de cet axe = a ; celle de son con-

jugué,
ad sin w ad sin &> ad sin w

l / V — arcos'w W ( t - c o s w ) tfsin»
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2* Cherchons maintenant le lieu géométrique des foyers :
pour l'obtenir, considérons l'équation (2) ; en désignant par f
la demi-excentricité de l'ellipse qu'elle représente, ou la dis-
tance du centre au foyer F, nous aurons évidemment :

, , a*—aWcos'w—
(3) p—a— — ^ — ^ — a '_^Cosa*> ~

_ a* {a* — d')
cC — d2 cos'a)'

Nous avons ainsi l'expression de p en fonction des quantités
connues a et d, et de l'angle w que fait avec Taxe des x la
droite AF; par conséquent on pourra regarder... (3) comme
l'équation polaire du lieu des foyers : le pôle étant à l'ori-
gine, et Taxe polaire dirigé suivant l'axe des x.

Si l'on voulait avoir le lieu des points F , il suffirait de
remplacer dans... (3) w par «—180°, ce qui n'altérera pas p,
puisque le cosinus de l'angle variable n'y entre qu'au carré.

Pour reconnaître facilement ce que représente l'équa-
tion (3), repassons des coordonnées polaires, aux coor-
données rectiligaes : ce passage peut ici s'effectuer très-
simplement. En effet, chassons les dénominateurs, il
viendra :

# y — d^p * cosa« = a (a2 — d\
ou bien

a* ( &' cosSi -j- :û
a sin'w) — d*?2 cos'w == a3 {a2 — d*) ;

mais
p cos a) = x, p sin fù z=y,

donc
a* (x* -f- y) — d^x"1 = a* {a2 — d1) ;

ou bien

(F) « y -f- (aa— d9) x" = a' (a7 — d*n

équation d'une ellipse rapportée à son centre et à ses axes.
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L'axe dirigé suivant A-r, a pour longueur %a, et son con-

jugué a pour longueur 2 \/a*— d\
Ainsi, par le point donné M (fig. 45), j'élèverai une per-

pendiculaire à BC qui rencontrera la circonférence en H :
par le point H, je mènerai une parallèle à BC , qui coupera
hy en D ; puis je prendrai le symétrique E de D par rap-
port au centre A -. DE sera le petit axe ; car

DE = 2.AD = l
D'ailleurs le grand axe = BC •. connaissant les deux axes de
l'ellipse donnée par l'équation (F), on pourra facilement la
construire.

La figure AMHD est un rectangle; par conséquent DM =
AH = A.B : donc le point donné M, et son symétrique M', par
rapport au centre sont les deux foyers de l'ellipse .. (F).

On pouvait parvenir à ces résultats par des considérations
géométriques. Considérons une des ellipses en question
(Fig. 45) : soit IK son grand axe ; soient F et Ff ses deux
foyers : nous aurons :

Mais les deux droites MM' et FF' se coupent mutuellement
en deux parties égales : donc, les quatre points F, M, F', M',
j»ont les sommets d'un parallélogramme ; par conséquent

MF == FM' :
ainsi

MF + MF' = MF + M ' F = 2a.

Donc le point F appartient à une ellipse ayant pour grand
axe BC, et pour foyers les deux points M et M'.

3° Cherchons enfin le lieu géométrique des extrémités des
petits axes : en nommant p la distance AD (Fig. 44), nous
avons trouvé •

a cfd* sinao>
f ~ iC—<f cosV



pour avoir l'équation polaire du lieu cherché, il est clair

qu'il suffit de changer w en &> — 90° ; ce qui donnera

p ~<za—<f sin'u/

ou en extrayant la racine carrée,

ad cos ai
(E')

Va —

La courbe représentée par cette équation , est évidemment

symétrique par rapport à Taxe polaire, et à une perpendicu-

laire menée par le pôle à Taxe polaire : de sorte que pour

avoir la forme de la courbe, il suffira de faire croître w de-

puis 0 jusqu'à 90 : si Ton fait w = 0 , p = d : donc, le lieu

passe par le point M : pour toutes les valeurs réelles de w, le

dénominateur ne sera jamais nul ; par conséquent, toutes

les valeurs de p sont finies , et la courbe est limitée dans tous

les sens. D'ailleurs pour &> = 90°, p = 0 ; donc, la courbe

passe par l'origine, et comme on peut regarder ky comme

la limite des positions d'une sécante variable, tournant au-

tour de l'un de ses points d'intersection A avec la courbe,

jusqu'à ce que Vautre vienne se confondre avec le premier,

on peut affirmer que la courbe est tangente à Taxe des./ ; ce

qui«donne Tare de courbe AEM [Fig. 46). Il est facile mainte-

nant de tracer la courbe entière. Elle n'a aucun point

commun avec le cercle : c'est ce quil est très-facile de vé-

rifier.

En cherchant la tangente trigonométrique de l'angle que

la tangente à la courbe fait avec le rayon vecteur du point de

contact, on reconnaît que cette tangente devient infinie pour
d

« = 0 ; en effet, on trouve en posant - = e :

, COSw(J—e'siVw)



Par conséquent la tangente eu M est perpendiculaire à Taxe

àes x.
Si Ton supposait le point M sur la circonférence, il est clair

alors que les ellipses qui satisferaient aux conditions du pro-

blème , ne seraient autre chose que le cercle donné : par con-

séquent, on devrait trouver pour lieu des extrémités des

petits axes, le cercle lui-même. C'est en effet ce qui arrive .

car la supposition de d = a, réduit... (Ef) à p = a.

Conservons les mêmes axes, et voyons ce que deviendraient

les lieux dont nous venons de nous occuper, dans le cas où

le point M serait extérieur au cercle. Alors */est > a. L'é-

quation générale de toutes les ellipses ayant un diamètre du

cercle pour axe, et passant par le point donné, est encore

l'équation (E) : seulement, dans ce cas, 2a est le petit axe

de chaque ellipse. C'est ce qu'on reconnaîtra par un calcul

analogue au précédent.

Le lieu des foyers est une hyperbole {Fig. 47) dont Taxe

transverse a pour longueur 21/d*—#% et l'axe non trans-

verse, 2a. On reconnaît encore que M et M' sont ses deux

foyers. Par des considérations géométriques, on démontre

facilement que le lieu des foyers a des branches infinies, et

que Je coefficient angulaire des asymptotes = — . ,
Y d2— aJ

Le lieu des extrémités des petits axes est le cercle lui

même (Fig. 48) ; celui des extrémités des grands axes a pour

équation :
ad coso

p = . y ;

et comme a<^d, ce lieu se compose de quatre branches iiw

finies. Celles qui sont d'un même côté de l'axe des y se rac-

cordent aux points M et M' ; et elles ont eu ces poinls des

tangentes perpendiculaires à l'axe des x. Les branches M s et
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MV ont une asymptote commune qui passe par l'origine, et

dont la direction est donnée par l'équation sin w = - : (&><90°),
a

Les deux autres branches ont aussi une asymptote commune
qui passe par l'origine , et dont la direction est donnée par
Féquation sinw = -:(&>;> 90°). En6n, on peut remarquer

ci

que ce dernier lieu a un point conjugué qui est l'origine A :
car pour des valeurs de w peu différentes de 90°, p est imagi-
naire ; et w = 90° donne p = 0.

DE LA THEORIE DES DIVISEURS RATIONNELS.

( Suite, voyei p. 339. )

F A R M. DURVII .LE,
professeur au collège Saint-Louis.

Soit une équation

dont les coefficients sont entiers; proposons-nous d'étendre
la méthode des diviseurs du second degré à la détermination
des diviseurs rationnels du troisième, du quatrième degré, etc.
du polynôme Fx.

Comme Fx est entier, tout diviseur rationnel de Fx est
entier ainsi que le quotient correspondant; soit xl—px*—
—-qx—rua diviseur du troisième degré, et soient B o Ba>....
. . . Bm_3 les coefficients des différents termes du quotient à
partir du second, et par conséquent les premiers termes des
restes successifs que présente l'opération de la division. Le
dernier reste sera du second degré, et en suivant l'analogie
des notations, il doit êlre représenté par Bw-2.r'4-Bw-<•*•+Bm,
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et comme il doit être nul pour toute valeur donnée à x, il
donne lieu aux trois équations de condition BTO_2 = 0 ,
Bm-i = 0 , Bm== 0, qui doivent être satisfaites simultané-
ment par le système des valeurs entières de p, q, r, coeffi-
cients du diviseur du troisième degré.

On trouve entre les quantités BM Ba, B3 , . , . . BOT, les rela-
tions :

0 = B m — 2 = r
i— 4

c'est-à-dire, m équations entre les m — 3 coefficients Bo Ba....
Bm_ 3 du quotient, ei les trois coefficients p, q, r du diviseur.
11 faut trouver des valeurs entières de/?, gs /* qui satisfassent
à ces équations, en déterminant aussi des valeurs entières
pour les coefficients Bf, Ba, etc. du diviseur.

Proposons-nous d'abord d'éliminer les m —3 coefficients
B,, Ba.... et d'obtenir les trois équations B m _ Q =0, Bm-i— 0,
B w = 0 en fonction seulement des quantités/?, </, r.

Je remarque que si Ton fait le développement de

{x*—~px*—qx—rY1 ou du quotient — , oix
v r ? ' n

 X3—px—qx — r
trouve une série récurrente du troisième ordre :
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et si on représente les coefficients successifs par »0 5 y. ,? , . • • •

la loi de ces coefficients sera exprimée par l'égalité :

Cela posé,, soit le système d'équations ;

Bh = Ah +pKh-i + q%h-2 + ^BA-S X

= A/»_i +pBh-2 + qBh-z + rBh-i,

Multiplions la première équation par cpo, la deuxième par

«po etc., la dernière par ?^_t, tous les coefficients B/*_i,

B/1-2 .... Ba, B, disparaîtront, et on aura :

=p?h_t + q?h_2 + npmais

donc

donc, si on fait successivement h = m — 3 , /w — 4, w — 5,

et qu'on porte les valeurs de B m _ 3 , Bm—4, B m _ 5 dans les

trois dernières équations B m _ 2 = 0 , Bm-i = 0, Bm = 0, on

aura :

m_2 = Am_2-|-Jp Am- Am-5 • • "

= 0 ,

i 1 = 0 ,

Bm = A m -J- rAm_3 -j- r<pxAm_4 -J- ry2Am-s .... -J- r^m.^ = 0 ,

qui doivent être satisfaites par un même système de valeurs

entières de77, q, r.
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Si l'on connaissait la valeur de p et celle de r, et qu'on les

substituât dans ces équations, elles deviendraient seulement

fonctions de #, et devraient avoir une solution entière com-

mune \ donc si Ton représente par G, G', G" l'ensemble des

termes indépendants de q dans les trois équations B m _ 2 = 0 ,

Bm—1=0, B ; n = 0 ; G, G1, G" pour ces valeurs de p et r

deviendront des nombres ayant pour diviseur commun la

valeur de q correspondante.

G, Gf, G" étant des multiples de la valeur de q, les résul-

tats que Ton obtiendra par voie d'addition ou de soustraction

de ces polynômes seront encore des multiples de cette valeur

de q •. par conséquent, on pourra éliminer p entre les trois

équations G = M ( # ) , G'=M(gO, G'' = M(^), et on obtiendra

deux fonctions de r, qui, pour une valeur convenable de

cette inconnue, deviendront des nombres ayant pour facteur

commun la valeur correspondante de q.

Pour former les polynômes G, Gf, G", il faut, dans les

équations B m _ 2 = 0 , BOT_! = 0 , Bm = 0 et dans les fonctions

?i ? ?a? ?3> ?4} etc. , faire q = 0.

Or, si o n représente par <J>X, ^a . . . . ^n l es v a l e u r s des fonc-

tions <px, <pa...., «pn > p o u r h = 0 on aura .-

G = Am-2

G' =

D'ailleurs, des valeurs

on déduit :

et de l'équation



on déduit la loi de formation des fonctions 4»t, + , ,+ , , . . . . ,

d'où

On peut remplacer le système des trois polynômes G, G', G '

par un autre système plus simple par rapport à p et composé

de l'un d'eux et de deux autres obtenus en combinant G, G', G"

par voie d'addition ou de soustraction : ainsi on élimi-

nera ^m -3 et on trouvera ;

'= G"- G > = A m + r A m . 3 + r Am-6 - f «r\Am_7 —Aw-

G'= A m-i - f rAm_4 .... + n|/m-4.

On remplacera de même le système des trois polynômes

R, K' et G' par un autre plus simple par rapport à p, ou

parviendra ainsi à éliminer cette inconnue, et on obtiendra

deux polynômes Q et Q' seulement fonctions de r, et qui,

pour une valeur convenable de cette inconnue, auront pour

facteur commun la valeur correspondante de q.

Supposons connues les valeurs de q et r, les deux der-

nières des équations (A) feront connaître Bm_3, Bm_4 : entre

les w — 2 premières, j'élimine les m — 5 quantités B o Ba....

Bm_ 5 , et j'obtiens les trois équations suivantes fonctions de

p et des quantités supposées connues q, r, Bm—3 et Bm_4 :

0 = — Bwi-4 + Am-4 + Aw_ 5<pt -f- Am-6<f>a .... + «Pm-4 y

0 = y

qui devront avoir une solution entière commune; donc la

valeur cherchée de/? sera diviseur commun des trois termes

indépendants de cette inconnue dans ces équations ; repré-

sentons les par P, P', F'.



Cela posé, pour trouver les diviseurs du troisième degré

du polynôme Fx=zxm-\-Atx
m-'+A,xm~\... + A m , on po-

sera r égal successivement aux diviseurs de Am affectés du

double signe.

Soit rf une valeur de r, on la portera dans les polynômes Q el

Q' •, soient ±q', ± q' les facteurs communs aux valeurs de

ces polynômes, on substituera r' et successivement les nom-

bres ±q\ ±q" et les valeurs correspondantes de Bm-3 et

Bm-4 dans les trois polynômes P, P', P'', les nombres ±q',

±q" .... devront être rejetés si les trois polynômes n'ont pas

de facteurs communs. Si la substitution des nombres r' et q

donne aux trois polynômes un diviseur commun p\ pour que

le système des valeurs/?', q\ r convienne, il faut que, sub-

stituées dans les équations (A), elles satisfassent à ces équa-

tions en déterminant pour les coefficients B,, Ba, etc.... des

valeurs entières. Il est évident que cette condition est néces-

saire et suffisante. Il sera bon, avant d'opérer cette substitu-

tion , de constater que les nombres p\ q\ r' satisfont aux

deux conditions : ; 7 = n, = n .
1— /— ç'— r — 1—p+q — r' '

n représentant un nombre entier.

La même théorie pourrait servir à déterminer les diviseurs

du quatrième degré.

Soit le diviseur . r 4 — p x l — q x * — r x — s , en éliminant

les m—4 coefficients B,, B , . . . . Bm_4 entre les m équations,

B
0 = Bm—3 =

0 = B m _ 2 = A m -
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on aura les quatre équations B m - 3 = 0 , Bm_*=0, B m _ , = o ,

B m = 0 fonctions seulement de /?, <7, /•, s. Soient G, G', G',

G"' les termes indépendants de r dans ces équations, ces quatre

polynômes, pour des valeurs convenables/?', q\ s' depy q, $,

deviendront des nombres ayant pour diviseur commun la

valeur r correspondante de r ; et s i , entre les quatre équa-

tions G = M(r), G'=y*(r), G"=M(r), G'"=. M(r), on élimine

p et q, on obtiendra deux polynômes R et R' seulement fonc-

tions de s, et qui, par la substitution de la valeur conve-

nable s', auront pour diviseur commun r.

Les doux dernières des équations (B) feront connaître BOT_4

et Bw—5 ; et si entre les m— 2 premières, on élimine lesra—6

coefficients B o B a ,B 3 , .... B m _ 6 , on aura quatre équations

fonctions dep, q et des quantités connues r', *', Bm_4, B w - 5 ,

les quatre termes indépendants de q devront pour la valeur

p de p être multiples de la valeur cherchée q' ; donc, en

éliminant p on obtiendra trois polynômes Q, Q', Q", qui,

pour les valeurs de r1 et s, auront pour diviseur commun q'.

En prenant les quatre termes indépendants de p renfermés

dans ces équations, et éliminant q, on trouvera de même

trois polynômes P, P', F ' seulement fonctions de r et s, et

qui, pour les valeurs r' et s\ auront pour diviseur com-

mun p. Il faudra ensuite vérifier comme précédemment si

les valeurs s', r\ q\ p' satisfont aux équations (B).

supplication de la méthode précédente.

Soit d'abord une équation du sixième degré à décomposer

en facteurs du troisième :

JC6 -f Atx
5 + A4^+A3or3 + A4x

a + A5* -f A6 = 0.
On aura :



U6

en éliminant

on trouve:
3, B3,

0 = B6 == Ac-f- rA3

les termes indépendants de q sont dans ces équations

G' = A5 + rA24-r|IAI +
G" = A6 + rA3-f r^i

que l'on remplace par le système.

K = G r — G > = : r A 4 + r

K'=G' f—G>==A6+rA3

ou bien en posant

a = A 6 + r A 3 - f r \

on a:
«r = rA4

A6)

K' = a — A5\pr

d'où l'on déduira :



Si entre les quatre premières des équations (A) on élimine
B,, on trouve les trois équations :

0 = -
0 = - B3+A3+? At+r+p (Ba+?)

dont les deux dernières sont du premier degré.

Ainsi :

Pf=-B,+A,+?AI-f-r

On remarquera que dans ce cas particulier non-seulement P,
F , F ' doivent avoir un diviseur commun , mais encore les

P' P"
quotients-—•—, — — , exprimant la valeur de p pris en

Ï53-\- q i>3~r r

signe contraire, doivent être entiers et égaux entre eux.
Soit l'exemple numérique

YJC = x6—.r5—22x4 -f- 46x3—42or2 -f l ia: + 1 4 = 0,

équation dont le premier membre n'admet de diviseurs ra-

tionnels ni du premier ni du second degré, proposons-nous

de déterminer ses diviseurs du troisième degré.
Si le premier membre admet un diviseur du troisième

degré, il sera le produit de deux facteurs de ce même degré ;
il suffira d'essayer pour r les diviseurs du dernier terme 14
jusqu'à la racine carrée de ce nombre, en les prenant avec
le double signe : ainsi, on devra poser :

r = ± l , r=±:2,
soit r = 1 ,
on trouve :

B3 = —14.

«=6i, «'=—43 a" =—11, Q=—1266, Q'=+17i9,

dont les diviseurs communs sont ± i, ± 3 .
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Essayons donc les systèmes r = l 7 ^

1» r = l , q = \.

De l'équation 0 = A 5 + ^ B 3 + A B 2 on tire B a =3, substituant
P"

pour/?, gr, r, B3, Ba, leurs valeurs dans léquaiion - =
r>3-f-r

, on trouve un nombre fractionnaire,

donc, ce système doit être rejeté.

2° r = l , gr=—1.

On trouve :

P ,
et ——;— fractionnaire.

B3 + r
3° r

On a:

P" r .et ~—•— fractionnaire.B +
4° r = l , ^ = —3.

On trouve :
B3=—14, B2=— 53,

P" r

et ~—;— fractionnaire.

Ainsi, on doit rejeter ces différents systèmes.

Soit r= — i,
on trouve :

B 3 = U , a = — 3 i , a ; = 4 1 , a ' = 3 3 ,

dont les diviseurs communs sont ± 1.

Or les valeurs (r=—1, ^=1) donnent B 3 = l i , Ba=25 ,
et les valeurs (r=—î, £=—1)donnentB3=i4, Ba=—3,



et ces deux systèmes doivent être également rejetés comme
P"

donnant pour -—;— un nombre fractionnaire.B3 + r
Soit r = 2 ,

«=110 , *' = —88, «" = —33,

Q = —2068, Q' = 17787,

dont les diviseurs communs sont db 1,

pour le système (r = 2, (7 = 1)

on trouve :

B3 = —7, B, = - 2 ,

pour le système (r == 2, ^ = — i)

on trouve
B 3 = - 7 , B2 = — 9 :

ils donnent l'un et l'autre pour/?, une valeur fractionnaire.

Soit r— —2,

<-:=—74, «' = 80, a" = 55,

Q = 1620=2a .3\5, Q'=5925= 3.5'. 79,

dont les diviseurs communs sont ± 1, ± 3 , ± 5 , ± 1 5 ;

pour (r= — 2, # = 1) on trouve : B3 == 7, Ba = 9,

(r = - 2 , ryr=~-i) B3 = 7, B a = 2 ,

r=—2, y = 3 B3=:7, B,= 16.
P"

Et pour ces systèmes .-— est fractionnaire, donc ils doivent

B + r
être rejetés.

Le système

donne
P"

B, + r 5Ba

( r = -

B3 =
P'

• + ?

- 2 ,

7,

- ^ ?

^ = — 3)
Ba = — 5.

r> OA30 ; donc, p peut être

égal à 5} on vérifiera que cette valeur est exacte en consta-

tant que les deux premières des équations (A)

sont satisfaites.

On trouvera B l = i .
ANN. DE MATHÉM. JV. 3i
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Bouc, le premier membre Fx de l'équation proposée est
le produit des facteurs (x3—5xa+3.r-f2) (x3+4xf--5x-]-7).

On voit que cette méthode s'applique facilement à l'équa-

tion du sixième degré, dont le nombre des diviseurs du troi-

sième degré s'élève cependant à ou 20.
1 • 2>. S

Soit maintenant une équation du huitième degré.

on a :

G=A 6 +pA 5

G' = i
+

que l'on remplace en éliminant ̂ , par le système

K = Gr — />G" = rA6 + r'A3 +1, ( A,ra — A,) + r>,A, +
K'=G" — ̂ G' = A,+ rA, + r-A,+ f (r'A.— A,)+r^,.

Et celui-ci par le suivant :

L = K - K> = rA, + r'A, -(- H _ ,̂
L' = GV - Kp = rA, + r'A4 + r'A,
K'= A , + rA,+ i'A, + iJ.1(r

1A, - A,)

ou bien, en posant :

+ 2A.) + A,+.,
W* ~ rAt) + |.A.,



d'où l'on déduit :

M = K'A7 — L/-' = «A7 - *'f + <h (pA7 + p V ) ,

M ' = LA, - L'A, = «'A. - *"A, - *,(P'A8 + p"A,)

ensuite :

Q = («A7 - «V) ({TA, + P"A7) + («'A, - «"A,) (pA,

et enfin les deux polynômes :

Q = («A, - aV) (p'A. + p"A7) + («'A. - a"A,) (?A7

Q'= r'[(P'A8 + P"A7) (»p'+ pa') - ( . A - a V ) (a'A8- a"A,)] ,

qui sont fonctions seulement de r.
Si entre les six premières des équations (A) on élimine les

trois coefficients 6,, B,, B3, on aura les trois équations fonc-
tions de^> et des quantités q, r, B4, Bs :

0 = - B5 + A5 + A4y, + A3?> + As?3

0 = B, = A, +PBf + 3Bt + r(A3 + A

et si on remplace ?, ,?, , ?,, etc. par leurs valeurs, on trou-
vera , pour les termes indépendants de p, les valeurs :

P'= — B5 + A5 + A,r + A,? + Iqr
P"= A, + A,r -f r' + B4? + A,f r.



Exemple numérique.

Soit l'équation

x< — 6a:7 + 15xc — 22x5 — 19.r* + x + 15 = 0 ,

qui n'admet de diviseurs rationnels ni du premier ni du se-
cond degré, comme on peut s'en assurer par la méthode ex-
posée dans un des numéros précédents {voyez p. 339).

On a :

A1==:-.6, Aa=15, A 3 = - 2 2 , A4=0, A5=:0, A6=—19,
A 7 = l , A8=15. F(l) = —15, F(—-1) = 39.

Les valeurs que Ton doit donner à r sont :

dbl , zh3 , d t 5 , zhl5.

Les systèmes des valeurs de p et q qui correspondent à
r = ± 1 donnant tous des valeurs entières pour les coeffi-
cients B o Ba, etc., exigent pour être vérifiés qu'on les substi-
tue dans toutes les équations (A) -, par conséquent il est plus
simple dans la pratique de commencer par essayer les autres
valeurs de r.

On fera donc r = ± 3 , ± 5 , ± 1 5 , ± 1 .

Soit >=3.
On trouve •.

B 5 = - 5 , «=150 , a'=r —228, a"=—159,
P = — 55, p '=30 , P"==84;

et Q = 474753 et Q ' = 9 X 16280082 ,
dont les diviseurs communs sont db I , ± 3 .

Si pour déterminer B4 on remplace q par ces valeurs dans
l'équation 0 = A7-f- <7B5 -f /B4, on voit que q et r doivent
élre premiers entre eux, puisque A7= 1 ; donc qr=±3 doit
être rejeté. De plus, la seule valeur q = — 1 donne pour
B4 une valeur entière qui ost — 2. Remplaçant 7, r, B5 et
B4 par leurs valeurs dans les polynômes P, F , P", on trouve
P = — 30, F = 60 , P' = — 56 , dont les diviseurs
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sont p = àz 1 , iiz 2 j donc il faut essayer si les valeurs
r = 3 , 2 = — * et /? = d= 1 , ± 2 satisfont aux conditions

*<!> = K, , ^ = N . Or | . seul
X p q r Xp + q r
système r = 3 , ? = — 1 , p = — 2 les vérifie. Substituons
ces valeurs dans les équations (A), en remontant à partir de
la sixième jusqu'à la première. On trouve pourBs une valeur
fractionnaire; donc ce système doit aussi lui-même être
rejeté.

Soit r = — 3.
on aura :

B 5 = 5 , a = 1 5 0 , *' = —168, a"=159, j3 = — 55,
p™30, p"= — 84 , Q = 3X10769, Q'=3*X 2 X526741,

dont les diviseurs communs sont d= 1 , db. 3. Or q et r doi-
vent être premiers entre eux ; donc on doit rejeter la valeur
±:3. D'ailleurs, à q = — 1 correspond B4 fractionnaire;
donc la seule valeur à essayer est q = 1, qui donne B4 = 2.
Substituons les valeurs r=z — 3, # = 1 , B 5 =5 , B 4 =2 dans
les polynômes P, P', P", nous trouverons P = 3 2 , P = —84,
P" = 76 ; donc p = db 1, d= 2 , ± 4 . Les valeurs
p = 2 , /? = 4 sont les seules qui vérifient les conditions

F ( 0 F(—1) . ,, #

= n , • = /i ; mais étant
1 — p — q — r — 1 — p -f- q — r
substituées dans les équations de condition (A), la première
donne pour B3et la seconde pour Bt une valeur fractionnaire ;
donc elles doivent être l'une et l'autre rejetées.

Soit r = 5.
On trouve :
Bs=—3, a=390, a'=— 520, a"=—745, p=—151, p'=30,

P"=220, Q=5X3X316357, Q'==2x3aX54Xl 14751 ,
dont les diviseurs communs sont =h 1, du 3 , zt 5. La seule
valeur qui donne B4 entier est q = — 3 ; et si on porte les



valeurs r = 5 , q =— 3, B5 = —-3 et B4 = — 2 dans le*
polynômes P, F , P", on obtient P=—64, P =60, P"=—8,
dont les diviseurs communs sont ± 1, zb 2 , ± 4 ; la seule

F(1)
valeur qui satisfasse aux conditions = n

i-p-q—r
p-q

= n est + 4. Donc il faut substituer les

valeurs r=5, q=—3, p=k dans les équations (A), à par-
tir de la sixième en remontant jusqu'à la première ; on
trouve qu'elles sont toutes satisfaites et donnent les valeurs
entières B 3 = - | - 5 , Ba = + 4 , B, = — 2. Donc le premier
membre de l'équation donnée est divisible par le facteur
xz — 4 .ra+3.r—5, et par conséquent est le produit des
deux facteurs irréductibles

(je3— 4 j?-\- 3a: ~ 5) (a:5-— 2x*-{- 4.r3+ 5̂ "— 2x — 3).

SUR LE

DÉVELOPPEMENT D'UNE SPIRALE CONIQUE.

P A R m. EUGÈNE J U B É ,
licencié es sciences mathématiques et physiques.

Dans le 17e volume des Annales de Mathématiques de
M. Gergonne (p, 166), on trouve la solution analytique de
cette question :

« Suivant quelle courbe un fit parfaitement flexible et
» inextensible doit-il être roulé sur la surface d'un cône
« droit, pour qu'en développant ce fil, supposé se terminer
» au sommet du cône, de manière à le maintenir constam-
» ment tangent à la courbe, son extrémité ne sorte pas du
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» plan conduit par ce sommet perpendiculairement à

» du cône ? Et quelle courbe décrira alors cette extrémité sur

»> le plan ? »

II me semble que ce problème peut être résolu très-sim-

plement de la manière suivante.

Une courbe plane a toutes ses développées sur une surface

cylindrique dont les arêtes sont perpendiculaires à son plan,

et dans le développement de cette surface cylindrique toutes

les développées suivantes produisent des lignes droites, ce

qui indique que leurs tangentes sont toutes également incli-

nées sur le plan de la développante. La courbe qu'on veut

déterminer sur le cône doit donc être partout également in-

clinée sur la base, et par suite sa tangente doit faire un angle

constant avec la génératrice menée au point de contact,

puisqu'elle est située avec cette génératrice dans un même

plan tangent. De sorte que si on développe le cône sur un

plan, le développement de la courbe cherchée aura partout

«es tangentes également inclinées sur les rayons vecteurs

menés du sommet du cône aux points de contact ; propriété

delà spirale logarithmique. La courbe qu'on se proposait de

trouver est donc celle qu'on obtient en enroulant sur le cône

un plan où est tracée une spirale logarithmique dont le sorn

met du cône est le point asymptote.

Si on projette toutes les génératrices du cône sur un plan

parallèle à la base et passant par le sommet, on aura un sys-

tème de rayons vecteurs issus de ce point, et les tangentes à

la projection de la courbe cherchée seront également incli-

nées sur les rayons vecteurs des points de contact, et comme

par hypothèse la courbe et conséquemment sa projection se

terminent au sommet du cône, la projection sera aussi une

spirale logarithmique.

La partie développée du fil est dans un rapport constant

avec sa projection , rapport qui est aussi le même que
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d'une portion quelconque de la courbe à sa projection ; de

manière que l'extrémité libre du fli décrira dans son déve-

loppement la développante de la spirale logarithmique sui-

vant laquelle se projette la courbe tracée sur le cône. On sait

d'ailleurs que la développante d'une spirale logarithmique

est une autre spirale logarithmique ; de sor(e que l'on pourra

tracer la courbe demandée par un moyen mécanique, en fai-

sant décrire à l'extrémité libre du fil, qu'on roulerait sur le

cône, les contours dune spirale logarithmique ayant pour

point asymptote le sommet du cône, et située dans un plan

perpendiculaire à son axe.

Ce mode de démonstration m'a élé suggéré par une note

qui suit de quelques pages la solution analytique.

ANNONCES.

Cours d'arithmétique à l'usage des élèves qui se destinent

aux Écoles spéciales, par Lenthéri c ( Neveu ) , licencié es

sciences, mathématiques et physiques , professeur de ma-

thématiques à l'école du génie de Montpellier ; 2e édition

entièrement refondue. Pari«, 1841, iii-8°de 2G3 pages (¥).

A nous autres modernes, il nous parait tout naturel de

commencer l'arithmétique par la définition , la numération ,

et ensuite Taddkion , la soustraction, la multiplication et la

division. Cependant cette disposition n'est pas fort ancienne.

Les auteurs arabes du 10e, du 11e et du 12° siècle commencent

parla multiplication et la division, et donnent ensuite l'addi-

tion et la soustraction. La même marche a été suivie

(*; Che* Bachelier. Prix, 3 fr. 50 c



dans nos traités d'abaques et d'algorithme, évidemment mo-
delés sur les ouvrages arabes, comme nous le verrons dans
le compte que nous rendrons du traité de Gerbert que
M. Chasles a fait connaître , tant il est vrai qu'en toute chose
la simplicité et la clarté viennent en dernier Ces doux qua-
lités se font remarquer dans le début de M. Lenthéric; la
méthode étant celle qui est aujourd'hui généralement suivie
ne donne lieu qu'à quelques observations de détail.

Multiplication. On lit, page 17 : les additions s'abrègent
au moyen de la table sui vante attribuée à Pythagore. C'est d'a-
près un passage de Boëce, auteur du 4e siècle, qu'on a
attribué cette table au philosophe de Samos ; mais M. Chasles
a solidement établi que ce passage a été mai interprété.
Boëce parle de la table dite abaque et non de la table démul-
tiplication. On ne devra donc plus mentionner Pythagore, à
l'occasion de cette table ; pourquoi faire subsister une
erreur ?

Page 15 , ligne 15 , il faut remplacer 11 par 15; faute non
marquée dans Y errata.

On consacre six pages ( 24 à 29 ) à démontrer la constance
du produit, dans quelque ordre qu'on prenne les facteurs ;
beaucoup trop long.

Division ( page 30 j ; on commence par dos réflexions sur
la nature de cotte opération , qui seront difficilement com-
prises par les commençants • il faut bien se pénétrer qu'en
arithmétique on opère toujours sur les nombres abstraits,
jamais sur des nombres concret». Toules les règles ne se
rapportent qu'à des nombres non qualifiés : lorsque des
nombres doivent être qualifiés , c'est au bon sens de l'opéra-
teur à trouver ces qualifications. L'existence de ce bon sons
ost antérieure à toute règle; c'est un fait qu'on oublie sou-
vent , non-seulement en arithmétique , mais dans toute
l'étendue des sciences exactes.
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Pour essayer les chiffres du quotient, au lieu de multiplier

ce chiffre par la division, comme d'ordinaire, l'auteur divise

le dividende par ce chiffre et compare le résultat avec le

diviseur : ce moyen d'essai très-simple est généralement pra-

tiqué dans les collèges de Paris. On devrait remarquer aussi,

que quand on sait que le diviseur est contenu exactement dans

le dividende, il y a de l'avantage à faire la division de droite

à gauche. Les premiers chiffres des dividendes et des divi-

seurs donnent immédiatement les chiffres du quotient.

Puissances (page 43). L'auteur s'écarte ici de la disposition

ordinaire et donne les puissances immédiatement après la di-

vision , ce qui me paraît en effet très-convenable ; mais

comme on ne donne que les carrés et les cubes , les théo-

rèmes sur les exposants en général ne sont peut-être pas ici

à leur véritable place.

VJI. Divisibilité des nombres. Cette partie importante,

ainsi que les propositions y relatives, est traitée avec soin

et doit précéder la théorie des fractions : la rédaction laisse

malheureusement à désirer.

XIII. Recherche du plus petit dividende commun (p. 107).

C'est ainsi que l'auteur désigne le plus petit multiple com-

mun. Ici unit le calcul des nombres entiers, renfermant

13 articles, savoir: I. Addition. II. Soustraction. JII. Mul-

tiplication. IV. Division. V. Puissances. VI. Extraction de

racines. V11. Divisibilité des nombres. Vi l I. Preuves des opé-

rations arithmétiques. IX. Recherche des nombres premiers :

au moyen du crible d'Érathostène, on lit l'observation qu'on

n'a besoin d'effacer qu'à partir du carré de chaque nombre

premier ; à partir de 121 pour 11 et ainsi des autres. Cette

observation abrège aussi les recherches des nombres premiers

renfermés entre des limites données. X. Décomposition des

nombres en facteurs premiers. XI. Recherche de tous les divi-



— 459 -

seurs d'un nombre. XII. Recherche desdiviseurs communs des

nombres. XIII. Recherche du plus petit dividende commun.

La seconde partie est intitulée : Calculs des nombres frac-

tionnaires, et est divisée en cinq articles : I. Fractions ordi-

naires ; à l'occasion de la multiplication par une fraction ;

l'auteur dit avec raison, qu'une telle opération ne peut se

concevoir, puisque le multiplicateur ne peut être fraction-

naire; ensuite, il légitime cette locution. Cet article est ter-

miné par les quotients et les racines avec approximation.

II. Calcul des nombres complexes. Ce chapitre ne devrait plus

être inséré dans le corps de l'ouvrage, et pourrait être placé

à la fln sous forme d'exercice, avec le calcul relatif aux

mesures étrangères. III. Fractions décimales. IV. Système

métrique très-bien développé. V. Applications: règle de trois

de société, d'alliage, et questions diverses. Jci flnit l'arilh-

mélique proprement dite.

La théorie des proportions, progressions, et des logarithmes,

et la théorie des systèmes de numération terminent l'ouvrage.

Quand serons-nous débarrassés de l'échafaudage des pro-

portions ? qui nous en délivrera ? Par cet exposé, on voit

que la marche de Fauteur est très-logique, rigoureuse , et

généralement d'une grande clarté ; c'est un traité complet,

dans un volume assez resserré. H est à regretter que Fau-

teur n'ait pas eu le temps de soigner suffisamment le style et

la rédaction; sous ces deux rapports, l'ouvrage, dans une

prochaine édition , devra être soumis à une sévère révision :

alors on fera disparaître des énoncés tels que ceux-ci : si deux

ou plusieurs nombres ont un diviseur commun, leur somme

l'aura; si deux nombres ont un diviseur, leur différence l'aura ;

numérer au lieu de compter, est une locution vicieuse que

l'Académie n'admet pas ; c'est surtout dans les ouvrages des-

tinés à la jeunesse qu'il faut éviter les néologismes. La langue

qui a suffi aux Lagrange, aux Laplace, pour enseigner
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l'arithmétique à l'École normale nationale, peut encore nous
suffire. Tm.

Éléments de Trigonométrie rectiligne et sphérique ; par De-
lisle, chevalier de la Légion d'honneur, examinateur
d'admission à l'École navale, professeur de mathémati-
ques spéciales au collège royal de Sainl-Louis ; et Gerono,
professeur de mathématiques. — Paris, Bachelier, 1845,
in-8°. V. p. 179, 2 pi.

On en rendra compte.

Secundo, lilemoria sull9 applicazione del calculo dei residui
ail integrazione delV cquazioni lineari a derivati parziali ;
di liarnaba Tortolini, professore di caicolo sublime, etc.
— Roma,1843, in-8°. 130.

Il est à remarquer que le calcul des résidus, né en France,
n'est cultivé que hors de France. M. Tortolini continue, dans
ce second mémoire, à appliquer le calcul des résidus à cer-
taines équations linéaires, homogènes et non homogènes à
dérivées partielles, et qui se présentent fréquemment dans
des questions de physique mathématique. Nous ne pourrions
en parler sans sortir des bornes prescrites aux Annales ; mais
nous aurons pourtant une occasion de faire connaître à nos
lecteurs les profondes recherches du célèbre professeur ita-
lien. Il a ramené la rectiOcation de la lemniscate générale
(voir p. 429) à des fonctions elliptiques de première et de troi-
sième espèce , et en a donné la bissection , la trisection , etc.
Il serait à désirer qu'on pût parvenir à de semblables résul-
tats pour une aplanétique du quatrième degré {voir p. 426).
Nous indiquerons encore ce beau théorème : L'aire de la sur-
face formée par les projections du centre d'un ellipsoïde sur
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ses plans tangents est équivalente à celle d'un ellipsoïdo qui

a pour axes principaux les trois quatrièmes proportionnelles

aux axes principaux de l'ellipsoïde donné, en les prenant

dans un ordre quelconque; et le volume de celte surface,

chose singulière, n'est pas susceptible d'un énoncé simple.

CONCOURS D'AGREGATION EN 1845.

( V. tome III, p. 516. )

Compositions de Mathématiques.

23 août.

Composition d'analyse.

Exposer la théorie du plan osculateur.

Déterminer sur la surface d'un cône droit la courbe qui

coupe la génératrice sous un angle constant et qui passe par

deux points donnés sur cette surface ; calculer la longueur

d'un arc pris sur cette courbe; calculer la portion de surface

conique comprise entre cet arc elles génératrices qui passent

par ses extrémités; trouver le plan osculateur, le rayon et

le centre de courbure pour un point quelconque pris sur cette

courbe et le lieu des centres de courbure ; chercher ce que

devient la courbe si on développe la surface sur un plan.

25 août.

Composition de mécanique.

Un point matériel pesant est suspendu à un fil flexible in-

extensible et sans masse dont l'autre extrémité est fixe; ce

pendule est mis en mouvement dans un plan vertical et le fil

s'enroule sur une courbe fixe située dans ce plan et passant

par le point de suspension où elle a pour tangente la verti-
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cale , quelle doit être cette courbe fixe pour que la tension

du fil soit constante pendant un certain temps, quelles seront

les lois du mouvement et pourra-t-il être oscillatoire : on

donne la longueur du fîl et la vitesse du pendule au point le

plus bas.

Note. Le problème de mécanique, proposé par J. Ber-

noulli, étant professeur de Groningue, a été résolu par le

marquis de L'Hôpital. (Mém. de l'Acad. des S e , 1700, p. 9.)

Tm.

RELATIONS

pour que trois points dans un plan soient sur une même

droite.

1° Chaque point est donné par des coordonnées.

Soit Xt,y*\x*->3r*\x*y*\

les coordonnées de trois points ; pour qu'ils soient sur une

même droite, on doit avoir la relation connue

•tf.r. —y***+x>y3 —y& + ^j\ —y***=o. (1)
Observation. Cette équation exprime que Taire du triangle

ayant pour sommets les trois points, est nulle.

II. Chaque point est donné par Vintersection de deux

droites.

Soit dny + €nX=fn
l'équation d'une droite ; faisant l'indice n successivement égal

aux six premiers nombres, on a les équations d'autant de

droites ; les coordonnées du point d'intersection de deux pre-

mières droites sont

[d,e,\
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ou
[dfià = dtem — dMet;

et ainsi des antres expressions entre parenthèses ; on ex-

prime de même les coordonnées de l'intersection de la 3me et

Kme ligne j et celles de l'intersection de la 5me et 6œe droite;

substituant ces valeurs dans l'équation (1), on obtient facile-

ment , les calculs étant effectués, la relation suivante :

= 0.

La loi de formation de la lre ligne est évidente; le signe

est déterminé selon la règle de Cramer par le nombre des

variations ; si ce nombre est pair le signe est positif, et il est

négatif pour un nombre impair de variations. La seconde

ligne se déduit de la première en augmentant tous les indices

de 2 , et changeant 7 en i et 8 en 2 ; et la troisième ligne se

déduit de même de la seconde.

Corollaire. Lorsque les trois systèmes de lignes sont paral-

lèles , alors on a :

dt =B d3 = ds ; d% = dA = d6 ;et = e3 = es ; ey = e4 = e6 ;

la relation se réduit à

fsA -A/H- A/. - /«/; -F/A -fj* = o. (3)
(La suite prochainement.)



THÉORÈMES

sur des tangentes à la parabole.

P A R VU. A N N E ,

Professeur.

Théorème 1.

Si des différents points N {Fig. 49) d'une tangente CM à
une parabole, on mène deux droites, l'une NF au foyer,
l'autre INB tangente, l'angle FJNB de ces doux droites est
constant et égal à l'angle FMG de la tangente primitive et du
rayon vecteur mené à son point de contact.

En effet, la tangente A Y au sommet de la parabole est le
lieu des pieds des perpendiculaires abaissées du foyer sur les
tangentes ; donc le quadrilatère FBCN est inscriptible dans un
cercle de diamètre FN ; donc l'angle FCB = FNB comme
sous-tendant le même arc.

De plus, on sait que FC est bissectrice de l'angle MF A ;
par conséquent l'angle FCB, complément de CFA , l'est
aussi de MFC et par conséquent est égal à FMC.

Donc FMC= FNB. C. Q. F. D.

Théorème IL

Si des différents points K (Fig. 50) d'une corde de contact
de deux tangentes AC, AB à une parabole, on mène deux
parallèles KD, KE aux deux tangentes, il en résulte un pa-
rallélogramme dont la seconde diagonale DE est tangente à
la parabole.
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Pour le démontrer, si KD est parallèle à AB et DE tan-

gente à la parabole, il suffit d'établir que AE = DK.

Soit F le foyer de la parabole et joignons-le aux différents

points notés sur la figure.

D'abord , il résulte évidemment du théorème précédent,

que si une tangente roule entre deux autres, elle est con-

stamment vue du foyer sous le même angle. (Théorème qui

est encore vrai pour l'ellipse et pour l'hyperbole.) Foir t. II,

p. 535, théor. XII , et t. I I I , p. 439.

Donc, les angles AFC, EFD, BFA sont égaux, et par

suite, D F C = AFE ; mais par le premier théorème, FCD =

FAE. Ainsi les deux triangles DFC, AEF sont semblables et

donnent :

CD : AE :: CF : F A ;

les triangles ACF, ABF pour les mêmes raisons sont sem-

blables et donnent :

CF :FB :: CA : AB;

d'où CD: AF :: CA: AB.

Mais le parallélisme de DK, AB donne •.

C D : D K : : C A :AB.

Donc DK = AE. Ce qu'il fallait déiûontrer.

Scholie. Si l'on voulait trouver l'équation de la parabole

inscrite dans l'angle YAX et tangente aux points CB ;

Prenant AY pour axe des y et AX pour axe des x, et po-

sant AC = b , AB = a , l'équation générale de la courbe

Ajr'-f Bxr + G r ' + toy - f Ex + F = 0

donnerait pour établir ces conditions :

ANN. DK MATITÉMAT. IV. 3 2



B>=:4AC

éliminant

—

• 5—.
, on trouve :

E 26a

fr66 -

E _

F
A~"

C
' A

F _

— ^'.

F
' C

B

On a donc pour équation du problème :

a*y db Zabxy + b*x*— Zcfby — 2û6a.r + a*b* = 0.

Le signe supérieur donne le carré parfait :

(ay + bx— abf^O ou ^ + f —1)=0,

équation de la corde de contact CB.

Le signe inférieur donne la parabole demandée •

Û 1 / - 2abxy + b%jf— 2a*by — 2a6ax + a2^a = 0.

Note. On parvient directement à ce résultat au moyen de
nos relations d'identité.

L'on a, dans le cas actuel, Z = Z'=r/w=O; remplaçant
les six coefficients de l'équation générale par leurs valeurs
tirées des identités ( t. I , p. 490), on obtient de suite :

hy ± Zkk'jcy + V*x*4- 2kny + 2knx + 71' = 0.

Faisant x = 0, on tirer = - r - =b ; et de même —=,- = a j

remplaçant dans cette équation k et £' par —— , , on

obtient l'équation de M. Anne ; en général, dans toute ques-
tion concernant la parabole, Ton a Ba = 4AC = 0 ; B doit
avoir un double signe.

Lorsqu'au lieu d'une parabole, il s'agit, avec les mômes
données, d'une autre conique, l'équation correspondante est :

V+ m + fc\ra— 2a3by — Zab*x -\- a*b7= 0 ;
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or on a B" —4aV = in ;

d'où B

Lorsqu'on connaît m, deux coniques de même espèce ré-
pondent à la question, et lorsque m = 0, une des paraboles
se réduit à une droite. Tm.

RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS

dont les racines ne sont que des fonctions algébriques de radi-

caux du second degré,

P A R M. CHEVILLAED,
professeur à Sorréze.

Si les racines d'une équation algébrique ne sont formées
que de radicaux du second degré, comme chacun de ceux-ci
peut être tiré d'une équation du second degré à coefficients
rationnels, l'équation proposée dont le degré sera nécessai-
rement 2m , pourra toujours être regardée comme provenant
de l'élimination de m — 1 inconnues entre m équations à
coefiBcients rationnels du deuxième degré à deux inconnues,
savoir :

+ i)+ju* + ku + /= 0

H par conséquent ses racines seront de la forme
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x = A±\/B±:\

Chaque nouveau radical portant sur une forme identique

à tout ce qui le précède et A, B, C, etc., étant des quantités

rationnelles. On Irouve encore cette forme générale de la ra-

cine x y si Ton observe qu'une fonction algébrique de radi-

caux du deuxième degré, se ramène toujours déûnitivement

à ne présenter ces radicaux que sous les formes d'addition,

de soustraction, de superposition, les dénominateurs irra-

tionnels pouvant être rendus commensurablcs. On peut

même présenter sous la forme ci-dessus les racines de tout*»

équation de degré 2 m , sauf à calculer par approximation les

valeurs de A, B, C, ete., qui seront irrationnelles ; mais si la

proposée n'a pour racines que des radicaux du second degré,

on en sera averti en ce que ces valeurs seront toutes ration-

nelles. Soit, pour ûxer les idées, proposée une équation quel-

conque du quatrième degré,

dont les quatre racines peuvent s'écrire

ou plutôt si Ton considère les deux équations dont on peut

supposer que (1) est l'équation finale,

(2) x

où il n'entre en réalité que deux doubles signes, l'un de

l'autre de vn. . Par une première élévation au carré, on
trouve

x2 — 2mx+m* + / > — « = + Vp(i—2///?-f-2/.r ),
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et , par une deuxième élévation au carré, après réduc-

tions ,

(3) ( + K + ïp—nf—p (1—2/m)a = 0.

Telle est la forme sous laquelle peut être mise une équation

du quatrième degré, les quatre constantes a , b, c , <i, se

trouvant remplacées par les quatre constantes / , m, » , /».

Pour calculer ces dernières, on trouve en identifiant (1),

et (3),

= — m

c = Vmp -f- tfî/î — /7i3 — Ip
d^im* -f Fp—nY—p (1—.2/m)1 ;

ce qui se réduit à

lp=:ab — 2#3 — c

d = (ha7 — b — 2/i)f — // (1 + 2al)' ;

d'où Ton tire enfin

db—Qcfi c
a3—ab) (5)

+ / (12a4— $a*b + 6a + 4ac—d) + c + 2a3—a£ = 0 ;

équations qui montrent que la composition en radicaux du

deuxième degré, des racines d'une équation du quatrième

degré, réussira si l'on trouve une valeur commensurable

de /. L'équation en / rappelle aussi que la résolution d'une

équation du quatrième degré tient seulement à la résolution

du troisième degré, car tous nos calculs sont généraux. Ob-

servons encore que l'équation en l ayant été obtenue sans

solutions étrangères, les trois valeurs de / qu'elle fournit,
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doivent jouir de la propriété de donner par les substitutions
dans (2), trois systèmes de valeurs identiques de x. Exami-
nons maintenant quelques cas particuliers de la forme géné-
rale (2) :

=—j,n = — b + cL

2° Z =

relation nécessaire et suffisante pour que

x4 + kax* - f 2i»xs + kcx -\- d = 0 ,

ait ses racines de la forme

connues par

m = — a , n = $a*—b ,/? = ?== (b—2ay—d.

remplaçant dans la dernière équalion (k), on trouve

diSa* — b) = (4a2 — by (3a2 — b) — (4as — a6 — c)2,

relation nécessaire et suffisante pour que

x* + 4 a x s -f 26xa + 4cr + ^ = 0 ,

ait pour racines

xz=zm±.lVp±
4° ^=0; w=— a,7i=3aa —6,Z=0,c-f2a3—«6=0,

dz=(b~- 2a>)\

deux relations pour que

* = 0!,
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ait deux racines égales
x=zm± Vn.

En un une dizaine de cas sans intérêt, parmi lesquels je
citerai seulement :

5° /rc=O, Z = O , a = O , c = 0 ,

seules conditions pour que

ait ses quatre racines.

0

C'est le seul cas des traités officiels d'algèbre.

d'où

relation pour que

xA

ait la racine

cx-\-d~O , xz=. — m±

Application numérique.

Calculer s'il est possible les racines de

La forme de cette équation nous reporte au cas 1°. Cherchons
donc si l'équation en / qui devient ici 64/3—16/1 — 4 = 0 ,
ou 16Z3 —4/* — 1 = 0 , admet une racine commensurable.



Rendant les racines quatre fois plus grandes en posant

/ = - , on a la transformée lt*— /,a—4 = 0.

/,8—/1*+0.Z—4 Cherchant les racines conimensurables

2.. . —1—1—2 de cette équation par la méthode de di-

vision abrégée (*), on trouve la racine

l\ + l* + 2 = 0 entière 2 , et en même temps /,*+/,+2=0

pour l'équation débarrassée de cette racine. On a donc aussi

et par conséquent enfin

x = db V 2± V-i zk

racines qui satisfont à la proposée, comme on peut le vé-

rifier.

(-)Procédé que j'ai cité page 350 du 2mc volume de ce journal, que M. Thibault
a développé page 523 du même volume, et qui avait été. présenté dans le cours
de mathématiques pures de M. Francœur dés la première édition. On trouve
aussi dans ce dernier ouvrage un moyen très-commode de calculer les valeurs
numériques que prennent les dérivées d'un polynôme pour une valeur de x, ce
qui est fort utile pour le calcul des transformées d'une proposée X «=» 0. En y
posant # = y + /&, on a

X". X'"h X"", Xm,

et réciproquement en posant dans cette transformée y^x — h, on a l'identité

2.3...rn

maintenants! l'on divise X^ par x—fo,cequi donne Q,Q par x—h, d 'oùQ', 0 '

par x—h, d'où Q",etc ,on aura

() ( T ^

res te " ^ ^ f c '

Q' «x'̂ J! + ^~^(X ~ *) + ; * ( * .A ) +....+ (
rçste -=X'h;

v 2.3 y.3.4 ? 3...m
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Les deux autres valeurs de /, tirées de

sont

et partant

donc,

2 2

Qm-i „ .
2.3..m

En employant donc pour trouver ces quotients et leurs restes, la mélhodt
abrégée de division par x—a, on aura très-simplement calculé les coefficient*
de la transformée (i).

Soit proposé par exemple, de calculer la transformée en y=x— 3 deX —
129 = 0 :

Chaque ligne horizontale présente le quo-
tient de la ligne (du polynôme) supérieure
par x— 3 ,.et le dernier terme de chacune

x"h x'"h
estsuccessivementX;,,X'i,, ,. , etc.

* h 2 2.3
de sorte que la transformée est

2y*+171/3-f- 33y2 _ 4iy + 6 = 0.
Si l'on n'avait besoin que de la valeurd'une

X'' X''
2 il 33 = dérivée, par exemple de—- , il n'y aurait

2 2
besoin quede calculer les trois premiers termes de chaque quotient. Enfin, s'il y
avait nécessité comme dans la recherche des racines incommensurables, a cal-
culer les transformées X + 1 ,.X , o , X + 3 ,... On voit que le procédé actuel
fournira successivement les coefficients par de simples additions et soustrac-
tions.

ï
a

2

2
2

— 7x3
— 1

5

H

17

—12^3+ 4X.+ 129
—15

0

33

— 41 6
— 41

2 —7 —12
2 —1 —15
2 5 0



et enfin

Ces valeurs satisfont nécessairement à la proposée d'après
ce que j'ai dit plus haut sur la nature de l'équation £n /. On
le vérifie d'ailleurs en les substituant dans les équations (4),
ce qui est d'un calcul plus simple que la substitution dans la
proposée. On retrouve bien a = 0, b =—1, c =—4, d=i.

Ces deux nouveaux systèmes de valeurs de x sont du reste
identiques avec le système

y/— id -

Comme le font retrouver des transformations de radicaux,
d'après ce qui avait été prévu.

NOTE

sur les cas singuliers d'insolubilité ou d'indétermination dans
les équations du premier degré à plusieurs inconnues.

P A R M. A R M A N D F ARC Y,
Ancien élève de l'École polytechnique.

Tout système de deux équations du premier degré à deux
inconnues étant ramené à la forme simple

k, a!x-\- b'y = k ;
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si ab'-—ba!~O et aV—ka'=O, ce qui entraîne kb'— bk'=zO ,

les deux équations sont incompatibles, c'est-à-dire, que rien

de ce qui résout l'une ne peut résoudre Fautre ; si aU—6a'=0

et akf— kcù = 0 , ce qui entraine kb'— btf = 0 , les deux

équations rentrent l'une dans Fautre, c'est-à-dire, que tout

ce qui résout l'une résout Fautre.

k
L'insolubilité se manifeste par la forme - , et Yindétermi-

nation par la forme - que prennent ensemble les deux in-

connues , et l'on rend parfaitement compte de l'une et de

l'autre en montrant que dans un cas les premiers membres

sont, indépendamment de toutes valeurs attribuées à x et à

y, dans un rapport déterminé, et les seconds membres (nu-

mériques) dans un autre rapport ; et que dans Fautre cas,

les premiers membres sont, indépendamment de toutes va-

leurs attribuées à x et y, dans un rapport déterminé, et les

seconds membres (numériques) dans le même rapport.

Rien n'est donc plus facile que de signaler nettement, dans

les exemples numériques qui ofifrent quelqu'un de ces cas

singuliers, les causes d'insolubilité ou d'indétermination,

lorsque le nombre des équations n'est pas supérieur à deux.

Mais dès qu'il y a plus de deux équations, cette facilité

disparaît, la multiplicité des équations pouvant donner lieu

à bien des causes diverses soit d'insolubilité, soit d'indéter-

mination. Le but de cette note est d'indiquer un moyen de

découvrir ces causes cachées, quel que soit le nombre com-

mun des équations et des inconnues.

Soit par exemple le système en apparence déterminé :

3x—2y-f- z—3w=10 qui donne en éliminants;
puis en éliminant y :

•—3w=84
y— z

6a:— y—2s— u = 2 !
7-r—

=: 9
r—4^— 5tt=16 — 3 M = 8 4



y— z-\- M=

6x— y—2z— w=
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Ces deux dernières équations rentrant l'une dans l'autre,
admettent une infinité de solutions, et il en est par consé-
quent de même du système proposé. Soit encore le système
en apparence déterminé :

qui donne en éliminante :
•—y 7 z = 53 puis en éliminant y:

—3z= 36 3O.r—9z=118
—16z=171 10.r— 3z = 36

Ces deux dernières équations étant contradictoires, leur sys-
tème est insoluble, et il en est par conséquent de même du
système proposé. Pour découvrir le vice caché de chacun de
ces systèmes, qui ne diffèrent d'ailleurs que par un des se-
conds membres, remplaçons les seconds membres par des let-
tres , et traitons le système suivant :

3.r—2y+ z—3w=A
y— z+~û=B

— y—2z— u=C

qui donne en éliminant u :

\5x+y—2z=A+3B
tOx —-3z=

puis en éliminant y :

Le système proposé, en apparence déterminé, est donc en
réalité :

insoluble, si B+C> ou <—A-f4B—D, c.-à-d. si D > o u <3B—A-<
indéterminé, siB+C=—A+4B—D, c.-à-d. si D=3B—A—C,

c'est-à-dire suivant que le second membre de la quatrième
équation est ou n'est pas différent du triple du second membre
de la seconde, diminué des seconds membres de la pre-
mière et de la troisième. Cette relation forcée entre les se-
conds membres existe donc entre les premiers membres,
quels que soient x, y, z, u, et Ton vérifie en effet que le
premier membre de la quatrième équation est égal au triple
du premier membre de la seconde, duquel on aurait retran-
ché les premiers membres de la première et de la troisième
équation. On reconnaît ainsi à quoi tenait Y insolubilité et
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Vindétermination des systèmes proposés, et l'on aperçoit en

même temps le moyen de former à volonté de tels systèmes

insolubles ou indéterminés, quoique en apparence déterminés.

Généralement : Lorsqu'un système, en apparence déter-

miné, conduit par l'élimination à une équation insoluble et

indéterminée, ce système est lui-même insoluble ou indéter-

miné ; cela tient alors à ce qu'il existe entre les premier»

membres des relations qui, n'existant pas entre les seconds,

rendent les équations incompatibles ; ou qui, existant aussi

entre les seconds membres, font rentrer certaines des équa-

tions dans les autres. Pour découvrir cette relation, cause

d'insolubilité ou d'indétermination, on peut remplacer les

seconds membres par des lettres, et éliminer les inconnues ;

on arrive ainsi à certaines relations entre les seconds mem-

bres, relations qui sont celles existant entre les premiers

membres.

SUR UN NOUVEAU PRINCIPE DE MÉCANIQUE,

fondamental et général.

D'après M. Gauss. ( Crelle, tome IV, p. 232.1829. )

mt, ma, m3.... est un système de points matériels soumis

à des forces et à des liaisons quelconques. Soient at9 <za, a3....

les positions respectives de ces points au bout du temps t ;

et c,, ca, c3 .... les positions de ces mêmes points au bout du

temps t-+- dt ; et si les liaisons n'eussent pas existé, si le

système était entièrement libre, supposons que les points

fussent parvenus respectivement dans l'instant dt, en btJ b2,

b3...., de sorte que ctbl9 ca62, etc. mesurent les déviations

instantanées respectives.
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On peut considérer le point mt comme soumis au bout du

temps t à deux forces ; Tune se combinant avec la vitesse et

la direction qui animent le point ml, le mène dans l'instant

dt en ct ; et l'autre, telle que si elle était appliquée au point

ml en repos en c,, elle le transporterait en bx dans l'instant

dt ; de même pour les points ma, m3 .... Et d'après le prin-

cipe de d'Alembert, ce second système de forces doit être en

équilibre.

Appliquons à ce système le principe des vitesses virtuelles.

Soient ctyl9 ca7a, c3y31 etc. des directions différentes de cxbt,
C A > C3̂ 3 ? e*c« ? niais compatibles avec les liaisons du sys-

tème ; et soient 0O G3, 93 les angles que forment ytcxbiy

7a^A •••• > etc. ; alors, d'après le principe des vitesses vir-

tuelles ïmcb.cy cosO doit être ou zéro, ou négatif et jamais posi-

tif ; cb^cy, 6 représentent Tune quelconque de ces directions.

Or on a :
a —o —a

fb — cb = Cy — 2cb . Cy COS0 ;
donc

2m.yb — 7 . m . cb = 2rct. cy — ^lm .cb . cy .COSÔ.

Or le second membre de cette équation est essentiellement

positif; donc imyb est essentiellement plus grand que

i.m.cb7 ; c'est-à-dire que im .cb est un minimum. On a

donc ce principe général et fondamental : « Le mouvement

» d'un système de points matériels, liés entre eux d'une ma-

» nière quelconque, et dont les mouvements sont soumis à

» des limitations extérieures quelconques, s'opère à chaque

» instant dans la plus grande coïncidence possible avec le

» mouvement libre on avec la moindre contrainte possible,

» en prenant pour mesure de la contrainte que tout le sys-

» tème éprouve dans chaque instant, la somme des produits

» de la masse de chaque point matériel par le carré de sa

» déviation instantanée de la direction libre. »
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L'illastre auteur donne un énoncé plus juste que celui qui

est en usage, du principe des vitesses virtuelles. Il faut, dit-il,

que la somme ne puisse jamais devenir positive. Car l'expres-

sion usitée suppose tacitement, par exemple, qu'un point

placé sur une surface est forcé d'y rester, que la distance de

deux points est invariable ; ce sont des restrictions inutiles

et souvent incompatibles. Ainsi, la surface d'un corps impé-

nétrable ne contraint pas un point matériel de rester sur

elle, mais s'oppose seulement à son passage de l'autre côté ;

un fil inextensible et flexible, tendu entre deux points, rend

impossible l'accroissement, mais non la diminution de la dis-

tance. Il convient d'adopter un énoncé qui embrasse de suite

tous les cas possibles et que Poisson a effectivement admis

dans la 2me édition de sa Mécanique.

Il est remarquable, termine l'illustre géomètre, que

lorsque les mouvements libres ne peuvent exister, avec des

conditions nécessaires, ils sont modifiés par la nature de la

même manière que le calculateur, dans la méthode des moin-

dres carrés, compense des expériences qui se rapportent à des

grandeurs qui ont entre elles des dépendances nécessaires.

Cette ingénieuse observation fait ressortir l'utilité philoso-

phique du principe de la moindre contrainte qui pourra

quelquefois servir de point de départ.

On trouve dans le même mémoire une objection contre

l'emploi que Laplace fait du principe de la moindre action

pour démontrer la loi de la double réfraction. Ce principe

dépend essentiellement de la conservation des forces vives ;

d'après laquelle les vitesses sont déterminées uniquement par

les positions des points, sans que les directions des vitesses

aient la moindre influence ; ce qu'on admet pourtant dans

celle expérience de physique. Tm.
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THEOREMES

Sur les coniques circonscrites à un quadrilatère ou inscrites ;
de même à un triangle ; théorème de M. Steiner.

(Suite, v. p. 376.;

XXXIII. THÉORÈME. Le lieu des centres des coniques circon-
scrites à un quadrilatère est une conique.

Démonstration. Prenons pour axes deux côtés opposés du
quadrilatère, et soit l'équation delà conique

Ar' + Bxy + Cx> + Dr + Ex + F = 0 ;

E F
faisant . ^ = 0 , on connaîtra—, - ; et fesant x — 0 , on con-

D F .
naîtra - , - ; ainsi, on peut regarder comme connus les

A A
coefficients à l'exception de B. Soient /, u les coordonnées du
centre ; on a

-f F = 0 ;

éliminant B, on obtient

2AK1 — âCf+Dlf— F / = 0 ( 1 ) ,

équation du liçu cherché, et d'une facile discussion.
Observation. Ce même problème a déjà été résolu (p. 304)

en prenant pour axes deux côtés consécutifs ; ce qui est plus
long et mène à une équation plus compliquée. La solution
actuelle est donnée par MM. Gergonne (tome XVIII p. 100),
et Lamé, t. VII.

XXXIV. THÉORÈME. Les asymptotes de l'hyperbole Heu des
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centres des coniques circonscrites à un quadrilatère convexe

sont conjugués relativement à chacune de ces coniques.

Démonstration. Soient a et a' les coefficients angulaires des

asymptotes; on a donc, en vertu de l'équation (1) ci-dessus ,

a - f a ' = o ; « a ' = - - j ; or, la relation pour que deux droites

soient conjuguées est 2Apq + B (p -f- q) + 2C=0 j et celte

relation est satisfaite par les valeurs de a et a'j donc, etc.

Observation. Ce théorème est de M. Steiner, célèbre géo-

mètre suisse , professeur à Berlin.

XXXV. LEMME. Le carré du sinus de l'angle des diamètres

conjugués égaux dans l'ellipse est égal à —=——-.

Démonstration. Soient 0 l'angle des diamètres conjugués

égaux et a1 l'un de ces demi-diamètres, on a

„ 2LN fJ . A 2Lsiny
a' = ; a s m ô = T==:

(t. I , p. 493) ; d'où
— m sinv/

s.n 0 = _

XXXVI. THÉORÈME. L'ellipse circonscrite à un quadrila-

tère , dont les diamètres conjugués égaux sont parallèles aux

asymptotes de l'hyperbole, lieu des centres, est l'ellipse où

l'angle aigu formé par ces diamètres est le plus grand pos-

sible , par conséquent celle qui s'écarte le moins du cercle.

Démonstration. Désignons cet angle par 6; on a donc en

général N2sia26=— msiify ; différentiant par rapport à B, et

posant —-rr- = 0 ; ainsi que l'exige la théorie de maximis,
aï5

on a
_ T d N . _A . dm
2N-.S1a'e=-s,ny-,.

A N N . DE M V T H É M . I V . 3 3



éliminant sin'O, on obtient

or

- = - C O S 7 ; —

d'où m cos 7 + BN = 0 ; développant on trouve

_ 4AC
B = = I + c C 0 8 < ) -

Nommant /? et ^ les coefficients angulaires des diamètres
conjugués égaux, on a

(t. II, p. 29) ; donc/; -f ? = 0 ;

C
A'

en remplaçant auparavant B par sa valeur.
Or y pour les asymptotes, on a de même p + q = 0 ;

C
pq = — — ; ce qu'il fallait démontrer.

A.

Observation I. Le plus petit angle aigu a Heu pour m=0 -,
l'ellipse devient une parabole.

Observation IL Lorsque A = C; B = 2Acos7; le qua-
drilatère est inscriptible dans un cercle, et alors

sin'ô = 1 ; e == *

XXXVII. THÉORÈME. Les asymptotes d'une hyperbole cir-
conscrite à an quadrilatère non convexe, sont conjugués re-
lativement à l'ellipse, lieu des centres.

Démonstration. Soit A^a-f B^—Ca:2+Dr+Ea:+F~ 0 ,
l'équation de l'hyperbole circonscrite; 2Awa+2C -̂f-Dw—F/=0
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sera l'équation de l'ellipse, lieu des centres (p. 464) ; p et q

étant les coefficients angulaires des asymptotes , on a

B C

pour que des droites soient conjuguées relativement à l'el-

lipse , lieu des centres, on doit avoir 2Apq -f- 2C = 0 ; or ,

les coefficients angulaires des asymptotes satisfont à cette

équation de condition, donc, etc.

XXXVIII. THÉORÈME. L'hyperbole circonscrite à un qua-

drilatère non convexe, dont les asymptotes sont parallèles

aux diamètres conjugués égaux de l'ellipse, lieu des centres,

est celle dont l'angle des asymptotes est un maximum pour

toutes les hyperboles circonscrites.

Démonstration. Soit S l'angle des asymptotes ; on a

(t. I l , p. 106); appliquant la méthode cte maœimis, on

trouve comme ci-dessus BN+racosy^O, ou N=A—C+Bcosy ;

m = Ba + 4AG ; on en déduit B = -— -^ ; désignant par

p' et q' les coefficients angulaires des asymptotes de celte hy-

perbole , on a
4Ccosy * , C

J

or,pQlq étant les coefficients angulaires des diamètres conju-

gués égaux dans l'ellipse, et substituant pour B, m, N , leurs

valeurs dans les expressions données ci-dessus (XXXVI),

pour ces coefficients, on trouvep-\-q = / / - ( - q t , p q = p f q ' ;

donc, etc.

Observation. Ce théorème répond à une question proposée

par Abel, dans le Journal de Crelle et ainsi énoncée . parmi

toutes les hyperboles circonscrites à un quadrilatère non
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convexe, trouver celle qui s'écarte le plus de l'hyperbole

équilatère.

XXXIX. PROBLÊME. Parmi les coniques circonscrites à un

quadrilatère, déterminer celle où le produit des axes prin-

cipaux est un minimum.

Solution. Adoptons même système d'axes que pour le théo-

rème XXXIII ; faisant z = — , il faut que z soit un minimum
m

(I. I , p. 493), d'où

w dm dL dm ^ dL

ainsi 3BL -|- mn = 0 , mais 4BL = — 2kk' — 2mn ; ainsi

3 ^ + ^ = 0 ; 3 — + -£ = 0(1);
m k

k' n
et— est l'ordonnée du centre; -r est l'ordonnée du pôle de

m k

l'axe des^ ; l'équation (1) exprime donc la relation entre ces

deux ordonnées , pour la conique qui satisfait au problème.

Développant l'équation 3BL + mn = 0 , et ordonnant par

rapport à B , il vient

FB* — 2DEB3 + [3AE3 + 3CD3 — 4ACF] B — 4ACDE = 0 ,

ainsi il y a au moins une racine réelle, et trois au plus.

En résolvant, on a

— (1)5 V^P —

P = D E f - ~ DaE^ + F (AE2 + CDa) — ^ ACFal

Q = Pa + f — ^ DaEa + F ( A E ' + CDa) — - ACF7 Y

si 4 (D'Ea + 3ACF1) < 9F (AEJ - f CD2), Q est positif, et B

n'a qu'une seule valeur réelle.
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Observation. La valeur de B est indépendante de l'angle
des axes.

XL. PROBLÈME. Parmi les coniques touchant les côtés d'un

quadrilatère, déterminer celle où — est un maximum.

Solution. Prenons pour axe des x la droite, lieu des
centres de toutes les coniques et les axes rectangulaires ;
faisant usage des fonctions élémentaires, l'équation de laco-
nique devient :

[le — ml) y*— Zmnxy—ml'x* + 2kny + <lkïx + n2— II' = 0

{Voir p. 262) ; car k' = 0, ou bien

m

-\-nn = 0 , ou ri = — .
mm m

Chaque côté du quadrilatère fournit une équation du premier
k l V

degré en — , - , — et ri ( t. II , p. 108) ; mais l'origineétant
m m m

sur la ligne des centres, trois suffisent ; on a donc :

mm m

a, b, af, 6f, a"y b" sont des quantités connues ; ainsi l'équa-
tion prend cette forme :

-f (a"+ b"ri) x*+ etc. = 0.

a, p, 7 sont des quantités connues.

On a m =pri*+ qri*+ rri+ s , N =p'n'*+ q'ri+ r' ;
les sept nouvelles lettres représentent encore des quantités
connues. L'équation de maximis donne comme ci-dessus :

^ £fflï dm
dri dn
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ou (rii +

équation qui, dans le cas général, est du quatrième degré
en ri.

Observation. L'équation est plus compliquée que pour le
problème analogue (XXXVI) relatif aux coniques circon-
scrites; c'est ce qu'on rencontre aussi dans la géométrie élémen-
taire -, il n'y a qu'un cercle circonscrit à trois points et quatre
cercles inscriptibles au système des côtés d'un triangle. En
général, ce genre de problème se réduit à rendre maximum
ou minimum, une fonction des coefficients de l'équation, ces
coefficients étant chacun fonction d'une seule variable.

M. Ferriot a traité d'une manière parfaite et complète le
cas particulier où le quadrilatère devient un parallélogramme
(application de la méthode des projections, p. 76, 1838.
Voir aussi Nouvelles Annales, t. II, p. 205 et 292). Il serait
à désirer qu'on pût se servir de la méthode des projections
pour le quadrilatère. M. Sleiner, dans son excellent mémoire,
n'a pas examiné les cas actuels des maxima. ( Voir Journal
deLiouville, t. VI, p. 105, 1841.)

XLI. PROBLÈME. Trouver l'aire d'une ellipse inscrite dans
un triangle, connaissant les points de contact.

Solution. Prenons deux des côtés du triangle pour axes ;
et soit dy + eoc + / = 0, l'équation du troisième côté ; soit
x1 l'abscisse du point de contact sur l'axe des x, ety' l'or-
donnée du point de contact sur l'axe des y ; x1 e t y sont
données ; faisons de plus :

k k' n
m m* m ' J r J *

Taisait l — l' = 0 dai\s YéqvxaVxou générale qui est au bas
de la page '262, et divisant toute l'équation par /?z3, il vient ;

ey— 2(ul + ri) xy 4- u*xi+2triy + 2un\v -f rc"= 0.
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Faisant x = 0 ; on a :

< / + »' = 0 ; d'où t= , et de même a = -.
y x

Le troisième côté tangent donne :

— 2deri+f*+ 2fdu + %fet = 0 ;

d'où - 2rfe*y»'+/V/— 2/driy'- qferix' = 0 ;

Soit A Taire de l'ellipse ; on a :

JX ——
s

or L = D*'+ wP ; 4La == 4DW+ 4/nLF (^otr 1.1, p. 490),

et 4L1 = 2*#» + /wna ; i-y = ri [lut + rf].

Remplaçant ri, u, t par leurs valeurs, il vient :

4L' __ rfa(2nr+a/y) __ ç V ^^. .r '—p.y 1 —g
54 * (j-y—py—

XLII. PROBLÊME, .r' étant donné, quelle valeur faut-il
donner hy' pour que Taire de l'ellipse devienne un maximum?

Solution. Soit z {p/+ qxf— pq)*=y'\q —/) ; il faut que

~ = 0 : différentiant dans ce sens et éliminant z, il vient :•
dy

(2q — 3/) (qJ+p/- *y) = 3 fe -r') ( P — * V ;

d'où Von tire: y

XLIJ/. THÉORÈME. L'ellipse qui touche les trois côtés d'un

triangle aux milieux est l'ellipse inscrite de plus grande aire



- 488 -

Démonstration. D'après le problème précédent, on doit

avoir simultanément :

et la valeur de Taire de l'ellipse maxima est

coordonnées du centre, ^ , | ;

il est évident que le centre de l'ellipse est le centre de gravité

du triangle.

Observation. Ainsi la question 86 ( t. I II , p. 256) est com-

plètement résolue. On voit que la première partie est indé-

terminée, vu qu'on peut inscrire dans un triangle une infi-

nité d'ellipses d'aires équivalentes. On parvient directement

au théorème par la méthode projective, en considérant un

triangle quelconque comme la projection d'un triangle équi-

latéral, ce qui est toujours permis {Voir 1.1, p. 397, § 4 ).

C'est ainsi que M. Ferriot a démontré ce théorème dans l'ou-

vrage cité ci-dessus.

XLIV. THÉORÈME. Le polygone circonscrit à l'ellipse dont

les points de contact sont aux milieux des côtés est un poly-

gone de moindre aire parmi tous ceux qui sont circonscrits

et d'un même nombre de côtés.

Démonstration. C'est une conséquence immédiate du pro-

blème XI (t. I I I , p. 186).

XLV. THÉORÈME. L'ellipse de moindre aire circonscrite à

un triangle est semblable à l'ellipse de plus grande aire in-

scrite, de dimension double, semblablement située et con-

centrique.

Démonstration. Soit ABC le triangle ; faisons AR = /?^



AC = q i prenons AB, AC respectivement pour axes des x
et des jr. L'équation de l'ellipse circonscrite est -,

*— qy — Cpx^f).
dm

= B1-iC ; L = C (Cp'-Bpq + y') ; -^= 2B ;m

—

Faisons La = z/ra8 ; les équations de minimis donnent :

_ dm dL w dm dh , %
3 L 2 (1 ) 3 L 2 (2>

„ , dm dL dm dL
d 0 U JBdC^dCdB

L'équation (1) développée devient •.

2C/>3(Ba— C) — Bpq (B3+ 2C) + ^a(Ba+ 2C) = 0 ,

l'équation (3) donne :

2BÇp*—pq (Ba+ 2C) + Bq* = 0.

Eliminant/?^, il vient Cp*—q2 = 0; et on trouve pour B

deux valeurs B = - : B = — ; la première donne une el-
P P

lipse minimum, et la seconde deux droites parallèles. Or la
tangente à l'origine a pour équation Cpx -(- qy = 0. Elle est
donc parallèle au côté BC qui a pour équation py-\-q*'=pq ;
donc, si par les trois sommets on mène des parallèles respec-
tivement aux côtés opposés, on obtient un triangle circon-
scrit à l'ellipse d'aire minima et les points de contact sont
aux milieux des côtés, donc, etc. ; et l'aire de l'ellipse mi-
nima est

-pq\/3. siny. T..
«7

Observation. La méthode projeclive donne directement le
théorème ; mais pas l'aire de l'ellipse circonscrite.
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XLYI. On a vu que l'espèce de laconique inscrite dans

un triangle et dont le centre est donné dépend du produit

hri (2ut + ri) (p. 265) , remplaçant ri par sa valeur donnée

/ /au même endroit, en faisant d= — ; e = ; on a
9 P

kri {2ut+ri) = (2u-r-q) (2t-p) (pq—2pu—2qt) ;

et on trouve la même expression pour déterminer la nature

de la conique circonscrite au triangle et dont le centre est

donné (p. 261) ; ainsi formant le triangle qui a pour sommets

les milieux des côtés, si le centre est dans l'intérieur de ce

triangle ou dans les angles opposés aux sommets, la conique

inscrite est une ellipse ; si le centre est dans un bi-angle

formé par un côté et les prolongements des deux autres, la

conique est une hyperbole ; lorsque le centre est sur les côtés

du triangle, la conique se réduit à une droite. Les mêmes

déterminations pour la conique circonscrite.

XLVII. Désignant Taire de l'ellipse inscrite par A , on a

4L*
Aa = sina 77t3= riÇ2ut+ri

= -(2u~-q) (2t —
4

M. Steiner a donné une très-élégante interprétation géomé-

trique. Soit ABC le triangle donné, et Ar, B', C , les points

milieux de BC, AC , AB ; a, p, y les perpendiculaires abais-

sées du centre sur B'C, A'C, ArB' et R le rayon du cercle

circonscrit au triangle ABC ; on a

(2»M-fûr*—pq)s\ny o (2u— ^)sin7 2t—psiny
« = ¥r ; P = s 17=—i—;

et r est la longueur du côté.BC ; donc

(2u— q)(2t-p)(2pu+gt — pg) o.^3 sin7R_
zpyix = Slu y. —

8 t*

__ (2M - g) (2* —/?) (2pu - f qt —pg) sina
7

~~ 16 *
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XLYI1I. THÉORÈME. Le lieu des centres d'une conique pas-
sant par trois points donnés, et dont le rectangle des axes
est donné, est une ligne du sixième degré.

Démonstration. Voir IX , page 265 ; par inadvertance,
on a laissé subsister dans les deux membres de l'équation
finale, le facteur commun {2pu-\-2qi—jpqY ; en le suppri-
mant , il reste

courbe du sixième degré qui passe par les points milieux
des côtés, qui sont des point multiples ; les côtés sont des
asymptotes, ayant chacun à l'origine quatre points en com-
mun avec la courbe , c'est-à-dire, étant asymptote à quatre
branches. Voir les fig. 51, 52., 53, qui représentent les di-
verses formes de la courbe, selon que Faire donnée surpasse
Taire du triangle, est égale ou inférieure à cette aire.

XLIX. THÉORÈME. Le lieu du centre d'une conique d'aire
donnée, touchant trois droites, est du troisième degré.

Démonstration. L'équation de cette ligne est

(2 u>—q) (2t—p) (2 pu-i-2qt—pq)=c

ou c est une constante. (XLVII.)
( La suite prochainement.)

THÉORÈMES DE M. STEINER

sur la division du plan par des droites et des cercles ; et sur la
division de Vespace par des plans et des sphères.

THÉORÈME I. Un plan est partagé par n droites qui y
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sont situées au plus en 1 - f n-\- n ~"~—régions, dont

1 — n - | — i — sont entièrement fermées au plus, et 2n

indéfinies.

THÉORÈME II. Si on trace dans un plan n systèmes de at,

*za, a3 .... an parallèles, chaque système ayant une direction

différente, le plan sera partagé au plus en 1 -f- A-j-B ré-

gions; A = at-\-a3-{- ....an ; B = ata^-\- a,a3+ .... an-\ an

dont 2A sont infinies et 1 — A -(- B fermées au plus.

THÉORÈME III. Si on trace dans un plan n systèmes at,

at.... an de droites parallèles et /; droites non parallèles , le

plan sera partagé au plus en 1 + A -f B ~| régions

au plus, dont 2A sans bornes, A et B comme dessus.

THÉORÈME IV. n circonférences partagent le plan au plus

en n ( n— 1) + 2 régions, dont une seule est inûnie.

THÉORÈME Y. Si on trace dans un plan n systèmes de ct,

c4, c3.... cn circonférences concentriques, chaque système

ayant un centre différent -, le plan sera partagé en 1 -j-2B

régions au plus, B •= csc%-\- ctc3~\-.... cn-i c n , dont une seule

est sans bornes.

THÉORÈME VI. Si on trace dans un plan n systèmes divers

de <zt, <za.... an circonférences concentriques et b circonfé-

rences non concentriques, le plan sera partagé au plus en

2A -f- b(b — \) -f- 2 régions, dont une seule est sans bornes.

THÉORÈME VII. Si on trace dans un plan n systèmes de pa-

rallèles ax, a% :... an et m systèmes de cercles concentriques

c,, ca . . . . cm , le plan sera partagé au plus en 1 + A -f- B +

+ 2AA'+2B' régions ; A et B se rapportent aux droites ; A'

et B' aux circonférences ; 2B sont sans bornes, au plus.

THÉORÈME VIII. Si on trace dans un plan n systèmes de

parallèles <zo a9.... an et b droites quelconques ; m systèmes

de circonférences concentriques, c,, ca, .... c3cm , etrfeir-
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conférences quelconques, le plan sera partagé au plus en

1+A+B+2AA' +2B' + J-ZZiiij-rf(rf—i régions,dont 2A

sont au plus sans bornes.

Observation. Les théorèmes IV, V, VI s'appliquent égale-

ment à la sphère.

Espace.

THÉORÈME IX. n systèmes différents de plans parallèles ; px,

p^.... pn partagent l'espace au plus en 1 -(-A-f-B-j-C régions ;

&=Pi+P*+—Pn. ; B = plp%....+/?n-ipn; C =p,p2p3+....

.... -\-pn-ipn-\pn; donc 2B -|- 2 sont complètement bornés.

Et dont — 1 H- A —B + C sont complètement fermés et

forment des corps.

THÉORÈME X. n plans quelconques , dont trois ne sont pas

parallèles à une même droite, et dont quatre ne passent pas

par le même point, partagent l'espace au plus 1+/H—— h

n{n— i){n — 2) , . , («—1) (ra — 2) (» — 3) ^
+ — ~ régions dont . o .—- ^ont

complètement fermées.

THÉORÈME XI. p^p*- - Pn systèmes de plans parallèles

et m plans quelconques partagent l'espace au plus en

* ^ ^ m(m+i) A _ w(/w—1) m(m—i)(m—2)
1+A+B+C+ ^ ;A+mB+/^+ 1 2 + 1 > 2 3

régions, et dont 2 + 2B + 2mA + m (m — 1) ne sont pas com-

plètement bornées ; A , B, C comme ci-dessus.

THÉORÈME XII. /?o/>a . . . .^n systèmes divers de plans pa-

rallèles et st, .s,.... sm systèmes de sphères concentriques par-

tagent l'espace au plus en 1 + A + B + C + 2 B A ' + 2 B ' A + 2 A ' H ~ 2 C ' ;

A, B, C se rapportent aux plans, et A', B', C aux sphères ;

2 + 2B régions sont incomplètement bornées.

THÉORÈME XIII. n plans quelconques ot m sphères quel-

conques partagent l'espace au plus en
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dont 2-\-n(n — 1 ) sont incomplètement bornées.
THÉORÈMB XIV, p,, p% .... /?TO systèmes divers de plans pa-

rallèles et m plans quelconques, et s,, â .... sg systèmes di-

vers de systèmes concentriques et m! sphères quelconques

partagent l'espace au plus en

1 + A+ B + C + 2A'B+ 2BA + 2A'+ 2C+

+ f m ( ™* f ) + m1 (ml— t) + Zmrri\ A + [m + 2m1) A +

+ 2 (m+rri) AA'+(7?z4-m')(/n+w'—l)A'+2(i»+ m')B'+ w+

H 4 * —— M + mm'{m+m'—2)+2nï+1 .

, ^mf(m'— i)(m'— 2) , .
+ 2 t ^ 3 i régions,

dont 2 + 2B4- 2wA+m(m—i ) sont incomplètement bornées.

THÉORÈME SUR LE QUADRILATÈRE SPHERIQUE.

Par M. Remy. (Creile, 1.111, p. 85, 1828. )

THÉORÈME. # , 6, c, dsont les côtés et e , / l e s diagonales
d'un quadrilatère sphérique, g la distance sphérique des mi-
lieux des diagonales ; on a .

costf + cos& 4- cosc H- cosd = 4 cos- ecos -fcosg.

Démonstration. Soit le quadrilatère ABDC ; AC = a ;
AB = £. BD = c, DC = f*j A D = / ; BC = e.



Soit F milieu de BC; et G milieu de AD ; FG = # ; soit

AF = r et angle AFC = a.

Ainsi dans le triangle ACF Von a :

1 . 1 .
COStf = COSr COS- e + COSa S1I1- e S i n r ,

et dans le triangle ABF :

1 . 1 .

cosb = cosr cos - e — cosa s m - e sm r.

Donc costf + cosfc = 2cosrcos- e,

et cosc «f c o s ^ = 2 cosp cos- e ;
P est l'arc FD ; donc

cos# -f cos b + cosc + cosd = 2 cos- e (cosr+cos p) ;

mais cosr + cosp = 2 cos -fcosg ;

donc, etc.

Note. En développant les côtés en séries, on peut déduire

de ce théorème celui d'Euler sur le quadrilatère plan.

CONSTRUCTION

approchée du périmètre et de Vaire du cercle.

Par M. Specht. ( Crelle, t. III, p. 83. )

Soit CBD un triangle rectangle en B ; BC rayon d'un cercle,

et BD diamètre du même cercle; soit prolongé BD d'une

longueur J)a égale au - du rayon BC; et encore d'une Ion-

gueur Db égale aux - du rayon ; menez les droites Ca, Cb ;
5

prolongez BC en A jusqu'à BA = Ca ; par A menez AE pa-

rallèle à Cb ; E est l'intersection de cette parallèle avec BD

prolongée; alors BE sera très-approchée en longueur à



- circonférence du rayon BC ; et le triangle BCE aura à peu

près la même aire que le cercle ; en effet, soit BC = 1 ;
on aura

O là

= 1/39,7484=2.3,141591953;
mais TZ = 3,141592651... etc.

Le même auteur donne une méthode plus approchée en-
core , mais plus longue (Crelle, t. III, p. 405).

On doit ajouter à la note de la page 177, cette observation
de Legendre. Pour que 2n -|- 1 soit un nombre premier , il
faut que l'exposant n soit une puissance de 2. Car , si n ren-
fermait le facteur impair k, faisons n = kl et 2l =a ; alors
2n-f-l = a* + l; or frétant impair, <zfc-fl? est divisible par
a+1, donc 2 n + 1 n'est pas premier , mais la réciproque est
fausse. Ainsi, pour n = 32 ; on a

233 -f 1 = 4294967297 = 641.6700417 ,
ainsi que Ta remarqué Euler.

Faisant :
rc = 2; onalespolyg. conséc. 3,4,5, constructibles géomé-
/i = 4 Id. 15,16,17 triquement.
« = 8 Id. 255,256,257 ld.
n = 16 Id. 65535,65536,65537 Id.
car
255 = 3.5.17 ;256=:28; 65535 =2 l B— 1 = (28+1) (28— 1)=.

= 257.255.
Cette loi de succession s'arrête là. Car, supposons même

que 264 + 1 soit un nombre premier , on aura
264 - 1 = (23a + 1)(23a— 1) ;

ou 23a -f * n e donne pas une construction géométrique.



NOTE

sur la théorie du plus grand commun diviseur algébrique.

P A R M. P. X.. CXRODBE,
Professeur au collège de Henri IV.

Rappelons d'abord quelques définitions et quelques prin-
cipes qu'il est important d'avoir bien présents à l'esprit.

1. On appelle quantité entière celle dont l'expression ne
renferme ni dénominateur, ni radical. Telles sont 2tf'£,
\W — bc% etc.

*2. On nomme quantité première toute quantité entière qui
nest divisible par aucune autre quantité entière qu'elle-même
ou Vunité. Ainsi 3a7—2b est une quantité première, mais
<S— // n'en est pas une.

3. Pour qu'un polynôme entier soit divisible par un divi-
seur entier^ indépendant de la lettre par rapport à laquelle il
est ordonné, il faut et il suffit que ce diviseur divise chacun
des coefficients de cette lettre.

4. Toute quantité première qui divise le produit de plu-
sieurs facteurs entiers divise l'un deux.

5. Une quantité entière n'est décomposable quen un seul
système de facteurs premiers.

G. Le plus grand commun diviseur de plusieurs quantités
algébriques est le produit de tous leurs facteurs premiers
communs tant égaux qu inégaux.

7. Nous distinguerons deux cas dans ia théorie du plus
grand commun diviseur algébrique, selon que les quantités
entre lesquelles on Je cherchera seront monômes ou poly-
nômes.

ÀNN. DE MATHÉM. IV. 3 *
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Si les quantités proposées sont monômes, on cherchera le
P. G. C. diviseur de leurs coefficients, et on le fera suivre de
toutes les lettres communes à ces monômes, en donnant à
chacune d'elles le plus petit exposant dont elle s'y trouve affectée.
Ce produit sera ^ P. G. C. diviseur demandé, car il est clair
qu'il satisfait à la définition du n° 6.

8. Examinons actuellement le cas où les quantités propo-
sées sont polynômes, et d'abord nous observerons qu'il suit
immédiatement de la définition (6) que la recherche duV.G.C.
diviseur de plusieurs polynômes ne dépend que de la détermi-
nation de celui de deux polynômes.

Soient en effet les quatre polynômes A, B, C, 1). Opérons
comme il est prescrit au n° 79 de nos Leçons d'Arithmétique (*),
et désignons en conséquence par E le P. G. C. diviseur entre
A et B, par F celui de E et de C et enfin par G celui de F et
de D; G sera Je P. G. C. diviseur des quatre polynômes
A, B, C, D, car il est évidemment le produit do tous leurs
facteurs premiers communs.

9. SCHOLIE. Dans la pratique, on devra, après avoir ordonné
les polynômes proposés par rapport aux puissances d'une
môme lettre , chercher d'abord le P. G. C. diviseur entre les
deux polynômes du plus faible degré; puis celui de ce P. G. C.
diviseur et du plus simple des polynômes restants, et ainsi
de suite.

10. LEMME. On n'altère pas le P. G. C. diviseur de deux
quantités A et B en multipliant ou en divisant lune d'elles par
un facteur premier avec Vautre.

En effet si M est une quantité première avec B, le produit
MA n'ayant pas d'autres facteurs premiers que ceux de M
et de A (5), les facteurs premiers qui sont communs à MA ei

O leçons d'arithmétique, par P. L. Cirodde, professeur au collège de
Henri IV, sixième édition, augmentée de la méthode de division abrégée de
M. le capitaine Guy.
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à B sont ceux mêmes qui Tétaient à A et à B ; donc le P. G. C.
diviseur de M A et de B est le même que celui de A et de B (6).

On verrait de même qu'en supposant A divisible par M,

le P. G. C. diviseur de — et de B est identique avec celui

de A et de B.

11. Ce Lemme étant ainsi établi, occupons-nous de la re-
cherche du P. G. C. diviseur de deux polynômes, et, pour
considérer d'abord le cas le plus simple, supposons que les

deux polynômes ne renferment quune seule lettre, et que de

plus toim les termes de chacun soient premiers entre eux.

Désignons-les par A et par B, et admettons que B soit au
plus du même degré que A. D'après la définition , le P. G. C.
diviseur demandé est le produit de (ous les facteurs premiers
communs à A et à B ; donc si B divise exactement A, ce poly-
nôme sera le P. G. C. diviseur de A et de B, puisqu'un po-
lynôme ne peut erre décomposé qu'en un seul système de
facteurs premiers. Effectuons donc la division de A par B
soient Q le quotient et R, le reste ; nous aurons

A ^ B Q + R,:

or, je dis que , si le quotient Q ne renferme que des termes
entiers, le P. G. C. diviseur de A et de B est le même que
celui de B et de Rt. Eu effet, tout facteur commun à A et à B
divise A et BQ et par conséquent leur différence R, ; de même
iout facteur commun à B et à R, divise A ; donc les facteurs
premiers communs à A et à B sont les mêmes que ceux qui
sont communs à B et à R,, et par conséquent le P. G. C. di-
viseur de B et de R, est le même que celui de A et de B.

Donc lorsque la division de deux polynômes s'effectue, sans
admettre de termes fractionnaires au quotient, le P. G. C. di-
viseur de ces deux polynômes est le même que celui qui existe
entre le reste de leur division et le polynôme qui a servi de
diviseur.
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La question est ainsi ramenée à chercher le P. G. C. divi-

seur entre les polynômes B et Rt. On divisera donc B par R,,

si la division réussit, Rr sera le P. G. C. diviseur demandé ; si

non, ce P. G. C. diviseur sera le môme que celui de R, et du

reste R2 de celte deuxième division (on suppose toujours que

Ton n'ait écrit que dos termes entiers au quotient). On divisera

donc R, par R9, puis le reste R2 par celui R3 de la troisième di-

vision, puisR3par le resteR4 de la quatrième, et on continuera

ainsi de suite, jusqu'à ce que Ton soit arrivé à un reste indé-

pendant de la lettre ordonnatrice. Si ce reste est nul, l^dernier

diviseur est le P. G. C. diviseur demandé; sinon, les poly-

nômes proposés sont premiers entre eux, sans quoi le P. G. C.

diviseur qui, s'il existe, est dépendant de cette lettre (3),

puisque tous les termes de chacun sont premiers entre eux ,

par hypothèse, devrait diviser ce dernier reste, qui est in-

dépendant de cette même lettre.

12. La démonslra tion du principe sur lequel est fondée la mé

thode que nous venons de développer suppose essentiellement

que les quotients successifs aient tous leurs termes entiers, car

si le quotient Q deladivisiondeAparBétak fractionnaire, on

n aurait pas le droit de dire que tout facteur qui divise B divise

BQ. Or on sent qu'il arrivera très-souvent que la division du

coefficient du premier terme d'un dividende partiel par celui

du premier terme du diviseur ne s'effectuera pas exactement.

Dans ce cas, on multipliera le dividende par un facteur tel

que le terme correspondant du quotient soit entier (nous in-

diquerons tout à l'heure (13) comment on peut déterminer

ce facteui; ) , et cette opération n'altérera pas le P. G. C. di-

viseur que Ton cherche, si ce facteur est premier avec le divi-

seur (10). Or pour que le facteur que l'on introduit ainsi soit

certainement premier avec le diviseur, il suffit que les coeffi-

cients de tous les termes de ce diviseur soient premiers entre

eux, puisque notre facteur est indépendant de la lettre or-
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donuatrice. En conséquence avant de prendre un reste pour
diviseur, on aura soin de chercher le P. G. C. diviseur des
coefficients de tous ses termes, et de le diviser par ce P. G. C.
diviseur, ce quil est permis de faire (10), puisque le dividende
correspondant a déjà tous ses termes premiers entre eux.

13. Si le coefficient du premier terme d'un dividende partiel
est premier avec le coefficient du premier terme du diviseur, on
naura qiïà multiplier ce dividende par ce coefficient, et alors
le coefficient du terme correspondant du quotient sera évidem-
ment entier. Mais si les deux coefficients dont il s'agit ne sont
pas premiers entre eux, il vaudra mieux chercher leur P. G. C.
diviseur et multiplier le dividende partiel par le quotient
obtenu en divisant le coefficient du premier terme du diviseur
par ce P. G. C. diviseur. On conçoit en effet qu'en opérant
ainsi, on aura rendu le coefficient du premier terme du divi-
dende divisible par celui du premier terme du diviseur, et
que le facteur inlroduit de cette manière dans ce dividende
sera le plus simple possible. (Leçons d'Arithmétique, Ge édit.,
n° 93.)

14. On voit donc que pour trouver le P. G. C. diviseur de
deux polynômes il faut leur appliquer la méthode des divisions
successives, comme on le fait dans l'arithmétique, avec les
modifications nécessaires pour que les termes des quotients suc-
cessifs que Von obtiendra soient tous entiers (13;, et avoir bien
soin de diviser chaque reste par le "P. G, C. diviseur des coeffi-
cients de tous ses termes, avant de le prendre pour diviseur.
On arrêtera cette série d'opérations, quand on sera parvenu à
un reste indépendant de la lettre ordonnatrice : si ce reste est
nul, le dernier diviseur est le V. G. 0*. diviseur demandé ; si-
non , les polynômes proposés sont premiers entre eux.

15. L'application de cette règle ne saurait présenter de
difficultés, dans le cas particulier où nous nous sommes
placés; car les coefficients du polynôme B étant supposés être
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tous premiers entre eux, le facteur par lequel on pourra
multiplier A pour rendre la division par B possible en termes
entiers, sera nécessairement premier avec B , de sorte que
Fintroduction de ce facteur n'altérera pas le P. G. C. diviseur
cherché. D'un autre côté, les coefficients des différents termes
de chaque reste sont numériques et la recherche de leur
P. G. C. diviseur se réduit par conséquent à une simple opé^
ration d'arithmétique.

16. Passons actuellement au cas général et considérons
ainsi deux polynômes entiers quelconques A et B. Représen-
tons par A, le P. G. C. diviseur monôme des différents termes
de A et par A' le quotient de la division de A par Ax ; nous
%rons

A s A . A ' .

Désignons de même par Bx le P. G. C. diviseur monôme de
tous les termes de B, et par B' le quotient de la division de B
par Bf, de sorte que

B = B,IV.

Cela posé, supposons que l'on ait ordonné les polynômes A'
et B' par rapport aux puissances d'une même lettre, et appe-
lons Aa le P. G. C. diviseur de tous les coefficients de cette
lettre dans A', et A3 le quotient de la division de A' par A2,
nous aurons

A'= AaA3, et par conséquent A = A,AaA3.

Supposons que Ion ait agi sur Br comme on a fait sur Af ci
soit

B'= B2B3, et partant B = B,BJB8 :

je dis alors que si Ton cherche le P. G. C. diviseur dx de Ar

et de B, ; celui d% de Aa et de Ba, et celui d3 de A3 et de B3,
le produit
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sera le P. G. C. diviseur des quantités A et B. En effet tout

facteur polynôme premier dépendant de la lettre ordonna-

trice qui divise A=A4AaA3 et B^BJBJE^, ne pouvant diviser

aucune des quantités A o Aa, B,, B,, divise nécessairement

A3 et B3 (4), et est par conséquent un facteur de leur P. G. C.

diviseur d3; donc d3 est le produit de tous les facteurs poly

nômes premiers qui, fonction de la lettre ordonnatrice, sont

communs à A et à B. On démontrerait de même que dt et d%

sont, l'un le produit de tous les facteurs monômes premiers

communs à A et à B, et l'autre celui de tous les facteurs

polynômes premiers, communs à A et à B, qui sont indépen-

dants de la lettre ordonnatrice. Donc d^/ad3est bien le produit

de tous les facteurs premiers communs à À et à B; donc il

est leur P. G. C. diviseur.

17. Occupons-nous de la recherche de ces différents P. G.C.

diviseurs. La détermination de A,, de B et de dt ne présente

aucune difficulté (7) : quant aux autres, je dis que si l'on

savait trouver le P. G. G. diviseur des polynômes A' et Br qui

ne renferment plus, chacun , de facteurs monômes communs

à tous leurs termes, dans le cas où ils sont composés de n let-

tres au plus, il serait possible de le déterminer aussi, dans

le cas où ils m contiendraient ?i-\-1. En effet, les coefficients

de la lettre ordonnatrice dans À' et dans Ji' ne renfermant

alors que n lettres, on pourrait, d'après notre hypothèse et

^n vertu du principe du n°8 , calculer A, et Bo, et par suite

leur P. G. C diviseur d.2, ainsi que les quotients A3 et B3.

Cela posé, j'observe que les différents termes de chacun de

ces quotients étant premiers enire eux, on pourra appliquer

à A3 et à B3 la méthode du n° 14 ; car, dans les raisonnements

sur lesquels nous l'avons fondée, nous ne nous sommes nulle-

ment occupés du nombre des lettres qui pourraient entrer

dans les polynômes proposés (10, 11 , 12 et 13). Ainsi pour

rendre possible la première division partielle, on multipliera
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A3 par une certaine quantité M qui sera un produit de fac-

teurs premiers du coefficient du premier terme de B3 (13),

et cette opération ne saurait altérer le P. G. C. diviseur des

polynômes A3 et B3, puisque tous les coefficients de la lettre

ordonnatrice dans B3 étant premiers entre eux , le facteur

par lequel on multiplie A3 est nécessairement premier avec

B3(3). Ayant ainsi effectué entièrement la division deA3parB3,

on pourra supprimer, dans le reste de cette division, tous les

facteurs monômes qu'il renfermera (7), ainsi que les facteurs

polynômes indépendants de la lettre ordonnatrice qui leur

seraient communs, car il suffira, pour cela , de chercher le

P. G. C. diviseur de plusieurs polynômes de n lettres au

plus (8). On procédera ensuite à la seconde division, en pre-

nant pour diviseur ce reste ainsi modifié, et on continuera

ainsi de suite. Donc on arrivera à la valeur de d3.

Ainsi la détermination du P. G. C. diviseur de deux poly-

nômes A' et B' qui contiennent un certain nombre de lettres

et dont les termes de chacun n'ont d'ailleurs aucun facteur

monôme commun , ne dépend que de celle du P. G. G. divi-

seur de pareils polynômes qui renfermeraient une lettre de

moins. Or nous avons donné une méthode complète pour cal-

culer le P. G. G. diviseur de deux polynômes d'une seule

lettre , tels que tous les termes de chacun seraient premiers

entre eux (14) ; donc on pourra trouver le P. G. C. diviseur

de deux polynômes qui renfermeraient deux lettres, puis

trois, puis quatre, et en général un nombre quelconque de

lettres.

18. RÈGLE GÉNÉRALE. Pour trouver le P. G. C. diviseur de

deux polynômes A et B, cherchez le P. G, G. diviseur monôme

A, de tous les termes de A (7) ; celui B, de tous les fermes de B ;

puis le P. G. C. diviseur d, de Àt et de B,. Mettez d, de côté, et

divisez A et B respectivement par A, et B,.- vous obtiendrez des

quotients Af et B' que vous ordonnerez par rapport aux puis-
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sauces d'une même lettre. Calculez le P. G. C. diviseur Aa des
coefficients du polynôme A', celui Ba des coefficients du poly-
nôme B', et le P. G. C. diviseur d2 de Aa et de Ba. Mettez da de
côté, et divisez A' et Bf respectivement par Aa eJ Ba, ce gwi VOWS
donnera des quotients A3 e£ B3 dowf fows /es fermes seront pre-
miers entre eux. Cherchez enfin leV. G. C. diviseur d3 de ces
deux quotients, d'après la règle du n° \k , et il ne s'agira plus
ensuite que de multiplier entre elles les trois quantités d,, da

et d3. Leur produit résoudra la question.
19. Dans le cas où les deux polynômes A' et Bf ne renfer-

meront que deux lettres x et y, et c'est ce cas qui se présen-
tera le plus souvent, on pourra simpliûer les calculs de la
manière suivante. On les ordonnera par rapport h y, par
exemple, et on cherchera le P. G. C. diviseur X des coeffi-
cients de cette lettre dans A' ; puis on divisera A' par X. On
ordonnera le quotient A" par rapport à x, et on cherchera
le P. G. C. diviseur Y des coefficients des différents termes
de A"; on divisera A" par Y, et en appelant A'" le quotient
de cette division, on aura

A' = XYA"'.

On mettra de môme le polynôme B' sous la forme

B '^XTB'" ,

oi en formant ensuite le produit des P. G. C. diviseurs des
quantités X et X', Y et Y', A'" et B'", on obtiendra le P. G. C.
diviseur de A' et de B', comme il est facile de le démontrer,
à l'aide de raisonnements analogues à ceux qu'on a employés
aun° 16.

L'avantagé de cette méthode consiste à faire appliquer la
règle du n° 14 à des polynômes de degré plus faible que ceux
sur lesquels on devrait opérer d'après la règle du n° 18.

20. Il y a encore un cas particulier que Von peut traiter
plus simplement que par la règle générale ; c'est celui où l'un
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des deux polynômes, A' par exemple, renfermera une lettre x
qui ne se trouvera pas dans l'autre B'. On ordonnera alors A'
par rapport à x , et leV. G.C diviseur demandé sera celui
même qui existera entre B' et les coefficients de cette lettre x.
Il est évident en effet que B' étant indépendant de x , le
P. G. C. diviseur demandé ne peut contenir cette lettre, et
divise en conséquence tous les coefficients de x dans le poly-
nôme A' (3), qui est de la forme

axa -f- bx6 + c:x^ + etc. :

donc en cherchant le P.G.C. diviseur des quantitésB',a,£,c,...
on aura celui de A' et de B'.

21. Dans la théorie générale des équations, on restreint la
définition que nous avons donnée des quantités entières. On
y regarde comme entière toute quantité dans l'expression de
laquelle les inconnues n'entrent dans aucun dénominateur, ni
sous aucun radical, et pour qu'une quantité soit dite divisible
par une autre, il suffît que leur division ne donne pas de reste
et que le quotient soit entier par rapport aux inconnues, de

xv
même que les quantités proposées. Ainsi x*-\ 4r — 6;%

1/2
2 —

fonction entière de x et dejr, est divisible par - x—y[/2,
S

parce que le reste de cette division est nul et que le quotient

-x-\-3yl/2, est aussi une fonction entière de x et dejr-

En partant de ces déGnitions, on démontre facilement :
1° que tout facteur du premier degré ax + (S qui divise le pro-
duit de deux fonctions entières de x, divise nécessairement l'une
d'elles; 2° qu'une fonction entière dexn'est décomposable qu'en
un seul système de facteurs du premier degré par rapport à x.

22. On appelle P. G. C. diviseur de plusieurs fonctions
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entières de x le produit de tous les facteurs du premier degré

en x communs à ces fonctions.

23. Si l'on applique à deux pareilles fonctions, les raison-

nements du n° 11, on verra que pour trouver leur P. G. C.

diviseur, il faudra les soumettre à la méthode des divisions

successives, telle qu'on la pratique en arithmétique, en arrê-

tant l'opération quand on sera parvenue un reste indépendant

de x ; de telle sorte que si ce reste est nul, le dernier diviseur

sera le P. G. C. diviseur demandé, et que s'il n'est pas nul,

les fonctions proposées n'ont pas de diviseur commun en x.

24. Remarquons qu'il ne sera pas nécessaire d'avoir re-

cours aux modifications prescrites dans le n° 12 , parce que

la démonstration du principe fondamental (le P. G. C. diviseur

de deux fonctions entières de x est le même que celui qui existe

entre le reste de leur division et celle qui a servi de diviseur)

n'exige pas que le quotient Q soit entier par rapport aux

coefficients de x\ il suffit qu'il le soit par rapport à cette

lettre. Toutefois il sera plus simple de réduire tous les termes

des deux fonctions proposées au même dénominateur, de

chercher ensuite le P. G. C. diviseur des deux numérateurs,

d'après la règle du n° 18, et enfin de diviser le P. G. C. di-

viseur trouvé par le dénominateur commun , parce qu'en le

supprimant dans les fonctions proposées, on les a multipliées

par ce dénominateur. Dans la plupart des applications, il

sera inutile de tenir compte de ce dénominateur.

( Extrait d'un ouvrage inédit.)
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EXAMENS DE L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE (*).

f
Paris, 1845.

Compositions de Mathématiques.

Les candidats ont été, pour les compositions, partagés en

huit séries ayant chacune une composition différente.

lre série.

Lieu des foyers des hyperboles ayant un sommet commun

et une asymptote commune.

Théorie de la division.

2e série.

YOX est un angle droit, A est un point de OX, B un point

de OY ; on mène les droites AM, BM telles que l'angle

MBY = 2 . MAX ; on demande le lieu du point M.

Construction des tables de logarithmes, et théorie des

logarithmes.
3e série.

YOX est un angle quelconque, A un point fixe de son plan ;

de ce point on mène une suite de droites qui coupent les cô-

tés de l'angle en B et G ; on prend sur chaque sécante un

point M tel que BM : MC : : m : n, et on demande le lieu de

ce point M.

Règle des signes de Descaries ; peut-elle, dans certains

cas, servir à trouver numériquement toutes les racines d'une

équation ?

O Communique par M. le professeur Anne. On insérera les solutions.
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4e série.

Mener un plan qui coupe une sphère en deux parties dont
l'une soit double de l'autre.

D'un point M de la circonférence d'une ellipse on mène
deux cordes MF'Q, MFP passant par les deux foyers; dé-

MF , MF'
montrer que la somme —• -f- ^77 est constante.

ri* r Q

5e série.

Construire la courbe p = —; -.

1 -f-COScp
Discuter et généraliser les formules donnant les valeurs de

s\n{adzb) et de cos(a dzb).
6e série.

D'un point B, pris sur le côté OX d'un angle YOX donné
et quelconque, on mène une tangente aux cercles inscrits
dans cet angle ; on demande le lieu des points de contact de
ces tangentes.

Développer les moyens de déterminer la valeur numérique
deTr.

7e série.

Des extrémités M, JVF d'une corde M FM' passant par le
foyer d'une parabole, on abaisse les perpendiculaires MP,
M'Pf sur une droite tîxe située dans le plan de la parabole ,-

M P , M F 4 t

démontrer que la somme — -f- —7— est constante.

Développer la théorie de l'homogénéité en géométrie, en
physique et en mécanique.

8e série.

Trouver le lieu des milieux des cordes égales d'une ellipse
donnée.
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Démontrer que a*, log (x), Vf{x) sont des fonctions con-
tinues de x,f{x) étant une fonction algébrique de JC.

Lyon 1845.

l^x t
Construire la courbe^ = —— .

Vx — 1
Expliquer les principes de la transformation des équations.

La Flèche 1845.

A une suite d'ellipses ayant leurs foyers communs F, F ,
on mène des tangentes parallèles à une droite donnée ; trou-
ver le lieu des points de contact.

Établir les six équations d'équilibre d'un corps solide libre
dans l'espace.

QUESTION D'ANALYSE

proposée au concours d'agrégation de Vannée 1845.

P A R M , J U B É ( E U G È N E ) ,
Licencié ès-sciences physiques et mathématiques , agrégé.

Déterminer sur la surface d'un cône droit la courbe qui
coupe les génératrices sous un angle constant, et qui passe
par deux points donnés de cette surface. Calculer la longueur
d'un arc de cette courbe et la portion de surface conique
comprise entre cet arc et les génératrices qui passent par ses
extrémités. Trouver le plan oscillateur, le rayon et le centre
de courbure pour un point quelconque de la courbe, et le
lieu des centres de courbure. Chercher ce que devient la
courbe quand on développe la surface sur un plan.

Prenons pour origine le sommet du cône, son axe pour
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celui des z et nommons a l'angle constant que fait la géné-
ratrice avec Taxe. Le cône aura pour équation

Soient x,y,z les coordonnées d'un point quelconque de la
courbe, elles devront satisfaire à l'équation

, A N x dx , y ày t z dz __

V xJ+yJ+z2 ds V x+y'+z* ds Vx*+yà+zÀ ds

qui exprime que la tangente en ce point fait avec la généra-
trice qui la rencontre un angle dont le cosinus est m ; et
d'après la condition donnée, m est une constante.

L'équation du cône donne par la différentiation

zdz tangV. = xdx -\- ydy ;

d'où l'équation (A) donne en ayant égard à celle du cône,

(B) - ~ = m COS a ,

,rx xdx+ydy .
{h) • == m sm uds.

Vx* + y
Or, ds' = dx'1 + dy* + dz\ et à cause de (B),

dx1 + dy1 =ds2{\ —m3 COS2 a).

Mais dx* -f- dy7 =d<j\ rj étant l'arc de la projection sur le
plan xy, donc«î(7= V l—m*cos*0L.dsy et^^l^l—ra'cosV

T et ^ commençant ensemble. L'équation (C) donnera donc

xdx-\-ydy
=

Vx'x-\-yi l/l
d G ,

et en faisant r= | / j 7 a - ( -y i , 6 = arc tang - , on obtient
x

_ „ m _ msina
de, d'où r = Ce , N étant et

C une constante.
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La courbe demandée a donc pour projection sur le plan xy
une spirale logarithmique qu'on peut représenter par l'é-
quation

L. Vx% 4- ra = L . C 4- N arc tang ~.
° re-

cette équation jointe à colle du cône détermine complète-
ment la courbe. La constante C se calcule par la condition
que la courbe passe par deux points donnés. Si a,b, et a',b',
sont les coordonnées de ces points par rapport aux axes des x
et des^*, et que n soit le nombre des spires aussi donné que
la courbe doit faire pour passer du premier point au second,
on aura pour déterminer G et N et par suite m, les deux
équations

b
a '

°«V
Si les deux points sont sur un plan parallèle à celui de la

base du cône, on aura [/a2-\-b* = \/a!% -f- bH puisque les or-
données en s seront les mêmes et par suite

r b b"\
N arc tang - 2/ITT — arc tang -, \—Q,

L a a\
d'où N = 0 et par suite m=0. La courbe cherchée coupera

les génératrices à angle droit, et comme alors -^ = 0 , on

voit que c'est une circonférence dont le plan est parallèle à
la base du cône.

Si les deux points sont donnés sur une môme génératrice,
ou sur deux génératrices faisant entre elles l'angle 2a, on a

- = b
{, ce qui donne L l / 7 F ^ F = L V / V + & ' a — 2/idV ,

équation qui déterminera N d'après la valeur donnée à n. Si

;i=0, comme l / V + £ a diffère de Vcû"-\-y\ il faut que N= *
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d'où m= 1 : la courbe se confond alors avec la génératrice.

L'équation déjà obtenue <7 = sK 1 — /rc'cos'a indique que

le rapport entre une portion quelconque de la courbe et sa

projection est constant, de sorte qu'il suffit de calculer un

arc de la spirale logarithmique pour avoir celui de la spirale

conique qui lui correspond.

De l'équation dr = — — da, on tire

msina.
—z= ,<r — r + A ;

— m2 COS a

A étant une constante qui se déterminera en mettant pour r

la valeur du rayon vecteur qui correspond au point où l'are

commence s;ir la spirale logarithmique, et on aura

m sin as = A + V *? 4-y*.

Comme le plan langent au cône fait toujours le môme

angle a avec l'axe des z , il y aura toujours le même rapport

entre l'aire d'un élément de surface conique comprise entre

deux génératrices <!t l'arc de la courbe, et la projection de

cet élément sur le plan xy : il suffira donc de calculer un

secteur de la projection, et de le diviser par sin« pour avoir

celui de la surface conique dont il est la projection.

On trouve ainsi pour ce secteur conique :

i + B ou bien 1 ^ + B~ + B, ou bien ^ + B ,
4i \ Sllla ' 4 N Sina

B se déterminant par la condition que Taire commence en un

point donné.

Pour avoir le plan osculatcar, il faut calculer dx, d\z,
(fy-> dy : on sait déjà que dz = mcosa.dsj et que d'z — O , en

prenant s pour variable indépendante.

Or jr=rcosO et jr = ^sin9, d'où on tiro en observant

A.NN. T)E MATHÉMAT. IV< «^^



ds,, et rfr = Nm6, dou a8 =

Le plan osculateur a pour équation, en remplaçant cosQ par

Ce plan fait avec celui des xy un angle dont le cosinus est

1

V
z=vi — w2cos2a. Il est donc ton-

. + , N

jours incliné d'une même quantité sur le plan de la base du

cône, et son inclinaison est la même que celle de la tangente

à la spirale conique. Le plan normal aura pour équation :

( x - x') (Nx — y ) + (y —/) (Ny + x) +

' \/~ « N _
tanga

Le cosinus de l'angle qu'il fait avec la base est m cos a , va-

dz
leur trouvée pour -7-, ce qui doit être.

ds

II suiî de là que si, par un point de l'espace, on mène des

plans parallèles aux plans osculateurs, chacun d'eux sera

tangent à nn même cône droit, qui sera leur enveloppe, et

dont Vaxe sera parallèle à celui du cône donné. Il en sera de

même pour des plans parallèles aux plans normaux.

En désignant par p le rayon de courbure, on a générale-

ment :
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1

d'où ici
NV

wasinaa\/Na+1 — i»acos"a

Ce rayon de courbure est, comme ou voit, dans un rapport
constant avec le rayon vecteur de la spirale logarithmique
mené à la projection du point qu'on considère sur la spirale
conique. De plus, ce rayon de courbure est toujours paral-
lèle à la base du cône, puisque le cosinus de l'angle qu'il fait

d'z
avec l'axe des z est proportionnel à — , quantité nulle. Il

ClS

est donc projeté en vraie grandeur, sur le plan xy, et sui-

vant la direction du rayon de courbure de la spirale loga-

rithmique, avec lequel il coïncidera en partie ; et lui sera

proportionnel, car p' étant ce dernier, on a p=r\/[ +N*,

JN o o
//zasinaa(l+N2) 1—/rc'cosV

, , pWcOS'a
On voit de plub que p surpasse p de — r .

1 — nicos*

II suit de ce qui précède que r éïant le rayon vecteur de
la projection du centre de courbure pour le point de la
spirale conique auquel se rapportent r et G, on aura :

, * 2 c o s & >
( 1 - / » • ) ( ! -

'.» étant l'angle que faiî p av^c r , et qui a pour tangente la

constante N. Donc r' = M r = KeNe, M cl K étant constants.
Le lieu des centres de courbure est projeté, comme on

voit, suivant une spirale logarithmique.
C mme le centre de courbure a la même ordonnée en z
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que le point de la courbe qu'on considère, en nommant x\

y ses deux autres coordonnées, et remplaçant dans l'équa-

tion du cône V x*+y:i par ~-J/.r"-|-y% on trouvera .

zM tanga = V V ' - f yJ\

Ce sera la seconde équation du lieu des centres ; ce lieu est

donc une spirale conique analogue à la première, tracée sur

un cône dont l'angle a pour tangente M tanga.

Quand on développera le cône sur un plan, comme on a

trouvé l / , r ' - f / } z a = : / w 5 , on aura sur ce plan R = ms ,

i/~—u

d'où R = Ce 1~m2 pour l'équation de la courbe : c'est

encore une spirale logarithmique. Enfin la développante de

la courbe cherchée est plane, et c'est encore une autre spi-

rale logarithmique située sur un plan parallèle à celui de îa

base du cône.

NOTE

sur Véquation aux quotients des ratifies.

I. Soient a^ aa, ai. ... am les m racines d'une équation

du degré m. Désignons par S les sommes des puissances des

racines, relatives à cette équation ; et par s les sommes ana-

logues pour les racines de l'équation aux quotients ; on a

évidemment :

s, s s,
*» = T* + a* + 7 »~" i ;

d'où Ton tire :
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CorolL 1. Faisant p = 0 , on a s0 = m1— m = w [m — i ) ;

en effet, l'équation aux quotients est du degré m (m -— 1).

CorolL 2. s_p = S_pSp—ro, donc s_pz=zsp-, ce qui doit

être, puisque l'équation aux quotients est une équation réci-

proque ; elle peut donc se ramener à une équation du degré

m ™ — • II suffit de calculer $, ,* , , s3 v m ( m _ 1 } ; au

moyen de ces \aleurs, on trouvera, par les formules connues,

les coefficients de l'équation aux quotients.

CorolL 3. Si tous les coefficients de l'équation sont des

nombres entiers, et si les coefficients du premier terme,

ainsi que le terme tout connu, sont chacun égal à l'unité,

alors Sp et S_p sont des nombres entiers. Par conséquent, sp

est aussi un nombre entier ; et les racines ne sauraient être

commensurables, à moins d'être égales à l'unité.

CorolL k. $\ l'équation donnée est réciproque, on a

Sp = S_p ; donc, dans ce cas, sp = Sp
2— m.

II. Soit une seconde équation quelconque enjr du degré n ;

faisons z=xy, et éliminant œ et y entre les (rois équations, il

vient une équation en z du degré mn, ayant pour racines les

produits qu'onobtient,en multipliant chacune desmracines de

la première équation en x , par chacun des n racines de l'é-

quation en y ; si on prend pour équation en y la réciproque

de l'équation donnée, alors l'équation en z du degré m* ren-

ferme les racines de l'équation aux quotients et en outre m

racines égales à l'unité ; divisant donc le polynôme en z par

(z— l)m , on obtient encore l'équation aux quotients.

III. Si l'équation donnée a p racines égales, l'équation

aux quotients aura p{p — 1) racines égales à Tu ni té. Donc

cette équation peut faire découvrir le nombre des racines

égales.
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IV. 1er exemple :

A0Aaa?2+• (âAoA,— A,3)X + A O A , = 0 . Éq. aux quotients,
ou bien :

A . A , ( J T + 1 ) - = A > .

2e exemple •
JC*-\- A2O7-f- hs= 0 ,

(at, a,, a3).
L'équation aux quotients étant réciproque, se réduit à une

équation du troisième degré ; représentons par z l'inconnue
de cette dernière équation, nous aurons :

^ 2 ^l

faisant z -|- 2 = a , les trois racines seront :

ai • îL fL
i "> ?

«u, ce qui revient au même :
— a,3 — a3 -a?

A3 ' A3 ' As '

donc, faisant A3« = — v, les racines de l'équation en v sont
les cubes des racines de l'équation donnée ; on trouve facile-
ment :

v3+3A3va+(A,3+3A3)v+A3
3=O ou (v + A3)3 + Aa

3v=0.

Remplaçant v par — A3 (z + 2), on obtient,

As
2 (1 — z) 3 + Aa

3 (z + 2) == 0. Tm.

Q U E S T I O N D ' E X A M E N

sur les racines des équations.

PROBLÈME. Trouver l'équation aux moyennes géométri-
ques des racines de l'équation ,r4-}- 2 = 0.
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Solution. Soient x\ x" deux racines de Véquation, et fai-

sons y = x'xv.\ on a .r'4-{-2 = 0 ; x ^ + 2 = 0. Éliminons

y
x et x' ; il vient x' = -—-; ^ 4 + 2j/f4 = o. Il faut remplacer

x" par ses quatre valeurs ; donc l'équation est {yk—4)4=0.

Il en faut ôter les valeurs de y qui répondent à x'= xv, c'est-

à-dire, l'équation aux carrés des racines de la proposée. Cette

équation est ( r a + 2)* ; donc l'équation cherchée est :

ou simplement •

Telle est l'équation aux produits des racines prises deux h

deux; faisant y= z\ il vient (z4— 2)a (z<-f-2) = 0. C'est

l'équation cherchée.

Vérification. Les quatre racines sont :

= |/21"—^ t - I/HÏ)] =

bc = — Vl>i bd = [/—
d'où

comme ci-dessus.

Autrement. On a :

r* — 4 = 0 ; d'Où
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Soient .r', .*", x"\ xls les quatre racines 5 donc x'xvx'"x™^2.

mais x'x" =zY//2-6oncx'"xly=\/2; il y a donc deux ra-

cines égales à \/1L , deux racines égales à — Vit -, l'équation

complète est :

SOLUTION DU PROBLÈME 82 (t. III , p. 40).

P A R M. GIX.AXBT,
à Bruxelles.

Soit réquai ion :

Si j'avais considéré cette équation en elle-même, c'est-à-

dire, si je n'avais eu égard qu'aux résultats auxquels elle

peut nous conduire, je ne me serais certes pas attachée la

discuter. Mais je me suis convaincu qu'elle signale une erreur

de théorie, que je vais tâcher d'examiner aussi succincte-

ment que possible.

On démontre facilement que l'équation (a) n'a pas de ra-

ciues réelles ; je vais prouver qu'elle n'eu peut avoir d'ima-

ginaires. A cette un, je pars de ce prémi^e évident, qu'une

quantité réelle ne peut être égale à une quantité imaginaire.

Par conséquent, pour que des valeurs imaginaires, substi-

tuées à la place de x dans l'équation proposée, puissent la

satisfaire, il faut que l'imaginante introduite par cette sub-

stitution disparaisse dans le premier membre; en d'autres

termes, il faut que les quantités imaginaires se détruisent

mutuellement. D'où l'on conclut nécessairement qu'il faut,
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pour que des racines imaginaires puissent satisfaire l'équa-

tion (a) : 1° que la partie imaginaire de ces racines sorte des

radicaux sous lesquels elle se trouve engagée ; 2° que la par-

tie imaginaire du premier radical soit égale et de siçue con-

traire à celle du second. Or, pour que les quantités imagi-

naires se dégagent des radicaux, il faut qu'elles entrent dans

la composition de carrés, dont la somme générale sera, eo

ayant égard à la seconde condition :

Re&te à déterminer les valeurs des quantités a, p ai y qui

satisferont à l'équation (a). Pour que celle-ci puisse avoir des

racines imaginaires, on doit trouver des valeurs réelles pour

chacune de ces quantités. Or, on mettant les carrés (b) à la

place des expressions (1 + x) et (1 — x) dans l'équation pro-

posée , elle devient :

+ 7 -{3l/=T=«
Par conséquent,

1 — x = (7 —- p V ^~7 Y = 7
a — 27

(Joù

et puisque * a la même valeur dans les deux expressions, il

vient :

dont on déduit les deux égalités :

d'0Ù a = 7 ,
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Mais, d'après (1), a-f- 7 = 1 , par conséquent, a = 7 = .

Substituant ces valeurs dans (2), on trouve :

d'où l'on tire :

On arrive donc à des valeurs imaginaires pour p. Ce qui

nous prouve que l'équation ne peut avoir de racines imagi-

naires ; d'un autre côté, on démontre qu'elle n'en a pas de

réelles ; nous devons donc en conclure que l'équation {a) n'a

pas de racines.

Cette conclusion pourrait étonner certains esprits, car on

croit généralement que toute équation algébrique a au moins

une racine sinon réelle, du moins imaginaire. C'est là une

erreur qu'il importe de déraciner (').

Une quantité imaginaire, quoique n'ayant aucune traduc-

tion dans le monde réel, n'en a pas moins de la réalité, si je

puis m'exprimer ainsi, en mathématiques. Un résultat ima-

ginaire dénote toujours une absurdité dans l'énoncé du pro-

blème ; mais il n'indique pas une absurdité dans l'équation

qui en est la traduction mathématique. Ainsi les racines

satisfont à l'équation .
x2 = a ,

parce que, dans cette substitution , on défait l'opération qui

a conduit à l'impossibilité, qui a fait donner le nom d'imagi-

naires à ces quantités. On doit donc bien distinguer une ab-

surdité mathématique, d'une absurdité hypothétique dans

l'énoncé d'ua problème. C'est ainsi que

(*) C'est plutôt cette conclusion qui est une erreur à déraciner. Nous y re-
viendrons. Tm.
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n'indique qu'une absurdité d'hypothèse, tandis que

marque en outre une absurdité mathématique ; puisque au-

cune valeur algébrique substituée à la place de x dans cette

équation ne peut la satisfaire. C'est précisément parce que le

calcul ne peut conduire à aucun résultat dans un cas sem-

blable , que Ton peut avoir confiance pleine et entière dans

ceux auxquels il nous conduit. Si , au contraire, le calcul

pouvait donner la solution d'une absurdité manifeste, on ne

pourrait plus accorder aucun crédit aux résultats auxquels

on arriverait par cet intermédiaire. Le calcul ne peut donc

pas assigner des racines à l'équation (a), puisqu'elle est une

absurdité mathématique. Ceci résulte de ce que les consé-

quences ne peuvent jamais détruire les principes sur lesquels

elles reposent, aussi longtemps que Ton se conforme rigou-

reusement à ces principes. A moins, toutefois, que ceux-ci

ne soient faux eux-mêmes, ce qu'il est toujours facile de

vérifier à priori.

Le signe [/ marquant une opération inverse, il faudra

toujours passer par l'opération mère , pour arriver aux ra-

cines d'une équation dans laquelle l'inconnue sera engagée

sous ce signe. Mais une équation d'un degré quelconque ne

jouit pas de toutes les propriétés de l'équation d'un degré

supérieur qui en est une conséquence. On doit donc toujours

bien s'assurer, quand on déduit celle-ci de celle-là, quelles

sont les propriétés de la seconde qui conviennent aussi à la

première. Pour rendre ceci plus clair, donnons un exemple.

Soit Péqualion :

y/T+lc — V\—x— 1 j
on en déduit :



Or la seconde équation est également satisfaite par les deux

V /3• - , tandis que la première n'admet

que la première de ces racines, x = + \ / -. La seconde

valeur de x appartient à une autre équation,

t / l — x — \/\+x= 1,

dont (3) est aussi une conséquence.
Ainsi, je le répète, ce qui est vrai d'une équation ne l'est

pas toujours de l'équation d'un degré inférieur qui en est
une conséquence. D'un autre côté, toutes les propriétés de
l'équation inférieure, étant renfermées dans celle d'un degré
supérieur, la première ne peut jouir de propriétés dont ne
jouisse pas la seconde. C'est pourquoi l'équation (3), n'ad-
mettant pas de racines imaginaires, l'équation (a), dont on
peut la déduire, n'en admet pas non plus.

Quelques mathématiciens pensent, peut-être, qu'il pour-
rait exister des valeurs symboliques autres que les imagi-
naires ordinaires, satisfaisant les équations telles que
-f- y x=z— a. Mais une pareille opinion est complètement
chimérique ; car un symbole n'a de valeur que pour autant
qu'il indique une opération connue Or, pour que l'équation
-f- \/x =: — a y par exemple, puisse êire satisfaite par une
valeur de x , cette quantité doit être telle qu'en lui faisant
subir l'opération inverse de l'élévation au carré, on arrive
à la quantité — a ; condition qu'il est impossible de remplir
aussi longtemps que l'on astreindra le radical à rester posi-
tif -, car la solution x = (— af = a? s'applique à l'équation
— V/x = — a.

Note. Toute cette discussiou rouie sur un mal-entendu.
Le signe plus représente une addition, mais pas toujours une
augmentation. En algèbre, ces deux mots ne sont pas syno-
nymes ; de même que la soustraction algébrique n'est pas sy-
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nonynie à diminution. Ainsi, lorsque le terme -\-x se ren-
contre dans une équation, on ne sait pas d'avance si ce -\-x
produira une augmentation ou une diminution, selon que x
est positif ou négatif ; mais si vous mettez impérativement
la condition que ce terme produise une augmentation, la
question peut devenir impossible, sans que cette impossibi-
lité soit représentée par un symbole imaginaire.

Soit, par exemple. l'équation 2-j-x==i; l'algèbre ré-
pond x = —-1. En effet, 2 + (—0 = * î m a ' s s * v o u s *enez à
ce que x soit positif, à ce que-f x produise une augmentation,
il y a impossibilité logique ; 2 ne peut augmenter de manière
à devenir 1 ; il en est de même dans l'équation proposée

• j .
1/1 -\- x + ^ 1 ~ x = 1 ; l'algèbre répond x—±-Và.

Si l'on exige que-j-J/^—x soit une augmentation, la question
est impossible ; mais si on laisse le sens algébrique, la ques-
tion est possible; car elle répond à celle-ci: 2-f-2l/ /l—x2=l;

et 2 + 2 / ) = 1, solution réelle. Ainsi toute équation a

une racine réelle on imaginaire. Mais si on y ajoute une
condition de plus, en dehors de l'équation, alors elle peut
n'avoir aucune solution possible. L'équation ax = b a tou-
jours une racine ; mais si vous ajoutez que cette racine doit
être un nombre entier, elle peut devenir impossible ; l'ima-
ginarité annonce une impossibilité; mais la réciproque est
fausse. Toute impossibilité ne se résout pas par des imagi-
naires. Trouver deux nombres impairs dont la somme soit
impaire est une impossibilité qu'on ne peut représenter par
le symbole imaginaire. On peut dire, en général, que toutes les
fois qu'une quantité susceptible d'un maximum, positif ou
négatif, est égalée à une quantité qui surpasse ce maximum,
l'analyse indique l'impossibilité par le symbole imaginaire
qui ne répond qu'à <e genre d'impossibilité et pas à d'autres.

Tm.
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RELATIONS D'IDENTITE

et équations fondamentales relatives aux courbes du second

degré.

( V . p. 2 . )

LXI. Théorème de Carnot sur les segments.
THÉORÈME. Soit une ligne de degré m et un polygone de n

côtés tracés dans le même plan -, A,, Aa, A3..., Aw désignant
les sommets consécutifs du polygone. Considérant successive-
ment A,, Aa....A» comme des points ûxes, les sécantes AxAa,
A2A3, A3A4....AnAI formeront chacune m segments, et en
tout mn segments ; relativement aux points fixes An, An_ t,
An_2.... A,, les sécantes AnAn_1? An_iAn_2, An__2An_3.... AgA^
forment mn autres segments -, le produit des mn premiers
segments est égal au produit des mn seconds segments.

DÉMONSTRATION. Par un point quelconque O pris dans le
plan de la ligne, menons n parallèles aux côtés A^ , ,
AaA3.... AnAr du polygone. Ces parallèles formeront chacune
m segments, comptés du poiniO; désignons par(l)le produit
des segments formés par !a parallèle à A,Aa ou A2AX; par (2)
le produit dis segments formés par la parallèle à AaA3 ou A3 Aa

et ainsi de suite ; représentons de même par 1,2 le produit des
segments formés par la sécante A,A2, comptés du point A, et
par 2,1 le produit des segments formés par la même sécante,
mais comptes a partir de A2 et ainsi des autres.

Le théorème de Newton donne ( t. I I I , p. 310) :

1̂ 2 _ {i) 2^3 _ (2) m 3 ^ _ (3) _ ; v l _ _ [n)
i,n («) ' 2 , i ~ [ l ) î 3,2 ~" (2) " " n,n—\ ~ {n— 1) '
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multipliant ces équations ensemble , membre en membre,
on obtient

,2x...rc,rc-- 1C.Q.F.D.

Observation. Carnot énonce cette propriété seulement pour
le triangle (Géom. de position, p. 289), mais il est évident
que sa démonstration est applicable à un polygone quelconque 5
et l'on voit que ce théorème général est un corollaire immé-
diat du théorème de Newton. Les segments doivent toujours
être pris dans les sens analytique (t.. I I I , p. 512, observ. 1).

LXYII.LEMME. Soit Ay+Bxy+Cx*+Dy+Ex + F=Q;
(1) l'équation d'une conique passant par quatre points dont
les coordonnées sont connues 5 substituant dans cette équation
successivement les valeurs données des coordonnées , on ob-
tient quatre équations du premier degré ; d'où Ton tire

JV/> p1 & • • s o n t des fonctions algébriques connues des
coordonnées des quatre points; ainsi l'équation(1) prend cette
forme y[x,y) + F^(jt, y) = 0 (1), <p et ty sont des fonctions du
second de^ré à coefficients connus ; soient encore deux autres
coniques passant parles quatre mêmes points ; elles auront
pour équation

*x,y) + FifcOr,̂ ) = 0 ; (2j ot ?(jr,jr) + F'^^y) = 0 ; (3)
ou peut toujours trouver deux nombres X et X' tels que
F"=>F + X'F; A + V = I ; donc (3)=A(l)-f-Xf(o) = o, ou
bien (1)+ K2) = (3U t e ^ e e s t ia relation qui existe entre les
trois équations de trois coniques passant par les quatre
mêmes points.

LXVIII. Involution de Desargues.

Soient
Ay* + Kxy + Gra-f Dr + Ex -f F — 0 ;

•;- C V - f D " / + E".r + F"= 0 ;
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les équations de trois coniques passant par les quatre mêmes
points.

On a donc, d'après le lemme précédent :

A" = A + «Ar; Br '=ï5 + (xB'- C"== C + fxC\ etc.,

faisantjr=O dans les trois équations, il vient :

Cx* + Ex + F = C(x— r) (* — *);
CV + E'x + F = G(x — r) (x — s1) ;
C'V + ~E"x + F" = C"(* - r") {x — s") ; „

d'où
O"-f Er"+ F + P(CV'a + EV + P) = 0 ,
Cs" -f Es" +F + {*.(€'s"* + EV ' + F') = 0 ,

éliminant [x et considérant que Cr"24-Er"+EmC(r"—r)(r" 5}

et ainsi des autres trinômes, il vient

( j-

Soient 4,Af les points d'intersection de la première conique
avec l'axe des x ; E,B' de la seconde conique ; C,C ceux de la
troisième conique avec le même axe. L'équatiou (1) interprétée
géométriquement donne

CA . CA'. CB . CT/ = CB . CB'. C'A . C'A' (2) ;

désignons A et A', B et B', C et G sous les noms de premier,
deuxième et troisième groupe de points conjugués. Alors l'é-
quation 12) peut s'énoncer ainsi*, le produit des distances de C
aux points du premier groupe, par Je produit des distances
de C aux points du deuxième groupe, est égal au produit des
distances de C aux points du deuxième groupe par le pro-
duit des distances de C aux points du premier groupe. 11
est évident qu'on peut les grouper dans tel ordre qu'on veut;
on a donc encore ces deux équations :

HA . BA'. B'C . B'C'= BC . BC . B'A . B;A' (2),
AB . AB'. ArC . A'Cf= A'B. \'B'. AC . AC (3) ;
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Tune de ces équations entre six points en enveloppe deux
autres ; c'est ce qui a porté Desargues à dire que ces points
sont en involution, et de là , le théorème suivant qui porte le
nom de son inventeur :

Théorème de 'Desargues. Lorsque trois coniques passent
par les quatre mêmes points, une sécante les coupe en six
points qui sont en involulion.

Observation I. Le théorème subsiste même lorsque [des
points deviennent imaginaires, et pourvu que Ton ait la
relation :

Observation II. En multipliant les équations (1), (2), (3),
deux à deux, on en déduit ces quatre équations :

AB'. BC. CA'== AC . CB'. BA' (4),
AB'. BC . CA'= AC . CB'. BA' (5),
AB . BC. CA' = AC. CB . B'A'(6),.
AB . BC . C'A' = AC . C'B. BA'(7),

qui expriment des relations entre trois segments.
Observation III. Si la sécante devient tangente à l'une des

courbes, par exemple à la première conique : alors

CA = CA', C'A = C'A', AB = A'B, AB'=A'B'j

on obtient les sept équations relatives à Finvolution des cinq
points A,B,B',C,C; le point A est dit double.

Observation IV. Si C est à l'infini, l'équation (1) se réduit à

CA.CA'^CB.CB'.

Alors le produit des distances du point C aux points du
groupe A,A' est égal au produit des distances du même point
C aux points du groupe B,B'.

Observation V. On a l'identité :

C(.r — r) (JC—S) + [LG(X — r) (x — s') = W(x — r") {x—s") ;

ANN. DE MATHÉM. IV 36



— 530 —

donc
C/v + pLC'rV =s C W = (C + fiG'jrV' ;

si l'origine O est telle que Ton ait rs=r's'y on aura aussi

r $ = r V ; c'est ce point O que M. Chasles désigne sous le nom

de point central des trois groupes en involution, et lorsqu'il

existe un tel point, les six points sont en involution. (Histoire

des méthodes, p. 312.)

ObservationVI. Si le point O est tel que l'on ait r+s=r+s',
on aura aussi r+s=r'f + s''.

Observation VII. Il est facile d'étendre le théorème d'in-

volution à trois lignes quelconques, passant par w points et dé-
mlm — 1)

terminées complètement par raa-j- 1 points. On a

systèmes d'involution de 3m points. Tm.

P R O P R I É T É DU Q U A D R I L A T E R E

situé dans le plan d'une conique.

I. Définition. Un triangle étant situé dans le plan d'une

conique, les trois droites conjuguées aux trois côtés et pas-

sant respectivement par les sommets opposés, se rencontrent

en un même point ( Voir p. 432). Dans ce qui suit, nous dé-

signons ce point sous le nom de point de rencontre,

II. THÉORÈME. Un quadrilatère étant tracé dans le plan

d'une conique, si on prolonge suffisamment les côtés oppo-

sés, on obtient quatre triangles. Dans chaque triangle, il y a un

point de rencontre. Les quatre points de rencontre sont sur

une même droite.

Démonstration. Soit BCC'B' le quadrilatère ; A le point

«l'intersection des côtés opposés BBf, CC. Prenons ABB' pour
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axe des x et ACC pour axe des y. Soit AB = a ; AB' = a' ;

AC = b -, AC = 6' ; l'équation de la conique est à six termes.

Dans le triangle ABC, l'on a :

2Ay - f Bx = aB (1), conjugué de AC passant par B,

By - f 2Gr = bB (2), de AB C.

Dans le triangle A B C , l'on a :

2Ay + Bx = a'B (3), conjugué de ACf passant par B',

By + 2Cx = ù'B (i), de AB' C.

Soit M le point d'intersection des côtés opposés BC , B'C ;
on trouve, d'après l'équation (5) (t. I , p. 495), dans le
triangle BMB'.

b (2\y -4- Bx) — a (By - f 2Gr) = ba]B — 2aa'G (A),

équation de la droite conjuguée à BM et passant par B';

b'{2Ay + Bx) — d(By + 2Cx) =r Z/̂ B — 2aa'C (B),

équation de la droite conjuguée à B'M et passant par B ;

d'où l'on tire:
B(W'-^? + 2 7 ' C ^ - \ (5)

CL (j •""-*"

Les droites (1), (3), (5) sont parallèles; de même les

droites (2), (4), (6).

Désignant par/ , , / 2 , f^fn/m/e les quantités toutes con-

nues dans les six équations ; pour que les trois points d'inter-

section des droites (1) et (2), (3) et (4), (5) et (6) soient sur une

même droite, on doit avoir la relation :

or cette relation existe, et les trois points d'intersection sont

les trois points de rencontre des triangles BAC, B'AC, BMBr ;



- 532 —

donc ces trois points sont en ligne droite; donc aussi les
quatre points de rencontre des quatre triangles BAC, B'AC,
BMB', CMC sont en ligne droite. C. Q. F. D.

Corollaire. Lorsque la conique est un cercle, le point de
rencontre est le point de rencontre des trois hauteurs du
triangle. On a ainsi la solution de la question 101 (p. 370),
telle qu'elle a été proposée, pour ce cas particulier, par
M. Hcincn ( Crclle, t. III , p. 285, 1828). Cène sont laque
des vérifications, en attendant une démonstration directe.

III. On peut parvenir aux mêmes résultats d'une manière
plus simple, sans recourir à l'équation de condition de la
page 463. Soient x, y les coordonnées du point d'intersec-
tion de (1) et de (2) ; . r " , y les coordonnées du point d'inter-
section de (3) et (4) ; on obtient :

, _ B (bB ~- 2aC) ^ _ BfoB—26A)
m ' *' m •

„ B(Z/B — 2«'G) „ B(a'B — 2£'A)
x ,— : •- • y = .

ni m

La droite qui passe par ces deux points a pour équation :

(a—a!) (By + 2C.r) + (b~b') (SAjr + Bjr) = B[ab'—alb). (7)

On parvient à cette môme équation en soustrayant membre

à membre l'équation (A) de (B). Ainsi l'intersection de (A) et

(B) est sur la droite donnée par l'équation (7). C. Q. F. D.
IV. Pour que la droite des rencontres devienne un dia-

mètre delà conique , il faut que l'équation (7) soit satisfaite
k K .

oar x = — ; r - = — ; donc on a pour condition •.v mm
{a1— a) E +• (V— b) U == B (ab1— aib).

V. ab'— ab = a (b'— b) — b (a1— a) ; ainsi les points B et
C restant fixes, si Cr et B' se meuvent de manière que le rap-

p0 r t __H_! = __-, reste constant, la droite des points der a — a BB
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rencontre reste ûxe. On sait qu'alors l'enveloppe de la droite
mobile B'C est une parabole (t. I I I , p. 183).

VI. Construisant les parallélogrammes CABA', CAB'A",
la droite qui passe par les sommets A', A" a pour équation :

y [a — a!) -f x (b'-~ b) = ab1— àb ;

les intersections de cette droite avec les axes donnent les va-
, _ a b — ab' a'b — ab'
leurs de — et de —-——.

a — a U—b

VIT. Si la conique est une hyperbole dont les asymptotes
sont parallèles aux axes, alors A. = C— 0 , et l'équation de
]a droite des points de rencontre devient :

y {a— a') -\- x (b — b') = ab'— a'b.

VIII. Si les axes sont conjugués, B = 0 ; dans ce cas, la
droite de rencontre passe par l'origine ; elle y passe encore
lorsque BC est parallèle à B'C et que le quadrilatère devient
un trapèze ; car on a ab'— a'b = 0.

IX. Il existe une démonstration géométrique du théorème,
fondée sur les propriétés de l'hexagone à côtés opposés pa-
rallèles. (Creîle, t. V, p. 163 , 1830, par Aubert.) Tm.

SUR UNE CERTAINE DECOMPOSITION

d'expressions fractionnaires contenant plusieurs variables.

D'après M. Jacobi. ( Crelle, t. V, p. 344. 1830. )

Nous allons donner une idée succincte de cet exercice al-
gébrique •(exercitatio algebraica) que l'illustre analyste a
écrit en latin.
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# ab'—a'b
I- Soit - —•—— une fraction algébrique;

(ax + by) (b'y + a'x) 6 4

, ., . #&'—a'b
qu on développe —, suivant les puissances décrois-

ax -f- by
santés de a ou , ce qui revient au même, de x ; et ensuite

77—-—p- suivant les puissances décroissantes de b1 ou de>,
b'y -f- ax •

et qu'on multiplie les deux produits, on obtient trois sortes de

termes : 1° les exposants de x et de y sont négatifs simulta-

nément ; 2° l'exposant de x est négatif et celui de y positif ;

3° celui de x est positif et celui de,r négatif. Il n'y a aucun

terme où x et y soient positifs simultanément : or, on peut

décomposer cette fraction en trois autres telles que chacune,

étant développée de la même manière que la fraction propo-

sée , donne respectivement les (rois sortes de termes et avec

des coefficients finis ; de sorte qu'on obtient ainsi la somma-

tion de séries infinies. £n effet, l'on a les identités .-
ab'— a'b a 1 a' 1

{ax + by) (b'y -f a!x) ~~y ' ax -j-by y ' b'y -f- a x '

a \ 1 1 b
y ax-\- by xy x ax -f- by '

d'où
ab'—ab 1 1 b 1 a!

(ax + by) {b'y-\- ax) a y x ax -\-by y' b'y-\- ax

Ce sont là les trois fractions -, désignant la première par L,

la seconde par L,, et la troisième par La, si on développe

chacune suivant les puissances décroissantes de a et b\ L

donne les tonnes de la première espèce, L, de la seconde, et

La de la troisième espèce.

ab'—a'b ,
II. Soit —r-,—;—; 7 ou t et t sont de&

{ax -j- by — 0 (by -\-a x — t')

constantes,



- 535 -

Soient/? et q les valeurs de x et y, qui annulent les fac-
teurs du dénominateur ; de sorte qu'on a •.

b't — bt' at' — dt
ab1—db^ ab'—db*

remplaçant x et y dans les trois fractions, par x—p et
y — q , il vient :

ab'— db ab'— db
J ~ {ab'-r- db) x — b't + bt' ' (db — ab')y — at'-\- dt '

__ ab'-db __ b
J' ~~ ~ {ab'— db) x — b't + bt' ' a

ab'— db
{ab'— db)y — at-\- dt ' b'y + dx—t! '

Développant l'équation (2) d'après les puissances décrois-
santes de a et b\ le premier membre donne les trois sortes de
termes avec des coefficients en séries infinies ; le second
membre donne, savoir . 1° L les termes où les exposants de
œ et y sont négatifs ; 2° Lt ceux où x a un exposant négatif
et y positif; 3° La ceux où l'exposant de x est positif et celui
dey négatif, et avec des coefficients en nombre fini de termes.

L'auteur étend ces théorèmes à un nombre quelconque de
facteurs linéaires élevés à des puissances quelconques, et
s'appuie sur les propriétés de la déterminante, nom qu'on a
donné à la fonction cramérienne ou au dénominateur des
inconnues dans les équations du premier degré, qui occupe
une place si importante dans toutes les branches de l'analyse,
et qu'en France aucun élève, même parmi les plus forts, ne
sait former : on ne l'enseigne pas. Les fonctions génératrices
de Laplace mènent aussi aux résultats obtenus dans ce mé-
moire , si digne 7 comme tout ce qui vient de cette source ,
d'êlre bien médité.
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THÉORÈMES POSTHUMES LABEL,

( Crel le , l. Y, p . 336. )

1.

Si une équation du cinquième degré, dont les coefficients
sont des nombres rationnels, est résoluble algébriquement,
ses racines peuvent être mises sous la forme suivante :

i 2. 1 ± i 2 — 1

x — c -\- Afl^.'fl/flj5 -f- A, . a^a^a^a' -j-

-f- Aa . aj'a^'a'a^ -\- A3 . a3
5a at'a^ ,

ai = m-n(\ + eY ~ b\\ + ea+ (1 + e1)7J\

Les quantités c, b, e,m,n, k, k\ k\ k'" sont des nom
bres rationnels.

Toutefois l'équation A* -\- ax~\- h = 0 ne peut se résoudre
de cette manière, lorsque a et b sont des quantités quel-
conques.

n J'ai des théorèmes analogues pour les équations des 7%
11e, 13e, etc. degrés. « Frejberg (dans le Hartz), 14 mars
1826 (traduit de l'allemand).



II.

Soient x^x^x^ xn des quantités inconnues quel-
conques et y{jL\,jct xn) une fonction entière de ces
quantités du degré m, m étant un nombre premier quel-
conque : si Ton suppose entre xt1 x^ xn les n équations
suivantes :

<p (xt, X\ .... XJ = 0 ; O (jf3 , X3 JTn, .T,) = 0 ,

on en pourra généralement éliminer n— 1 quantités, et une
quelconque x sera déterminée à l'aide d'une équation du
degré mn. Il est clair que le premier membre de cette équa-
tion sera divisible par <p (x, x , x x) qui est du degré m.

On aura donc une équation en x du degré mn— m.
Cela posé, je dis que cette équation sera décomposable en

équations, chacune du degré n et dont les coeffi-

cients seront déterminés à l'aide d'une équation du degré
mn— ni

. En supposant connues les racines de cette équa-

tion , les équations du degré n seront résolubles algébrique-

ment.

Par exemple, si l'on suppose n = 2, m = 3 , on aura une
équation en x du degré 3*—3 = 6. Cette équation du sixième
degré sera résoluble algébriquement, car, en vertu du théo-
rème , on pourra la décomposer en trois équations du second
degré.

Pareillement, si l'on cherche les valeurs inégales de xx,
JC2 , x3 propres à satisfaire aux équations

a -f- bxx-\- ex? a + bx^ cxj a + b x3+cx3
2

on aura, pour déterminer x}, ,r,, r3 une équation du sixième
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degré, mais décomposable en deux équations du troisième

degré, les coefficients de ces équations étant déterminés par

une équation du second degré.

III.

Si trois racines d'une équation quelconque irréductible,

dont le degré est un nombre premier, sont liées entre elles

de sorte que Tune de ces racines peut être exprimée ration-

nellement par les deux autres, l'équation en question sera

toujours résoluble à l'aide de radicaux.

IV.

Si deux racines d'une équation irréductible, dont le degré

est un nombre premier, ont entre elles un rapport tel, qu'on

peut exprimer une des deux racines rationnellement par

l'autre, cette équation sera toujoi^rs résoluble à l'aide de

radicaux.
( Les trois derniers théorèmes sont en français et datés de

Christiania, le 18 octobre 1828.)

V.

Une propriété générale de toutes les fonctions dont la dif-

férentielle est algébrique consiste en ce que la somme d'un

nombre quelconque de ces fonctions peut s'exprimer par un

nombre déterminé des mêmes fonctions , savoir :

?(•*.) + ? te) + ? te) + + ? (*&=

xt, xa xn sont des quantités quelconques ; zM, z2, zn sont

des fonctions algébriques de ces quantités, et v est une fonc-

tion algébro-logarithmique ; n est un nombre déterminé dé-

pendant de \L ; par exemple, si <p est une fonction algébrique,

alors, comme l'on sait, rc •= 1. ( Voir Legendre, Théorie des

fonctions elliptiques.)

Mais lorsque la fonction n'est pas elliptique, on n'en con-

naît aucune propriété.
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Je transcris le cas suivant, comme un des plus remar-

quables :

r
J [[a-\- axx -f- ajcx - j - a^x* -\~ aAx*

alors vW+ifâ + iW^C — Wri + iM], (1)

où .r,, «r2, x3 sont trois grandeurs variables arbitraires, C

une constante, et yx, y% les deux racines de l'équation :

— l — i — .zv— jca— i 3

V 2 c , ~ a5 J

Les quantités c, ct, ca sont déterminées par ces trois équa-

tions linéaires :

On obtient les deux autres équations en changeant succes-

sivement x1 en xa et en xv

Toute la théorie de la fonction cp (.r) est donnée par l'équa-

tion (1), parce qu'on peut démontrer que la propriété qu'elle

exprime détermine complètement cette fonction. ( Paris, le

9 août 1826) (traduit de l'allemand).

VI.

Lorsqu'on construit la courbe AMBN dont l'équation est

s = \/cos2<p ou z = AM et y = < M A B , alors l'arc AM

de cette courbe est donné par l'expression suivante :

, et dépend ainsi des fonctions elliptiques.

J'ai trouvé qu'on peut toujours diviser le périmètre de la

courbe géométriquement (par la règle et le compas) en n

parties égales, lorsque n est un nombre premier de la forme

2 m + 1 ou lorsqu'on a :
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ou 2 ™ + l ,

sont des nombres premiers.
Ce théorème est le même que celui de Gauss pour le cercle.

J'ai été amené à ce théorème par ma théorie des équations
combinée avec la théorie des nombres. J'ai lieu de croire que
Gauss y est aussi parvenu.

Paris , 4 décembre 1826 ( traduit de l'allemand ).

Note. Il s'agit ici de la lemniscate de Bernoulli ; l'hyper-
bole équilatère est, parmi les hyperboles , ce que le cercle
est parmi les ellipses ; la circonférence est une lemniscate à
elle-même • de sorte que les deux lemniscates , circulaire et
hyperbolique, jouissent de la même propriété. Il serait fort
intéressant de connaître les propriétés de lemniscates prove-
nant des courbes données par l'équation / n ± x m = flm.
M. Serret, dans un mémoire extrêmement remarquable,
en généralisant une certaine propriété, non encore signalée,
de la lernniscate, vient de trouver une foule de courbes algé-
briques, dont la muitisection peut s'opérer algébriquement.
(Liouville, X, p. 257, 1845. ) Tm.

VU.

J'ai trouvé la somme de la série suivante :
3 a5

a . a .
a + 1 ' ' 1 + a* i

( a et y sont des quantités réelles quelconques ) et d'autres
séries analogues. On peut l'exprimer en fonctions elliptiques.

Christiania , 15 novembre 1827 ( en allemand ).
Il y a encore plusieurs théorèmes très-intéressants sur les

fonctions elliptiques, en français ; mais tous ces théorèmes
sont malheureusement énoncés sans démonstration.



THÉORÈMES

Sur les coniques circonscrites à un quadrilatère ou inscrites ;
de même à un triangle; théorème de M. Steiner.

( Suite, v. p. 491. )

L. [Fig. 51). A' désignant Taire de l'ellipse circonscrite au
triangle ABC, on a

* L . 2 2 bur(pu + qt—pq) .

(t. IX, p. 265) ; soient a,£,7, les perpendiculaires abaissées

du point (*,M) sur les trois côtes B'C, A'C, A'Bf du triangle

A'B'C et a',p',/, les trois perpendiculaires abaissées du même

point sur les trois côtés, BC, AC, AB du triangle ABC.

On a

l ^ M (p. 490);
o l l l j

or, p'=f siny, y'=Msinv, et ^7'+</pr+ra'=/>^sinY, ou r
est la longueur du côté BC ; d'où

substituant les valeurs dans A'3, on obtient

expression élégante qu'on doit à M. Steiner.

COROLLAIRE I. On a AA'=27i2Ra^y ; désignons par An A/,
les aires des ellipses inscrites et circonscrites au triangle A'B'C



et ayant toujours même centre (/,H). R devient —, et «',£',7'

se changent en «,p,7 ; donc

COROLLAIRE II. Par les sommets A,B, C, concevons des

droites respectivement parallèles aux côtés BC, AC, AB du

triangle ABC ; on aura un nouveau triangle DEF, dans le-

quel , si nous inscrivons du même centre (*,«) une ellipse

dont Taire soit A,, on aura, d'après le corollaire précédent

mais d'après le théorème d'Euler, lorsqu'un triangle est à la

fois inscrit dans une conique et circonscrit à une autre co-

nique, il y a une inûnité d'autres triangles à chacun des-

quels, les mêmes coniques sont, l'une inscrite et l'autre cir-

conscrite ; à chacun de ces triangles correspond un triangle

DEF ; ainsi les ellipses inscrites dans ces derniers triangles

et du même centre ont toutes la même aire.

Ces deux beaux corollaires sont aussi de M. Steiner.

LI. (Fig. 51.)THÉORÊME. Parmi toutes les coniques inscrites

dans un triangle ABC et ayant leurs centres sur une droite

donnée, il y en a deux dont le produit des axes principaux

est un maximum. Le point I de moyenne distance des centres

E et E' de ces deux coniques est le même que le centre de

moyenne distance des trois, points d'intersection de la droite

flxe avec les trois côtés A'B', B C , C'A' du triangle A'B'C,

passant par les milieux A\Br,C des côtés BC,AC,AB; dé-

signant ces trois points respectivement par c,#,6, on a

JE' = IE" = - (la>+ W + le2).
6

Démonstration. Le lieu du centre d'une conique inscrite

au triangle ABC et dont le produit des axes principaux est

donné, est représenté par l'équation



t—pq) = c (V. p. 491) ; (1)

les t^u se comptent sur les côtés AB, AC de sorte que

sont les équations des côtés AC, A'B',B'C du triangle A'B'C ;
faisons/? = 2//, ^==2^', et changeant de coordonnées, on a
en général

t=^a -\-bx-\-cy, u= a! -\- b'x -f- c'y ;

prenant la droite fixe sur laquelle se trouvent les centres E
et F , pour axe des x, et pour origine le point «, ou cette
droile coupe le côté B'C ; soient x',x" les abscisses des points
b',c' d'intersection de celle même droite avec les côtés
A'C',ArB', de sorte qu'on a

les équations des côtés A'C',A/B' deviennent

a!-\-Ux-\-cy — ^ ' = 0 , a-\-bx -\-cy—p' = 0;

faisant y = 0, on a

'a1 p—a ad
=-JT' e t d e l a XX=W

Substituant dans l'équation (1), à la place de u et t leurs va-
leurs, on a l'équation du lieu rapporté aux nouveaux axes;
le premier membre de la nouvelle équation doit devenir un
maximum lorsque y—0 ; il suffit de substituer a-\-bxpour t
et a-{-b'x pour a, et on obtient pour ce premier membre :

{a>+b'x-q)(a + bx--p)[x{b'p'+bq')+p'a'+q'a--p'q']f

il suffit donc de rendre au maximum le produit

x{a-\-bx— p')(d+bfx — q') =
= bb'x6— x\b(q'— a!) + V{p'— a)] + aa'x =

= bb'[x* - x\x' + x") -f xxrx" ;

pour que ce produit soit au maximum Ton doit avoir :

3.ra — 2x(x' + x") + x'xv = 0 ;



d'où

Telles sont les abscisses cherchées des centres E et E'; le

point I , milieu de EE a pour abscisse -{X'-\-JC'!), qui est
o

aussi le point de moyenne distance des trois points a,b,c;

on a

I F = ï E 2 = - (x" — x'x1 ' - f x"2) ;

or

donc

\b = t (x" — 2x'), de même le = - (x1 — 2x") ;
. »î 3

donc

JEa== 1 ( L z 2 + l £ a + I c 2 ) . C . Q . F . D .
6

Observation. Supposons que le centre parcoure la droite

Gxe dans la direction abc et qu'il vienne de l'infini; à ce

point de départ, la conique est une parabole et le produit des

axes principaux est infini -, tant que le centre reste dans

le triangle formé par les prolongements de AfB', A'Ç', la co-

nique est une hyperbole, et le produit des axes va sans cesse

en diminuant; parvenu en a sur B'C, le produit est nul ;

pénétrant dans l'intérieur du triangle, la conique devient une

ellipse; arrivé en b sur A'C, ce produit est derechef nul ;

ainsi entre a et b, il y a un produit maximum, répondant à

une- ellipse ; tant que le centre reste dans l'angle formé par C'A'

et le prolongement de B'A', laconique est une hyperbole et en

c sur A'B' le produit est une troisième fois nul ; donc entre b

et c il y a un produit maximum répondant à une hyperbole ;

le centre entraut dans l'angle opposé à C'A'B', la conique

devient et reste constamment une ellipse ; le produit des axes
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va sans cesse croissant, et à l'infini, l'ellipse devenant une pa-

rabole , le produit des axes est encore infini.

Faisant

on aura pour le produit des carrés des demi-axes principaux,

correspondant au maximum, l'expression

LU. THÉORÈME. Parmi toutes les coniques inscrites à un

quadrilatère, il y en a deux dont le produit des axes princi-

paux est un maximum ; les centres sont sur la droite qui

joint les milieux des diagonales et leurs positions sont déter-

minées par le théorème précédent.

Démonstration. C'est une conséquence immédiate du théo-

rème de Newton sur les coniques inscrites aux quadrilatères

et du théorème précédent.

Observation. Ce théorème important qui donne la solution

d'un problème qui a résisté aux efforts d'un JEuler et d'un

Gauss est une des plus belles inventions de M. Steiner, qui a

énoncé le théorème précédent, sans démonstration.

Corollaire. Dans le quadrilatère, on peut choisir trois côtés

quelconques ; il y a donc quatre moyens de construction qui

doivent amener au même résultat ; ce qui donne de nouvelles

propriétés géométriques du quadrilatère. Nous remarquerons,

par occasion, que le théorème de Newton donne cette belle

propriété du pentagone. Si Ton en supprime un côté quel-

conque, il reste un quadrilatère ; qu'on mène la transversale,

passant par les milieux des diagonales du quadrilatère; les cinq

transversales qu'on obtient de cette manière passent par le

même point, qui n'est autre que le centre de la conique in-

scrite au pentagone. Nous recommandons, comme utile

exercice, de démontrer celle propriété, directement. Tm.

A NX. 1>E M A T H É M . I V . à l
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BIOGRAPHIE.

(Extrait de la Biographie universe l le , t. L X X I , p. 175, 1842 (article d e
M.ParisotM*)

LEGENDRE ( Adrien-Marie ) ,

Né à Toulouse en 1752 (**)} envoyé de bonne heure à Paris,

il termina au collège Mazarin ses études classiques, et il lui

resta toujours un goût prononcé pour la littérature des an-

ciens j et une rare vénération pour leur génie scientifique.

Mais il se livra avec prédilection à l'étude spéciale des ma-

thématiques , sous la direction de l'abbé Marie, célèbre pro-

fesseur (***) ; vers 1775, il obtint, à la recommandation de

d'Alembert, une chaire de mathématiques à l'école militaire

de Paris : Euler devint l'objet de ses méditations assidues,

et Ton peut dire qu'il savait par cœur les ouvrages de

cet analyste sans égal. En 1783, il devint membre de l'Aca-

démie des sciences, et en 1787 il fut chargé, conjointement

avecMéchain et Gassini, de procéder , pour la France, à la

réunion trigouoméirique des observatoires de Paris et de

Greenwich; en 1795, il fut nommé membre de l'agence

temporaire des poids et mesures, et y resta jusqu'en 1805,

où cette agence fut réunie au ministère de l'intérieur. Lors

de la création de l'Université, il fut nommé conseiller hono-

raire à vie, et meinbre de la commission d'instruction pu-

(*) Sous-chef à la section historique des archives de la marine, mort en no-
vembre 1840, âgé de cinquante-sept ans.

(*") Un homme digne de foi, géomètre distingué, m'a assuré que cette nais-
sance présente des circonstances analogues à celle de d'Alerabert. Tm.

("") Marie ( Joseph-François), né à Rhodez, le 25 novembre 1738, successeur
de Lacaille au collège Mazarin , auteur d'une bonne Mécanique, mort à Varso-
vie le 25 janvier I8oi.
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blique. Déjà, il était membre du bureau des longitudes, et

examinateur de sortie à l'Ecole polytechnique. La restaura-

tion ne lui laissa que ces deux dernières places. « Du reste,

Legendre était très-peu ambitieux, et tmuvait satisfaisante

une position de fortune peut-être un peu au-dessous de son

mérite. » Une survécut pas longtemps à la dernière révision

de ses immenses travaux ; il mourut le 10 janvier 1833.

Liste de ses ouvrages.

I. Eléments de géométrie, Paris, 1794 , in-8, douzième édi-

tion , 1823, et depuis un très-grand nombre de tirages ; les

premières éditions ne comprennent pas la trigonométrie.

Voici comment M. Parisot s'exprime sur cet ouvrage en

deux endroits différents : « Ce dernier ouvrage, bien qu'il

n'ait jamais été un titre pour un mathématicien tel que

Legendre, doit pourtant être nommé ici, parce qu'il contri-

bua certainement plus que tout le reste à populariser son

nom en France, et aussi, peut-être, afin de rappeler aux

savants d'ordre supérieur que véritablement il ne faut pas

toujours dédaigner de descendre à ce qu'on appelle des ou-

vrages de compilation : par eux aussi on peut rendre des

services éminents , on peut joindre à la gloire des droits la

gloire des faits. D'ailleurs il n'est pas donné à tous de dispo-

ser avec méthode, d'exposer avec élégance les premiers

principes, qu'on trouve si simples quand on sait, et qui res-

tent rebutants ou incompris pour presque tous ceux qui

commencent, » p. 177, et plus loin, p. 178, 179 • «Comme

il n'est personne qui n'ait vu , nous dirions presque qui n'ait

étudié cet ouvrage, qui fut classique dès l'origine, il serait

superflu d'en parler. D'ailleurs il est tout à fait élémentaire,

et quelque élégantes que puissent être sa disposition, sa

rédaction, pour un homme tel que Legendre, ce n'est point

là un titre. Il faut dire aussi que, trop préoccupé d'Euclide,
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et cédant à son insu à une manie fréquente alors, de prendre

les manières des Grecs et des Romains (*), Legendre eut

tort de garder l'ancienne et vicieuse définition de l'angle,

et de ne pas adopter la théorie des parallèles de Bertrand.

Du reste il a été véritablement neuf dans une partie de son

volume : c'est en considérant pour la première fois l'égalité

par symétrie des aires courbes et des volumes. Quelque»

belles propositions de M. Cauchy l'aidèrent à la détermina-

lion rigoureuse de cette égalité. Les Eléments de Legendre

ont été iraduits dans les principales langues de l'Europe.

Ils Font même été en arabe , à l'usage des écoles créées par

le pacha d'Egypte, et nos anciens maîtres d'algèbre sont

venus apprendre de nous leur géométrie oubliée. En France

môme, la vogue des éléments de géométrie est un peu passée

à présent; des géométries élémentaires plus hautes, parce

qu'en général on a plus l'habitude de Yatmosphère mathéma-

tique , ont pris la première place. D'ailleurs, au temps même

de la splendeur de Legendre, le Bezout de Reynaud et la

géométrie étaient encore plus usuels que ses Eléments. La

différence de prix n'en était pas la seule cause.» Nous croyons

devoir consigner ici quelques observations. L'auteur de l'ar-

ticle nous apprend lui-même qu'il a puisé dans une notice

qu'on doit à M. Maurice de Genève, un des plus savants

disciples de l'illustre compatriote de Fermât. En effet, on lit

dans cette notice, que M. Parisot reproduit presque littéra-

lement . « On peut pourtant regretter que dans le corps

même de son livre, M. Legendre ait tenu à conserver l'an-

tique et vicieuse définition de l'angle donnée par Euclide ; et

qu'en n'adoptant pas, comme on commence partout à le

faire, celle qu'on doit à Bertrand , il ait laissé imparfaite la

(") Celte manie vaut au moins celle qui est si fréquente aujourd'hui de prendre
les manières des barbares du moyen âge. Trn.
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théorie des parallèles par les simples éléments. » {Bibl.univ.

de Genève, sect. Sciences , t. LII, p. 65. 1833. ) Or, quelle

est la définition d'Euclide? « Un angle plau est l'inclinaison

de deux droites, qui se rencoutrent sans former une seule

ligne droite. » C'est la huitième déûnition du premier livre.

Loin d'être vicieuse, celte défîuition est l'expression claire de

la notion intime que nous avons de l'angle. Car, selon une

observation de Kant, consignée dans la critique de la raison

pure, l'idée du mouvement est antérieure dans l'intelligence

à celle de l'espace. En effet, pour nous représenter une ligne,

le rayon visuel la décrit, soit en réalité, soit mentalement,

en se mouvant d'une extrémité à l'autre extrémité de la ligne.

Le sentiment intime et indéfinissable de la direction, insépa-

rable de l'idée du mouvement, est figurée extérieurement

par la droite, forme indéfinissable, parce qu'on ne définit pas

des notions premières, de môme qu'on ne démontre pas les

principes premiers ; car, pour ces définitions, pour ces dé-

monstrations , il faudrait employer des mots, s'appuyer sur

des principes antérieurs aux mots et aux principes premiers,

entreprise absurde ; l'identité de direction, jointe à la diffé-

rence de position , constitue le parallélisme et est aussi une

notion première qu'Euclide a placée avec raison , et avec sa

bonne foi ordinaire, parmi les axiomes, axiome qui se résume

dans cet énoncé : par le même point ne passe qu'une droite

ayant même direction qu'une autre droite ; ou autrement, par

le même point, on ne peut mener qu'une parallèle à une

droite ; les efforts qu'on fera, pour établir la théorie sur un

principe plus simple, resteront, je le crains, éternellement

des efforts stériles. Entre autres, on peut appliquer à l'essai

de Bertrand les paroles que Montaigne adre:»se aux métaphy-

siciens : pour rriôter un doute, vous m'en donnez trois. Vous

exigez que je rejette comme vicieuse la définition si conscien-

douse de l'angle , portant sur la diversité de direction, mais
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que par contre j'admette, comme chose excellente, que

Tanglc est une surface infiniment grande du second ordre,

au regard de laquelle disparaît, comme rien du tout, la sur-

face infiniment grande du premier ordre, bornée par deux

droites parallèles ï Car, en écartant les paralogismes, les faux-

fuyants , les illusoires constructions qui servent de plâtrage,

le fond de la théorie n'est que la hiérarchie infinitésimale

leibnitzienne, transportée aux abords de la géométrie. Telle

elle a été développée, sans aucun déguisement, par Legendre

lui-même, dans un mémoire posthume inséré dans les Mém.

de TAcad. des sciences (t. X). Tout en approuvant ce système

hiérarchique, Legendre s'est bien gardé de le faire entrer dans

les Éléments. En effet, le système en lui-même n'est pas faux

Imaginez un rectangle à base constante, à hauteur variable ;

comparez son aire à celle d'un secteur circulaire, à angle

constant et d'un rayon égal à la hauteur du rectangle; cette

hauteur allant en croissant, Taire du rectangle divisée par Taire

correspondante du secteur, va en diminuant et a zéro pour

limite; ce qu'on exprime, par une locution adoptée, en disant

que Taire infinie du rectangle est nulle relativement à Taire

infinie du secteur. Mais ceci repose sur la théorie des aires ;

et avant d'avoir établi la théorie des parallèles, loin de con-

naître Taire du rectangle, on peut même mettre en doute

l'existence, la possibilité d'un rectangle.

Admettez cette possibilité, et tout est démontré. Aussi,

dans la théorie de Bertrand, cette admission est tacitement

accordée ; mais pour la masquer, on enlève un côté au rec-

tangle ; c'est un coffre sans couvercle. Peut-on attacher

aucun sens raisonnable de grandeur, à un espace ouvert non

Ifmité? Aussi, quoique cette théorie ait acquis les suffrages

honorables de géomètres très-distingués, je la crois pour-

tant très vicieuse, d'après le principe admis en géométrie,

qu'il ne faut pas jur&re in verba magistri.
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Voici la liste des ouvrages de Legendre, outre sa Géomé-

trie, parvenue à la 12e édition.

II. Exposé des opérations faites en France en 1787 pour la

jonction des observatoires de Paris et de Greenwich, par

Cassini, Mechain et Legendre, avec la description et l'usage

d'un nouvel instrument propre à donner la mesure des angles

à la précision d'une seconde. Paris, 1 vol. in-4.

III. Exercices de calcul intégral sur divers ordres de trans-

cendantes et sur les quadratures. Paris, 1807, 3 vol. in4°.

IV. Traité des fonctions elliptiques et des intégrales eulé-

riennes, avec des tables pour en faciliter le calcul numérique.

Paris, 1827-1832, 3 vol. in-4°.

V. Théorie des nombres. Paris, 1830, 2 vol. in-4° (lre édi-

tion, 1798 ; 2e édition , 1808 ; 1er supplément, 1816 -, 2e sup-

plément, 1825).

VI. Dix-neuf Mémoires insérés dans les divers recueils des

Mémoires de l'Académie des sciences, et cinq autres Mé-

moires et Dissertations particulières, parmi lesquelles on

trouve la Dissertation sur la question de balistique proposée

par l'Académie des sciences de Prusse pour le prix de 1782.

Berlin , 1782, in-8 (très-rare).

C'est par erreur que l'auteur de l'article compte parmi les

ouvrages de Legendre une brochure ayant pour titre : Nou-

velle Théorie des parallèles avec un appendice contenant la

manière de perfectionner la théorie des parallèles de Le-

gendre. Paris, 1803 ; cette brochure est de M. Kircher, mé-

decin à Mayencc, mort en 1804 ou 1805.

( Biographie universelle, t. LXX1I, p. i , 1843. Article anonyme.)

LIDONNE ( Nicolas-Joseph ) .

Né, le 9 juillet 1757, à Périgueux , professeur de mathé-

matiques avant la révolution : chef de division au ministère de
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la justice en 1793, mort en février 1830. Outre de nombreux

manuscrits sur diverses parties des mathématiques, on a de

lui.- 1° Tables de tous les diviseurs des nombres calculés de-

puis un jusqu'à cent mille, suivies d'une dissertation sur

une question de stéréotomie, extraite de quelques auteurs

du dernier siècle. Paris, 1808, in-8°.

Cette dissertation renferme la description et le calcul des

trois polyèdres semi-réguliers, dits corps d'Jrchimède. Nous

nous proposons d'en parler dans ce journal, comme sujets

d'exercice ; ainsi que des quatre nouveaux polyèdres réguliers

de M. Poinsot. Les tables de Lidonne, quoique fort commo-

des , n'ont plus de valeur depuis que l'on possède les tables des

diviseurs pour les trois premiers millions, publiées par Burck-

hardt (J .-Cb.) en 1817, in-4° (1 ) ; ouvrage si éminemment utile

aux calculateurs ; il donne les diviseurs des nombres depuis

1 jusqu'à 3036000 avec les nombres premiers qui s'y trouvent.

2° Tableau analytique propre à diriger les jeunes gens qui

étudient les mathématiques. Paris, 1828.

QUESTION D'EXAMEN.

Note sur les unités en mécanique.

( V. 525, 7e série. )

I. La difficulté de créer de nouveaux mots, d'introduire de

nouvelles locutions est un des principaux avantages de l'i-

diome français. Ici encore, comme en morale et en poli-

tique , ce qui nous paraît être des entraves sont souvent des

(*) Cet ouvrage, qui coûtait jadis 36 fr., se trouve maintenant au prix de 5 fr.,
chez madame veuve Durand, 23, rue de Lille.
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éléments de force. Si donc je fais usage de nouvelles déno-

minations, ce n'est nullement avec le désir et moins encore

avec l'espoir de les voir adopter . je m'en servirai transitoi-

rement pour éclaircir quelques idées enveloppées ordi-

nairement , chez les étudiants en mécanique, de beaucoup

d'obscurité.

II. Mesurer un objet, c'est chercher le nombre qui ex-

prime combien de fois cet objet contient un autre objet

connu, donné d'avance, et de même nature que l'objet à

mesurer. Cet objet, connu et donné, se nomme unité. Ainsi,

mesure, nombre, unité, homogénéité , sont quatre idées insé-

parables.

III. On rencontre , en mécanique, quatre sortes de quan-

tités : Yêtendue, sous ses trois formes, longueur, aire, vo-

lume ; la masse ; Je temps; la force.

Faisons connaître les unités adoptées pour mesurer ces

quatre quantités.

IV. Unité de longueur. La dix-millionième partie du quart

du méridien qui passe par Paris ; cette unité se nomme

mètre.

Unité de superficie, mètre carré} unité de volume, mètre

cube.

Ainsi, la mesure d'un volume est le nombre qui exprime

combien de fois le volume donné contient de mètres cubes ;

mais ordinairement on se sert de cette locution elliptique ;

on supprime le mot mesure, et Ton dit : le volume est le

nombre qui exprime , etc. Il est essentiel de se rappeler sans

cesse que le mot volume, eu mécanique, désigne un nombre ;

de même pour les aires et pour les longueurs

V. Unité de temps. L'intervalle qui s'écoule entre l'arrivée

d'un méridien terrestre dans une position et son arrivée dans

la position parallèle la plus prochaine, se nomme jour sidé-

ral j cet intervalle est adopté comme une quantité constante.



Le jour est divisé en vingt-quatre heures sidérales ; l'heure

en soixante minutes, et la minute en soixante secondes si-

dérales. C'est cette seconde sidérale qui devrait être l'unité

de temps ; mais les usages de la vie civile ont fait adopter la

seconde, subdivision du jour astronomique moyen. Ainsi y la

mesure du temps est un nombre qui désigne combien de fois

le temps donné contient la seconde (temps moyen), ou ellip-

tiquement , le temps est un nombre, etc.

VI. Unité de masse. On a adopté, pour cette unité, la

masse contenue dans un mètre cube d'eau distillée à la tem-

pérature de quatre degrés centigrades. Nous désignerons

cette unité , à laquelle on n'a pas donné de nom particulier,

sous le nom de molide La mesure d'une masse est donc le

nombre qui exprime combien la masse donnée contient de

molides, ou la niasse est le nombre, etc. Il faut donc ne ja-

mais oublier qu'en mécanique la masse désigne un nombre.

VII. On appelle densité le nombre qui exprime combien

de fois la masse d'un mètre cube d'une substance contient de

molides.

VIII. D'après les § VI et V i l , on voit donc que le nombre

masse est égal au produit des deux nombres, volume et

densité.

IX. Unité de force. Les limites de nos sens et de nos in-

struments nous obligent à distinguer deux espèces de forces.

Les unes produisent, dans un temps inappréciable à nos sens

et à nos instruments, ou autrement dans un instant, une vitesse

finie, mesurable. On les nomme forces impulsives ou instan-

tanées. Les autres ne produisent une vitesse mesurable qu'en

agissant pendant un temps appréciable ; on les nomme forces

compressées ou permanentes T et aussi forces accélératrices,

ou retardatrices , attractives, répulsives , selon leurs divers

modes d'action. Une force instantanée, disparaissant immé-

diatement après son action, la vitesse qu'elle a communiquée
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au corps est mesurable ; une force compressée, disparais-

sant immédiatement, la vitesse communiquée échappe à nos

sens. La mesure de ces deux espèces de forces nécessite deux

espèces d'unités.

X. Unité de force impulsive. C'est la force capable de

donner à un molide, en agissant instantanément, un mètre

de vitesse ; nous désignerons cette unité sous le nom de dy-

namite. La mesure d'une force impulsive est le nombre qui

exprime combien de fois cette force contient de dynamites,

ou combien il faut de dynamites pour faire équilibre à cette

force. Ainsi, en mécanique , la force impulsive désigne un

nombre.

XI. Lorsque deux masses animées de vitesses directement

opposées se font équilibre, on dit que les deux masses sont

animées de forces égales. Cet équilibre a lieu lorsque les

nombres masses sont en rapport inverse des nombres vitesses.

Ainsi, une masse M, animée d'une vitesse V, pourra être

tenue en équilibre par MV dynamites ; la force est donc égale

à MV dynamites, c'est-à-dire la force nombre est égal au pro-

duit des deux nombres, masse et vitesse ; produit qui est

connu sous le nom de quantité de mouvement. Répétons donc

que la quantité de mouvement est un nombre qui marque

combien de dynamites sont contenus dans la force impulsive

qu'on veut mesurer.

XII. Unité de force permanente constante. Une force per-

manente est constante quand elle reste toujours égale à elle-

même. La force permanente constante capable de donner à

un molide, en agissant pendant une seconde, une vitesse

d'un mètre, est l'unité des forces permanentes constantes.

Nous désignerons cette unité par le nom de dynamide. Ainsi

une force impulsive constante est un nombre qui désigne

combien elle contient de dynamides, c'est-à-dire , à combien

do dynamides elle peut faire équilibre. On peut appliquer
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ici ce qui a été dit au paragraphe précédent ; ainsi le nombre

force permanente est égal au produit des deux nombres

masse et vitesse produite au bout d'une seconde ; ce produit

est appelé force motrice.

XIII. Une force permanente variable est connue lors-

qu'on sait à chaque instant combien elle contient de dyna

mides : la variabilité de ce nombre constitue la variabilité de

la force.

XIV. La pesanteur est une force permanente constante. Sa

mesure est exprimée par le nombre 9,8 , c'est-à-dire le

molide animé de la pesanteur peut tenir en équilibre 9,8....

dynamides. Ce nombre est ordinairement représenté par la

lettre italique g.

XV. Le poids est la force motrice due à la pesanteur;

ainsi, M désignant le nombre masse, le poids est M g- (XII).

XVI. Les poids sont donc proportionnels aux masses ;

c'est-à-dire les nombres poids sont dans le même rapport que

les nombres masses.

XVII. Le nombre poids, divisé par le nombre g, donne

pour quotient le nombre masse.

XVIII. La pesanteur spécifique d'une substance, c'est le

poids d'un mètre cube de cette substance.

XIX. Les pesanteurs spécifiques sont donc proportionnelles

aux densités (VII).

XX. Le poids de la°millième partie d'un molide (VI; se

nomme kilogramme. On a adopté la millième partie du kilo

gramme ou le gramme pour unité de poids.

XXI. Le poids d'un corps qui contient v mètres cubes, et

dont la pesanteur spécifique est d, est donc égal au pro-

duit vd ; c'est ce qu'on énonce en disant que le poids est égal

au produit du volume par la pesanteur spécifique; et comme

la table des pesanteurs spécifiques est aussi celle des densi

tés, les mêmes nombres désignant les unes et les autres, on
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peut dire que le poids est égal au produit da volume par la

densité ; et en multipliant ce produit par le nombre g (XIV),

on a le nombre de dynamides qui font équilibre au poids.

XXII. Pour mesurer la quantité de travail, on a adopté

une unité à laquelle on a donné le nom de dyname. C'est le

travail nécessaire pour élever un kilogramme à la hauteur

d'un mètre. Ainsi la quantité de travail est le nombre qui

désigne combien le travail exécuté ou exécutable contient de

dynames. Cette quantité de travail est aussi quelquefois dési-

gnée sous le nom de force vive; c'est celle qu'on paye, comme

s'exprime Montgolfîer.

XXIII. En résumé, en mécanique, toute équation où il

entre des volumes, des masses, densité, quantité de mouve-

ment, forces, forces vives, temps, etc. sont des équations

entre des nombres, et pas autre chose. C'est ce qu'il faut

toujours rappeler, parce qu'on l'oublie souvent. Tm.

QUESTION D'EXAMEN

sur les coniques à coefficients variables et principalement sur

les coniques biconfocales.

( V. p. 520. )

I. PROBLÈME. Dans une équation à six termes d'une co-

nique , on suppose que tous les coefficients sont des fonctions

connues d'une même variable ; à chacune de ces coniques, on

mène une tangente ayant une direction donnée; trouver le

lieu géométrique du point de contact.

Solution. Soit une équation du second degré à six termes :

y -\- rx -f- s = 0 , l'équation de la tangente où r est connu.
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Soit z la variable dont tous les coefficients de l'équation sont

des fonctions connues ; la relation de tangence donne :

/'— 2m - f /r'-f ms*+ 2k's + 2krs = 0 (t. I I , p. 108).

/', n, /, m, k,k sont aussi des fonctions connues de z. Rem-

plaçant 5 par — {y + rx), il vient :

V—^rn + lf+m^y+rxf— 2{y + rx)(k'+2kr)=:0. (1)

Eliminant z entre cette équation et celle à six termes,

on obtient une équation en x et y, qui est celle du lieu

cherché.

Observation. La même solution subsiste évidemment lors-

que cinq coefficients sont fonctions du sixième , ou lorsqu'un

certain nombre de coefficients étant connus, il existe des

relations entre les coefficients restants , etc.

II. Applications. 1° A est variable et les cinq autres coeffi-

cients sont donnés.

Alors /', n, k1 sont connus ; remplaçant l,m,k par leurs

valeurs, savoir : /=Da—4AF, m=B a ~4AC, n=2AE—BD,

Téquation (1) se compose de termes ne renfermant pas A ,

et d'autres comprenant A au premier degré. Remplaçant A

Bxy + Cx-\-Dy + Ex+F
par sa va leur ^—• ' / ' •—, l e q u a t i o n (1)

«/
devient :

f [/'- 2nr -|- D V + B> {y + rx)*- 2(y + rx) {k>- 2BD) ]

] = 0,

équation du quatrième degré qui représente généralement

une ligne à branches infinies. Les termes du quatrième degré

sont (y -}- rx)*(By-\- SCxf ; de même quand C est seul

variable.

2° F est variable et les cinq autres coefficients sont donnés ;

le lieu est une conique.
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3° 8 seul est variable ; le lieu est du sixième degré

4° D ou E seulement variable ; lieu du quatrième degré.

III. THÉORÈME. Une conique ayant un centre et un foyer

fixe et touchant une droite donnée de direction , le lieu du

point de contact est une hyperbole équilatère concentrique à

la conique et passant par les foyers de l'ellipse.

Démonstration. Ellipse. Soit (b*-]-c7)y*+b'x*=b\b*+c*) ;

l'équation d'une ellipse rapportée à ses axes principaux} 2b

est le petit axe et c l'excentricité; b est variable et c est con-

stant. On a ici :

m = — W(V -f c9) ; / =

Substituant ces valeurs dans ( i ) , divisant par 4

ù2x
et résolvant par rapport à r, il vient r = —-—-—, expres-

\p -\-c)y

sion qu'on pourrait trouver directement, d'après l'équation

rc2y
connue de la tangente. Donc, b2 = ; substituant dans

x — ry

l'équation de l'ellipse, on a ry*— A T 2 + xy (^—1 ) + rc*= 0 ,

hyperbole équilatère concentrique à l'ellipse.

On y satisfait en posant x = c, y = 0.

Dans cette équation m= (r3-}- i)2 ; L = rca(ra-|- i)a
 ; ainsi

t / 2r
le demi-grand axe = c \ / ( Voir t. I , p. 493) ;

l'excentricité = 2 c \ / ; et les équations des axes
V r-j-1

principaux sont :

^ ( r + 1 ) + j : ( r - l ) = 0 i y {r- 1) — x{r+ 1) = 0.

{Voir t. I , p. 496.)

Lorsque r = 1, les axes principaux sont ceux de l'ellipse,

et les sommets sont les foyers de l'ellipse. L'équation de l'hy-

perbole équilatère étant indépendante de b\ il s'ensuit
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qu'elle reste la même lorsqu'on remplace l'ellipse par une

hyperbole.

Observation. Le théorème est de M. Fregier (Corresp. sur

l'École polyt., t. I I I , p, 17, 1814) ; mais il n'est énoncé que

pour l'ellipse. Tm.

QUESTIONS PROPOSÉES.

103. Un angle constant étant circonscrit à une courbe

plane géométrique, la tangente au lieu géométrique de ce

sommet, menée par ce sommet, est aussi tangente au cercle

qui passe par c« sommet et les deux points de contact cor-

respondants.

104. Une droite interceptée entre deux faces d'un polyèdre

donné est divisée en plusieurs segments. Sur chaque segment

on construit un polyèdre donné 5 le segment étant homologue

à la droite interceptée -, l'aire du polyèdre donné est égale

au carré de la somme des racines carrées des aires des po-

lyèdres segmentaires ; le volume du polyèdre donné est égal

au cube de la somme des racines cubiques des polyèdres

segmentaires (Olivier).

105. Considérant comme coordonnées rectangulaires d'un

point, les rayons de courbure des extrémités des diamètres

conjugués d'une même ellipse, le lieu du point est l'enveloppe

d'une droite de longueur constante, inscrite dans un angle

droit (Brassine).
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DÉTERMINATION

Des n derniers chiffres de |/JN par une simple division.

PAR. M. X.KOBJ A N N E ,
Ancien élève de l'Ecole polytechnique.

Quand on a obtenu ( / * + ! * + 1 ) chiffres de la racine mième

d'un nombre N , n étant le nombre des chiffres qui restent à
obtenir, et v. le nombre des chiffres du nombre m $

Si Ton divise le reste R auquel on est parvenu par m fois
la {m—l)*^6puissance de la partie obtenue [cette [m—tyème
puissance étant, bien entendu, suivie de (m—1) fois n zéro]
le quotient de cette division diffère de la partie qu'il reste à
obtenir de moins d'une unité en plus ou en moins.

Soit a la partie obtenue, b celle qu'il reste à obtenir, r la
différence entre N et la plus grande m^me puissance exacte
contenue dans Net soit posé a. 1 0 n = A , on a d'après l'énoncé:

N = (a . 10n-f~ b )m-J- r = ( A -f- b ) m + r,

m Am~r 2 A m . A*""1 m. Am~' '

r peut être égal ou supérieur à m(A-f- &)m~' sans que (A+&)
cesse d'être le nombre le plus grand dont la m™™ puissance
peut se retrancher de N , ainsi le second membre de cette
égalité peut être b ou (& + 1). Comme il va être démontré
qu'il est toujours inférieur à ( £ + 2 ) , e t comme l'on ne prend

que la partie entière du quotient ^r: pour complément

de la partie obtenue, il s'ensuit que cette méthode

ANN.DE MVTHÉM. IV. 3 8
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( À + )̂ ou (A + 6 + *) Poa* V N , c'est-à-dire le nombre
entier immédiatement supérieur ou immédiatement inférieur

à pitf. N étant au plus égal à ( A + b -f-1 )w—1, il suffit pour
établir le théorème de prouver que

ou

supprimant Am-f- m . A™*"1 [b-\-1 ) dans les deux membres,
et les divisant ensuite tous les deux par Am et enfin posant

) = B, ona:

m(m-i){m-2)(By ,' , / B
W i im{m-\)(By , m(

7X\AJ + 1 .
cette inégalité sera à fortiori vérifiée si elle existe en

remplaçant chaque coefficient du premier membre par

un coefficient plus grand, et si en même temps Ton di-

minue le second membre de — ; car les inégalités M < N ,
A.

, P < Q donnent évidemment M < Q ; or

m{m—1)/B\a m(m—l)(/rc--2
i . 2 . 3

donc Tinégalité précédente sera à fortiori vérifiée si Ton a :

(?)•+(?)'+-+(?)"<!.
le produit de deux facteurs a autant de chiffres qu'il y en a
dans les deux facteurs réunis ou un de moins ; b ayant n
chiffres, B = ( ô + 1) en a n ou (rc + 1), donc mBen a au
plus (fA+ nJr * ) y e* comme A en a (2n + p-f-1 ), il s'ensuit

que (-T-) est une fraction proprement dite [son numéra-
\ A /
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leur ayant moins de chiffres que son dénominateur] et l'on

peut mettre l'inégalité précédente sous la forme :

ffl-ŒT m

r
x~ u

ou
maBa , m'B /niB

ou, multipliant les deux membres par —

si B a n chiffres, sa plus grande valeur est (10n—1), et dans

cette hypothèse

c'est-à-dire, est un nombre formé de n chiffres 9 à la suite

desquels sont écrits n zéro, au total 2n chiffres; donc (Ba-f-B)

ne peut avoir plus de 2n chiffres, et par suite m{\¥-\- B) ne

peut en avoir plus de (^+2/*) -, ainsi m(Ba+B) ayant au moins

un chiffre de moins que A, l'inégalité précédente est vérifiée.

Dans le cas où B=(b-\-l) aurait (n + 4) chiffres, on aurait

au plusB = 10n, alors

mBa-f- mB = m. 10an-f- m . 10n;

cette somme ne peut avoir au plus que (2/i-f-ft-f-l) chiffres,

c'est-à-dire autant que À , à moins que l'indice m de

la racine ne soit un nombre formé de plus de n chiffres 9

{n est le nombre de chiffres qui restent à obtenir). Ce cas est

donc le seul qui puisse offrir quelque incertitude, mais alors

il est facile de la lever en calculant un chiffre de plus, c'est-

à-dire ( » + p + 2) au lieu de (n+fA + 1).
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Remarque. Dans l'extraction d'une racine dont l'indice est
inférieur à 10, c'est-à-dire dont l'indice n'a qu'un chiffre, il
faut, d'après ce qui précède, que la partie obtenue ait au
moins deux chiffres de plus que la partie qui reste à ob-
tenir pour pouvoir achever l'opération par une simple divi-
sion; cependant cette condition se simplifie pour la racine
carrée, car il suffit que la partie obtenue ait un seul chiffre
de plus que la partie restant à obtenir.

Pour le prouver, prenons le cas le plus défavorable :

N = (10n. a -f b)*+ 2(10n. a + b),
N = 10a\ tfa+2 . 10\ a . b + 62-f-2 . i0n.a + 2b,
N - 1 0 - . g fc'+gfr .

2.10n. a ^ ^ 2 . 10\ a

la plus grande valeur de b est (10n— 1) nombre formé de
n chiffres 9, dans cette hypothèse

&'=10 a n -2 . 1 0 n + l
26 = 2 . 10n— 2

ainsi le numérateur de la fraction — — — est alors un

nombre formé de 2n chiffres 9, et comme le dénominateur a
(2/i+l) ou (2/i+2) chiffres, il s'ensuit que cette fraction est plus

petite que l'unité, donc le quotient de la division — ^—

est b ou (&+1), c'est-à-dire que cette méthode donne ou

(10n. a + b) ou (1O\ a -j- b + 1) pour \ / N ; donc enfin Ton

trouve le nombre entier immédiatement inférieur ou immé-

diatement supérieur à
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PROBLEME DE GEOMETRIE DESCRIPTIVE

P A R US. BECK.,
Professeur au collège de Verviers.

On donne la projection horizontale d'une droite et l'angle

que cette droite fait avec un plan D : trouver la projection

verticale.

(Fig. 54) La droite cherchée étant supposée déterminée,

toutes les droites qui lui seront parallèles et qui seront dans

Je plan vertical P , qui la projette horizontalement, répon-

dront pareillement à la question ; il y a donc une infinité

de solutions.

Par suite, en prenant un point quelconque a dans ce plan

P , ce point pourra être considéré comme appartenant à

Tune des droites cherchées , droite qui serait déterminée si

Ton connaissait un second de ses points.

Or, nous pouvons supposer que le point a est le sommet

d'un cône droit dont la base serait sur le plan donné, et dont

les génératrices feraient avec ce plan l'angle donné ; pour

avoir la droite demandée, il faut chercher celle de toutes

ces génératrices dont l'extrémité est dans le plan P, et cette

extrémité, que nous désignerons par x, étant connue par

ses projections, serait le second point cherché; rien de plus

facile que de la déterminer, car ce point x est situé sur la

circonférence de la base du cône, circonférence qui se trouve

dans le plan donné, il doit se trouver dans le plan P et par

conséquent, c'est le point de rencontre de cette circonférence

avec la ligne d'intersection du plan P et 4u plan donné.

Construction. — Pour résoudre le problème, il faut donc,
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afin de connaître le rayon de la base, commencer par dé-

terminer le triangle rectangle générateur du cône droit :

Pour cela abaissons du point a une perpendiculaire sur le

plan donné, et cherchons le point où elle perce ce plan .- ce

point est le centre de la base du cône.

Pour le déterminer, rabattons sur le plan horizontal l'axe

du cône en faisant tourner le plan qui projette cet axe hori-

zontalement, autour de sa trace horizontale comme charnière;

l'intersection de ce plan et du plan donné rabattue est mn ;

le rabattement a ' du sommet a du cône se trouve en élevant

au point a!" de la charnière une perpendiculaire égale

à la distance a°g de ce sommet a au-dessus du plan horizon-

tal , et par conséquent en menant a'c perpendiculaire à mn y

on aura le rabattement de Taxe du cône sur le plan H ; pour

avoir le triangle générateur ca'r, il suffit de faire au point

a! un angle a égal au complément de l'angle donné, et l'on

trouve ainsi que cr est le rayon de la circonférence dont c

est le centre.

Telle est la première partie delà construction.

Il faut maintenant construire cette base dans le plan D :

pour cela rabattons le plan donné sur le plan H en le faisant

tourner autour de sa trace horizontale A comme charnière}

le centre c, qui se trouve aussi dans le plan projetant hori-

zontalement la perpendiculaire, vient en c1 sur la projection

horizontale de cette perpendiculaire à une distance de la

charnière marqué par cm -, le point r vient en rf; donc si du

point d comme centre avec c'r=rc pour rayon, on décrit une

circonférence, cette circonférence sera celle de la base du

cône rabattue sur le plan H.

Nous avons encore à rabattre la ligne d'intersection des

plans P et D; le point K de cette intersection, se trouvant

sur la charnière, reste immobile ; il suffit donc de rabattre

un second point de cette droite, le point b y par exemple ;



— 567 —

ce point se meut dans un plan perpendiculaire à la charnière,

il viendra se rabattre en b' sur la trace horizontale bhq de ce

plan à une distance du point q marquée par l'hypoténuse

d'un triangle rectangle dont les deux côtés de l'angle droit

sont bbh et bhq ; la ligne d'intersection rabattue est donc Vk.

Celte ligne d'intersection rencontre la circonférence c'r'

en un point d qui est l'extrémité x cherchée rabattue sur le

plan OH ; c'est ce point dont il faut chercher les projections •.

pendant sa rotation , ce point s'est mû dans un plan perpen-

diculaire à la charnière ; sa projection horizontale doit donc

être située sur la trace horizontale dp de ce plan, et comme

elle doit se trouver aussi sur la projection A.h de la droite,

elle sera en dh à la rencontre de À* et de la perpendiculaire

dp-, sa projection verticale doit se, trouver en d à une dis-

tance de la ligne de terre marquée par l'un des côtés de l'angle

droit d'un triangle rectangle dont l'autre côté est dhp et

dont l'hypoténuse est dp ; par conséquent en joignant a°d°,

on a la projection verticale cherchée.

L'intersection b'k, rencontrant la circonférence cV, en un

second point / , qui est projeté verticalement en /°, on a, en

joignant a°Z°, la projection verticale d'une seconde droite

passant par le point a et qui répond à la question.

PROBLÈME DE COMBINAISON, t. III, p. 537.

Il est essentiel de remplacer depuis la dernière ligne delà

page 547 jusqu'à la fin de l'article, le mot personne parle

mot objet et vice versa.

Le même problème a été résolu parM. Brianchon (Corresp.

sur VÉcole Polytechnique, 1.111 à la fin).
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xNOTE

Sur la limite supérieure du nombre de divisions à faire pour

trouver le plus grand commun diviseur de deux nombres.

PAR. M. G. H. NIEVENGLOSKI,
Répétiteur au Collège royal de Saint-Louis.

I.

Soient A et B deux nombres dont on cherche le plus grand

commun diviseur. On sait qu'aucun reste, sauf le dernier,

ne peut être égal à la moitié du diviseur respectif ; car si

cela avait lieu pour un reste quelconque, il serait le

plus grand commun diviseur, et par conséquent il devrait

être le dernier, ce qui n'est pas ; d'après cela, appelons

R, , Ra, R 3 > . . Rn les restes successifs, mais chacuu plus

petit que la moitié du diviseur respectif, en forçant bien en-

tendu les quotients s'il le faut, comme on le fait ordinaire-

ment pour abréger les calculs.

On aura :

d'où eu multipliant membre à membre
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11 est clair que le nombre des divisions indiqué par celui

des restes, sera le plus grand possible, lorsque A et B sont

premiers entre eux;

alors Rn = l . et 2n < B.

Il s'agit de savoir quelle est la plus grande valeur entière

de ».

Or, si chaque reste était égal à la moitié du diviseur res-

pectif, on aurait :

logB
2 n =B d'où n = - - £ - .

Iog2

En appelant k le nombre des chiffres de 15, comme

logB<£,log2>0,3,
il viendrait :

iOk

et n devant être entier quel que soit k, on aurait :

c'est-à-dire, qu'en supposant chaque reste égal à la moitié

du diviseur respectif; n serait tout au plus égal à 3&; mais

ces restes, sauf le dernier, sont tous plus petits que la moitié

des diviseurs, donc n <C 3k.

11 résulte de là que le nombre des divisions pour trouver

le plus grand commun diviseur de deux nombres est tovjours

moindre que le triple des chiffres du plus petit nombre.

Prenons pour exemple 196 et 75. Comme le plus petit nom-

bre a deux chiffres, le nombre de divisions pour trouver le

plus grand diviseur commun est moindre que 3 x 2 ; en effet,

on trouve pour restes : 29 ,12 ,5 ,2 ,1 ; ce qui indique bien

cinq divisions (*).

C) Voir tome IV, p. 71. Tm.



- 570 —

II.

Sur la détermination du reste lorsqu'on a trouvé par la di-

vision la seconde partie d'une racine carrée.

Soit N un nombre, a la partie trouvée contenant k -f-1

chiffres de sa racine carrée. On sait comment se trouvent

par une simple division les k chiffres suivants de cette ra-

cine ; mais pour être plus clair dans la suite, je demande la

permission de reprendre les raisonnements qui conduisent à

cette opération.

Soit b la partie inconnue de la racine cherchée, çn a.

'la ZO-

OM bien, en appelant q le quotient entier et r le reste de la di-

vision de N— a%

( 1 )

On a évidemment r<^2a, b*<^a,'y car la valeur relative

de a contient 2&+1 chiffres, tandis que b2 en renferme

au plus 2k; donc si b<^q la différence

si au contraire b > q la différence

1 tf-r 1
q — b= -1 22 a ^ 2

II suit de là , qu'en prenant le quotient entier q pour la

partie cherchée b, a-\-q sera la racine carrée extraite à

moins de 1 près si c'est par défaut, et à moins de 1/2 près

si c'est par excès.

Or l'égalité (1) montre que, si b=q, on a r=b2 = q2j

si b^>q on a r > b* et à plus forte raison r > £ a ; . enfin
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b<Cq donne r < b\ et à plus forte raison r<q% • donc ré-

ciproquement 1° si r=q* on a b~q, alors a-\-q est la racine

carrée parfaite ; 2° si r > q* on a b>q, eta + q est la racine

carrée extraite par défaut à moins d'une unité près. EnGn

3° si r^>q* on a b > $r, et partant # -f- # e s l la racine carrée

extraite par excès à moins d'wne demi-unité près.

Ayant ainsi trouvé par la division les k derniers chiffres

de la racine carrée approchée, il s'agit de déterminer le vé-

ritable reste R, je veux dire la différence entre le nombre

N et le carré de sa racine a-\-q par défaut, sans effectuer

va carré ni même former de double produit. Voici com-

ment :

1° Lorsque la racine est extraite par défaut, si Ton ap-

pelle e Terreur que Ton commet en prenant q pour by on

aura bz=q -|-[«, et par conséquent le reste

d'ailleurs la substitution de q-\-e pour b dans l'égalité (1)

donne, toute réduction faite, 2{a-\-q)e-{-i2=r—q2; donc le

reste R = r — q \

2° Lorsque la racine est extraite par excès, la différence

q7— r indique ce qui manque au nombre N pour être carré

parfait ; en effet on a alors, q = b — e , et le manque

d'une autre part, en remplaçant b par q — e dans l'éga-

lité (1), il vient 2(a-\-q)e—-Ea = q*— r; donc le manque

{a-\-q)2—N = </a—r. Il est aisé de voir parla qu'on ob-

tiendra le reste R en retranchant le manque q7—r augmenté

de 1 du double de la racine trouvée, savoir :

Il n'y a dans cette détermination de R qu'un seul calcul

pénible, c'est celui de q\
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Les deux exemples suivants achèveront l'explication.
I. Soit à extraire la racine carrée de 199996164

^199996164 = 141
99 24

3991281
118

Ayant obtenu trois chiffres, on peut calculer les deux sui-
vants par une simple division que voici

118611641282|00
581 42
1764

On a ici N —«'=• 1186164, 2^=28200, et l'on trouve

2 = 4 2 , r=1764. Or 2' = 1764,

donc r= q* et par conséquent 14142 est la racine carrée
parfaite.

II. Extraire la racine carrée de 3.
On aura d'abord

1/3 = 1,732 et R=176 .

On trouvera maintenant les trois chiffres suivants par la divi-
sion ci-contre

176OOO[3464
2800 050

On a ainsi : q = 050. r = 2800000; et comme q*~ 2500

la racine est extraite par défaut ; par suite

II = / • — ? ' = -2797500, et VI = 1,732050.

En continuant, on déterminera les 6 chiffres suivants par

la division ci-contre

27975000000100)34641100
26-2200 '"

197130
239250

3l1040
2271
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On obtient ? = 807569 et r = 227100000000; il est facile
de voir ici que r<q*; en conséquence

l/3 = 1,732050807596

est extraite par excès à moins de 1/2 près.

Pour déterminer le reste R, on a d'abord

q* = 652167689761

et ensuiteJe manque q%—r— 425067689761 ; par conséquent

R = 2 ( a + gr ) — (/— r + 1 ) = 2039033925376.

On peut maintenant trouver les 12 chiffres suivants, etc. .
Si l'on veut vérifier la racine trouvée en employant la preuve
par 11, on n'a pas besoin de calculer R, ni q*—r,- il suffit de
connaître q et r. L'explication en serait superflue.

THÉORIE

Des points associés dans r ellipse et théorème de Fagnano ;

P A R M. V. O. IiEBESGUE,
Professeur à la Faculté de Bordeaux.

J. THÉORÈME. Dans chaque quadrant d'ellipse, on peut tou-
jours trouver deux points tels que les normales qui passent
par ces points sont à une même distance donnée du centre ;
deux points ainsi déterminés sont des points associés.

Démonstration. Soif a*y -j- b*x* — tfb* l'équation de l'el-
lipse ; coordonnées rectangulaires, celle de la normale au
point [x,y) est

.r=~— —y- OU a e = < l ~ ù ;
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on a donc pour la perpendiculaire p abaissée du centre sur
cette normale,

, m / a*-
y a —

d'où Ton déduit

e$x4 — {tfe' + p*) e7x* + a,y = 0 ; (1)

et 2e*x* = ct l/a?+9

La quantité sous le radical peut se mettre sous te forme

(a-\-b-\-p) (a — b+p) (a + b—p) (a — b—p);

or/?<<#, donc les trois premiers facteurs, sont positifs; pour
que le quatrième soit aussi positif, on doit avoir/? < > — b ;
et dans ce cas, é*x7 a deux valeurs réelles et positives; donc
x a deux valeurs réelles et de même signe. C Q. F. D.

Corollaire. La plus grande valeur de p est a — b ; et alors
les deux points associés se confondent ; et Ton a pour les
coordonnés de ce point associé double.-

V < a

•^Tbir=

II. Relation entre les abscisses des points associés.
Soient x et g les abscisses de deux points associés ,• l'équa-

tion (1) donne :

éliminant/?3, il vient ri—cf {x* -f-ç1 ) - f e2jraf = 0(2), rela-
tion cherchée qui peut prendre cette forme

(a*— x1) (*'— ? ) = (1 — e2) ar»r.

Corollaire I. A x = 0 correspond g = a , donc les deux
sommets sont des points associés ; ce qui est évident à priori,
puisque alors, pour les deux points, p = 0.

Corollaire II. x augmentant, \ diminue et vice versa.
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Corollaire III. En résolvant l'équation de relation, on

trouve :

III. THÉORÈME de Fagnano.

Différentiant l'équation de relation (2) et divisant par ax\,

adx ad\ e* , . „.
il vient _ . - f . _ . = = - r f ( j r Ç ) ;

ou bien

intégrant entre les limites JC0 et x auxquelles répondent

Eo et £, on aura.

la première intégrale est un arc d'ellipse qu'on peut désigner

par ^=arc (S, ç0) ; et la seconde intégrale est un arc d'ellipse

qu'on peut désigner par or=arc (g, g0) ; donc arc (x0, x)—arc

(Ç, ço) =p—p0 (a) ; faisant . r = 0 , l'équation (a) devient arc

(o, a:)—arc (g, a)=p\ ce qui est précisément l'équation de

Fagnano (V. Cauchy, Appl. géom. du cale. infin.,t. II, p. 24) ;

l'équation (a) revient à l'équation (108) de l'ouvrage cité.

CONCOURS D'AGREGATION— 1845.

( V . p . 4 6 l . )

Sujets d'argumentation.

1 Solutions singulières des équations différentielles du pre-

mier ordre.
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2 Série de Taylor pour une et plusieurs variables.

3 Théorie desmaxima et des minima.

4 Théorie de la courbure des surfaces.

5 Intégration des équations aux différences partielles du

premier ordre.

6 Principes du calcul des vangÉtas.

7 Principe des vitesses virtuelles.

8 Mouvement de rotation; pressions sur Taxe.

9 Théorie du mouvement curviligne.

10 Principe des forces vives; stabilité de l'équilibre.

11 Équations générales du mouvement des fluides.

12 Théorie des corps flottants.

Sujets de leçons.

1 Règles des signes de Descartes.

2 Logarithmes en Arithmétique.

3 Première leçon de géométrie descriptive

k Détermination du rapport delà circonférence au diamètre.

5 Théorie des foyers dans les lignes 'lu second ordre.

6 Analyse indéterminée du premier degré.

7 Théorie des tangentes et extension aux courbes d'un degré

supérieur.

8 Equilibre du levier et de la vis.

9 Théorie des angles trièdres

10 Théorie des sections du cône; position remarquable des

foyers.

11 Réduction des fractions ordinaires en fractions décimales.

12 Règles de trois et de société.
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SOLUTION GÉOMÉTRIQUE.

De la question d'analyse, proposée au concours d'agrégation

en 1845. (V. p. 461.)

P A R M. AUGUSTE DEL AD É R É E R E ,
professeur au collège de Nantes , licencié es sciences physiques

et mathématiques.

I. La projection de la spirale conique sur le plan princi-

pal passant par le sommet perpendiculairement à l'axe est une

spirale logarithmique.

Démonstration. — Soit S le sommet du cône ; M, un point

de la spirale conique et M' sa projection sur le plan princi -

pal, que nous pouvons supposer être horizontal, et soit MT,

la tangente à la spirale conique au point M et T la trace

horizontale de cette tangente: dans le tétraèdre MSM'T, les

angles SMM', SMT sont donnés et l'angle dièdre formé par le

plan de ces angles est droit ; donc ce tétraèdre est toujours

semblable à lui -même, quellequesoit la position de M,- l'angle

M'TS est donc constant ; or M'T, projection horizontale de

la tangente, est la tangente à la projection de la spirale co-

nique; et cette dernière tangente fait un angle constant avec

le rayon vecteur SM', donc, etc.

II. La tangente à la spirale conique a une inclinaison con-

stante sur Vaxe,

Démonstration. — Car l'angle M!WY du tétraèdre (1) est

constant.

Coroll. 1. Si par un point de l'espace, on mène une pa-

rallèle à une tangente à la spirale conique, le lieu géométri-

ÀNN. DE MATHÉM. IV. 39
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que de cette parallèle est un cône droit dont Taxe est paral-

lèle à celui du cône donné.

Coroll. 2. Toutes les tangentes sont également inclinées

sur le plan horizontal.

III. La longueur dun arc de la spirale conique divisée par

la longueur de ce même arc projeté, donne un quotient

constant.

Démonstration. La proposition est évidente pour chaque

arc élémentaire ; elle est donc vraie pour la somme de ces

arcs élémentaires ou pour les arcs de grandeur finie.

Coroll. t. La spirale logarithmique est rectifiable ; la

spirale conique est donc aussi rectifiable.

Coroll. 2. Le quotient constant est séc. MTM'.

IV. Vaire de Vespace conique compris entre deux généra-

trices et un arc de la spirale conique, divisée par Vaire de sa

projection horizontale , donne un quotient constant.

Démonstration. La même que pour la proposition précé-

dente.

Coroll. 1. La spirale logarithmique eslcarrable, on sait

donc aussi carrer l'espace conique.

CorolL 2. Le quotient constant est la sécante de l'angle

dièdre formé par les plans STM, STM' dans le tétraèdre (1).

V. Le plan osculateur de la spirale conique a une inclinai-

son constante sur l'axe du cône et égale à l'inclinaison de la

tangente sur Vaxe.

Démonstration. Par le point de rencontre du plan oscula-

teur et de Taxe, concevons des parallèles à toutes les tan-

gentes; elles forment un cône droit (II, coroll. 1); le plan

osculateur contient deux tangentes consécutives, il est donc

tangcttVà ce cône, donc, etc.

VI. La normale principale de la conique smrale est hori-

zontale ; Vaxe étant vertical.
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Démonstration. Par le point M de la spirale conique, con-

cevons le plan osculateur rencontrant l'axe en un point O,

et par O V menons une parallèle OV à la tangente MT; elle est

dans le plan osculateur , qui est perpendiculaire au plan mé-

ridien VOS; car le plan osculateur est tangent au cône droit

des parallèles (V) ; le plan normal en M étant perpendicu-

laire à la tangente MT est perpendiculaire à sa parallèle OV

et par conséquent au plan méridien VOS, les deux plans, os-

culateur et normal, étant perpendiculaires au même plan mé-

ridien , leur intersection est aussi perpendiculaire à ce mémo

plan méridien; or cette intersection donne la direction de

la normale principale, donc, etc.

VIL La projection horizontale de la normale principale est

normale à la spirale logarithmique, projection de la spirale

conique.

Démonstration. L&normale principale étant horizontale est

perpendiculaire au plan vertical projetant MMT (1) ; et par

conséquent la projection de ce rayon de courbure est perpen-

diculaire à M'T, tangente à la spirale logarithmique, donc, etc,

Coroll. La plus courte distance de la normale principale

de la spirale conique à Taxe est égale à la distance du pôle

de la spirale logarithmique, à la normale correspondante.

VIII. THÉORÈME. Six droites passent par le point M de la

conique spirale : 1 ° la génératrice du cône; 2° la tangente

MT; 3° le rayon du cercle parallèle; 4° la tangente à ce cercle,

5° la normale principale ; 6° la parallèle à l'axe du cône ; les

quinze angles formés par ces droites, prises deux à deux,

sont constants.

Démonstration. Pour un autre point M' de la spirale coni-

que, ramenant les deux génératrices Tune sur l'autre, les

six droites en M deviennent parallèles aux six droites en M',

donc, etc.

IX. Les centres de courbure de la spirale conique sont
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sur un cône droit de même sommet et de même axe que le cône
donné.

Démonstration. En ramenant, comme dans le théorème
précédent, les génératrices Tune sur l'autre, les plans oscu-
lateurs respectifs deviennent parallèles ; les rayons de cour-
bure sont donc proportionnels aux distances M S et M'S; les
droites qni joignent le sommet aux centres de courbure font
des angles constants avec Taxe du cône, donc, etc.

X. La projection horizontale de la courbe des centres de
courbure de la spirale conique est une spirale logarithmique.

Démonstration. Le rayon de courbure de la spirale coni-
que et le rayon du cercle parallèle sont dans un rapport
constant; et se projettent suivant leurs véritables grandeurs;
le rayon de courbure de la spirale logarithmique et le rayon
vecteur correspondant sont aussi dans un rapport constant ;
et ce rayon vecteur n'est autre que la projection horizontale
du rayon du cercle ; donc le rayon de courbure de la spirale
logarithmique et celui de la spirale conique sont dans un
rapport eonstant ; mais la développée de la spirale logarith-
mique est une spirale logarithmique, donc, etc.

XI En développant le cône donné sur un plan tangent, la
spirale conique se développe suivant une spirale logarithmique.

Démonstration. Les tangentes de la spirale conique déve-
loppée font des angles constants avec les rayons vecteurs,
donc, eic.

XII. La tangente à la spirale conique trace sur un plan per-
pendiculaire à Taxe une spirale logarithmique.

Car la spirale conique se projette sur un tel plan , suivant
une spirale logarithmique ; et la tangente à la spirale conique
trace sur ce plan une courbe semblable (voir p. 454).

II11. Le lieu des centres des courbures de la spirale conique
est une spirale conique

Démonstration. Ce lieu est situé sur un cône droit (IX) et
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a pour projection horizontale une spirale logarithmique

(X) ; donc, etc.

Note. Soit une surface développable sur laquelle on a tracé

une trajectoire coupant tous les éléments rectilignes suivant

un angle donné; développant sur un plan tangent, les élé-

ments rectilignes deviennent des tangentes à l'arête de re-

broussement développée, et la trajectoire développée coupe

toutes les tangentes suivant le même angle donné ; si l'angle

donné est droit la trajectoire développée devient une déve-

loppante de l'arête de rebroussement développée ; si l'arête

se réduit à un point, ce qui est le cas des surfaces coniques,

la trajectoire développée est une spirale logarithmique; et si

le sommet est à l'infini, si la surface devient cylindrique, la

trajectoire sur le cylindre est une hélice H-sa développée est

une droite. Tm.

NOTE

Sur la mesure des hauteurs.

PAB M L A LE COINTE

On sait que parmi les nombreuses applications de la

trigonométrie rectiiigne, ii er» est une dont l'objet est de

déterminer la hauteur d'un édifice dont Je pied est acces-

sible •

Pour cela, sur le terrain, supposé de niveau , on me -

sure une base BC (fig. 55), à partir du pied de l'édifice,

et on place en C le pied d'un graphomètre avec lequel on

mesure l'angle ADE, formé par DA avec l'horizontale DE

parallèle à CB. Ensuite, au moyen do la formule

AE = DElangADE,



— 582 -

on détermine AB = A E - f BE (hauteur du pied du gra-

phomètre).

Mais remarquons qu'en mesurant l'angle ADE, on peut

commettre une erreur, laquelle en introduit une aussi sur la

hauteur de l'édifice.

Cela posé, ne tenant pas compte de Terreur que l'on peut

commettre en mesurant la base BG, et n'ayant égard qu'à

celle qui est commise dans la mesure de l'angle ADE (nous

supposons cet angle mesuré toujours avec la même approxi-

mation, quelle que soit d'ailleurs la base BG que Ton ait

choisie ) , nous allons nous proposer de résoudre la question

suivante : ^

Déterminer le rapport qui doit exister entre la base BC et

la hauteur AE de l'édifice, prise au-dessus de l'horizontale

DE, pour qu'on obtienne la hauteur de l'édifice le plus exac-

tement possible.

Désignons, d'abord , l'angle ADE par ?, et soit a l'erreur

commise dans la mesure de cet angle (a peut être une quan-

tité positive ou négative) ; alors, <? -|- y s e r a ^a mesure de

l'angle ADE telle qu'on l'a obtenue.

Maintenant soit S l'erreur introduite dans la mesure de AE

(S peut être une quantité positive ou négative) par suite de

celle commise sur l'angle D , et désignant par \ la longueur

exacte de AE , ) . - ) -$ sera la mesure de AE telle qu'on l'a

obtenue.

Cela posé^ on a la relation

X = p tang ?

en désignant la base BC par p

Mais, entre les quantités X - j - £ et cp - j - a, on a aussi la

relation

d'où
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x
et comme on a p = , on aura

tangcp'

tangcp

ou bien

[tang(<p+a)--tang?] ,

___ ACOS«P rsin (y-fa) smjp"! __
sin <p l.cos («p+a) coscpj

A [sin (<p + a) c o s ? — s m ¥ c o s

sin <p cos

ou enfin

> sin

-sin (2«p-(-a) —-s ina

Cette formule nous montre immédiatement que Terreur S

sera la plus petite possible lorsqu'on aura

« le plus petit possible,

et 2<p-f-a = 9 0 \

Ces deux conditions réunies expriment que l'angle <p doit

être sensiblement égal à 45°, ou en d'autres termes, que le

BC
rapport — doit être à peu près égal à l'unité.

Ainsi, dans la pratique, si Ton tient à avoir la hauteur

AB de l'édifice, avec une grande approximation , il faudra

choisir (à vue d'oeil) la base BC telle que l'on ait sensible-

ment BC = AE, ou que l'angle ADE soit à peu près égal à

45°, et ensuite on calculera cet angle avec l'approximation

voulue.

Note. On trouve dans Cagnoli (ch. XI , § 302) les correc-

tions à faire pour avoir la mesure précise des hauteurs.
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CORRESPONDANCE

relative aux Examens de Strasbourg.

Monsieur le Rédacteur,

Tout ce qui peut intéresser l'enseignement des sciences a

trouvé place jusqu'ici dans votre excellent journal. Oserai-je

réclamer de votre obligeance l'insertion des deux lettres que

je vous envoie ici. La première est la copie d'une lettre que

j'ai écrite à M. Lefebure de Fourcy; la seconde est la ré-

ponse que vient de faire M. l'examinateur. Je ne dirai rien

sur les faits qu'énonce ma lettre : cela parle de soi-même.

Recevez l'assurance de mon attachement sincère.

FllNCK.
Strasbourg , ce 20 octobre 1845.

A Monsieur Lefebure de Fourcy , examinateur.

Monsieur,

11 résulte de témoignages certains qu'on examinant un de

nos élèves dans le courant de septembre dernier, vous avez

traité de sa ie l'enseignement mathématique du Collège

royal de Strasbourg (*). Je sais parfaitement que, en votre

qualité d'examinateur. 1 ° vous n'êtes pas mon supérieur, hié-

rarchiquement parlant ; 2° « vous n'êtes ni juge des méthodes

» ni en droit d'exiger, comme vous le faites, que les candi-

» dats répondent sur la géométrie de Legendre. » Je vous

demande donc de vouloir bien rétracter la qualification que

(') Je n'ai pat assistéjaux examens, parce que ce n'est pas moi qui ai fait la
classe de mathématiques spéciales cette année 44-45. (Cela ne fait pas partie
de ma lettre. )
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vous avez lancée sur notre enseignement, et qui, si elle pou-

vait tomber sur quelqu'un , tomberait sur moi. Quant au

blâme que vous avez prétendu exprimer, il porte principa-

lement sur deux points :

1° Nous enseignons la théorie des infiniment petits : elle

est PRESCRITE par le conseil royal de l'instruction publique.

T Nous définissons la similitude comme elle est définie

dans plusieurs ouvrages adoptés par le même conseil, et no-

tamment dans la géométrie analytique de M. Lefebure de

Fourcy, page 342 de la 4e édition.

Votre attaque ayant été publique, la réponse le sera. Ainsi

ma lettre et votre réponse, que j'attendrai jusqu'au 15 no-

vembre, s'il le faut, seront insérées dans le journal Ter-

quem. J'adresse d'ailleurs une copie de ma lettre à M. le Mi-

nistre de l'Instruction publique, et une pareille à M. le pré-

sident du Conseil de perfectionnement de l'Ecole royale po-

lytechnique.

J'ai l'honneur d'être

Votre très-humble serviteur,

FIINCK .

Strasbourg, ce 12 octobre 1845.

Réponse de M. Lefebure de Fourcy.

Paris, 15 octobre 1845.

Monsieur et cher confrère,

Vous comprendrez parfaitement qu'après un si long délai

j'ai pu oublier plusieurs des choses dont vous me parlez :

mais ce que je regrette surtout, c'est de n'avoir pas eu le

plaisir de vous voir pendant mon séjour à Strasbourg.

Vous me parlez, Monsieur et cher confrère, comme si le

savoir est la méthode d'un professeur se retraçaient toujours

avec fidélité dans les élèves qui ont suivi ses leçons ou ses
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ouvrages. Gela est vrai dans quelques cas; mais ces cas sont

rares, surtout lorsque les méthodes sont fondées sur des con-

sidérations fines et délicates. Veuillez donc, je vous prie, sé-

parer entièrement votre cause de celle des candidats, très-

nombreux aujourd'hui, qui se présentent aux examens,

sans s'y être préparés sérieusement.

Dans votre lettre, Monsieur et cher confrère, vous me

faites l'honneur, pour justifier certaines définitions de géo-

métrie, de me rappeler que je m'en suis moi-môme servi

dans mes leçons de géométrie analytique. Sur ce point je

vous dois des remercîmenls : car j'avoue que je n'aurais

point osé, de ma seule autorité, les faire descendre dans la

Géométrie élémentaire, à laquelle tous les auteurs se sont

toujours fait un devoir de conserver une grande simplicité.

Quoi qu'il en soit, Monsieur et cher confrère, je me féli-

cite de trouver cette occasion de vous dire à vous-même toute

l'estime que je fais de votre talent. Je l'ai souvent manifes-

tée devant des géomètres habiles, lesquels ont toujours été

de mon avis.

Je continuerai donc toujours d'être avec une parfaite con-

sidération , Monsieur et cher confrère,

Votre dévoué confrère,

L. LEFEBURE DE FOURCY.

Au moment de faire partir cette réponse, je me rappelle

que j'ai été chargé de rendre compte de votre arithmétique,

mon opinion a été qu'on devait la juger digne d'être adop-

tée dans renseignement des collèges. Depuis > j'ai eu occasion

de faire rectifier une petite erreur qui s'était glissée, à votre

préjudice, dans le journal de M. Terquem. — Si je fais men-

tion ici de cette circonstance, c'est dans l'intention seulement

de vous faire mieux comprendre qu'il n'y a aucune inimitié
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là où vous êtes peut-être disposé à en trouver. Je crois aussi

me souvenir que vous avez été soumis à mon examen lors de

votre sortie de l'École Polytechnique : c'est de cette époque

déjà ancienne que date l'estime que je vous porte.

L. LEFEBURE DE FOURCY.

Note. La lettre de M. Lefebure ne renferme point explici-

tement la rétractation que je lui ai demandée. Peut-on la re-

garder comme une rétractation implicite ? C'est ce dont le lec-

teur peut juger lui-même. Quoi qu'il en soit, deux vérités

sont énoncées entre autres dans ma propre lettre ; elles sont

marquées de guillemets. M. Lefebure ne les ayant pas com-

battues, je dois conclure qu'il les admet d'après le dicton

qui ne dit rien consent.
FINCK.

Note. Une décision du Conseil royal du 14 septembre 1841

prescrit la méthode des infiniment petits pour les classes

de troisième, seconde, rhétorique, dites préparatoires; il

n'est pas question des mathématiques spéciales ; d'ailleurs les

examens de l'Ecole Polytechnique ne ressortissent pas de

l'Université. Tm.

THÉORÈME DE LEXELL,

Et transformation des polygones sphériques, d'après

M. Steiner.

Journal de Crelle, t. II, p. 45. 1827. )

I. THÉORÈME 1. Dans tout quadrilatère sphérique inscrit

dans un cercle, la somme de deux angles opposés est égale à la

somme des deux autres angles.
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II. THÉORÈME 2. Si deux triangles sphériques ont une base
commune et sont inscrits dans le même cercle, la différence
entre l'angle au sommet et la somme des angles à la base
est la même dans les deux angles, et réciproquement si
cette différence est la même pour deux triangles sphé-
riques , ayant même base, ils sont inscrits dans le même
cercle.

Observation. Le second théorème est un corollaire im-
médiat du premier dont la démonstration est facile.

III. THÉORÈME 3. Le lieu des sommets des triangles sphé-
riques équivalents et de même base, est une circonférence.
Cette circonférence passe par les deux points diamétrale-
ment opposés aux extrémités de la base.

Démonstration. Soit ABC un triangle dont la base AB et
l'aire sont données ; soient A' et B' les points diamétralement
opposés à A et à B ; dans le triangle sphérique A'B'C, l'on a
A'=:29-~A, B'=29— B; d'où l'on tire A + B + C = 43+C
— A'— B' ; mais l'aire des triangles étant constante A+B-f-C
est constant, donc aussi C—A'—B'; et, d'après la réciproque
du théorème précédent, le point C est sur une circonférence
passant par les points A',B', c.q f.d.

Observation. La première partie de cette proposition est le
théorème de Lexell (Nova acta Petropolitana, volume V,
l re partie) ; la seconde partie est de M. Steiner ainsi que toute
la démonstration.

Corollaire. Si par les points B,B' on mène un demi ggpnd
cercle tangent au cercle CA'B', il est évident que l'aire du
faisceau formé par ce demi-cercle et le demi-cercle BAB' est
équivalente à l'aire du triangle ABC; soit p l'angle du
fuseau ; on a donc 2(3 = ABC—2*.

IV. Problème. Dans un triangle sphérique, on connaît un
côté, un angle adjacent et Taire, construire le triangle.

Solution Soit ABC le triangle à construire; le côté AB et
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l'angle B sont donnés, ainsi que l'aire du triangle ABC ; on

connaît donc A + B-f-C • avec l'angle B construisons le fais-

ceau BAB'; le point cherché C est situé sur le demi-cercle

BMB'; par BB' menons un autre demi-cercle BDB' faisant

avec le demi-cercle BAB' un angle p égal à 7a(A+B+C)— iq •

par le point A' diamétralement opposé à A et par B', menons

un petit cercle tangent au demi-cercle BDB'; ce petit cercle

coupe le demi-cercle BMB' au point cherché C.

Corollaire I. On peut donc diviser un triangle sphérique

en deux parties, dont les aires soient dans un rapport

donné par un arc de grand cercle mené du sommet au côté

opposé.

Corollaire II. On peut aussi construire un triangle sphéri-

que connaissant un angle, un côté adjacent et le périmètre ;

à l'aide du triangle polaire, on ramène ce problème au pré-

cédent.

Corollaire JII. Le théorème de Lexell, rapporté au triangle

polaire, donne cet autre théorème : Dans lout triangle sphé-

rique qui a un angle constant et dont le périmètre est con-

stant, l'enveloppe du côlé opposé à l'angle constant est un

petit cercle de la sphère.

Corollaire IV. Le théorème de Lexell peut servir à trans-

former un polygone sphérique en un triangle sphérique équi-

valent.

Observation. Lorsque la sphère devient un plan, le théo-

rème de Lexell se réduit à cet énoncé élémentaire : Le

sommet d'un triangle de base et d'aires constantes est une

droite.

Mais le théorème du corollaire 111 se change en celui-ci

dans un triangle qui a un angle et un périmètre constants ,

l'enveloppe du côlé opposé à l'angle est une hyperbole, si

cet angle est aigu ; une parabole, si l'angle est droit ; une
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ellipse si l'angle est obtus ; mais jamais un cercle. (Pour la

démonstration voir Annales, t. I I I , p. 182.)

V. Théorème de M. Steiner. Les trois arcs de grand cercle

qui partant des sommets d'un triangle spbérique le par-

tagent en deux parties équivalentes, se coupent en un même

point.

Démonstration, Soit ABC le triangle sphérique ; A',B',C les

points diamétralement opposés à A,B,C; Aa,B6,Cc, les trois

arcs de grand cercle, bissecteurs tl'aire.

D'après le théorème de Lexell, les quatre points A,B,fr9a;

de même les quatre points B',C',c,& et les quatre points A',C,

c,a sont sur de petits cercles; les trois plans de ces petits

cercles se rencontrent en un point 0 ; donc les trois droites

A'a,B'&,C'c intersections de ces plans passent par le même

point O; et les plans des trois arcs de grands cercles bissec-

teurs A'aA, B'&B,C'cC, passent encore par ce point O; mais

ils se rencontrent aussi au centre de la sphère ; par consé-

quent les plans des arcs bissecteurs ont deux points en

commun, se coupent suivant la même droite, donc, e tc . .

Observation. La droite d'intersection des trois plans bissec-

teurs d'aire ne passe pas parle centre de gravité de l'aire du

triangle.

QUESTION D'EXAMEN

$ur les cordes des coniques.

( V. p.520.)

QUESTION. Quel est le lieu géométrique du milieu d'une

corde de grandeur constante, inscrite dans une conique ?

I. Considérations générales. Une corde de longueur con-
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stante étant inscrite dans une conique, l'enveloppe est une

ligne du quatrième degré. On trouve le point de contact de

chaquexorde avec l'enveloppe, en projetant sur cette corde

le point d'intersection des deux normales menées à la courbe

donnée, par les deux extrémités de la corde ; ce même point

d'intersection, joint à un point quelconque de la corde, donne

la direction de la normale à la courbe que décrit ce point

pendant le mouvement de la corde (t. II , p. 289 et t. I I I ,

p. 187). On sait donc, à chaque position de la corde, mener

une tangente par le point milieu à la courbe décrite par ce

point milieu.

II. Expression analytique de la longueur d'une corde in-

scrite dans une conique.

Soit l'équation à six termes d'une conique; axes rectan-

gulaires ; et dy-\-ex-{-f=zQ{i) l'équation d'une sécante;

les équations donnant respectivement les deux abscisses , et

les deux ordonnées des deux points d'intersection de la droite

et de la conique, sont [voir t. I I , p. 108) :

S=2Aef— Bdf— T)de+Ed> ; T=A/2-Ddf+Fd\

On trouve T et S' en changeant d en e, A en C, D en E, et

vice versa. Le carré de la différence des racines dans l'équa-

Sa—4RT _, „, . , Sn— 4RT.
tion (3) est — — , et dans lequation (4), — .

R n

Désignant par p la longueur de la corde interceptée, on a

donc :
, = f = ( < f + o (4)
Y = l'd" — 2den + le7 + m/' + <2fdk ~f 2fek.

Faisant e= dr,f=ds, l'équation (1) prend la forme

= 0i (5)
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et l'équation (4) devient :

a _ (i+ra)(!!—2rn + /r'+ ms*+ 2k's -f 2krs)p ___ _ _ _ _ _ _ . (6)

111. THÉORÈME. Le lieu géométrique du milieu d'une
corde de longueur constante inscrite dans une conique à
centre, est une ligne du quatrième degré concentrique à la
conique.

Démonstration- Prenons pour axes, les deux diamètres
principaux, l'équation de la conique est :

A ^ + G r a + F = O; k = k'z=n = 0; l = — 4AF ;
/ ' = - 4 C F ; m = —4AC.

Conservons les mêmes données que dans le paragraphe pré-
cédent, l'équation (6) devient •.

-ï(l + r>) [F(Ar' + C) + ACs*]. (7)

Désignant par x' et y' les coordonnées du point milieu de la

corde, on a •

, S Ars , S' Gs
( 8 )

et l'on a aussi y'-t- rx'-\-s—o \ mais deux de ces trois équa-
tions impliquent la troisième ; y et x' étant les coordonnées
courantes du point milieu , nous supprimons les accents, et
pour avoir le lieu cherché, nous éliminons r et s entre les
équations (5), (7) et (8); éliminant d'abord s entre les équa-
tions (5) et (8), U vient après avoir divisé par r,

_, , Cr
Arr — Cx— 0; d ou r —Ay Ay

portant res valeurs dans l'équation (7), on obtient, après
avoir ôté le facteur Ay2 -f Cx2 -.

a + F) + AC^a( Af+ Cx>) = 0. (9)
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Telle est l'équation du lieu cherché, courbe du qua-
trième dfgré, concentrique à la conique donnée; ce qui était
évident à priori. x=y = O satisfont à l'équation; donc l'o-
rigine est sur la courbe ou est conjuguée à la courbe. Lorsque
c = 0, Téquation se réduit à A>-'-f-Gr2-|-F = 0 , c'est-à-
dire à la conique donnée ; ce qui est encore évident.

DISCUSSION.

IV. Ellipse Soit a le demi-grand axe et b le demi-petit
axe ; l'équation (9) peut se mettre sous la forme :

4*V+ka^xY (a* + ^) + 4*6*4 + )
+aAby tf—hcC) + a*b'x%p>— W) =0 S ]

Résolvant, il vient :

SaAy2 = - b' [4 (a3 -f 6') x* + à* [p> — W) zh

ou bien •

équation qui rend facile la construction de la courbe, lors
même que la conique n'est pas tracée.

1° Si p est supérieur ou égal à 2a, l'équation n'est possible
que pour les valeurs réelles x =y = 0 ,• donc la courbe se
réduit à son centre.

"2° p <C 2# et > 2b ; la courbe est un huit de chiffre pas-
sant par le centre ; la tangente parallèle au grand axe a pour

équation y = — Vk<?—pa-

Désignant le coefficient angulaire de la tangente (coefficient
différentiel) par y , on a •

f Vx

ANN. T>E MATHÉM. IV VO
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ou bien, prenant la dérivée sur l'équation résolue, on trouve :

t/x
où X est la fonction de x qui est sous le radical, dans la va-

leur de r2;r'devient nul en faisant J C = 0 , et ^ = - - 4 — w ' >

4 (a — b )

mais cette seconde valeur rend y* imaginaire ; y' devient in-
fini lorsque X = 0 ; ce qui donne :

La première valeur rend y* négatif, la deuxième valeur

2 1 b2 2a—p.pa — 2b* .
donne y = - — . £-— ; le second membre est

4 a a—b
positif; on connaît donc la position des deux tangentes pa-
rallèles à l'axe des y.

Le système des deux diamètres égaux chacun à p est donné
par l'équation a*{p*—W)y2— b'{brf—p*)x1 = 0.

3° p<C2a; p = 2b; le système des diamètres égaux se
réduit au petit axe.

k° p < 2a ; p < 2b j le système des diamètres égaux dis-
parait ; la courbe n'a plus de points multiples au centre, qui
devient un point isolé et conjugué ; la forme est ellipsoïdale
et elle est inscrite dans le rectangle formé par les tangentes
parallèles aux axes ; les équations de ces iangentes sont :

x=^VW—pi et y = -^

5° Si a =r. b, l'équation (10) devient :

qui représente un point conjugué et un cercle, ainsi que l'en-
seigne la géométrie élémentaire.
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V. Hyperbole. Prenant la pour l'axe focal, l'équation du
lieu cherché est :

6^— %a*b*xy {à1 — bA) —

Les formes du quatrième degré sont :

Ainsi la courbe formée par les cordes intérieures a les mêmes
asymptotes que l'hyperbole, ou plutôt l'hyperbole est une
asymptote curviligne à la courbe du quatrième degré ; ce
qu'on peut voir à priori, puisqu'à l'infini l'hyperbole se con-
fond avec ses asymptotes. Lorsque p est égal ou inférieur à
Taxe focal, il n'y a point de courbe à l'extérieur, et le centre
est un point conjugué ; mais lorsque/? est plus grand que Taxe
local, il existe une courbe correspondante aux cordes exté-
rieures , ayant une forme lemniscoïde , et la détermination
des tangentes limites a lieu comme ci-dessus.

1° II est facile de voir, par la comparaison des équations,
que la courbe du quatrième degré, soit pour l'ellipse, soit
pour l'hyperbole, ne peut devenir ni une cassinoïde ni une
lemniscate.

2° Si /z = 6, l'équation (11) devient :

3° Faisant b = ah< l'équation de l'hyperbole est :

et l'équation (11) devient :

h*jc\y* {h" — 1 ) — Wx* - pie (y— h2x*) -f

Faisant 6 = 0, l'hyperbole se réduit à deux droites, et
l'équation du lieu prend cette forme :

/?70 = 0.
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Le premier facteur représente le système des deux droites, e(

le second une ellipse rapportée à des diamètres conjugués ;

ce qui s'accorde avec le théorème connu sur le lieu décrit par

un point d'une droite d'une longueur constante, inscrite dans

un angle rectiligne (voir p. 186).

VI. Parabole. Soit l'équation de cette courbe, aies rec-

tangulaires, Ayf + Ex = O ; d'où

L'équation (k) donne :

ArAp* = E (1 -j~ r2) (E -f- 4Ar$). (12)

Désignant par x,y les coordonnées couranles du milieu

de la corde, on trouve :

_ E _ E ____ _

Substituant ces valeurs dans l'équation (12), on trouve pour

équation du lieu cherché, après avoir fait E = — S

ligne qui a pour asymptote curviligne la parabole donnée,

comme cela doit être.

Cette équation résolue donne .

2>-* = q [ïx — hq ± \/<2x — kq+p) (2a: — bq—p)].

VII. Les moyens de solution sont les mêmes, si l'on de-

mandait, en général, à trouver le lieu géométrique d'un

point dont îes coordonnées sont respectivement des fonctions

symétriques quelconques des coordonnées des extrémités de

la corde; car rest donné en fonction de s ; et les équations (3)

et (4) fourniraient, par la théorie des fonctions symétriques,

deux équations entre les coordonnées du point et la quantité s ;

éliminant s, on aura le lieu cherché. Tm.
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EQUATIONS POLAIRES

P A R M. M I B Y ,

ancien professeur dans les Collèges royaux.

I. Discussion de la droite,

Dans la plupart des traités de-géométrie analytique, on ne

•discute guère d'autres équations polaires que celles des trois

courbes du second degré , ramenées à leurs formes les plus

simples. Encore ne donne-t-on pas en général le moyen de

construire ces courbes en partant de ces mêmes équations.

Cependant les élèves , dans les examens, ont fréquemment à

discuter des courbes polaires d'espèces différentes. Nous

croyons donc faire une chose utile en montrant, p*r quel-

ques exemples choisis, comment il est souvent possible de

déduire d'une équation polaire donnée non-seulement la

construction géométrique de la courbe qu'elle représente ,

mais encore la détermination précise de ses tangentes, de ses

asymptotes, et même de ses points d'inflexion lorsqu'elle

doit en avoir.

Dans ce qui suit, nous supposerons connues les méthodes

au moyen desquelles on détermine pour chaque point d'une

courbe polaire la tangente trigonométrique de l'angle que

fait la tangente en ce point avec le rayon vecteur et la va-

leur linéaire de la sous-tangente correspondante. Nous dési-

gnerons , pour abréger, la première de ces deux grandeurs

par la caractéristique tg, et la seconde par st ; et comme l'é-

quation polaire de la ligne droite, considérée sous ses diffé-
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rentes formes, nous sera utile par la suite, c'est par elle que

fious commencerons ces discussions.

Soit d'abord l'équation polaire :

f> — - 7 / (!)
S1U O) + COS CM

indiquée dans \esAnnales (tome III, page 608), et qui est celle

d'une droite rencontrant les axes rectangulaires OX et OY

{fig. 56), en A et en B à une distance \ de l'origine, et par

suite parallèle à la bissectrice DE de l'angle YOX'.

La discussion directe de l'équation (1) ne conduirait pas

immédiatement à cette conséquence. Voyons toutefois par

quelle suite de considérations elle pourrait nous y faire

arriver.

Les hypothèses a> = 0° et w = 90° donnant Tune et l'autre

p = 1, on voit de suite que la ligne cherchée coupe les droites

rectangulaires OX et OY' en A et en B. Puis, pour toutes

les valeurs de w comprises entre les deux précédentes, la

somme sin w -f- cosw'est > 1, et il est facile de s'assurer que

sa valeur maximum correspond à « = 45°.

Par suite, entre ces deux limites, p est <Cl et sa valeur mi-

nimum , égale à - J / 2 est la perpendiculaire OC abaissée du

point O sur la droite AB. Il est donc reconnu déjà que celle-

ci a trois points communs H, C, B avec la ligne cherchée.

D'ailleurs, en faisant varier &> de 90° à 90°-f45°, ou de

0° à—45°, la valeur de p tend également vers l'infini; au

delà de ces limites les valeurs de p deviennent négatives,

mais leurs valeurs absolues sont égales aux précédentes,

d'où il suit que celles-ci suffisent pour déterminer tous les

points de la ligne.

Quoique ces premiers résultais indiquent déjà une sorte

de lOntiguïtè entre la droite indéfinie NABJS' et la ligne

cherchée, on ne peut néanmoins en conclure encore l'iden-
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tité des deux lignes. Considérons donc la ligne (t) comme une
courbe, et nous allons, pour la caractériser davantage, cal-
culer les quantités que nous sommes convenus précédemment
de désigner par tg et st.

De l'équation (1) on déduit :

9 ~r si
\

sin (« - f h) - f cos (« + A) '
d'où

, (sin (t* -f- h) — sin (>>)— (cosco — cos(o -f~ h))
(sin (« -f- h) -\- cos (w -f- A) ) (sin w -f- cos w) '

par suite

h (sin(&> + A) -f- cos(w -(- A ) . (sin w -f- cosw) 2
— X 7"h\ . 1 #

sin

h

« + COS 6

(sin a
cos<

- et ^̂

•+
• " -

COS w)J

• s in »

1

donc

d'où il suit que

'£• = —
cos w — sin &> cos w — sin w

Voyons les conséquences de ces deux formules. Pour

w = 0 , elles donnent tg == 1 et st = —1. D'ailleurs p = I.
Donc, pour le point A de la ligne (1 ) la sous-tangente est OB,
et la tangente, qui est par suite l'indéfini BA, fait avec le
rayon vecteur OA dans le sens AN un angle OAN dont la
tangente est — 1. D'où il suit que la tangente de son supplé-
ment OAJN' est + 1 , ce qui d'ailleurs est évident puisque le
triangle rectangle OAB est isocèle.

On prouverait de même que, pour le point B , la sous-
tangente est OA , et que par conséquent la tangente est AB.

Pour O J = 4 5 ° , p = - v / 2 e t s * = o o . Donc la tangente au

point C est parallèle à DE.
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D'ailleurs si l'on fait w = 90° 4-45°, ou bien a> = — 45°,

Ton a également p = oo et st = - \/ 2 dans le premier cas,

et st = — - | / 2 dans le second cas. Donc la droite AB, déjà

tangente en A, en C et en B, à la ligne (1 ) est en outre, tant

dans le sens GN que dans le sens contraire GN', une asymp-

tote de cette ligne.

Il est donc reconnu que la ligne (1), qui suit l'indéfini AB

dans toute son étendue, la touche dans ses points les plus

remarquables. Pour vérifier enfin si cette ligne ne serait pas

la droite AB elle-même, cherchons quelle serait la distance

de chacun de ses points à la droite DE, parallèle à AB, ou

ce qui est l'équivalent, déterminons quelle serait pour chaque

valeur de w, la projection de p sur la perpendiculaire OC à

ces droites.

Nommons <? l'angle formé avec OX par la droite OC. Pour

une position quelconque du rayon vecteur, nous aurons :

cos (w—<p) = - \/ 2 . cos w-f - | / 2 sin w = - | /2 (cosw + sinw);

d'ailleurs
1

cos w — sin w

donc

o cos (•» — <j>) = - V 2 = OC.

Ainsi la projection de p sur OC est constante. Donc enfin la

ligne (1) n'est autre que AB.

On voit, par la discussion précédente, combien il importe

d'avoir une équation polaire de la ligne droite assez carac-

térisée pour que, dans aucun cas, on ne puisse la confondre

avec celle d'une autre ligne»

Pour la trouver, prenons sur les axes rectangulaires
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OX, OY (fig. 57), O A = a , OB = b et menons AB; l'équation

de cette droite sera

ay-\- bx = ab\

par suite son équation polaire sera

a . p sin w -f- b . p cos w = a&,

d'où
#6

a sin &

équation qui devient identique avec

1
Y sin w + cos w

quand on fait a = 1 et b = i .

Quand on fait 6 infini l'équation (2) se change en

a

cos &> '

c'est l'équation polaire d'une droite perpendiculaire à OX,
ou à l'axe polaire, menée à une distance a du pôle.

De même

__ b
' sin o>

est une parallèle à cette môme droite menée à la distance b.

En appelant « l'angle BAO et p la perpendiculaire OG

sur AB, l'équation (2) deviendra :

P
sin w cos a -(- cos w sin a '

ou

p
p— r (4)

sin (« -f-a) '
et c'est la forme sous laquelle on la met ordinairement.
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La ûgure (57) montre en effet que cette équation écrite

comme il suit :

exprime que la projection de tous les rayons vecteurs, tels

que ON sur OC, est constante et égale à/?, ou que la ligne AB

est droite.

En renversant le calcul qui précède, on reviendrait aisé-

ment de l'équation (4) à l'équation (2) qui Fa produite.

Il est facile de voir que l'équation particulière

3 sin w — "2 cos oj '

indiquée également dans les Annales (tome III , page 608),

rentre dans la forme générale :

ab

^ a sin w -f- b cos M'

Elle est celle d'une droite coupant Taxe polaire en A

{fig. 58) à la distance du pôle et la perpendiculaire OY

sur cet axe à la distance OB = .
ô

On peut d'ailleurs identifier cette équation avec l'équation

—— ( f\\

sinwcosa-j-coswsina '
en posant l'équation

sin w cos a -(- cos w sin a = p (3 sin &> — 2 cos w),

ou

sin w (cos a — 3p) + cosw (sin a -j- 2p) = 0 ;

et comme celle-ci doit être satisfaite quel que soit w, il faut

qu'on ait séparément :

cosa — 3/> = 0 ,

sin a + 2/7 = 0 ,
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ou bien

sin a •= — 2 p.

Elevant au carré et ajoutant, l'on a :

d'où

par suite

cos*--=db^\/l3 et sin a L =j=-| l / l 3 ;
13 13

substituant ces valeurs dans (6) Ton retombe sur l'équation

primitive

1
3 sin « — 2 cos w

II. Courbe polaire.

Considérons maintenant l'équation polaire

1 + s i n &>
1 — sinw

(Fig. 59.) Soient O le pôle et OX Taxe polaire. Décrivons

du centre O et du rayon OA=1 la circonférence ABA'B'. Fai-

sons croîtrewdepuis 0° jusqu'à 90° : p, qui sera positif, croî

tra depuis 1 jusqu'à x ; ce qui donnera Tare AV. De 90 à

180° les valeurs de p seront encore positives et en ordre in-

verse égales aux précédentes ; ce qui donne Tare VA'. De

180° à 270° les valeurs de p décroîtront de 1 à 0; ce qui don-

nera Tare AN'"O. Enfln de 270° à 360° les valeurs de p égales

aux précédentes, croîtront de 0 à 1 ; ce qui donnera lare

ON" A.

Voyons comment on déterminera le point N de la courbe
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correspondant à une position donnée ON du rayon vecteur.

La perpendiculaireMP sur OX étant la valeur correspondante

de sin « , on fera MP'= MP"= MP : puis menant P"Q pa-

rallèle à P'A, Ton aura par cette construction

Rabattant du centre O le point Q en N sur la direction OJN,

le point N ainsi construit sera le point cherché. Si Ton

prend l'arc AM==AM, il sera facile de déduire delà position

connue du point N, situé sur le rayon ON, celle du point J\"

sur ON' : car les rayons vecteurs correspondants seront liés

par la relation
PP ' = 1.

Donc si Ton détermine sur la tangente en A au cercle OA

un point G également distant de A et de N, la circonférence

CA coupera la direction OM en un point N' qui rabattu en N"

donnera la position du second point cherché.

Il sera donc facile de déterminer tant au-dessus qu'au des-

sous de l'axe polaire autant de points de la courbe que Ton

voudra. Cherchons maintenant les valeurs de tget st.

D'abord

par suite

2 / s i n

\\ — sin(

d'où

* (
k

(W + A)_sin,

:-+*))(!-

2cos ( w

1—sin

sin,)

^ 2 ^

4cos

0-
V
-sic

1
" ^ 2 2

1

i
sin -

• )

A;

A

A

sin

»)

,1A

(1—sinw)
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Ton aura donc :

.. h (1 — sin«)a

lira. -.=
k âCOSw

d'où Ton déduira

1
tç= -cosw et5 2 cosw et s* = ,

2 2cosw '
1

ou encore ,ç* = -pcos«.

De cette dernière expression il résulte, que la sous-tangente

en un point quelconque de la courbe est égale à la demi-pro-

jection du rayon vecteur correspondant sur Taxe polaire.

Ainsi projetant le point N e n n sur OX et prenant sur la

perpendiculaire en O à ON, OS = -O/i, la droite SN sera

tangente en N à la courbe considérée. Il résulte des mêmes

formules qu'au point O la perpendiculaire OY sur OX est

tangente aux deux branches de la courbe : qu'aux points

A et A' la sous-tangente OL, est égale à -OA : que l'angle

formé par le rayon vecteur et la tangente croît depuis le

point O, où il est nul, jusqu'au point A où il a atteint sa

valeur maximum que de A en V il décroît sans cesse pour

devenir nul à l'infini; c'est-à-dire, quand la tangente, de-

venue parallèle à OY, est située à une distance infinie de celte

droite.

Proposons-nous enûn en dernier lieu de trouver sur la

partie OiN'A le point le plus bas. C'est évidemment celui où

la tangente est parallèle à OX et où par conséquent l'angle

formé par la tangente avec le rayon vecteur est égal à celui

que ce dernier fait lui-même avec l'axe. 11 sera donc déter-

miné par la relation

1
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qui conduit à

1
4

d'où
1 1 , , ,

tang3»= — - ± : -
2 2

ou, rejetant le signe inférieur,

Pour avoir la position correspondante du rayon vecteur

nous ferons la construction suivante. Rabattant E'G en E'H'

sur le côté KB' du carré construit sur OA et projetant H'

en Hn, la moitié AI de la corde AK sera la valeur de tang w.

Faisant AT"=: AT' = AI, le point N', conjugué du point N,

rabattu en N" sur AT', sera la position du point le plus bas

cherché et la courbe aura la forme VNAN"0N'"A'V indiquée

parla figure.

FORMULES FONDAMENTALES

de la trigonométrie sphérique et sur les angles de torsion,

P A R M. H. UEMONNIER,
ancien élève de l'École normale, professeur au collège de Nantes.

La plupart des livres élémentaires ne présentent le théo-

rème relatif à la projection d'une ligne brisée sur un axe

que pour en faire usage dans le problème de la transforma-

tion des coordonnées. Les applications dont ce théorème est

susceptible sont cependant si variées et si simples , qu'on ne
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saurait lui accorder trop d'importance. On peut y rattacher

immédiatement par une discussion fort simple, comme le fait

M. Duhamel dans ses conférencee à l'Ecole normale, le théo-

rème que la projection d'une droite sur une axe est égale à

la somme de ses projections sur trois directions rectangu-

laires respectivement multipliées par les cosinus des angles

que font ces directions avec Taxe : ce qui donne le cosinus de

l'angle de deux droites. Les deux théorèmes ainsi établis de

prime abord, on peut en faire dépendre la trigonométrie

tout enlière. Les démonstratio ;s des formules fondamen-

tales deviennent d'une simplicité remarquable, et en appor-

tant quelques légers changements aux premières définitions,

on pourrait s'épargner bien des discussions fastidieuses et

toujours embarrassantes pour les élèves. Si le sujet vous pa-

raissait mériter quelques développements, je me ferais un

devoir de vous exposer la manière dont je l'entends. Mais je

dois à la vérité de dire que les idées que j'ai à cet égard ne

m'appartiennent pas pour le fond . j'en ai puisé le germe aux

leçons de M. Duhamel.

L'objet principal de la note que je vous adresse est une

démonstration de la formule fondamentale de la trigonomé-

trie sphérique fondée uniquement sur le théorème dont j'ai

rapporté plus haut 1 énoncé, ainsi que sur une remarque

connue que, deux axes rectangulaires étant pris dans un plan,

le cosinus de l'angle que fait avec l'un de ces axes une direc-

tion quelconque prise dans le plan, est toujours le sinus de

l'angle qu'elle fait avec le second axe, pourvu que ce der-

nier angle soit compté en allant du second axe vers le pre-

mier.

Je présente ensuite une démonstration élémentaire des

séries qui expriment sîn x et cos x ; elle est analogue à celle

que l'on doit, je crois , à M. Cauchy pour le développement

de l'exponentielle.
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1° Soit un triangle sphérique quelconque ABC (fig. 60) sur

une sphère de rayon égal à l'unité. {V. 1.1, p. 33.)

Projetons le rayon OC sur la direction OB : cette projec-

tion est cos a. Mais si dans le planCOA, et du côté de l'angle

COA, on mène une perpendiculaire ON sur le rayon OA, et

qu'on projette OC sur les deux axes rectangulaires OA, ON,

on aura immédiatement, d'après les théorèmes que j'ai rap-

pelés :

cos a = cos b cos c + sin b cos NOB.

Pour transformer le second terme de cette formule, me-

nons en O un plan perpendiculaire au rayon OA, et soit ON'

son intersection avec le pian BOA prise du côté de l'angle

BOA ; menons d'ailleurs dans ce plan une perpendiculaire ON"

à ON'. Il est clair que l'angle NON' sera4'angle A du triangle,

et que la droite ON" perpendiculaire à ON'et à OA le sera à

la droite OB. La projection de sin b sur OB pourra s'obtenir

en prenant ses projections sur ON' et sur ON", et les multi-

pliant ensuite par cos N'OB et cosN"OB. Comme ce dernier

cosinus est nul, le terme correspondant disparait. Puis le

cosinus de N'OB est le sinus de BOA ou de c. Donc

sin b cos NOB = sin b cos A sin c.

On a par conséquent la formule :

cos a = cos b cos c -J- sin b sin c cos A.

Et elle se trouve établie sans aucune discussion pour tous

les cas possibles.

2° Considérons les deux séries :

1.2 1.2.3.4 1.2.3.4.5.6

1
* < r " " r 1.2.3* 1.2..5 1.2. . .7*

On déduit des premières notions sur les séries qu'elles

sont convergentes pour toutes les valeurs dex.
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On a la relation
— 2 | •:—2 .
cpx + + X = 1.

Pour le démontrer, rappelons qu'étant données deux sé-

ries dont les modules des termes forment eux-mêmes dos

séries convergentes, on peut en déduire une série dont la

somme soit le produit des sommes des deux séries.

D'après cela, on trouve :

1 1 1
12..2n

 + 1. .2M
+"" 12

•4_ . ^_____ JL.

2Le coefficient du terme général dans l'expression de ®.r

revient .-

1 ( 2/^.2^—1 2tt.2tt—1.2/*—2.2«—3 2«...
1.2.3...2»'^ + T i h 1.2.3.4. : + 1 . 2 .

et celui du terme général dans Texpression de tyx2 à

1 ( 2/z — 1 . 2/i—2 2«—1...
1 .2 . . .2u- l ( f 1.2.3 ' ' ' ' 1.2.3...2«—

mais le développement de (1—1 )2n = 0 , donne

2.2/2—1 2/2...2/2—-2 2/2..2 2/2..l

d'où
2/2.2/2—1 2/2.. 2/2—3 2/2...1

~* T2 •• i.2..4 + " ' + T 7 i «
2/2.2/2—1.2/2—2 . 2/2...2

1.2.3 ' ' ' 1.2..2/2—1

rt - , 2/2—1.2/2—2 , 2/2—1.2
= 2/2 1 + TTT^ + • • • 1.2.2/2—lf'

ANN. DE MATHÉMAT. IV.
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et de là il résulte que les deux coefficients sont égaux.

*• En ajoutant les deux relations obtenues membre à membre,

on aura donc

Si on pose yx = cos w, on aura donc $x = sin c*>, en dispo-

sant convenablement du signe de «.

Cela posé l'expression <p.r-f- t/—1 p é t a n t

xl/~\?

Si on prend l'expression

On en conclura, comme on le fait pour les développements

de e* et de ey ,

{yx+V~\ )x) (yy+V~i ty) = cp (x+y) + V~\ v[; (x+y),

ce qui conduit à

(yX J^ \/~t^x)m = ymx + J/HÏ ^mx ;

au moins pour toute valeur de m entière et positive.

Cette formule comme celle de Moivre pourrait dès le

moment être soumise à la même généralisation et la même

discussion, ce qui conduirait à voir que vx et ^x sont des

fonctions périodiques à même période. Mais cela n'étant

d'aucune utilité pour l'objet que je me propose , je ne m'y

arrêteras.

Si Ton prend

yx - j - V — 1 $x = cos « -f~ \Z— 1 sin co,

ce qui précède avec la formule de Moivre donne

ymx -\- 1/—1 tymx = cos /«&> -f- V—1 sin ww.

Soient donc x et x' deux nombres qui représentent des
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grandeurs commensurables entre elles ; on pourra poser
JC = ml, z? = m%, et si Ton pose

P? + i fâ = cos a) + \ / i sin

il viendra

yx + K — 1 $x = cos «w -f J/—1 sin mw = cos n + \ / — 1 sin /*

—1^j:'=coswfw+K—1 sin w'&»=C0S7i4-\/—1 sinn'

on peut donc considérer n et nr comme proportionnels à
x et x1 : d'où

n = K.r -,

et par suite

^^ , ^
y .r = cos /x = cos Kx = 1 — — -j

1.2 1..4-
xb

. . v x3 ,i>n = sm « = sin K.r = a: (-
1.2.3 ' 1.2.3.4.5

Quant à la constante K , observons pour la déterminer que

le rapport comme on le voit en trigonométrie , ayant

l'unité pour limite, quand on fait décroître x indéfiniment, le

rapport aura R pour limite. Mais puisqu'on tire de la

série même = 1 — T — + cette limite est l'unité même.
x 1.2.3

DODCK = 1.

Je finirai en communiquant un moyen de déterminer
l'angle de torsion ; étant fondé en partie sur des considé-
rations géométriques, il n'entraîne dans aucun calcul pé-
nible. J'y ajoute une solution géométrique d'un problème,
traité par une analyse ingénieuse, dans un des derniers
volumes du journal de M. Liouville, à savoir que l'hélice
est la seule courbe qui ait ses deux courbures constantes.

LEMMK I : L'angle de contingence en un point d'une courbe
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a pour complément l'angle que fait la normale principale en

ce point, avec la tangente en un point infiniment voisin.

En effet, on a pour le cosinus de ce dernier angle

4
as

dx dx
ds ds

ce qui se réduit à

4
ds+?• f+4

ds ds

4
ds

dz

ds

w désignant l'angle de contingence, et p le rayon de cour-

bure.
Angle de torsion.

Soit M un point quelconque sur une courbe, soit M' le

point correspondant sur l'arête de rebroussement de la sur-

face polaire.

L'angle de contingence en M' est, comme on le sait, égal

à l'angle de torsion en M , puisque les génératrices de la

surface polaire sont perpendiculaires aux plans osculateurs

de la courbe.

On sait encore que les plans tangents d'une surface déve-

loppable, sont osculateurs à son arête de rebroussement.

Donc, le plan osculateur en M/ est le plan normal en M , et

comme le plan normal y est parallèle au plan osculaleur en

M', il s'ensuit que les normales principales en M et M7 sont

parallèles.

L'angle de contingence en M' sera donc, d'après le lemme

établi, le complément de Fangle que fait la normale princi-

pale en M avec la perpendiculaire au plan osculateur en

un point infiniment voisin de M.

Si Ton désigne par / , m, n les angles quç la normale au

plan osculateur en M fait avec les axes des coordonnées, on

aura en conséquence pour l'expression de l'angle de torsion *>'-.
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dd££ £
± «' =s p —— (cos l+d cos l)+p —7— [œsm+doosm] 4-

as as

4
as,

+ o -y (cosra+acos/t),
as

c'est-à-dire :
d<* dy dz

d — d — d —
• / ds , _ as , as _

zt= <w = 4 o - ~ — r f COS J+P —7— a COS m-f 0 r . ûfCOS/i
a* ds ' ds

Si Ton observe que la relation

r J ^ w . jdy dz
cos/ a --—^cosmrf-—f-cosn«— = 0

• / s ^ <afo

donne

fl? -7- . c? COS / + . . . = — ( COS ld* k . . I,
as \ as /

on a cette autre forme de l'angle de torsion :

±:^=—^-|cos/^-^+cosw.^ - ^ + cos/z.o~
ds\ ds ds ds

= _ L (cos ldl ^ + COS m d' % + COS n d2 ^ \

Qu'on veuille déduire de là les expressions ordinaires , il
suffira de remarquer que :

dx t d*x d's 1
d3— = d. dx— =

rfo: ndxds , _ ^s
ds ds ds

ce qui, en omettant les termes qui se détruisent, conduit à

±w' = -r (COS ldlx -|- COS w rf3r -{- COS ndh^.
vas



Comme on a d'ailleurs :

cos / cos m cos n
dytfz — dztfy dzd*x~dxd'z dxdïy—dydïx dsv

il vient :

4 — dzdy) dax 4- {dzd% d —

(dxd'y-dydx*) dH] = -£ [dx

+ dy {dtzdïx — iïxdH + ẑ (d'xd^y —

ce qui se réduit, quand on prend x pour variable indépen-
dante , à :

? — d*zd*x] dx.
asJ

Une courbe dont les deux courbures sont constantes peut
se considérer comme limite d'une ligne brisée dont les côtés
pris égaux présenteront consécutivement les mêmes angles et
qui détermineront deux à deux de proche en proche des
plans également inclinés entre eux dans le même sens.

Cela posé, nous allons prouver qu'une pareille ligné brisée
peut toujours se considérer comme un polygone de longueur
minimum sur une surface prismatique régulière. Quand en
multipliant indéfiniment le nombre des côtés de la ligne
brisée on le fait converger vers la courbe, il est clair que cette
surface prismatique convergera vers une surface cylindrique
à base circulaire : et la ligne courbe limite étant sur ce cy-
lindre une courbe de longueur minima sera une hélice même.

Soit ÀBCDE (fig. 61) la ligne polygonale. Menons les bis-
sectrices des angles C et D , et soit 0 0 ' la perpendiculaire
commune à ces deux bissectrices. Le quadrilatère gauche OOf

DG aura ses angles O et O' droits et ses angles C et D égaux
comme moitiés d'angles égaux. Les côtés OC cl O'D y seront
aussi égaux.
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Pour le prouver construisons le prisme OCIO'KD, et con-
sidérons l'angle trièdre dont G est le sommet et dont les
arêtes sont CO, CK et CD avec le trièdre dont les arêtes
sont DO' DK et DC. Ces deux trièdres ont leurs angles plans
respectivement égaux, car par construction OCD = O'DC
KCD = CDI à cause des parallèles CK, ID et les angles OCK,
O'DI sont droits ; donc l'angle dièdre formé suivant CK dans
le premier, égale l'angle dièdre formé suivant DI dans le
second. Il en résulte que dans le triangle O'KD, les deux
angles en K et D sont égaux : donc O'D = O'K = OC.

Si l'on mène la bissectrice de l'angle B et que 0,0" soit la
perpendiculaire commune à cette droite et à CO, on aura
de même O"B=O,C. Mais ABCD pouvant d'après la nature
delà ligne coïncider avec le système BCDE, il est clair que
la coïncidence établie, BO" tombera sur CO et CO sur D0 / -
en sorte que la perpendiculaire 00" coïncidera alors avec
00' . Donc OC=O'D=OC. Le point O, est donc le même
que le point O. Je dis de plus que 00" est le prolongement
de 00 ' .

Considérons en effet le trièdre dont CO,CB,CK' sont les
arêles et celui dont les arêtes sont CO,CK et CD. Ces deux
trièdres ont un angle dièdre égal suivant OC ; les faces ad-
jacentes sont respectivement égales comme moitiés d'un
même angle d'un côté et comme angles droits de l'autre.
Donc l'inclinaison des deux «plans OGB,BCKr est la même que
celle des deux plans OCD,KCD. Mais celle-ci est la même
que celle des deux plans O'DC,CDI d'après ce qui a été dit
des deux trièdres d'abord considérés. Donc l'inclinaison des
deux plans OCB,BCK' est la même que celle des deux plans
O'DG,CDI. Donc si Ton porte le quadrilatère O CBO" sur
son égal O'DCO en considérant la droite CK' comme invaria-
blement liée avec lui, le plan BCK tombera sur le plan CDI,
par suite CK' coïncidera avec DI. Puisque alors OOff coïncide
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avec OfO, il s'ensuit que CK' et 0 0 " sont parallèles. Donc

0 0 " est parallèle à 0 0 ' , et par conséquent en est le prolon-

gement.

Concevons maintenant des plans menés par les différents

côtés de la ligne ABCDE parallèlement à l'axe 0 0 0 " , la

surface prismatique qui en résultera aura toutes ses faces

égales. C'est une conséquence de ce que tous les côtés de la

ligne polygonale sont égaux et que d'après ce qui précède

leurs inclinaisons sur les autres latérales de cette surface

sont égales. De plus, comme les plans O'OC, O'OD sont les

plans bissecteurs des angles dièdres que présentent en faces

suivant KCK',DI... et qu'il est démontré que l'inclinaison des

plans OCK', BCK' est la même que celle des plans O'DI, CDI,

les inclinaisons des faces de la surface prismatique sont

égales entre elles. Donc cette surface prismatique est une

surface régulière dont Taxe est O'OO", et dont les arêtes

sont également inclinées sur les côtés de la ligne brisée dans

le même sens ; donc, etc.

ANNONCE.

M. Faure, professeur à Gap, vient de publier, à la li-

brairie Bachelier, un premier Mémoire, contenant des vues

ingénieuses sur Y Interprétation géométrique des quantités

imaginaires. 11 en sera rendu compte avec une indication des

travaux exécutés dans la même direction. Y a-t-il progrès

ou n'est-ce qu'un jeu d'esprit avec les équations d'équilibre ?

Nous attendons le second Mémoire pour répondre à cette

question. M. l'abbé George, qui s'occupe depuis longtemps

du même sujet, nous a adressé une lettre qui sera insérée au

mois prochain.
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NOTE

Sur la limite du nombre des divisions à faire pour trouver le

plus grand commun diviseur de deux nombres entiers ;

P A R m. E. X.IOBTBTET,

Professeur de mathématiques au collège royal Louis-le-Grand (*;.

Dans cette note, j'indique, pour le nombre des divisions à

faire lorsqu'on cherche le plus grand commun diviseur de

deux nombres entiers, des limites qui conviennent à tous les

systèmes de numération et qui comprennent les limites déjà

données par MM. Binet et L ^ | | 13e plus, je montre comment

on obtient, quelque soit le mode de division, la limite la plus

approchée entre toutes celles qui dépendent seulement du

plus petit des deux nombres proposés. Les démonstrations

dont je fais usage paraîtront, je l'espère, aussi élémentaires

que le comporte la nature de la question.

I. Soient A et B les deux nombres proposés, D leur plus

grand commun diviseur. Si Ton divise A et B par D et qu'on

cherche le plus grand commun diviseur des quotients ainsi

obtenus, on effectuera le même nombre de divisions que pour

trouver celui des nombres A e t B ; or ces quotients sont

premiers entre eux, donc, dans la recherche d'une limite

du nombre de ces divisions, on peut supposer que le plus

grand commun diviseur D est égal à l'unité. Cela posé, soient

B D 5 , D 4 , D 3 , D 2 , l ,

,*) Un extrait de celle note a été présente, Je I«I-décembre dernier, par
M. Binet, à l'Académie des sciences.

ANN. DK MATHÉM. IV. 4 2
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tous les nombres qui ont servi successivement de diviseurs.
Si Ton considère trois diviseurs consécutifs tels que D5, D4,D3,
le troisième sera le reste de la division du premier par le
second ; donc le premier est au moins égal à la somme des
deux autres : mais, D2 est au moins égal à 2 , donc D3 est au
moins égal à 3 ; pareillement, D4 est au moins égal à 5, D5 au
moins égal à 8, D6 au moins égal à 13 et D7 au moins égal à
21 ; donc on a

( 1 ) D 6 > 1 0 c t D 7 > 1 0 X 2 ;

d'où l'on déduit #

D 8 > 1 0 X 3 , D 9 > 1 0 x 5 , D 1 O >1OX8,

D u > tO x 1 3 , D i a > 1 0 x 21,

et, à plus forte raison,

(2) D n > 10' , D I 2>10 3 X 2 :

Or, de même que les inégafl(l (1) ont conduit aux inéga-
lités (2), celles- ci conduiront à

(3)D l 6> 1 0 \ D , 7 > 1 0 * X 2 ,
ou à

D3.5+i > 10\ D35+2 > 1 O 3 X 2 ,

et, ainsi de suite, en supposant que le nombre des diviseurs
intermédiaires soit constamment égal à 3 : donc on a généra-
lement

D5n+t > 10n;

mais, 10 étant la base du système dans lequel on opère, 10n

contient n -f-1 chiffres ; d'ailleurs 5/* + * est le nombre total
des divisions effectuées, lorsqu'on prend D5»+t pour pre-
mier diviseur ou pour le plus petit B des deux nombres pro-
posés; donc, lorsqu'on effectue plus de hn divisions, B
contient plus de n chiffres, ou autrement, le nombre des di-
visions effectuées ne peut- excéder cinq fois le nombre des
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chiffres de B. Telle est la limite donnée par M. Lamé (*).

II. En observant que, dans la démonstration précédente ,

la seule particularité relative à la base 10 consiste en ce

qu'on a supposé que le sixième et le septième des nombres i,

2 , 3 , 5 , 8 , 13 , 21 contiennent Fun la base et l'autre le

double de la base, on voit que des raisonnements analogues

sont applicables à une base quelconque, et Ton peut établir

cette règle générale • Pour avoir une limite du nombre de

divisons à faire dans la recherche du plus grand commun di-

viseur de deux nombres entiers, en opérant dans un système

dont la base est b, on écrit la suite des nombres

( 1 ) 1 , 2 , 3 , 5 , 8 , 1 3 , 21 , 3 4 , 5 5 , 8 9 , 1 4 4 . . . .

dont chacun, à partir du troisième, est égal à la somme des

deux qui le précèdent immédiatement, jusqu'à ce qu'on ait

obtenu deux termes consécutifs dont l'un contienne la base et

l'autre le double de la base ; le nombre des termes précédents

multiplié par le nombre des chiffres du plus petit des deux

nombres proposés est la limite demandée.

Lorsque les deux termes auxquels on s'est arrêté sont

précédés immédiatement d'un terme qui contient la base,

ainsi que cela arrive pour les bases 2, 3, 5, 7, 8, 11, 12,13,

on reconnaît facilement que la limite peut être diminuée

d'une unité. Ainsi, en désignant par c le nombre des chiffres

de B, et par / la limite correspondante à la base b, on aura

les résultats suivants :

b= 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7, 8 , 9,

/ = 2c— 1 , 3c— t , 3c , 4c—1, 4c, 5c—1,5c—1, 5c,

b= 10, 11 , 12, 13.

/ = 5c , 6c—1, 6c—1, 6c—-I.

{*) Comptes rendus de l'Académie, 28 octobre 1844.



III. La forme des limites 2c—1, 3c—1, 3c.. . varie avec
la base b; de plus, si Ton considère, par exemple le nombre
13, écrit dans le système décimal, et le même nombre 21 écrit
dans le système dont la base est 6, et qu'on fasse successive-
ment B = 13 et B = 21, les limites 5c et 4c correspondantes
à ces bases donneront / = 10 et 1=8. Ainsi ces limites va-
rient en général de forme et de grandeur avec la base du
système dans lequel on opère, quoique le nombre des divi-
sions à faire soit indépendant de cette base Proposons-nous
de déterminer une limite qui convienne à tous les systèmes.

Soient, comme précédemment, A et B les deux nombres
dont on cherche le plus grand commun diviseur et R le reste
de la division de A par B. En supposant que R ne soit pas
contenu exactement dans B, on^aura R > ^ B O U R < ; T B ;

dans le premier cas, si l'on divise B par R , on obtiendra le
reste B—R < î B : donc deux divisions au plus sont néces-
saires pour obtenir un reste R, <[ ^ B ; par la même raison
deux divisions au plus sont nécessaires pour obtenir un nou-
veau reste R a <ïR,« En supposant que la même nécessité
continue de se présenter jusqu'à ce qu'on ait obtenu le plus
grand commun diviseur R», on aura la suite d'inégalités
2 R , < B , -2Ra<RI,2R3<R2..2Rn-i<-2RTO_2, 2Rn<Rn - t
d'où Ton conclut immédiatement

2 * x I U < B o u : i n < B ,

en supposant Rn =c l. Mais on a fait au plus 2n divisions pour
contenir Rn; donc, en comptant la dernière, on en a fait au
plus l+2n , n étant l exposant de la plus grande puissance de
2 contenue dans le plus petit B des deux nombres proposés.
M. Binet a trouvé, par une démonstration analogue, la limite
plus simple \-{-n (*), mais en considérant la division sous un

{*) Journal de M. Liouville, tome VI, 1841.
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autre point de vue. 11 n'est peut-être pas sans intérêt de mon-

trer que cette limite 1 -\-2n est une conséquence immédiate de

la limite 2c—1 que nous avons déterminée précédemment et

qui correspond au cas où le nombre B est écrit dans le

système binaire.

En effet 2 étant la base du système et c le nombre des

chiffres de B , on a B = o u > 2 c — 1 et B < 2 C ; donc c—1 est

égal à l'exposant n de la plus grande puissance de 2 con

tenue dans B; d o n c c = l - f -^et , par suite, 2c—1=1 + 2 n .

IV. Considérons la suite des nombres

(1) 1, 2 , 3 , 5, 8 , 13, 21 , 34 , 55 , 89

auxquels on reconnaît immédiatement cette propriété, que

si l'on cherche le plus grand commun diviseur de deux

termes consécutifs, tels que 34 et 21, on obtiendra succes-

sivement pour restes les nombres précédents 13, 8, 5, 3, 2,

1 et le dernier reste 0 ; d'où il résulte que le nombre des di-

visions effectuées est égal au nombre des termes qui précé-

dent le plus grand 34 des deux nombres qu'on a pris dans

la série.

Pour obtenir la limite 5c, nous avons supposé seulement

que les sixième et septième termes de cette série contien-

nent l'un la base 10 et l'autre le double de cette base,

sans tenir aucun compte de l'excès 3 de 13 sur 10 ni de

l'excès i de 21 sur 1 0 x 2 ; il est donc présumable qu'en

ayant égard à ces différences nous pourrons trouver une li-

mite plus approchée.

On a vu précédemment que Da est au moins égal à 2 ou,

autrement, que lorsqu'on fait deux divisions pour trouver le

plus grand commun diviseur des nombres A et B , le plus

petit nombre B est au moins égal à 2 ; pareillement, quand

on fait trois divisions, B est au moins égal à 3 ; quand on fait

4 divisions, B est au moins égal à 5, et, en généra!, quand
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on fait n divisions, B est au moins égal au n* terme de la

série (1). Gela étant, supposons qu'on demande une limite du

nombre des divisions à faire, lorsqu'on a, par exemple,

B s= 17 : si l'on cherche dans la série (1) le premier terme

21 > 17, le nombre 6 des termes précédents sera la limite

demandée ; car si Ton était obligé de faire plus de 6 divi-

sions, B serait au moins égal à 21, ce qui est contraire à l'hy-

pothèse. Je dis de plus qu'aucune autre limite, dépendant

seulement de B, ne donnera pour maximum du nombre des

divisions un nombre inférieur à 6. Car, si cela était, cette

même limite appliquée au nombre 13 < 17 donnerait en-

core un maximum inférieur à 6; et Ton vient de voir qu'en

supposant A = 21 et B = 13 le nombre des divisions à faire

était égal à 6. On peut donc établir cette règle générale :

Pour avoir la limite la plus approchée du nombre des divi-

sions à faire dans la recherche du plus grand commun divi-

seur de deux nombres entiers A et B, on écrit les termes de la

série (1) jusqu'au premier terme supérieur à B ,-, le nombre des

termes précédents est la limite demandée,

V. Chaque fois qu'une division conduirait à un reste plus

grand que la moitié du diviseur correspondant, on peut

ajouter une unité au quotient et soustraire le dividende du

produit du diviseur par le quotient, ce qui conduit à un reste

moindre que la moitié du diviseur. En réduisant ainsi deux

divisions à une seule, on conçoit qu'on puisse trouver des

limites moindr.es que celles qu'on vient d'obtenir. Suppo-

sons donc qu'on apporte cette modification à la recherche du

plus grand commun diviseur des nombres A et B, et soient,

comme précédemment,

B D5, D4, D3 , D,, 1,

tous les nombres qui ont servi de diviseurs. Si Ton considère

trois diviseurs consécutifs tels que D5 , D4, D3 , le troisième



sera le reste de la division du premier par le second ; donc,
suivant qu'on aura pris le quotient par excès ou par défaut,

afin d'obtenir un reste D3 < - D 4 , on aura

Ds = o u > 3D4 —D3 ou D5 = ou > 2 D 4 - f D3.

Désignant par K l'excès de D4 sur 2 D3, on trouve

3D4 —D3=:5D3 + 3 K e t 2D4 + D 5 = 5D3 + 2K,

d'où Ton conclut
2D4 + D 3 < 3 D 4 - D 3 .

Donc, quel que soit le mode de division , on aura tou-
jours

D5 = ou > 2 D4 + D3 :

mais D2 est au moins égal à -2, donc D3 est au moins égal à 5 ;
pareillement, D4 est au moins égal à 12, D5 au moins égal à
29 et ainsi de suite ; donc on a

(4) D 4 > 1 0 e t D 5 > 10 X 2.

Or, de même que les inégalités (1) ont conduit à

D 5 n+ ,> 10n

Les inégalités (4) conduiront, par des raisonnements analo-

gues , à
D3» + i > 1 0 n

d'où l'on conclut que le nombre des divisions à faire ne peut
excéder trois fois le nombre des chiffres de B. M. Binet a

donné la limite moins approchée 1 -f- - r c(*).

On reconnaît aisément que la série

(2) 1, 2 , 5 , 12, 29

(*) Journal de M. Liouville, tome VI, 1841, et comptes rendus de l'Académie,
h novembre 1844.



dans laquelle 3 termes consécutifs sont tels que le 3e est

égal au double du 2e augmenté du 1er, donne lieu à des con-

séquences analogues à celles qu'on a déduites de la série (1).

Aussi nous contenterons-nous de les énoncer :

1° Pour avoir une limite Y du nombre de divisions à faire

dans la recherche du plus grand commun diviseur de deux

nombres entiers A et B, on écrit les termes de la série (2) jus-

qu'au premier qui contienne la base du système dans lequel on

opère, le nombre des termes précédents multiplié par le

nombre des chiffres du plus petit B desAeux nombres pro-

posés est la limite demandée. On trouve ainsi les résultats

suivants :

b == 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7, 8, 9 , 1 0 , 1 1 , 1 2 , 1 3

/' = ' c , 2c, 2c, 2c, 3c, 3c, 3c, 3c, 3c, 3c, 3c, 4c

On voit que la limite 3c est commune à 7 bases différentes

et que , pour trouver le plus grand commun diviseur de deux

nombres écrits dans le système dont la base est 2, le nombre

des divisions à faire ne peut excéder le nombre des chiffres du

plus petit B des deux nombres proposés.

Remarque. Le nombre B étant écrit dans le système dont

la base est 2, on a B = ou > 2 e - 1 et B < 2 C ; donc c — t est

égal à l'exposant n de la plus grande puissance de 2 con-

tenue dans B; donc c = i -f- n. Telle est ia limite don-

née par M. Binet.

2° Pour avoir la limite la plus approchée du nombre de

divisions à faire, dans la recherche du plus grand commun

diviseur de deux nombres entiers A e i B , on écrit les termes

de la série (2) jusqu'au premier terme supérieur à B, le

nombre des termes précédents est la limite demandée.

VI. Lorsqu'on connaît le plus grand commun diviseur de

A et B, ou plus généralement un facteur D commun à ces

deux nombres, ou substitue à B, dans le calcul des limites
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précédentes , le quotient — , ou seulement au nombre des

chiffres de B celui des chiffres de ce quotient, ce qui donne

ordinairement des limites plus approchées.

Prenons pour exemple les nombres 2904 et 1122 écrits

dans le système décimal, et dont le plus grand commun diviseur

s'obtient en effectuant 5 ou 4 divisions selon la manière d'opé-

rer. Les limites 5c et 3c appliquées à 1122 donnent / = 20,

/' = 12 : l'emploi des séries (1 ) et (2) donnent les limites plus

approchées / = 15, / ' = 9. Mais les nombres 2904 et 1122,

étant divisibles par 2, par 3, et par 11, sont divisibles par le

produit 2 X 3 X H = 66 et , sans effectuer la division de

1122 par 66 , on voit que le quotient de cette division con-

tient deux chiffres; ce qui réduit les limites 5c ei 3c à

/ = 10, / ' — 6 . Enfin si Ton divise 1122 par 66 et qu'on

emploie îes séries (1) et (2) en substituant le quotient 17 à

1122, on aura les limites encore plus approchées / = 6 ,

VII. Supposons qu'en cherchant le plus grand commun

diviseur de A et B, on ait pris tous les quotients par excès

afin d'obtenir des restes moindres que la moitié des diviseurs

correspondants , et soient, dans cette nouvelle hypothèse,

B . . . D5, D4, D3 , D , , 1,

tous les nombres employés comme diviseurs. Si Ton consi-

dère trois diviseurs consécutifs, tels que D5 , D4 , D3. on aura

D 5 = ou > 3 D 4 — D 3 .

Or I)a est au moins égal à 2, donc D3 est au moins égal

à 5 , D4 au moins égal à 13, D5 au moins égal à 34, etc. On

est ainsi conduit à la suite des nombres

(3) 1 , 2 , 5 , 13. 34, 89, 233....

dans laquelle trois termes consécutifs sont tels que le troî-
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sième est égal au triple du second moins le premier. Cette

série donnerait lieu à des conséquences analogues à celles

qu'on a déduites des séries (1 ) et (2) : mais, comme les termes

qui la composent sont l'unité et tous les tenues de rang

pair de la série (1), on v<̂ jt qu'étant donnée une limite/

déduite de la série (1) et relative au mode ordinaire de

division, on obtiendra une limite /" relative au cas actuel, en

faisantZ" = l + - / . A ^ s i , par exemple, la limite Z=5c

donnera r = = l - | - - c , c'est-à-dire que , lorsqu'en opérant

dans le système décimal on a pris tous les quotients par excès,

afin d'obtenir des restes moindres que la moitié des diviseurs

correspondants, le nombre des divisions effectuées ne peut

excéder l'unité augmentée de cinq fois la moitié du nombre

des chiffres du plus petit B des deux nombres proposés.

Nota. "Là limite dite deM. Binet, relative aux quotients le

plus approchés, est déjà ancienne ot depuis longtemps du do-

maine public. La limite deM. Lamé, relative aux quotients

ordinaires, est nouvelle ; M. Finck en a donné une démons-

tration dans ce volume (p. 71 ) ; le beau travail qu'on vient de

lire complètent simplifie la théorie. Le lecteur attentif aura

remarqué Terreur qui nous a échappé dans un travail

analogue (p. 569); on n'a n <[ 3 k que lorsque A: est moindre

que 3. Tm.
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PROBLÈMES COMMINATOIRES.

P A R M. T H I B A U L T ,
Professeur, licencié es sciences physiques et mathématiques.

I. Problème. Étant données différentes séries, la première

de m lettres a, b, c..., la seconde de m' lettres a', 6f, c'..., la

troisième de m" lettres a!\ b", c"..., etc. déterminer le nombre

des arrangements qu'on peut faire, chaque arrangement de-

vant contenir n lettres de la première série , n! lettres de la

deuxième, n" de la troisième, etc.

11 y a deux cas à considérer, savoir : 1° si aucune lettre ne

doit se répéter dans un même arrangement ; 2° si une même

lettre peut se répéter plusieurs fois.

1er cas. Arrangements sans répétitions. Commençons par

former tous les arrangements possibles des m lettres de la

première série n à n ; leur nombre est donné par la formule

connue m (m— 1) .... (m — n-\- i) ; nous le représenterons

par AOT,n.

Dans l'un quelconque de ces arrangements, introduisons

une lettre a! de la seconde série à toutes les places possibles

qui sont au nombre de n -f-1 ; il en résultera n -f-1 arran-

gements nouveaux L'introduction de chacune des autres

lettres b\c\... en fournira le même nombre, ce qui fait en

tout ( » + 1) rd arrangements nouveaux provenant de Far

rangement considéré. La même chose étant faite pour cha-

cun des Am?w arrangements déjà formés, il en résultera

(tt + 1) m'Am>n arrangements composés chacun de n lettres

de la première série, et d'une lettre de la deuxième.
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Dans l'un quelconque de ces derniers arrangements, affec-

tons pour un instant de l'indice 1 , la lettre de la seconde

série qu'il contient ; puis introduisons-y une deuxième lettre

de cette série en l'affectant de l'indice 2. Cette nouvelle lettre

pouvant se mettre à toutes les places qui sont au nombre de

n - | 2 , il en résultera n -{- 2 arrangements nouveaux. En in-

troduisant de cette manière dans l'arrangement considéré cha-

cune des rri—1 lettres de la seconde série qui ne se trouvaient

pas dans cet arrangement, il en résultera en tout (n -}- 2)

(m!—1) arrangements. La même chose étant faite pour cha-

cun des (n+i) ni'Am,n arrangements primitifs, on aura en tout

(n + <2) X m'(m1 — 1) Am,w

arrangements composés de n lettres de la première série, et

«le deux lottres de la seconde, ces deux dernières étant affec-

tées des indices 1,2, d'après Tordre de leur introduction.

On suivra le même ordre de formation jusqu'à ce qu'on ait

introduit dans chaque arrangement ri lettres delà deuxième

série, et en affectant successivement les nouvelles lettres in-

troduites des indices 3 ,4 , . . . . ri. On aura ainsi tous les arran-

gements qu'on peut former avec n lettres de la première

série , et ri lettres de la deuxième, différents entre eux soit

par les lettres, soit par Tordre de ces lettres, soit par l'ordre

des indices; leur nombre sera 3

(»-f-l) (AI+2) .... {n+ri) X m1 {m1— 1) .... (m1— ri + i) A»f»,

qui peut s'écrire {n + 1) {n + 2) . . . . (» + «') Am,nAm>'.

Observons actuellement qu'un même arrangement de lettres

se trouvera reproduit avec toutes les permutations possibles

dans l'ordre des indices, c'est-à-dire 1.2..../*' fois. Si donc

on supprime les indices, le nombre des arrangements diffé-

rents deviendra 1.2...ri fois moindre. Dans le cas de deux sé-

ries seulement, la formule cherchée est donc
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(n - H ) (» + 2) ...• (n + ri) Aw ,nAm V ,
1.2 n'

qui peut s'écrire sous la forme symétrique.

1.2....(»+»')
1.2...* X 1.2...»' Am'wAw'n' !1)

Au moyen des arrangements relatifs à deux séries, on ob-
tiendra ceux qui sont relatifs à trois, en suivant exactement
la même marche pour introduire les m" lettres de la troi-
sième série n" à n". On trouvera amsi que la formule relative
à trois séries est

On trouvera de même que la formule générale cherchée,
relativement à toutes les séries, est :

Deuxième cas. Arrangements avec répétitions. On suivra
exactement la même marche que pour les arrangements sans
répétitions. Mais alors Am,n représentera le nombre mn qui
exprime combien on peut faire d'arrangements n à n avec
répétitions au moyen de m lettres. L'introduction del.2,../*'
lettres de deuxième série, avec les indices respectifs 1,2, ..«',
dans les Aw,w arrangements des lettres de la première série,
conduit à des arrangements successifs, dont les nombres sont
respectivement

X mli Am,«,

Si on supprime les indices, le nombre total des arrangements
est

_ . x m A»i,n

1.2...//
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nombre qui, en représentant m'n' par Am,»', prend la forme

symétrique exprimée par la même formule (1) qu'on a ob-

tenue pour le cas des arrangements sans répétitions.

On trouvera de même que le nombre des arrangements re-

latif à toutes les séries, est exprimé par la formule (A) ci-

Si les lettres d'une ou de plusieurs séries pouvaient se répéter

et que les autres ne le pussent pas, le nombre des arrangements

serait exprimé encore par la même formule (A), en considé-

rant Am,w, Am',n(, etc . , comme représentant des nombres

d'arrangements avec ou sans répétitions, suivant que les

lettres des séries correspondantes pourraient ou non se ré-

péter.

II. PROBLÈME. Dans le nombre total des arrangements avec

ou sans répétitions, considérés dans le problème précédent,

combien de fois se rencontre-t-il que des lettres d'une même

série, de la première par exemple, se succèdent 1° par groupes

de p lettres au moins ; 2° par groupes formés exactement de p

lettres ?

Nous emploierons les notations Aw?w , etc. , comme dans

le problème précédent, pour représenter les nombres d'ar-

rangements de m lettres n à n, etc., avec ou sans répéti-

tions de lettres.

Considérons d'abord, pour fixer les idées, les arrangements

où les lettres de la première série sont assujetties à ne pas

se répéter.

Formons toutes les successions possibles des m lettres de

la première série p & p sans répétitions, ce qui donnera

Am,p groupes différents. Considérons l'un de ces groupes en

particulier, et formons aussi tous les arrangements possibles

contenant n—p lettres de la première série , ri lettres de la

deuxième, n" lettres de la troisième, etc., mais dont seront

exclues les p lettres du groupe considéré, arrangements dont
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le nombre est exprimé par la formule (A), en y remplaçant

m , n par m — p, n —p. Si nous plaçons le groupe consi-

déré devant et après l'un des arrangements formés , et entre

ses diverses lettres à toutes les places possibles, il en résul-

tera 1 + (»—p)-\-ri + »"-{-.... arrangements. Si on com-

bine de la même manière ce groupe avec chacun des autres

arrangements formés, il en résultera un nombre d'arrange-

ments exprimé par

qui revient à :

1.2... ( !+(/*-/>)
(2)

1.2 (n— p)X 1.2.... ri X . . . .

La formule (2) exprime combien de fois une succession

déterminée de p lettres se trouve dans tous les arrangements

formés de n lettres de la première série, de ri lettres de la

deuxième, etc. Chacune des Am,p successions de p lettres

que Ton peut former avec la première série , devant se ren-

contrer le même nombre de fois dans ces arrangemenls, il

faut multiplier la formule précédente par Am,p, pour ex-

primer combien il se rencontre en tout d3 successions de p

lettres de la première série. Dans le produit obtenu rem-

plaçons
A-niip X Am—p,n—p

par sa valeur

m (m — 1) . . . ( m — p + i ) X [m — p) [m—p — 1) . . .

o u

m {m — \)....[m — n -\- 1 ) ,

c'est-à-dire par Am ,w , ce produit devient :

1.2.... (1 + ( K - p ) + ri +....) 4

! .2 . . . (»- / , ) X 1.2... I I ' X . . . A w '* A *' -* ' - ^
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La formule (3) exprimerait encore, si les lettres de la

première série pouvaient se répéter, combien il se rencontre

de successions de p lettres de cette série dans tous les arran-

gements. On parviendrait à cette formule de la môme ma-

nière ; seulement les lettres d'un groupe n'étant pas exclues

des arrangements entre les lettres desquels on intercale ce

groupe, il faudra dans la formule (2) remplacer

&m—pjti—p P^r Am,n-p •

puis observer ensuite que le produit Am,p X AOT)n—p revient

à mp x mn~v ou mn , c'est-à-dire à Am>n.

La formule (3) étant également applicable aux arrange-

ments avec ou sans répétitions, il doit en être de même de

tout ce que nous allons en déduire.

Si l'on désigne par Gp, G p + l r . . . les nombres des groupes

formés respectivement de/?,/?•+• 1, . . . . lettres consécutives

de la première série, qui se rencontrent dans l'ensemble de

tous les arrangements, l'expression (3) est égale à Gp +2GP+Î

+ 3GPf2 + etc. En effet, un groupe de p lettres ne donne

lieu qu'à une des successious considérées, tandis qu'un groupe

de p + 1 lettres donne lieu à deux successions de p lettres,

l'une commençant à la première lettre du groupe, l'autre à

la deuxième. De même un groupe dep-\-2 lettres, donne

lieu à trois successions et ainsi de suite. De régaiité

on déduit, par le changement de p en p - f -1 ,
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soustrayant la deuxième égalité de la première, il vient :

' X

V n—p
ou, en réduisant

r | 1 l».... (B)

C'est la première formule cherchée, qui exprime combien
de fois il se rencontre de groupes de p lettres consécutives
au moins de la première série.

Dans la formule (B) remplaçons/? par/?+l, et soustrayons
de (B) le résultat, il vient aprèS une réduction toute semblable
à celle qui précède

G _ *-2-[("-/»)-* + "' + »"+» 1
p 1.2... {n—p)X.1.2...«'-)-...'

(1 -{-n! - j- n" -{-•••) (n'-\-n" -f-...) Am,wAmnr..* (C)

C'est la deuxième formule cherchée, qui exprime combien
de fois il se rencontre des groupes de p lettres consécutives
de la première série.

Comme application très-simple des formules (A), (B),
considérons la question suivante : déterminer le nombre de
mots qu'on peut former avec 19 consonnes et 5 voyelles, chaque
mot étant composé de 3 consonnes et de 2 voyelles ; en excluant
les mots renfermant trois consonnes de suite.

Le nombre total des mots est donné par la formule (A),
appliquée à deux séries ; on trouve

1.2.3 X 1.2
ÀNN. DE MÀTHÉM. IV.

3t5» o u to. i93 .5\
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La formule (B), dans laquelle on supprimera d'abord haut

et bas le facteur 1.2...(/i—p), donne ensuite le nombre des

mots exclus, savoir

— . ( 1 + 2 ) î 9 3 . 5 a ou 3.198.5*.

Il reste ainsi pour le nombre de mots demandé

7.193.53 ou 1200325.

III. Diverses méthodes pour obtenir directement la formule

connue

m (m—1 )....(/»—ra-f-1)
W ' W ~ ~ 1.2. ...n '

qui exprime le nombre des combinaisons sans répétitions,

que Ton peut faire avec m lettres n à //.

Première méthode Supposon^formés les Cw ,n-i combinai-

sons des m lettres n—1 à n—\. Dans chacune d'elles intro-

duisons séparément chacune des m — n-\-\ lettres qui y

manquent, l'ensemble ainsi formé contiendra

(m—

combinaisons n à n. Mais ce nombre de combinaisons sera

aussi exprimé par ftCm,n; car dans l'ensemble formé, chacune

des Cm,n combinaisons des m lettres n à n, se trouvera répétée

n fois , puisqu'elle peut résulter indifféremment de l'intro-

duction de Tune quelconque de ses n lettres, dans la combi -

oaison précédemment formée des n—1 autres. On a donc :

\m—n -\- 1 ) Cm,n-i = nCm%n ,
d'où

_ro — / i - f lr
v>m,* — ^m,n—1 •

n
Or on a
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donc

m (m—1) _/»( /n—l) . . . . (m—n-f 1)
C - * S S S ~ Ï T ~ ' Cm'* riz;; •

Deuxième méthode. Parmi toutes les combinaisons des m

lettres n à n, il y en a Cm_i)fl_i qui contiennent a. Car on

obtient celles-ci en ajoutant a à chacune des 0 ^ ^ . Com-

binaisons n—1 à n—1 des m—1 autres lettres. Ecrivons sé-

parément la liste de ces combinaisons, contenant a; faisons

aussi la liste des combinaisons contenant b , et ainsi de suite.

L'ensemble de ces m listes, présente mCm—ttn—1 combinai-

sons. Mais le nombre de ces combinaisons est aussi exprimé

par nCm,n ; car dans l'ensemble formé, chacune des Cm,n

combinaisons des m lettres n à n se trouve répétée n fois,

puisqu'elle se trouve écrite dans la liste correspondante à

chacune de ses n lettres. On a donc

™*^m—i,n— î = n€>m,n ,

d'où

t i m , « — — t o n — i , n — I — —} 7T~ vim—2,»—2 — • • •

n n{n—1)
m ( /»— \ ) . . . {m—»

= n{n-\)...A '
à cause de

r m—n+i
l^m—*+i,i = "j •

Troisième méthode. Chacune des Cm>n combinaisons des

m lettres n à n contenant n lettres , leur ensemble en con-

tient nCm,n- La mème partie de ce nombre, c'est-à-dire

— GmiH exprime combien de fois se trouve écrite une même
m

lettre a. Mais ce nombre de fois est aussi exprimé par

Cm—î,»—i-

En effet, pour obtenir toutes les combinaisons n à n renfer-
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mant <z, il faut d'abord former toutes les combinaisons des

/rc— 1 autres lettres n—1 à n—1, puis écrire la lettre a dans

chacune de ces combinaisons , c'est-à-dire Cm-i,n-i fois. On

a donc :

d'où

— Cm,» — Cm-i,«
m

c - " V
n

comme par la deuxième méthode.

Cette troisième méthode est remarquable en ce qu'elle

conduit également à l'expression du nombre Cm,n, lorsqu'il

s'agit de combinaisons avec répétitions de lettres. Alors la

formule — Cm n exprime encore combien de fois une lettre a

se trouve écrite; mais ce nombre de fois est aussi exprimé

par

En effet, pour obtenir toutes les combinaisons n k n avec

répétitions où se trouve a, il faut d'abord former les CW}W_t,

combinaisons des m lettres n—1 à n—1, combinaisons dans

lesquelles cette lettre se trouve déjà écrite C,»,»—! fois,
m

puisqu'elles renferment (»—-1) Cm,n-i lettres ; ensuite il faut

encore écrire la lettre a une fois dans chacune de ces combi-

naisons »—1 à ra—1, c'est-à-dire Cw,»-i fois. On a donc

j n n m , t i i i m , n 1m m m

formule dont il est facile de déduire

m (m + !) . . . . ( /»-f .»—l)
yjmyn — — «

1.2....ft
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NOTE

Sur les chiffres qui peuvent terminer les puissances quel-

conques des nombres entiers.

P A R M. D B O T ,

professeur de mathématiques spéciales au collège royal de Poitiers.

I. En formant les puissances des 10 premiers nombres, on

reconnaît qu'elles sont terminées successivement par les

chiffres suivants :

6 5 6 9 4 1 0

4 5 6 3 2 9 0

6 5 6 1 6 1 O

4 5 6 7 8 9 0

d'où résulte que la 6e puissance serait terminée par les

mêmes chiffres que la 2e et dans le même ordre, et ainsi de

suite •. il est facile d'après ce tableau de déterminer quel sera

le dernier chiffre de la puissance même d'un nombre , con-

naissant le dernier chiffre de ce nombre . si le nombre est

élevé à une puissance d'exposant 4/i il faudra consulter la

quatrième ligne ; si l'exposant est kn-j-1, ce sera la première

S Î 4 / Z + 2 , ce serala 2e si4/i + 3 , la 3e.

Il m'a semblé que ces considérations pouvaient être établies

d'une manière plus rigoureuse et même se généraliser :

je me propose donc, dans cette note, de rechercher : 1° A

Impuissance :
2e —

3e —
^e

5e —

i
1

1

1

1

2
4
8

6
2

9

7

1

3
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quelle puissance il faut élever un nombre N pour que le der-

nier chiffre se reproduise: 2° à quelle puissance il faut élever

un nombre N pour que les deux derniers chiffres se repro-

duisent : 3° à quelle puissance il faut élever un nombre N pour

que les trois derniers chiffres se reproduisent; ainsi de suite.

Il sera facile de déduire de là quel est le dernier chiffre, ou

quels sont les deux derniers chiffres, ou les trois derniers

chiffres.... de la puissance quelconque d'un nombre entier;

car, si pour une puissance x , par exemple, les deux derniers

chiffres de N se reproduisent, on cherchera les deux derniers

chiffres des différentes puissances de N, depuis la puissance

1, jusqu'à la puissance x, et à partir de là, les deux derniers

chiffres reviendront dans le même ordre, puisqu'en mul-

tipliant un nombre par un autre, il est facile de voir que les

deux derniers chiffres du produit ne dépendent que des deux

derniers chiffres des facteurs.

II. Soit N, un nombre entier quelconque, cherchera quelle

puissance x il faut l'élever pour que le dernier chiffre d se

reproduise • il faudra pour cela que Ton ait •

N =\0q +d

d'Où : N (N*-1 — 1 ) = 10 {q* — q) (2)

c'est-à-dire que N (N*-1 — Ij doit être divisible par 10 :

cette condition est évidemment nécessaire d'après ce qui

précède, et de plus elle est suffisante ; car si elle existe, la

l*6 des relations (1) existant toujours, on en déduira facile-

ment la 2e. Je distinguerai trois cas : 1° N divisible par 10 :

2° N premier avec ÎO : 3° N non divisible par 10 sans être

premier avec lui.

III. Dans le premier cas, la relation (2) est satisfaite, quel

que soit x. Dans le second cas, pour que cette relation soit

satisfaite, il faut et il suffit que N*—' — 1 soit divisible par
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*0 ; or, dans ce cas, N étant impair, N*-*1— 1 est

nécessairement divisible par 2 ; donc il faut et il suffit que

N*-i — i soit divisible par 5 : cette condition aura toujours

lieu, d'après le théorème de Fermât, pour x = 5 , c'est-à-dire

que N4 divisé par 5 donnera le reste 1 • mais nous ne sommes

pas certains qu'Une puissance inférieure à N* ne puisse pas

aussi donner le reste 1 ; toutefois, si une puissance inférieure

à N4 donnait le reste 1 , ce ne pourrait être que N1 ou Na

(1 et 2 étant les seuls diviseurs de 4) on trouve en effet que

N1 divisé par 5 donnera le reste 1 , toutes les fois que le

nombre N qui est impair sera terminé par t , et dans ce cas,

la relation (2) sera satisfaite pour x=*=2 et conséquemmcnt

toute valeur de x ; car IN1 donnant le reste 1, toute puissance

de N jouira de la même propriété. On trouve aussi que W

divisé par 5 donnera le reste 1 , toutes les fois que Na qui est

impair sera terminé par 1, c'est-à-dire que N sera terminé

par 1 ou par 9 ; la première circonstance vient d'être considé-

rée ; la seconde apprend que pour un nombre terminé par 9,

la relation (2) est satisfaite pour . r = 3 et par suite pour x=5,

7.... Dans les autres cas, c'est-à-dire pour N terminé par 3

ou 7, la relation (2) n'esi satisfaite que pour x = b et par

suite pour . r = 9, 13,...

Soit actuellement le cas de N non divisible par 10 sans être

premier avec lui ; considérons : 1° N divisible par 2 sans

Pétrc- par 5 : 2° N divisible par 5 sans l'être par 2.

1° N divisible par 2 sans l'être par 5. Pour que la relation

(2) soit satisfaite, il faut et il suffit que N*— * —1 soit divi-

sible par 5 ; ce qui aura toujours lieu pour x=h et ce qui

peut aussi avoir lieu pour des valeurs inférieures de x : une

analyse semblable à la précédente montrera alors: que la

relation (2) sera satisfaite pour . r = 2 et par suite pour toute

valeur dex, quand N1 divisé par 5 donnera le reste 1, c'est-

à-dire quand N sera terminé par 6 : que la relation (2) sera
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satisfaite pour x=3 et par suite pour a : = 5 , 7.... quand

N3 divisé par 5 donnera le reste 1, c'est-à-dire quand N sera

terminé par 4 ; que la relation (2) ne sera satisfaite que

pour cc = 5 et par suite pour x=9, 1 3 . . . quand N sera

terminé par 2 ou 8.

2° N divisible par 5 sans l'être par 2. Pour que la relation
(2) soit satisfaite, il faut et il suffit que N*- 1 — 1 soit divi-

sible par 2 ; ce qui a toujours lieu. En résumant on conclura

que pour les nombres terminés par 0, 1 , 5 , 6 le dernier

chiffre est toujours reproduit : que pour les nombres termi-

nés par 4 et 9, le dernier chiffre se reproduit à toutes les

puissances d'exposant impair : que pour les nombres ter-

minés par 2 , 3 , 7 , 8 , le dernier chiffre se reproduit à toutes

les puissances d'exposant 4/i -f-1.

IV. Cherchons maintenant à quelle puissance il faut élever

N pour que les deux derniers chiffres se reproduisent. en

procédant de la même manière, on aura les relations :

1

N (N*-1 —1) = 100 {q— q) (4)

il faudra donc et il suffira que la relation (4) soit satisfaite,

c'est-à-dire que N (N^-1—1) soit divisible par 100. Je dis-

tinguerai encore trois cas : 1° N divisible par 100 : 2° N pre-

mier avec 100 : 3° N non divisible par 100 sans être premier

avec 100.

Y. Dans le premier cas, la relation (4) est satisfaite quel

que soit x.

Dans le second cas, pour qu'elle soit satisfaite, il faut et il

suffit que N*""1—1 soit divisible par 100, c'est-à-dire que

fljar-i divisé par cent donne le reste 1 : or, comme 100 n'est

pas un nombre premier, le théorème de Fermât ne donne pas

immédiatement une valeur de x qui satisfasse à cette condi-



tion ; mais on sait qu'entre N° et N100 il y a au moins une

puissance qui, divisée par 100, donnera le reste 1 ; cette puis-

sance se trouvera facilement, parce qu'il est aisé d'obtenir la

série des restes correspondants aux diverses puissances de N;

on trouvera donc facilement la plus petite valeur de x, satis-

faisant à la relation (4) et par suite toutes les autres. Dans

le cas spécial où N serait terminé par 0 1 , la relation (4)

serait satisfaite pour ,r = 2, et par suite pour toute valeur

de x. Dans le troisième cas enfin , il peut arriver plusieurs

circonstances.

1° N divisible par 4 sans l'être par 5.— Dans ce cas, il faut

et il suffit que N*"1—1 soit divisible par 25 , et comme pré-

cédemment , on trouvera facilement la plus petite valeur de

x satisfaisant à cette condition. — Dans le cas spécial de N

terminé par 76 , la relation (4) sera satisfaite pour x= 2 et

par suite pour toute valeur de x.

2° N divisible par 25 sans l'être par 2. —Dans ce cas, il faut

et il suffît que N*"1—1 soit divisible par 4 , et comme pré-

cédemment , on cherchera encore la plus petite valeur de x

satisfaisant à cette condition. — Dans le casjjpécial de N ter-

miné par 25 la relation (4) est satisfaite pour x = 2 et par

suite pour toute valeur de x.

3° N divisible par 2 sans l'être par 4 , ou N divisible par 5

sans l'être par 25. — Dans ce cas, la relation (4) est impos-

sible ; car il faudrait que N*"1— 1 fût encore divisible par 2

ou par 5, ou que N*""1-— 1 divisé par 2 ou 5 ramenât le reste 1 ;

ce qui ne peut être , puisque N ne serait pas premier avec 2

ou 5. En résumant, on conclura que pour les nombres ter-

minés par 00, 0 1 , 25, 76 les deux derniers chiffres sont tou-

jours reproduits ; que pour les nombres divisibles par 2 sans

l'être par 4 , ou divisibles par 5 sans l'être par 25, les deux

derniers chiffres ne sont jamais reproduits; que pour tous

les autres nombres, les deux derniers chiffres se reproduisent



pour une certaine puissance, dont il est toujours facile de
calculer l'exposant.

6. Dans l'application de ce qui précède, il pourra paraître
quelquefois pénible de calculer l'exposant de la plus petite
puissance qui ramène les deux derniers chiffres du nombre
donné ; mais ce calcul est très-rapide, si Ton veut faire usage
des théorèmes connus à ce sujet, mais je rappellerai ces deux
principes qu'on ne trouve pas ordinairement dans les livres
élémentaires:

1° II est toujours facile de trouver combien il y a de nom-
bres premiers avec un nombre quelconque N et inférieurs à
N : soit F le nombre cherché et décomposant N en facteurs
premiers , soit N = apbqcr, on aura toujours :

a—\ 6—1 c —1 ¥

F = N x X -7— X . O
a b c

2° Si un nombre p est premier avec N , l'exposant de la
plus petite puissance de N aulreque N°, qui, divisé par/;,
donne le reste 1 est F ou un diviseur de F. Soit donc, par
exemple, un nqjpbre 759 ; il s'agit decalculer l'exposant de la
plus petite puissance qui doit ramener les chiffres finals 59 :
ce nombre tombe dans le deuxième cas, puisqu'il est premier
avec 100; on doit donc chercher la plus petite puissance à la
quelle il le faut élever, pour que cette puissance, divisée par

1 4
100, donne le reste 1. On a : F = 100 x - X 7 = 4 0 ; l'expo-
sant de cette puissance sera 1, 2 , 4 , 5, 8 , 10, 20 ou 40 ; on
n'aura donc qu'à calculer les résidus correspondants à ces
puissances, jusqu'à ce qu'on arrive à un résidu 1 : ce calcul
se fera très-vite, si l'on remarque que le résidu de la division
par 100 se compose toujours des deux derniers chiffres du

O Catalan, t. 1, p. 467, JSouv. Annales. tm.



dividende ; que le résidu du produit de plusieurs facteurs

s'obtient en multipliant les résidus des facteurs, et en cher-

chant le résidu du produit ; que le résidu de la puissance d'un

nombre s'obtient en élevant le résidu de ce nombre à la même

puissance, et en cherchant le résidu du résultat. C'est ainsi

qu'on aura :

Puissances 759* 759* 759* 759* 759* 75910,

Résidus . 59 81 61 99 21 1.

Ainsi, pour le nombre en question, la plus pelite valeur

de x qui satisferait à la relation (4) serait x = 11. Les chiffres

finals 59 reviendraient à la douzième puissance.

Dans le cas d'un nombre N divisible par 25 sans l'être par

2 , comme on a à rechercher à quelle puissance il faut élever

N , pour que cette puissance divisée par 4 donne le résidu 1,

on aura : F = 4 . - = 2. L'exposant de la puissance en ques-
A

tion ne peut donc être que 1 ou 2 ; or, il est 1 dans le cas

seulement de N terminé par 25 ; donc dans le cas de N ter-

miné par 75, il sera nécessairement 2 , et la relation sera

satisfaite pour x = 3.

7. Si l'on cherche maintenant à quelle puissance il faut

élever N pour que les trois derniers chiffres se reproduisent,

on sera conduit à la relation :

N (iN-*—l) = 1000 ( ? ' - - ? ) , (5)

el en la traitant comme les précédentes , on sera amené à

conclure :

Que pour les nombres terminés par 000, 001, 376, 625,

les trois derniers chiffres se reproduisent toujours, que pour

les nombres divisibles par 2 sans l'être par 8 , ou divisibles

par 5 sans l'être par 125 les trois derniers chiffres ne sont

jamais reproduits : que pour tous les autres nombres, les



— 644. —

trois derniers chiffres se reproduisent pour une certaine puis-

sance, dont il est toujours facile de calculer l'exposant.

Les calculs se simplifieront d'après les remarques précé-

demment faites.

Il serait facile de généraliser ces résultats.

8. Je terminerai en observant qu'on pourrait simplifier

davantage ces sortes de recherches, en ayant recours aux

différents principes démontres dans les Disquisitiones arith-

meticœ de Gauss, dont j'énoncerai encore le suivant : si N est

un nombre impair et s i /?= 2n, la puissance de N qui a pour

exposant 2**"*, divisée par/?, donne le reste 1.

On l'appliquerait facilement au cas où dans la relation (5)

on suppose N divisible par 125 ; il faut alors que N*"1—1 soit

divisible par 8 = 23 . Or, W divisé par 8 donnera le reste 1 ;

donc la relation sera toujours satisfaite pour . r—3.

DÉ O NSTRATION ÉLÉMENTAIRE

des formules relatives au mouvement rectiligne, uniformément

varié, et sur le mouvement rectiligne varié en général.

1. Nous supposons que le mouvement est uniformément et

instantanément accéléré.

T = temps pendant lequel le mouvement a lieu, exprimé

en unités de temps.

V== vitesse acquise au bout du temps T , exprimée en

unités métriques.
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E = espace parcouru pendant le temps T, exprimé en
unités métriques.

g. =z vitesse acquise au bout de l'unité de temps, exprimée
en unités métriques.

On a

V=^T (1)

2gE=Y\ (3)

Démonstration. 1 °. Partageonsle temps T en n parties égales,
dont chacune renferme t unités de temps, de sorte que Ton
a T = nt (à) ; divisons de même la vitesse V en n parties
égaies, donc chacune renferme u unités de vitesse ; de sorte
que Ton aV = ««(ô); imaginons un mouvement uniformé-
ment , mais non pas instantanément accéléré , tel que pen-
dant le premier intervalle t de temps, d'une durée finie, le
mobile soit constamment animé de la vitesse u ; pendant le
deuxième intervalle de temps, de la vitesse 2u ; pendant le troi-
sième intervalle de la vitesse Su ; et pendant le nème intervalle
de la vitesse nu ou V ; les espaces parcourus successivement
pendant ces intervalles, forment donc cette progression
arithmétique

tuy 2tu, 3tu,....ntu;

désignant donc par £' l'espace total, parcouru pendant les
n intervalles ou pendant nt, on aura

f) iun* turf

et, ayant égard aux équations (a) et (*), on aura

VT VT
t +



Dans ce mouvement u représente l'accélération pendant le

temps fini t ; or, dans le mouvement uniformément et instanta-

nément accéléré, cette accélération a lieu à chaque instant ;

ainsi pour avoir ce mouvement, il faut que t devienne un

instant ; en d'autres termes que n soit infiniment grand,

puisqu'il y a une infinité d'instants dans un temps fini T ;

VT
dans ce cas E' devient E , et Ton a E = - ; ce qui est l'é-

quation (2).

2*. Dans le mouvement uniformément et instantanément

accéléré, la vitesse croit proportionnellement au temps; il

suffit donc de connaître la vitesse au bout d'un temps donné

quelconque, pour la connaître au bout d'un temps quel-

conque; on choisit pour ce temps donné , l'unité de temps ;

ce qui donne l'équation V=g*T (1); celle-ci combinée avec

YT T2

E = — donne immédiatement E = g - — ; donc, les espaces

croissent proportionnellement aux carrés des temps.

Observations I. Ainsi dans le mouvement uniformément,

mais non instantanément accéléré, l'expression de l'espace

est un binôme qui se réduit à un monôme, lorsque l'impul-

sion lu infiniment petite, se renouvelle à chaque instant ;

comme cela a lieu pour la pesanteur terrestre.

II. Les mêmes raisonnements subsistent lorsque le mou-

vement est uniformément et instantanément retardé.

III. Réciproquement, lorsqu'un point parcourt des espaces

proportionnels aux carrés des temps, on en conclut qu'il es!

animé d'une force accélératrice constante. On prend pour

unité de ces forces, celle qui est capable de produire, eu

agissant pendant une seconde, une unité ou 1 mètre de vi-

tesse : il n'existe pas de dénomination pour désigner cette

unité de force ; nous avons proposé celle de dynamide. Ainsi,
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l'expérience montre , dans la machine d Athood , que, dans

le mouvement des corps pesants, -^ est égal à 9,8038 ; cela

veut dire que la pesanteur équivaut à 9,8038 dynamides.

IV. Lorsque plusieurs forces infiniment petites, perma-

nentes et constantes agissent sur un point, elles se compo-

sent, comme des forces ordinaires, par le théorème du

parallélogramme, et la résultante est encore une force per-

manente constante. Si donc, deux forces permanentes pro-

duisent un mouvement uniformément varié, et qu'on sait

que Tune de ces forces, agissant seule, produit le même

genre de mouvement, on en conclut que l'autre force est

aussi permanente et constante. C'est ainsi que Coulomb et de

notre temps M. Morin ont montré que le frottement combiné

avec la pesanteur produit un mouvement uniformément va-

rié. On en déduit que le frottement agit comme une force

retardatrice constante.

V. Lorsqu'une force permanente ne fait pas décrire des

espaces proportionnels aux carrés des temps, on en conclut

que cette force n'est pas constante, qu'elle varie à chaque

instant ; c'est-à-dire qu'à chaque instant elle a une autre me-

sure, contient un nombre différent de dynamides. Voici

comment on trouve ce nombre variable : Soit en général

e==/(0-la relation.entre Jes espaces et les temps, c'est-à-dire

e contient autant d'unités métriques que f(t) contient d'uni-

tés de temps. Pour fixer les idées, supposons que pour t=ù

OJ a e = 0 ; au bout du temps t -f- h l'espace décrit est e-\- k ;

k et h deviennent infiniment petits simultanément, mais leur

rapport reste fini. C'est ce rapport fini /représenté par la

fonction prime de t, qui est évidemment la vitesse qui existe

au bout du temps t ; de sorte qu'on a ^ ==/ ' (/) , ou bien, ^

contient autant d'unités métriques que f {t) a d'unités de



temps. Au bout du temps t-\-h, v devient *> + /,- h etl sont
infiniment petits simultanément ; alors même leur rapport
est fini et représenté par la fonction prime de / U ou par/"(/).
C'est cette fonction qui représente la force accélératrice au
bout du temps t ; ou bien cette force contient autant de dy-
namides que f" (t) contient d'unités de temps.

VI. La physique étant exigée pour l'admission à l'École
polytechnique, nous traiterons, en 1846, plusieurs questions
physico-mathématiques, entre autres la théorie des ondes,
d'une si haute importance et si universellement négligée.

Tm

DÉMONSTRATION

d'un théorème sur les foyers de Vellipse.

(Nouv. Ann., t. IV, p. 109.)

F A R M. PAUL S E R R E T
élève de mathématiques.

D'un point M, de la circonférence d'une ellipse, on mène
deux cordes MFP, MFP, passant par les deux foyers ; dé-

MF MF'
montrer que la somme — + —— est constante (fig. 62).

Je remarque que les projections sur un plan quelconque
de deux longueurs comptées sur une même droite sont entre
elles dans le même rapport que les longueurs correspondan-
tes ; et, dans le cas actuel, les longueurs dont on considère
les rapports sont deux à deux situées sur une même droite.
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Cela posé, imaginons, comme dans la figure, l'ellipse
donnée placée sur un cylindre que nous coupons par un plan
perpendiculaire à son axe, de manière à déterminer pour
section le cercle o.

Soient m,j\ p,f\ p1 et o les projections sur le plan du
cercle des points M, F, P, F , F , O.

D'après le principe précédemment énoncé, on aura :

MF _ mf MFf __ mf
FV~~fp'' ¥p~f'p'%

Par suite,
MF MF' _ mf mf
FP + F T ' - ^ +

MF MF'
Donc, si la somme -— -f ™pï e s t constante et égale à H,

la somme ~ + —, sera de même constante et égale à H :
fP f P

et réciproquement.
D'après cela, remarquant que, à cause de OF = OF', on

a aussi qf= of, nous apercevrons tout de suite que la pro-
position énoncée relativement à l'ellipse sera démontrée si
nous parvenons à démontrer la proposition suivante relative
au cercle qui existe nécessairement si le théorème proposé
est vrai.

THÉORÈME. D'un point M de la circonférence d'un cercle
AMBonmène deux cordes MFP, MF'P passant par deux
points F, F situés à égales distances du centre sur le même

MF MF'
diamètre fixe AB ; démontrer que la somme [- ^7^ est

constante (fig. 63).
Soit d = oF = oF'. Joignons oM ei soit &> l'angle MoF.
Les deux triangles MoF, MoF, l'un acutangle, l'autre

obtusangleen o, donnent, en désignant par r le rayon du
cercle :

A Î S N . I»E M v r n Ë t f . I V . kh-
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(!}• MF = V r'+ d1— 2drcos« ;

(2) MF'= v/ra+ tf-f 2dr COS*>.

Maintenant si nous remarquons que

nous aurons :

(3) FP =

(4) FP' =

MF

IF

Donc en divisant membre à membre les relations (1) et (3),

(2) et (4), il viendra :

(A\ M F

{ A ) FP =

M M F ' -

Chacun des rapports (A) et (B) est dépendant de la variable

« , mais leur somme est indépendante, et par suite constante»

En effet, Von a :

MF MF'

quantité constante.

La proposition relative à l'ellipse est donc démontrée.

Maintenant il convient, pour résoudre complètement la

question proposée, de déterminer en fonction des axes de

l'ellipse, la valeur de la somme constante de ces rapports.

Pour l'ellipse, aussi bien que pour le cercle, la valeur de

2 (rM- d?)

la somme constante est \ ' ; nous pouvons donc ré-

soudre la question que nous venons de nous proposer d'une
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première manière, en cherchant les valeurs de r et d en

fonction de a etb.

Or, on sait d'abord que r = b ; car le petit axe de toute

ellipse placée sur un cylindre est égale au diamètre de ce

cylindre.

Quanta la valeur de d, si A désigne l'angle du plan de

l'ellipse avec le plan du cercle, l'on a : d = ccosA; d'ail-

b
leurs cosA = - .

a

Donc

; A bc

r = b •; d = —.
Donc

bHa%+c*) a*+c*
= 2-

r>—d* ~b*(a*—b*) a

La somme constante dont il s'agit est donc !

Mais nous pouvions arriver au même résultat d'une autre

manière plus simple-

Pour cela, donnons au point M une position particulière

pour laquelle les rapports dont il s'agit de déterminer la

somme soient exprimés aussi simplement que possible. Sup-

posons , par exemple, que le point M soit l'une des extrémi-

tés du grand axe de l'ellipse, l'extrémité de*z, par exemple,

on aura :

FB ~~ a— c'\ F
Donc

AF AF' _ a+c a—c _ (a+c)2 + (a—cy_ (àÀ+cz)

ce qui nous conduit au résultat déjà obtenu.
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DEMONSTRATION

d'un théorème sur le foyer de la parabole.
(Nouv. Ann., t. IV, p. 509. )

P A R M. PAUL 8 S R R E T ,
élève en mathématiques.

Des extrémités M, M' d'une corde passant par le foyer

d'une parabole, on abaisse des perpendiculaires MP, M'Pf

sur une droite fixe située dans le plan de la parabole ; dé-

MP ivfP'
montrer que la somme =̂— + ^r-r^ est constante {fia. 64).

Examinons d'abord, ce qui d'ailleurs nous servira tout à

l'heure, le cas particulier où la droite fixe est parallèle à la

directrice. Si nous désignons par ±d la distance de cette

droite à la directrice, on aura :

les signes se correspondant, dans les valeurs de MP et M'P',

c'est-à-dire que Ton doit prendre d avec le même signe dans

les deux expressions. Or soient MF = pt, M'F = p2, on

aura :
M P — -+-*!: W _ d
M F ~ P i

; M'F ~ V

D'après ce théorème on doit avoir •.

MP , M F
MF M. h

= a n e quantité constante.

d(o -+-D ) p -4- p
Donc aussi la somme 2 - ( — - — ~ et par suite ——- doit

Pi.°a Pu0»
être une quantité constante
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Donc, il découle de la proposition à démontrer le théorème

suivant, que nous allons démontrer directement, et qui nous

servira dans un instant.

THÉORÈME (A). Dans toute parabole, la somme des distances

du foyer à deux points de cette courbe situés sur une même

droite passant par le foyer, est dans un rapport constant avec

le produit de ces mêmes distances.

Prenons, en effet, l'équation polairep = -— de la

parabole rapportée à son foyer comme pôle, et à son axe

comme axe polaire.

Menons par le point F une droite faisant un angle w avec

Taxe polaire et rencontrant la courbe aux deux points M,

Mf. Posons FM =;>,.; FM' = p,; on aura .

et p 3 = F M ' =
1 —COS'x) ' 1 -f-COSw

Formons l'expression •.

Donc

2p = 2

P* P*

ce qui démontre le théorème (A) et donne en même temps

la valeur du rapport constant dont il s'agit.

Maintenant passons au cas général où la droite fixe est à

une distance quelconque d du foyer et fait avec l'axe polaire

un angle quelconque a.

Soient MP, M'Pr les perpendiculaires abaissées. Par le

foyer menons une parallèle pp' à la droite P P , on a :

M'P' = P>'— M > ' = d - M > ' = d — Pa sin(a —
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Noos aurons donc :

MP <f+Plsin(g — w) MfP' d—

d'où

MP

Or d est une quantité constante, puisque la droite PPf est
fixe.

D'après ce qui vient d'être démontré , le rapport *
P»f>3

2
est aussi constant et égale - .

Donc le théorème énoncé est démontré , et la somme con-

stante des rapports dont il s'agit est égale à — ; d représen-

tant la distance au foyer de la droite fixe considérée.

Remarque lpe. D'après l'expression de la valeur de la
somme constante, on voit que la valeur de cette somme ne
dépend aucunement de l'inclinaison de la droite considérée,
mais simplement de la distance au foyer.

Remarque 2e. Si d=p, la somme constante est égale à
2 ; ce qui est facile à concevoir d'après la nature même de la
parabole.

SOLUTION DU PROBLÈME 102. (\.p. 370.)

P A E M. M E N T I O N ,
élève en spéciales.

Quatre points sont sur une même circonférence ; dans

chacun des triangles formés par ces quatre poinls trois à trois

existe un point de rencontre des hauteurs . ces quatre points
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de rencontre sont sur une même circonférence égale à la

première.

I. Lemme. Dans tout triangle, la distance du cercle cir-

conscrit , à l'un des côtés, est égale à la moitié du segment

de la hauteur parallèle à cette distance ; segmen-t compris

entre le sommet et le point de rencontre des trois hauteurs.

Soit un triangle ABC dans lequel O est le point de rencontre

des hauteurs, O'le centre du cercle circonscrit, je dis que

nous aurons : O'E = — , O'D = - .

En effet, joignant ED, nous aurons deux triangles O'DE,

AOB qui sont semblables ; donc nous aurons .

O'D:BO::DE:AB::O;E:BO.

Mais ED = K~, donc O'D= ^ , O ' E = ^ .

Il en est de même de la troisième distance.

II. Soit un quadrilatère inscrit ABGD: E, G , F , H sont

les points d'intersection des hauteurs. Il suffit de démontrer

que le quadrilatère EGFH a ses côtés parallèles et égaux à

ceux du quadrilatère donné.

1° Je vais démontrer, par exemple, que EG est parallèle

à AB : d'abord AG et BE sont parallèles ; il faut donc prouver

que BE = AG.

Or, d'après le lemme précédent, O étant le centre du cercle,

nous avons BE = 2 0 1 , AG = 2 01 ; donc BE = AG. Démon-

trons encore que FH est parallèle à DC : il faut faire voir que

CH =. DF. Or DF = 20K ; CH = 20K ; donc DF = CH.

2° La circonférence circonscrite à ce nouveau quadrilatère

est égale à la première. En effet, si nous prenons les deux

triangles GEH, ADBj ces deux triangles sont égaux , et

quand deux triangles sont égaux , les rayons des cercles cir-

conscrits à ces triangles sont égaux.

Le théorème est donc entièrement démontré.
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Si le quadrilatère a deux angles droits , la démonstration
est immédiate.

Le quadrilatère est alors BFDE.
DF étant perpendiculaire à BC sera parallèle à AB :
BE étant perpendiculaire à AD sera parallèle à DC :
BF sera de même parallèle à AD, ainsi que DE à BG.

(Prochainement la solution du problème 101_, par le même.)

SOLUTION DU PROBLÈME 98 (p. 368).

P A B M. H E N R I B I N D E R ,
élève en élémentaires du collège Gharlemagne (institution Favard).

Soit n3 le nombre des faces triangulaires ; rc4 celui des faces
quadrangulaires d'un polyèdre , et N le nombre des diago-
nales du polyèdre, faisant :

1.3 ^3 + 2,4/*4 + 3.5.rc5 + 4.6rc6 ==M
on a

8N = (2 + L) (4 + L) — 4M.

Si n3 est le nombre des faces triangulaires , nA celui des
faces quadrangulaires, etc., on aura en appelant H le nombre
des faces :

* H=7l3 + 7l4+/t5+.. .

Le nombre des côtés de tous ces polygones réunis sera

3«3 + 4n4 + 5«5, etc.,

comme deux de ces côtés réunis forment une arête, on aura
en appelant A le nombre des arêtes :

2A == 3/*3 -f 4/*4 -f 5>h + . . .
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Remarquons que le nombre des diagonales que Ton peut

mener dans un polyèdre, est égal au nombre des lignes qui

joignent tous les sommets deux à deux, diminué du nombre

des arêtes et du nombre des diagonales que Ton peut mener

dans chacune des faces ; cela posé, cherchons chacun de ces

nombres.

Soit S le nombre des sommets ; le nombre total des droites

S(S—1)
qui joignent les sommets est évidemment — — - —

Nous connaissons le nombre A des arêtes ; il reste à avoir

le nombre des diagonales que l'on peut mener dans chaque

face.

Or, le nombre des diagonales que l'on peut mener dans

un polygone, est égal au nombre des lignes, joignant deux

à deux tous les sommets , diminué du nombre des cotés de

ce polygone ; donc : pour avoir le nombre de diagonales que

Ton pourra mener dans les faces réunies du polyèdre, nous

prendrons chacune de ces faces en particulier, et du nombre

des lignes joignant tous les sommets deux à deux, nous re-

trancherons le nombre des côtés , et nous ferons la somme \

nous avons ainsi :

Pour les faces réunies

3.2 4.3 , 5 . 4

ou

3.2 , 4.3 5.4

doue, on aura
S . ( S - i )

2

d'où

- A - ( T ».+""•+• -2A)

„ S. (S—1) (3.2 ,4.3 \ 13 4 I
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ou

Multipliant par 8 de part et d'autre •.

8 N = 2 S . ( 2 S — 2 ) — 4 . M :

en prenant la notation indiquée dans renoncé ; or , le théo-
rème connu d'Euler donne :

S = A —H + 2
2S = 2A —2H + 4

or
•2A —2H = » 3 + 2w4-j-3»5+ .... = L

donc
8N = (2A — 2H -f 4) (2A — 2H + 2) — 4M.

8N == (L + 4) (L -f 2) — 4M, c. q. /*. d.

DIVISION ABREGEE.
(V. p. 348.)

P A R M . F I N C K ,

docteur es sciences, professeur à l'École d'artillerie et au collège de Strasbourg.

Relativement à ma discussion de la division abrégée, j'ai
reconnu que le cas particulier où Ton trouve un quotient
partiel égal à 10 , peut se simplifier considérablement.

Je dis que si on trouve un quotient partiel = iO , on peut
conclure qu'en prenant 9 pour ce quotient et pour chacun des
suivants, on a le quotient total à UNE unité près en moins.

En effet, conservant mes notations antérieures, je nomme
cr le chiffre du quotient partiel qui = 10 ; de deux choses
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Tune : ou cr-4 est en excès, où il est en défaut, dans chaque
cas l'erreur est < l. Mais si cr = 10, c'est que cr-t aug-
mente d'une unité, et devient excédant. Donc, le quotient 10
est trop grand.

Si c r _t< 9, le quotient devient = < 9, et on rentre dans
le cas principal. Si cr-1 = 9, il devient = 10, etcr_2 aug-
mente de 1 etc. ; enfin , si ct = 9, il devient 10, et S devient

= ct X dt X 10*-1 = dt X 10%

quantité < D» x 10* et < D. Donc , le reste est < D, et le
quotient est exact à une unité près -, d'ailleurs il est en excès.
Si donc au lieu de

Cr = 10, Cr-hi=0,....Ci=z0y

on prend
cr _ = cr+i = etc. =ci = 9,

on a le quotient en moins à une unité près.

RECTIFICATION DE LA COURBE

qui coupe les génératrices d'un cône quelconque , sous un angle

constant.

P A R M. T U R Q U A N ,
professeur au collège royale de Pontivy.

Je placerai l'origine des coordonnées au sommet du cône,
et je prendrai les axes rectangulaires.

Alors la distance d'un point quelconque {xyz) de la courbe

à l'origine sera y x* ~\~y -\- z\ et les angles que fait avec
les trois axes la génératrice qui passe par ce point, auront
pour cosinus
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x y

on sait, au reste, que les angles de la tangente à la courbe
, dx dy dz

avec les axes ont pour cosinus —. ~. ~~.
ds ds as

Donc, si on appelle m le cosinus de l'angle constant que
la courbe fait avec chaque génératrice , on aura :

xdx 4-ydy + zdz xdx 4- ydy -f- zdz
— ••[ -L- . = m ? ou ' —— = mds ,

d'où • [/tf+y+z* ~ms-\-c,

c étant une constante arbitraire.
Si xt , ^ o a, et x9, ra, za sont les coordonnées de deux

points de la courbe auxquels correspondent les arcs st et sx,
on aura pour l'arc compris entre ces deux points :

+ z\ =m (s* —s*).

Prenons maintenant deux droites, oX et oY, qui fassent
entre elles un angle dont le cosinus soit m, prenons sur

et oQ = V x\
puis, par les points P et Q , menons les perpendiculaires
PM et QN , la partie MN de la droite oY sera la longueur
de Tare st — sr

THÉORÈME DE M. GAUSS

sur les lignes géodésiques, généralisé et géométriquement
démontré par M. Jacobi {Journal astronomique de Schu-
macher. 4843, p. 115).

Observation. Dans tout ce qui suit > nous supposons que la
sphère a l'unité pour rayon.
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I. Lemme. Soit BACDE (fig. 65) un polygone sphérique
quelconque, ayant les angles rentrants C, D plus grands que
deux droites, et pour fixer les idées, nous supposons que le
polygone est un pentagone; soit S l'aire du polygone, on a
S = B + C + D + E + A - 3.180 ; désignant par m et n
les angles formés respectivement par le prolongement de
BC , avec CD, el le prolongement de CD avec DE; il vient
S = B + m -f- n -f- A -f E — 180 ; on aura même résultat,
quel que soit le nombre des angles rentrants.

Observation. Si le polygone est concave vers son enve-
loppe , on aurait S = A - | - B + E + 180°— m— n.

Corollaire I. Lorsque BCDE représente une courbe sphé-
rique présentant toujours sa concavité vers les arcs des
grands cercles BA, AE, les angles m et n sont des angles
de contingence, et si on désigne par T la somme (quantité
finie) de tous les angles de contingence, S désignant Taire
sphérique comprise dans les triangles BAE formé par deux
arcs des grands cercles et la ligno sphérique, on aura
S = B + A + E + T— 180°.

Corollaire 2. Si les arcs des grands cercles sont tangents
en B et E, à la ligne sphérique les angles B et E sont nuls ,
et Ton a S = A + T — 180 -, si la courbe présente sa conca-
vité, on aurait S = A + 180°— T.

II. Lemme. (Fig. 66.) Soit MN une ligne sphérique tour-
nant sa convexité vers la même région ; pour tous les
points, M, I, 1', N menant normalement dans le même
sens des quadrants ; les extrémités de ces quadrants forment
une seconde ligne sphérique M , polaire à la première.
Chaque angle de contingence formé par les quadrants in-
finiment voisins Ii, Vi\ est représenté, à un infiniment petit
du second ordre près, par l'aire de l'élément JI'iï'; donc
la somme de tous les angles de contingence T est égale
à l'aire sphérique comprise dans le quadrilatère MNnm ,
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formé par la ligne MN , sa polaire mn, et les quadrants ex-

trêmes Mm, N/i.

Corollaire 1. Prolongeant le quadrant /iN jusqu'à ce qu'il

rencontre en A le quadrant Mm, l'aire du quadrilatère se

décompose en deux triangles NAM et Anm-, or, d'après le

corollaire 2 du lemme précédent, Taire de AMN est égale à

T-f-A— 180; donc T = T + A — 180 + aire Amn , donc

aire Amn = 180 -• A = angle m AN.

III. Théorème. Étant donnée dans l'espace une courbe

quelconque p , s i , par le centre d'une sphère, on mène des

rayons parallèles aux rayons de courbure de la courbe, on

forme un cône coupant la sphère suivant la ligne mn (fig. 66) ;

si par le centre on mène des droites parallèles aux tangentes

à la ligne pv, on formera un second cône rencontrant la

sphère suivant la ligne MN, polaire par rapport à mn ; en-

suite, si par le centre on mène deux plans respectivement

parallèles aux plans osculateurs en fx et en v, on aura les

deux seconds grands cercles MA/ro, AN/i-, alors Taire du

triangle Anm est égale à l'angle A , c'est-à-dire au supplé-

ment de l'angle des deux plans osculateurs.

Démonstration. C'est le corollaire du lemme II.

Exemple. Si la ligne dansTespace est une trajectoire loxo-

dromique tracée sur un cône droit, tous les rayons de cour-

bure sont parallèles à un même plan ; par conséquent, la

ligne mn devient un grand cercle, et Taire du triangle Amn

étant égale à l'angle A, il s'ensuit que les angles m et n sont

supplémentaires, ce qu'on voit aussi à priori.

IV. Théorème. (Fig. 67.) Étant donné dans l'espace un

triangle ABC, formé par trois courbes quelconques, mais

assujetties à la condition qu'à chaque sommet les directions

des deux rayons de courbures des courbes qui s'y coupent

se confondent. Si par le centre d'une sphère, on mène des
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parallèles à tous les rayons osculateurs des trois courbes, on

formera un triangle sur la sphère, dont Taire est égale à la

différence entre la somme des trois angles du triangle ABC

et deux angles droits.

Démonstration. Soit ab, ba, ca, les lignes sphériques cor-

respondant aux lignes AB, BC, CA dans l'espace ; a$ est

l'arc du grand cercle , trace sphérique du plan mené par le

centre parallèlement au plan osculateuren A, à la courbe AC,

et ay, Tare du grand cercle correspondant au plan osculateur

en A , à la courbe AB ; de sorte que #y, by sont les grands

cercles relatifs aux plans osculateurs extrêmes de la ligne

AB , et ainsi des autres ; et soient e,f,g\es intersections des

grands cercles dans l'intérieur du triangle abc, on a l'iden-

tité géométrique suivante entre les aires :

aby -f- bcx -f- ca$ — abc = agy -f- be% -(- cffc — efg>

En vertu du corolJaire du lemme II, on a aby =. angle 7,

el agy étant un triangle sphérique ordinaire , on a :

7—180

Substituant, dans cette identité , aux aires leurs valeurs an-

gulaires , il vient, toutes réductions faites :

abc=2.180 — ang. aby — ang $c* — ang. yjcp

180° (1),

ou 180° — aby est l'angle formé par les deux plans oscula-

teurs en A aux courbes AB et AC, et comme les rayons de

courbure ont même direction, il s'ensuit que cet angle est

aussi celui des tangentes en ce point aux deux courbes, ou a

l'angle des deux courbes ; donc l'équation (1) renferme Té-

nonce du théorème.

Corollaire. Lorsque les trois courbes données dans l'espace
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plissent la condition d'avoir aux points d'intersection des

rayons de courbure coïncidents. On obtient alors le célèbre

théorème démontré la première fois par M. Gauss, dans ses

Disquisitiones générales circa superficies curvas, etc., théo-

rème qu'on peut énoncer ainsi : Si sur une surface quel-

conque on forme un (riangle avec trois lignes de plus courte

distance (lignes géodésiques), et qu'on mène par le centre

d'une sphère des parallèles à toutes les normales à la surface,

correspondant aux points du triangle, on formera sur la

sphère un contour fermé dont l'aire est à celle de la sphère

comme la différence de la somme des trois angles du triangle

géodésique à deux angles droits, est à huit angles droits,

différence qui est en excès si la surface est concave vers une

région, et en défaut, si ce cas n'a pas lieu. L'illustre directeur

de l'Observatoire de Gœttingue a démontré ce théorème à

l'aide du calcul intégral, et M Jacobi en a généralisé Té-

nonce en l'appliquant à des courbes quelconques et par la

voie géométrique ; il a même donné la plus grande extension

possible, en prenant des courbes quelconques, assujetties à

aucune condition, par le théorème suivant:

IV. Théorème 3. Soit dans l'espace un triangle ABC formé

par les trois courbes BG, CA, AB ; du centre d'une sphère,

le rayon = 1 , on mène des parallèles aux rayons de cour-

bure des trois courbes ; on obtient sur la sphère trois autres

courbesbc\ ca', ab\ (c et c' ne se confondent plus); aux

deux extrémités de chacune de ces courbes on mène des

grands cercles b$, c'y , C7, afa, #«, 6'(3, dont les plans sont

parallèles aux plans osculateurs menés en Bet C, C et A,

A et B aux courbes BC , CA , AB ; par exemple : bp est pa-

rallèle au plan oscillateur B au côté BC n C ; alors Taire de

Tennéagone sphérique ab'fibc'yea'aa, dont trois côtés bc\ ca,

ab' sont, généralement parlant, des courbes à double cour-
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bure, et dont les six autres côtés , a*^ a'a, b$y bf$, cy, e'7,

sont des arcs de grand cercle, est égale à l'excès sur deux

angles droits de la somme des angles que les plans oscula-

teurs forment ensemble aux sommets du triangle AB', ou

égal à angle axa' -f- angle b$b' 4- angle cyc — 180°.

Démonstration. C'est une conséquence du théorème 1er.

Corollaire. Si les trois courbes énoncées sont planes (sans

être dans un même plan), alors les courbes bc\ ca\ ab' de-

viennent aussi des grands cercles, et les trois arcs $b, bc\ c-f

appartiennent au mémo grand cercle. et il en est ainsi des

arcs 7c, caf, a1*-, aa, ab\ b'$, et l'ennéagone se réduisant au

triangle sphérique ordinaire affy, on parvient à l'expression

connue de Taire du triangle sphérique.

V. Théorème 4. Unecourbe continue quelconque, mais fer-

mée, étant donnée dans l'espace, si par le centre d'une sphère

on mène des rayons parallèles aux rayons de courbure, les

extrémilés de ces parallèles forment toujours une courbe,

qui partage la surface de la sphère en deux parties équiva-

lentes

Démonstration. Ce beau théorème est aussi une consé-

quence immédiate du théorème Ier.

Observation. Le mémoire de M. Jacobi est daté de Kœ-

nigsberg, 16 octobre 1842.

LIEU GÉOMÉTRIQUE

d'un point dont les trois polaires, par rapport à trois coniques,

dans un même plan passent par le même point.

Cas particulier.

i . Soient deux coniques M et M' semblables H semblable

A N N . D E M A T H É M . I V . f*-~>
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ment situées ; prenons le centre d'homologie pour origine, et
deux axes conjugués pour les deux coniques ; et soient en-
core une troisième conique, où ces mêmes axes sont con-
jugués, nous aurons •.

équation de la conique M ;

ky + Gr* -f nDy + nEx + n'F = 0,

équation delà conique M',

Ay -f Cr* + D'y + Ex -f F = 0.

Soient x\yr les coordonnées d'un point situé dans le plan

des coniques ;

Les équations des polaires de ce point respectivement par
rapport aux coniques M,Mr,M" sont :

D]+x[2C^ + E] = - D r r - E x ' - 2 F (f)
/ID) + x [2Cr' -f /iE =— n [D/+E.r' +2»F] (2)

y [2AY + D'] + x [2Cxf + E'] = — D'/—EV—2F' (3)

On déduit des équations (1) et (2) :

_ Cx'.0/ + Ex' + 2F) + FE(/i+1)
y "" AEr' — CD*'

_ V ( I ^ ' + E ^
X

Substituant ces valeurs dans l'équation (3) il vient :

+ F (n+ 1) [2A'E>' + i y E ' - 2CD\rf—DE'] +
+(D'y + K f + 2F') (AEy — CD<| «= 0 ;

réunissant les termes du troisième degré, il vient.

2 (A'C - AC')xry (Dy1 + Ex').

Donc, si Ton a A'C = AC, le lieu géométrique n'est plus
que du second degré.
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Corollaire. Si les trois coniques sont des cercles ; alors

A==A' = C = C f=1 ;

le lieu géométrique devient :

y [ D ' E - E'D] + ^ [DE — E'D] + ty[nFE + F'E]

équation d'un cercle.
Observation. Dans le cas général, les coniques étant quel-

conques, le lieu géométrique est une ligne du troisième
degré ; nous la donnerons ailleurs. {V. Durrande. Annales
4e Gergonne,t. XVI, p. 112-117.) Tm.

PRINCIPALES PROPRIÉTÉS

d'un système de lentilles.

D ' a p r è s M. M ô b i u s , p r o f e s s e u r à L e i p z i g . ( C r e l l e , t. V , p . J i 3 ; 1 8 3 0 . )

I. LEMME. Soit la fraction continue :

c 5 , etc.

Faisant [a, b]=iab — i ; [a,b,c] = [a, b]c — a ;
[a,b,c,d] = [a,b,c]d — [a,b];
[a,b, c, d, e] = [a, b, c, d]e — [a, b,c],

ainsi de suite, on a :

[b,e.d....k]
[ b d i y



— 668 -

et F on a les identités :

Ces formules sont démontrées dans les Eléments.

II. LEMME. Soit a la distance de l'objet au centre de la len-

tille, et b la distance de l'image au même point; l'objet et

l'image étant dans Taxe ; si/* est la distance focale principale

de la lentille ; on a - - f j == -- . {Voir les traités d'optique.)

A. Système de lentilles, l'objet étant dans l'axe du système.

Notations.

III. Soient P,, Pa, . .. Y>n-i, Vn les centres des lentilles,

tous sur une même droite .

A l'objet devant la première lentille P,, A, l'image entre

P, et P2 ; Aa l'image entre Pa et P , . . . . ; Aw devant le dernier

verre P n ; faisant :

AP1 = ^ l j A,Pa = aa; AaP3 = a3; .... An-! Pw = an ;

VX = b.\ P a A a = ^ a . . . . P n A w = V

Ao /ta . .. hn.y étant les distances respectives des lentilles

P,, P,i Pa , P3 . Pn- iPn, on aura :

Si nous désignons par gt9 g^g3....gn les valeurs récipro-
ques des distances focales des lentilles, on aura ( Lemme II) :

1 1 1 1 1 1

Observation. Les signes d e g n g^.... sont déterminés par

la forme concave ou convexe des lentilles.

De même pour bt, 6a . . . . etc. ; mais /*o K .... sont tou-

jours à prendre avec le signe +
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Lieu de la dernière image.

IV. On déduit facilement de ces deux systèmes d'équation :

b • = *' • b = lfti»g.»a.3

et enfin

[gl,h1....gn~\al—[hl,gl....gn'\

F a i s o n s [ ^ , A , . . . . /*; . , ] = Ht- ; [ A , , ^ , . . . . hUi] = — L t-,

on aura •

Cette expression a été donnée sous cette forme par La-

grange (M. de Berlin, 1778 et 1803) :

Hnpour at = x , on a bn = — — ;

N n + i
et pour on — oc , </, — — ^ = — .

Calcul de H , M , L , N .

Première méthode.

V. Les calculs de ces quantités, qui ne dépendent que de

la construction de la lunette, s'abrègent au moyen de ces

relations faciles à trouver .

H - Ht,

Mf+, =giHi — M t ,



— 670 —

Connaissant les résultats pour n lentilles, on en déduit

ceux pour n-\-1 lentilles.

Deuxième méthode.

Hi+ 1 = [h*,gi, hi-t . . . . # a , hirgt]

_[ÏH,gi,hi-i - . -g . ] [#,fr-i-—g«] [g«^ng«] [*,.gj

---g,) —• (g.» *o «•,)•(*« iff.)-ff«-

Les quantités renfermées entre les parenthèses ( ) repré-

sentent les \aleurs de fractions continues ; ainsi :

{ K ù etcK ; {g*->K,gù=g*— 77 . , etc.

Faisant donc :

un aura :

H , = V . Ï H, = 7 p ^ , ; et »!, = «•,; M.rspoy etc.

Et faisant de même :

1 1 1

on aura :

— L 4 = cpr

Cette méthode <>st de M. Gabrio Piola (Ëphéenérides de

Milan, 1822).

B. L'objet n'étant pas dans Vaœe du système.

Notations.

VI. Soit C le lieu de l'objet; Cx le lieu de la première

image entre P, et Pa ; C,le lieu de l'image entre Pa et P3 . . . . ;

et C» le lieu de la dernière image devant Pn : et on sait, par

les principes de dioptrique, que C, P, et C, sont sur une
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même droite, ainsi que C,, Pa , C,, etc., de sorte que tous ces

points sont dans un même plan passant par Taxe. Prenons

sur Taxe une distance PA = PC ; ou, ce qui dans le cas ac-

tuel revient au même, abaissons la perpendiculaire GA sur

Taxe; de même les perpendiculaires C.A,; c*Aa; C»A»;

À, A,, Aa.... An représentent les mêmes points que ci-dessus,

et nous conservons les mêmes notations. Faisons de plus :

on a évidemment :

c

c.
d'où

= i j
Cn K } b t . b% . . . . b n

Or b- =

d'où

ai+i = : fii — o% =

Mja, + :

d'où

car MI = 0 î Nr = l ;

et C n = = ^ Z l ^ _ . C.Q.F.T.

C. Propriétés analogues d'une lentille et d'un système de

Une lentille.

VI. Soit A l'objet placé devant la lentille P, et B son
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image ; F le foyer principal de la lentille P du côté de l'objet
A, et G le foyer principal du côté de l'image ; de sorte que
PF = P G = / .

Faisons AP = a ; BP = b ; on aura :

a "*" b f ' .
d'où:

CL

j esi égal au diamètre de 1 objet divisé par le diamètre de

l'image. Appelant F le premier foyer principal et G le second
foyer, nous avons ce théorème :

« La distance focale d'une lentille est moyenne proportion-
nelle entre la distance de Vobjet au premier foyer et la dis-
tance de l'image au second foyer. Le diamètre de l'objet est à
celui de l'image comme les racines carrées de ces distances.
Les foyers principaux sont compris entre l'objet et l'image
(lentillebi-convexe),ou l'inverse a lieu (lentillebiconcave).

Un système de lentilles.

VII. Reprenons les notations du paragraphe III.
Faisons A, = p -\- a ; bn = q -)- p ; p, q, OL , s sont quatre

indéterminées.
On a trouvé :

Mn+taJn ~ Unat + Nn-H n̂ = U (IV).

Remplaçant at et bn par leurs valeurs, il vient :

Mn+i*? + (Mn+iq — Hw) a + (Mn-H/> + Nn+t)(3 =

= L» — Mn+ipq + Rnp — Nn+i q.

Faisons Mn+i q — Hw = 0 ; Mn+ip + Nn+i = 0 ;

l'équation se réduit à .
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et éliminant p -.

D'après les propriétés des fractions continues (1), faisant

_-— = / , ona donc, comme pour une lentille, «(3 = / \

Déterminant donc sur Taxe deux points F et G, de sorte
qu'on ait .

et

F est le premier foyer principal du système, et G le second
foyer principal (voir IV). On a encore AF. GAn=/\ et on
déduit pour ce système le même théorème que pour une
seule lentille.

Le rapport du diamètre de l'objet à celui de l'image =

= ( ~ ! } C = Mn+iat + Nn+i = Mn+i ( « + /> ) + JVw+i =
c

= 7 = - = y - = y gj-, comme= M .̂ = 7 = = y
dessus.

D. Télescopes dioptriques.

VII. On appelle de ce nom un système de lunettes où les
rayons incidents sur la première lentille, ainsi que les rayons
émergents, sont parallèles ; a l o r s / = 0 ; donc gn = 0 ; et
Mn+i = 0 ; l'on a donc :

bn = "Jr ? àa , = » répond bn = oo , ainsi que cela
d Wn+t

doit être.
On a Nn+iCn = (— l)nc ; donc, quelle que soit la distance

de l'objet, la grandeur de l'image ne varie pas.
On trouve dans les traités de physique les conséquences

dioptriques de ces diverses formules , qui semblent plus sim-
ples que celles que Ton lit au tome II du Traité d'Astronomie
physique, édit. de 1844.
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ANNONCES.

COURS DE GÉOMÉTRIE THÉORIQUE ET PRATIQUE, par Lenthéric

(Neveu), professeur de Mathématiques à l'École du génie

de Montpellier; in-8° de 275 pages, IX plan, lithog. ;

Montpellier, 1844.

Ce cours destiné aux commençants et aux candidats au bac-

calauréat , remplit son but. Chaque théorème est suivi d'une

pratique qui en facilite l'intelligence , et en fait ressortir

Futilité ; la méthode est celle des infiniment petits ; dans une

note suffisamment étendue, on donne une idée de la méthode

des limites, et de celle de la réduction à l'absurde. 11 serait à

désirer que les principales propriétés des coniques fissent

désormais partie de la géométrie élémentaire -, ces propriétés

sont indispensables pour apprendre les éléments de la phy-

sique, de la cosmographie, de l'astronomie, etc.; connais-

sances exigibles des bacheliers. L'auteur écrit hypotHénuse,

c'est contraire à l'étvmologie. Uu dièdre pour un angle

dièdre n'est pas non plus une locution usitée.

1. ELÉMENTS DE GÉOMÉTRIE , par A. M. Legendre, nouvelle

édition, avec additions et modifications, par M. A. Blan-

chet, ancien élève de l'École polytechnique, directeur des

Études mathématiques de Sainte-Barbe, in-8°.

1845 ; à la librairie de F. Didot frères, rue Jacob, 1.

On rendra compte de cet ouvrage dans le prochain nu-

méro.
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TABLE ALPHABÉTIQUE.

DES AUTEURS (*).

Pag.
ABEL (Niels Henrik (extrait de Grelle).

Plusieurs théorèmes posthumes 536

AMPÈRE.
Théorie du calcul élémentaire (œuvre posthume) 105,161,209, 27G

ANNE (Léon), ancien élève de l'école Polytechnique, professeur au collège
royal de Louis-le-Grand.

Propriétés de la tangente à la parabole et du triangle circonscrit à la
parabole » 4<>4

Détermination des n derniers chiffres de r N par une simple divi-
sion 561

ANONYMES.
Théorie des épicycloïdes 83-
Rayon de courbure de l'ellipse 256
Conditions de divisibilité par (ion— î , ou un facteur de (ion—i . . 81

BACH, professeur au collège royal de Strasbourg.

Sommation de la pile de boulets hexagonale 19&

BECK, professeur au collège de Verviers.

Trouver la projection verticale d'une droite dont on donne la projec-
tion horizontale, et l'angle de cette droite et d'un plan 565

BINDER (Henri), élève en élémentaires.

Solution du problème 98 656

BLANCHARD (J.), élève du collège royal de Versailles.
Expression de la différence de deux polygones réguliers semblables,

l'un inscrit, l'autre circonscrit à la même circonférence 194

BONNET (Ossian), répétiteur à l'école Polytechnique.

Détermination approximative des racines imaginaires des équa-
tions 164, 236, 388

Résolution d'une équation trinôme 29&

B0NN1AK0WSK1.

Résolution complète de aox*+atx*+a,?c + «3 = 0 382

O Nous devons ces tables à l'extrême obligeance de M. le professeur Anne-
( Léon ).
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BOUILLON, professeur d'hydrographie de la marine à Morlaix.
Élimination 120

BRASSINE, professeur aux écoles d'artillerie.
Théorèmes sur le triangle, le tétraèdre, l'ellipse et l'ellipsoïde 139

BRETON (De Champ), ingénieur des ponts et chaussées.
Expression du côté du polygone semi-régulier, circonscrit à la courbe

xs +y'«=cJ 135
Courbe enveloppe d'une corde de conique vue d'un point du plan

sous un angle constant 300
Les cercles sont comme les carrés de leurs rayons, et les circonfé-

rences comme leurs rayons 415

CASTEL (Ch.-Em.), élève du collège royal de Versailles, admis le 32« à l'é-
cole polytechnique.

Dans une conique, le cercle ayant un rayon vecteur pour diamètre
est tangent au cercle principal 354

CATALAN (E.), répétiteur à l'école Polytechnique.
Fractions continues périodiques 126, 257, 405
Concours général 1833 (prix d'honneur) 214
Remarque sur une solution d'un problème du concours d'agrégation 243

CHAPPON, élève du collège royal Saint-Louis.
Le produit des distances des deux foyers d'une conique à une tan-

gente est égal au carré du demi-petit axe 298

CHARPENTIER (H.), professeur au collège d'Alençon.
Lemniscate hyperbolique 142

CHEVILLARD, professeur à Sorréze.
Résolution des équations dont les racines sont des fonctions de radi-

caux carrés 467

CIRODDE (P.-L), professeur au collège Henri IV.
Plus grand commun diviseur algébrique 497

DELADERÉÈRE (À.), professeur et licencié es sciences physiques et mathé-
matiques , professeur au collège de Nantes.

Propriétés du quadrilatère inscriptible 131
Concours d'agrégation, composition de 1843 3i3
Concours d'agrégation, composition de 1844 238
Concours d'agrégation, composition de 1845 577

A. DESCOS (Coullard), élève du collège Louis-le-grand, admis le premier
à l'école polytechnique.

Propriétés des polaires des coniques. . 352
Concours général 1845 , prix d'honneur 433

DROT, professeur au collège de Poitiers.
Note sur les chiffres qui peuvent terminer les puissances quel-

conques des nombres 637
DUR VILLE, professeur au collège St.-Louis.

Diviseurs rationnels du second et du troisième degré. . . 339. 439
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DUTERME, élève du collège Hollin.

Calculer. / 6 avec une approximation telle que les m moyens insérés
* a

entre a et b soient exacts à eP près 124

EUDES (A), professeur au collège royal d'Angers.
Réduire à l'horizon l'angle de deux droites 360

EULER. (Extrait des M, de St.-Pétersbourg.)
Volume d'un parallélipipéde à base sphérique 422

FARCY (Armand), ancien élève de l'école polytechnique.

Concours d'agrégation, composition de 1842 285
Cas d'incompatibilité et d'indétermination dans la résolution des

équations du premier degré 474

FAURE (H), admis le 48e à l'école polytechnique.
Lieu des sommets des triangles ayant rnéme base, inscrite dans un

angle donné, et !e plan du triangle faisant un angle constant avec
celui de l'angle *. 186

Lieu des intersections successives des ellipses, ayant un diamètre
commun de grandeur et de position données, et son conjugué
donné de grandeur seulement 337

FÈRUSSAC, élève du collège St.-Louis.
Résolution de m équations du premier degré entre m inconnues. . . 28

FINCK (B), docteur ès-sciences , professeur à Strasbourg.
Note sur le nombre de divisions à effectuer, pour obtenir le

p. g, c. d. de deux nombres 71
Élimination. . . . ' 198
Décomposition des fractions rationnelles 295
Méthode abrégée de division 328, 658
Correspondance relative aux examens 584

GAUSS (Extrait de Crelle).

Nouveau principe de mécanique 477
Théorème sur les lignes géodésiques 660

GENTIL, chef d'institution.
Formule relative aux diagonales des polyèdres 368

GÉRONO, rédacteur.
Racines infinies des équations,-asymptotes reclilignes aux courbes

qu'elles représentent. 33

G1LAIN de Bruxelles.

|/i-j-a?-f. K i-x=l n'a ni racines réelles, ni racines imaginaires,
(suivie d'une réfutation de M. Terquem) 520

GU1LMIN, ancien élève de l'école normale, professeur, de mathéma-
tiques.

Cosi — J en fonction de cos a donne une équation du neme de-

gré, manquant de second terme, et ne contenant que des puis-
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sances semblables de cos f — \ 52. 122

Fractions continues périodiques 20s. 311

Déterminer J% avec une approximation telle que les m moyens in-
V a

sérés entée a et 6 soient exacts à cT près 205

HOUBIGANT (J.), élève du collège Louis-le-grand.
Concours général 1845, mathématiques élémentaires, premier prix. 5

HUET, régent de mathématiques spéciales au cotlége de Pamiers.
Détermination de ic 156

J ACOBI, professeur à Kœnigsberg ( extrait de Grelle ).
Relation entre les rayons et la distance des centres de deux circon-

férences, Tune inscrite, l'autre circonscrite au même polygone 377
Décomposition d'une fraction rationnelle fonction de plusieurs va-

riables 660
Sur les triangles curvilignes 537

JUBÉ (Eugène), licencié es sciences mathématiques et physiques.
La bissectrice de l'angle de deux tangentes à l'ellipse est aussi bis-

sectrice de l'angle des droites menées des foyers à leur point de
concours 270

Développement d'une spirale conique 454
Concours d'agrégation, composition de 1845 :'io

LAURENT, ancien élève de l'école normale.
Équations d'équilibre entre des forces quelconques appliquées à un

corps solide libre 9

LEBESGUE, professeur à la faculté de Bordeaux.
Convergence des séries 66
Points associés dans l'ellipse , théorème de Fagnano 573

l.ECOINTE (L.-A.).
Mesure des hauteurs 581

LEJEUNE-D1R1CHLET , professeur à Berlin. ( Extrait. )
Généralisation des nombres associés. (Crelle ) 379

LEMONNIER ( H- ) , ancien élève de l'École normale, professeur au collège
de Nantes.

Formules fondamentales de la trigonométrie sphérique , et angle de
torsion *>06

LEVESQUE(S. ).
Tracé des cadrans solaires horizontaux • 3io

LIONNET(E. ) , professeur de mathématiques au collège royal Louis-le-
Grand.

Note sur la limite du nombre des divisions à faire pour trouver le
plus grand commun diviseur <H7

MENTION (J . ) , élève.
Solution du problème 102 654

M1DY, ancien professeur dans les collèges royaux.
Analyse indéterminée du premier degré 146
Equations polaires * 597
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M0EB1US, professeur à Leipzig. ( Extrait de Grelle.)
Sur un système de verres lenticulaires 667

N1EVENGLOSK1 < G.-H. ) , répétiteur au collège royal Saint-Louis.
Nombre des divisions à effectuer dans la recherche du plus grand

commun diviseur de deux nombres 568

PAIGNON (P.-M.).
Propriété du foyer de la parabole 363
Rayons de courbure principaux de Pbélicoïde gauche 413

PROUHET ( E . ) , professeur au collège royal d'Auch.
Nombres associés, généralisation du théorème de Wilson 273
Combien y a-t-il de nombres inférieurs à N et premiers avec lui. • . 75

PRUDOT, licencié es sciences mathématiques.
Équilibre des trois couteaux 137

QUILLET, ancien élève de l'École normale.
Problème des lumières, paradoxe de statique 89
Solution analytique des problèmes, et un problème d'arithmétique

sociale 24»

REMY. ( Extrait de Crelle).
a, b, c, d étant donnés les côtés d'un quadrilatère sphérique ; c, f les
diagonales; g la distance sphérique des milieux des diagonales, on a :

cosa-f cosfc + cosc + c o s d = 4 c o s - c o s - c o s ^ 494

R1SPAL , élève de l'École normale.
Quadrature de la logarithmique y=.ax 117
Une parabole reste tangente aux côtés d'un angle droit, pendant que

son foyer glisse sur une circonférence ayant le sommet de l'angle
pour centre, trouver le lieu des sommets ; trouver la courbe enve-
loppe d'une droite constante s'appuyant sur deux axes fixes rec-
tangulaires ; un cercle roule intérieurement sur une circonférence
de rayon quadruple, trouver le lieu d'un point de celle-ci; identité
de ces trois lieux ;i3i

RODR1GUES (Alfred).

Discussion de l'équation générale du second degré à deux inconnues. 24

RODRIGUES(O.).

—i— développé en fraction continue donne un développement
périodique 109

SERRET (Paul ) , élève en mathématiques.
Démonstration d'un théorème sur les loyers de l'ellipse et sur le

foyer de la parabole" 64&

SPECHT. (Extrait de Crelle. )
Construction approchée du périmètre et de l'aire d'un cercle 495

STREHLKE. (Extrait de Crelle. )
Rayons de courbure d'une conique 39$

TERQUEM ( 0 . ) , rédacteur.
Relation d'identité et équations fondamentales des coniques. . • . 14—526-
Théorème de M. Chasles sur les tangentes parallèles, et les plans

parallèles, point de moyenne distance • . 153—17S
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Si le côté AB du triangle ABC est inscrit dans l'angle fixe MoN, l'in-
clinaison du plan du triangle sur le plan MoN étant fixe et donnée,
le lieu du point C dans l'espace est une ellipse dans laquelle la
somme algébrique des demi-axes est égale au diamètre du cercle
circonscrit du triangle AoB 191

Théorèmes et problèmes sur les centres et les foyers des coniques. 260, 491, 304,
322, 371

Angle de contingence et angle de torsion. . . . 266
Soixante théorèmes sur les coniques inscrites dans un quadrilatère, et au-

tant sur les coniques circonscrites à un quadrilatère 384, 480, 541
Note sur les racines commensurables fractionnaires 397
Propriété du triangle situé dans le plan d'une conique 419
Propriétés des lignes aplanétiques, lemniscates, caustiques, etc 425
Propriétés du triangle inscrit dans une conique 432
Conditions analytiques pour que trois points d'un plan soient en ligne droite. 46*2
Équation aux quotients des racines 516
Équation aux moyennes géométriques de x* + 2 = o 518
Propriété du quadrilatère situé dans le plan d'une conique 530
Biographie de Legendre et de Lidonne 546, 551
Note sur les unités en mécanique 552
Notes sur les coniques à coefficients variables et sur les coniques biconfo-

cales • . . 557
Lieu des milieux des cordes égales inscrites dans une conique. . . . 590
Lieu géométrique d'un point dont les trois polaires par rapport à

trois coniques, passent par le même point 665
Formules du mouvement varié 644
Annotations aux principaux articles, 177, 248, 255, 354, 359, 365, 412,

418, 496, 516, 524.

THIBAULT, professeur, licencié es sciences physiques et mathéma-
tiques.

Problèmes combinatoires. . • 627

TILLOT, professeur à Castres.
Limite supérieure des racines d'une équation 224

TRANSON (Abel), répétiteur d'analyse à l'école polytechnique.
Divisibilité par i l , fractions décimales périodiques, extraction avec

approximation des racines carrées et cubiques 173, 227

TURQUAN , professeur au collège royal de Pontivy.
Equation d'une courbe donnée par sa tangente 4io
Rectification de la courbe qui coupe les génératrices d'un cône quel-

conque, sous un angle constant 639

VACHETTE (A), licencié es sciences.
Noie sur les polygones réguliers inscriptibles. 175

VAUQUELIN , élève du collège St.-Louis, admis à l'école normale.
Lieu des foyers des ellipses tangentes à quatre droites données. . . 4ot

V1GNAL, professeur de mathématiques.
Concours d'agrégation, composition de 1844 112

WANTZEL, répétiteur à l'école polytechnique.
Impossibilité de résoudre toutes les équations algébriques avec des

radicaux 57

WOESTYN (A), élève du collège St.-Louis , admis à Vécole normale.
Propriétés des tangentes aux coniques ^44
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Note sur le même sujet; par M. Lionnet 6t7
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Détermination des diviseurs rationnels du second et du troisième degré ;
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Note sur les racines commensurables fractionnaires d'une équation ; par
M. Terquem 397
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dicaux du second degré; par M. Chevillard 467
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Equation aux quoliens des racines; par M. Terquem 516
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par M. Jacohi 533
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Note de M. Terquem t77
Note sur la relation entre les deux rayons et la distance des deux centres

de deux circonférences , l'une inscrite, l'autre circonscrite au môme po-
lygone; d'après M. Jacobi 377

Note sur les démonstrations de Legendre des théorèmes relatifs au cercle et
à la circonférence; par M. Breton (de Champ) 415

Volume d'un parallélipipéde à une base sphérique ; d'après Euler 422
Construction approchée du périmètre et de Taire du cercle ; par M. Specht. 49*

Va Trigonométrie.

Par un point o pris sur le prolongement d'un diamètre BA d'un cercle.
on mène une sécante quelconque qui rencontre le cercle en deux points
MM' et de ces points on mène au centre C deux rayons MC, M'C : prouver

que le produit de tang ( j par tang f —•— Jesl constant, quelle que

soit la direction de la sécante (concours général 1844, mathématiques
élémentaires) ; par M. J. Houbigant (1er prix) 5

L'équation qui donne cos l — J en fonction de cos a manque toujours de

second terme et ne renferme que des puissances semblables de

cos (~ J ; par M. Guilmin 52, 122

Nouvelle méthode pour tracer les cadrans solaires horizontaux ; par
M. S. Levesque 3io

Si a, 6, c, d sont les côtés d'un quadrilatère sphérique ; e, f les diagonales ;
g la distance sphérique des milieux des diagonales, on a •

cos a + cos b + cos c + cos d —» 4 cos f - J t cos ( - j cos g ;

par M. Remy. . . 494
Note sur la mesure des hauteurs ; par M. L. Le Coin te 58i
Formules fondamentales de la trigonométrie sphérique ; par M. H. Lemon-

nier. 606

V I . Géométrie analytique à deux dimensions.

Relations d'identité et équations fondamentales relatives aux courbes du
second degré (suite de t. I, p. 489; t. I I , p . 26, 106, 300, 425, 532; t. III,
p. 416, 510), par M. Terquem 14,52G

Discussion de l'équation générale du deuxième degré, à deux inconnues,
par M. A. Rodrigues 24

Théorie des épicycloïdes, par un abonné &;.
Quadrature de la logarithmique y — axt par M. Rispal UT
Interprétation des racines de l'équation donnant le quatrième côté d'un qua-

drilatère inscrit en fonction des trois autres, par M. A. Deladerèere. . . . I:JI
Expression du côté du poljgone semi-régulier, circonscrit ù la courbe

x -|4/3=C , par M. Breton (de Champ) 13'.
Propriétés de la lemniscate hyperbolique (y*-f#2)**=a2 (ff2 —y8; ou

^•^aScos^w, par M. H. Charpentier 142
Note de M. Terquem 145
Théorème de M. Chasles sur les tangentes parallèles et les plans tangents

parallèles; point de moyenne distance, par M-Terquem 153, m
AT, AS sont deux droites qui touchent une section conique quelconque aux

points B et C : on mène une troisième tangente quelconque DE ; par If s
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points D, E, où elle rencontre les deux premières, on mène des parallèle»
à ces tangentes ; trouver le lieu des rencontres M de ces parallèles; dé-
montrer que la tangente DE est constamment vue sous le même angle de
l'un des foyers, et que, dans le cas de la parabole, les segments intercep-
tés sur les portions AB,AC des tangentes fixes par la tangente mobile,
sont réciproquement proportionnels, par M. Woestyn 244

Détermination du rayon de courbure de Tellipse, par un abonné 256
Théorèmes et problèmes sur les centres des coniques, par M. Terquem. . . 260,

3 0 4 , 3 2 2 , 3 7 1 , 491-
La bissectrice de l'angle de deux tangentes à l'ellipse est aussi bissectrice de

l'angle des droites menées des foyers à leur point de concours, par
M. E. Jubé 270

Le produit des distances des deux foyers d'une ellipse ou d'une hyperbole
sur une tangente quelconque est égal au carré du demi petit axe, par
M. Cbappon 29ô

Courbe enveloppe de la corde d'une conique, vue d'un point de son plan,
sous un angle constant, par M. Breton (de Champ) 300

i° Une parabole est assujettie à rester constamment tangente à deux droites
rectangulaires fixes , son foyer glissant constamment sur une circonfé-
rence dont le centre est à l'intersection des deux axes, on demande le lieu
de son sommet;

2° Une droite de longueur constante glisse sur deux axes rectangulaires, on
demande le lieu des intersections successives de cette droite avec elle-
même;

3° Un cercle roule intérieurement sur une circonférence de rayon quadruple
du sien , on demande le lieu décrit par un de ses points;

4° Prouver que ces trois lieux sont identiques, par M. Rispal 33!
Lieu des intersections successives des ellipses ayant un diamètre donné de

grandeur et de position, et son conjugué donné de grandeur seulement,
par M. H. Faure 337

Sur le plan d'une ligne du second ordre,on donne trois points, non en ligne
droite; on construit les polaires de chacun de ces points par rapport à la
courbe: ces polaires formeront, par leurs intersections, un triangle; on
joint chacun des sommets du triangle au pôle du côté opposé ; les trois
droites ainsi menées se coupent au même point ; par M. A. Descos 352

Note de M. Terquem 354
Dans l'ellipse et l'hyperbole,le cercle décrit sur un rayon vecteur quelconque

comme diamètre, est tangent au cercle principal; pour la parabole, ce
cercle principal devient la tangente au sommet, et le théorème est encore
vrai; par M. Caslel 354

Note de M. Terquem 359
1° Si du foyer d'une parabole on mène une perpendiculaire à son axe, et

que l'on prenne, à partie du foyer, sur cette perpendiculaire, deux dis-
tances égales, le trapèze formé en abaissant de ces points des perpen-
diculaires sur les tangentes est constant;

2° Si l'on prend sur l'axe d'une parabole, et à partir du foyer, deux dis-
tances égales, et que des points ainsi obtenus on abaisse des perpendi-
culaires sur les tangentes, on formera un trapèze dont la surface variera
en raison inverse de la tangente trigonométrique de l'angle que la tan-
gente à la courbe fait avec l'axe, qui sera par conséquent minimum
quand on considérera la tangente au sommet, et qui n'aura pas de maxi-
mum ; par M. F.-M. Paignou 363

Soixante théorèmes sur les coniques inscrites dans un quadrilatère, et au-
tant sur les coniques circonscrites à un quad.rilate.re, et ranémonigue des
six fonctions élémentaires des coefficients de l'équation générale du se-
cond degré à deux variables; par M. Terfjucm. . . . . 384
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Suite du même article 541
Suite du même article 480
Rayons de courbure dans les coniques ; par M. Strehlke 399
Lieu des foyers des ellipses tangentes à quatre droites données par M. Vau -

quelin 401
Moyen d'obtenir l'équation d'une courbe donnée par sa tangente; par

M. Turquan 4io
Étant données deux sécantes dans le plan d'une conique, mener par leur

point de rencontre deux autres sécantes simultanément conjuguées, har-
moniques par rapport aux premières sécantes, et conjuguées par rap-
port à la conique, propriétés de cette construction; par M. Terquem. . 419

Propriétés des lignes aplanétiques, Iemniscates, caustiques, etc.; par
M. Terquem 423

Si par chaque sommet d'un triangle inscrit dans une conique on mène une
droite respectivement conjuguée au côté opposé, les trois droites se cou-
pent au même point; par M. Terquem 432

Développement d'une spirale conique ; par M. E. Jubé 454
Si des différents points d'une tangente à une parabole on mène une tan-

gente et une droite au foyer, l'angle de ces deux droites est constamment
égal à l'angle de la tangente primitive et du rayon vecteur mené à son
point de contact;

Si des différents points d'une corde de contact de deux tangentes à une pa-
rabole, on mène deux parallèles aux deux tangentes, il en résulte un
parallélogramme dont la seconde diagonale est toujours tangente à la pa-
rabole ; par M. Léon Anne 464

Un triangle étant situé dans le plan d'une conique, les trois droites conju-
guées aux trois côtés passent respectivement par les sommets opposés,
et se rencontrent en un même point, qu'on appelle point de rencontre.

Un quadrilatère étant tracé dans le plan d'une conique, si on prolonge suf-
fisamment les côtés opposés , on obtient quatre triangles, chaque triangle
donne un point de rencontre, et les quatre points de rencontre sont en
ligne droite ; par M. Terquem 530

Démonstration d'un théorème sur les foyers de l'ellipse; par M. P. Serret. . 648
ià. le foyer de la parabole, par id. . . . 652

Lieu géométrique d'un point dont les trois polaires, par rapport à trois
coniques dans un même plan, passent par le même point; par M. Terquem. 665

VII. Géométrie analytique à trois dimensions.

Rayons de courbure principaux de l'hélicoïde gauche ; par M. F.-M. Paignon. 41»
Conditions analytiques pour que trois points d'un plan soient en ligne droite ;

par M. Terquem 462
Note sur l'angle de contingence et l'angle de torsion ; par M. Terquera. . . 266
Angle de torsion ; par M. Lemonnier • 606
Rectification de la courbe qui coupe les génératrices d'un cône quelconque

sous un angle constant; par M. Turquan 639
Théorème sur les lignes géodésiques ; par M Gauss 660
Théorèmes sur les triangles curvilignes en général; par M. Jacobi. 662

VIII. Statique et mécanique.

Équations d'équilibre entre des forces quelconques appliquées aux diffé-
rents points d'un corp§ solide libre; par M. Laurent 9

Équilibre des trois couteaux; par M. Prudot 137
Principe de mécanique; par M. Gauss 477
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SOLUTIONS DES QUESTIONS PROPOSÉES.

X. Algèbre élémentaire.
Pag.

(Question 92, t. IV, p. 55.) A est Taire d'un polygone régulier inscrit dans
une circonférence, B l'aire du polygone régulier semblable: démontrer
que (B — A) équivaut à Paire du polygone régulier semblable, inscrit dans
le cercle dont le rayon est le demi-côté de B, ou bien à Taire du polygone
régulier semblable, circonscrit au cercle dont le rayon est le demi-côté
de A; par M. J. Blanchard 194

Solution du problème 102 (p.37O) sur le quadrilatère inscrit; par M. Mention. 654
Solution du problème 98 (p. 363) sur le nombre des diagonales d'un po-

lyèdre; par M. Henri Binder 656

XX. Algèbre supérieure.

(Question 32, t III, p. 4o.) Comment se fait-il que | / ï + # _j_ [/i—x~**i
ne peut avoir ni racines réelles ni racines imaginaires; par M. Gilain. . . 520

Noie de M. Terquem 524

XXX. Géométrie analytique à trois dimensions

Question 91, t. IV, p. 55.) Si le côté AB du triangle ABC s'appuie constam-
ment sur les côtés de Tangle MON, et si le plan du triangle fait constam-
ment le même angle avec le plan MON, le point C décrit dans Tespace une
ellipse dans laquelle la somme algébrique des demi-axes est égale au dia-
mètre du cercle circonscrit au triangle CAB; par M. H. Faure 186

Solution du même problème; par M. Terquem 191

QUESTIONS D'EXAMEN.

I. Géométrie analytique à deux dimensions.

Couper un triangle par une droite, de manière que les deux parties de ce
triangle soient entre elles dans un rapport donné, et qu'elles aient leurs
centres de gravité sur une même perpendiculaire à la sécante. On résou-
dra ce problème : i« lorsque les deux côtés coupés sont égaux, et en par-
ticulier quand le triangle est équilatéral; 2° lorsque les trois côtés du
triangle sont inégaux

[Concours général, 1833], par M. Catalan (prix d'honneur des sciences) . . . 214
Étant donné un cercle et un point dans son intérieur, on suppose que sur

chacun des diamètres de ce cercle on décrive une ellipse qui ait ce diamè-
tre pour grand axe, et qui passe par le point donné : on demande , 1» Té-
quation générale de ces ellipses, 2° le lieu géométrique de leurs foyers,
3° le lieu géométrique des extrémités de leurs petits axes.

[Concours général, 1845], par M. Coullard-Descos (prix d'honneur des
sciences) 433

Propriétés de coniques ayant des coefficients variables, ou étant biconfo-
cales; par M. Terquem 557

Théorie des points associés dans l'ellipse, et théorème de Fagnano, par
M. 0. Lebesgue 573

Lieu des milieux des cordes égales inscrites dans une conique ; par M. Ter-
quem 590

Théorie des équations polaires; par M. Midy 597

XI. Géométrie descriptive.
Réduire à l'horizon Tangle de deux droites; par M.Eudes 360
On donne la projection horizontale d'une droite et Tangle que cette droite

fait avec un plan donné : trouver sa projection verticale; par M. Beck. . . 585
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I I I . Statique et mécanique.
Pag.

Note sur les unités en mécanique; par M. Terquem 552
Énoncé des questions proposées au concours général 1845 369
Énoncés des compositions écrites des examens de l'école polytechnique de

Paris, Lyon , La flèche 508

SOLUTIONS DES QUESTIONS PROPOSÉES.

A l'agrégation 1842 (analyse) ; par M. A. Farcy 285
A l'agrégation 1843 (analyse) ; par M. Deladeréere 313
A l'agrégation 1844 (analyse); par M. Deladeréere. . . . . 230
A l'agrégation 1844 (mécanique); par M. Vignal 112
A l'agrégation 1844 (analyse); par M. E. Jubé 510
A l'agrégation 1845 (analyse) ; par M. Deladeréere. • . 577
Énoncés des questions, argumentations et leçons de l'agrégation 1845. 461 et 575

PROBLÈMES A RÉSOUDRE ET THÉORÈMES A DÉMONTRER.

Sur le triangle, le tétraèdre,l'ellipse et l'ellipsoïde; proposés par M. E. Bras-
sine 130

Sur la théorie des équations et les coniques; proposés par M. Lebesgue. . . . 271
Sur les réseaux polygonaux et les polyèdres proposés par MM. Cauchy et

Euler 367
Sur la division du plan par des droites, et de l'espace par des sphères; sur

les polygones sphériques; proposés par M. Steiner 491, 587
Proposés par les rédacteurs 55, 259, 368, 370, 5i6et 560

ANNONCES ET ANALYSES.

Bulletin polytechnique, M. A. Blum 56
Éclairage au gaz , M. Robert d'Hurcourt 56
Division abrégée, M. Guy 208
Analyse transcendante de M. E. Lamarle 365
Géométrie analytique de M. Lenthéric 366
Arithmétique de M. Lenthéric 456
Trigonométrie de MM. Delisle et Gérono 460
Calcul des résidus de M. B. Tortolini 460
Des quantités imaginaires de M. Faure 616
Biographie de Legendre 54ti
Biographie de Lidonne 55i
Lettres relatives aux examens de Strasbourg en 1845 584
Dans les tables de Callet, le logarithme naturel de 1099 est fautif 381
Noie sur un triple emploi 72
Problème de combinaison. Erratum 567

ERRATA.

TOME I. (Troisième supplément.)

Page 392, ligne 3, en descendant, SM'M"M"', lisez .• 0M'M"Mr".
Page 5o2, ligne 11, en descendant, constants, lisez • restants.

TOME II. (Second supplément.)
Page 28, ligne 12, en remontant, L2, liiez : L.
Page 267, ligne 7, en descendant, Ap + I , lisez : A p + a .
Page 42&, ligne 6, en descendant, sin̂ <|>, lisez : sinJ<pf.
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Page 4'̂ /» l ign c Io> en descendant, cos^f, lisez ••
Page 439, ligne 3, en remontant, B, lisez •• Je.
Page 533, ligne 12, en remontant, Amyot, Usée .• Amiot.
Page 549> ligne 3, en descendant, il nous permettra d'obtenir,

lisez : nous obtenons.
Page 549, ligne 5, en descendant, le plus grand possible, Usez t

des axes quelconques.
Page 549, ligne 10, en descendant, ( * ' , y , s'), lisez : (x1./).

bc hc
Page 549, ligne 8, en remontant, — lisez : —.

Page 55o, ligne 6, en descendant, ces, Usez .• les.
Page 55o, ligne 12, en remontant. H, lisez : M.
Page 556, ligne dernière , une racine réelle, lisez : m racine»

réelles.
TOME III. (Supplément.)

Page 188, ligne 4» e n descendant, m, lisez .• màlb'*.
Page 188, ligne 6, en descendant, c, lisez : e.
Page 596, ligne 2, en descendant, IO, Usez : TO.
Page 610, ligne 9, en descendant, lien, lisez : lieu.

TOME IV.
Page 76, ligne 6, en remontant, fournir, lisez .• former.
Page 79, ligne 5, en descendant, W, lisez .• dans «fif.
Page 79, ligne 5, en descendant, (/2), lisez : (<J')
Page 79, ligne 7, en descendant, de 2, lisez .- des.
Page 79, ligne 6, en remontant, am, lisez •• a.
Page 184, \Égne 4» e n descendant, m — 2, ajoutez •• points.
Page i85, ligne i5, en descendant, algébriques, Usez : syrné*

triques.
Page 265, ligne 2, en descendant, if du1, lisez : 2fdu.
Page 265, ligne 8, en remontant, m, lisez : —m.
Page 26Ô, ligne 4» e n remontant, remplacez téquation par celle ci.1

u*t* (pu + qt —pq)7 =c(iu — q) {it —p) (ipu -f iqt — pq)
Page 3oo, ligne 3, en remontant, dn, lisez : du.
Page 357, ligne 8, en descendant, F, F, lisez : F, F'
Page 368, ligne i3, en descendant, + A, lisez . —A.

3 y

Page 38i, ligne 6, en remontant, **y A—|/r> , lisez •

Page 382, ligne 7, en remontant , et ̂  A — ^ B , lisez :

Page 490* ligne 7, en remontant it—psin^., lisez : (it-p)siny.
Page 588, ligne 4> e n descendant, angles, /w« : triangles.
Page 588, ligne 9, en remontant, faisceau, Usez .- fuseau.
Page 588, ligne 3> en remontant, ABC, lisez : A+ B4-C.
Page 5$9, ligne 2, en descendant, faisceau, lisez : fuseau.
Page 58Q, ligne 7, en remontant, sommet, lisez : lieu du sommet.
Page 59J, ligne 5, en descendant, c, lisez : p.
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