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QUESTIONS
SUR LES MAXIMA ET LES MINIMA,

PAR M. OSSIAN BONNET,

Suite,
Iv.
Pe. Trourer dans la parabole la normale qua intercepie

le plus pelite aire,
Sol. Soit 37— 2p > Péquation de la parabnle donnée. Dési-
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gnons par — m la tangente de angle que la normale cher-
chée fait avec Yaxe des x; Péquation de cette normale

sera ¥y =—nmx - !; (m® - 2m) S

ct les points ou elle rencontre rectangulairement et oblique-
ment la courbe auront respectivement pour coordonnées

2 2 \
,_pm - w_ P (m -+2 w___m 2
1'——27.7’—]7’"‘,‘”—2( " y Y =—p m

H
on en déduit aisément laire interceptée par la normale

.opnd ptme pi 28 p(mi+2)/p (mi42) m’
g™ _}J’T_{f’ L P =LY,

3 3mas 2m \2 m’ 9
ou en simplifiant

2 ,mr 41N\ 2 . i1\ 3
S“§p< m >—-3P- ’

1
(m*)2

Maintenant, d’aprés le théoréme du § I, l¢ minimum de
celte aire aura lieu quand

m'~4-1=2m*, doa m==1.

Ainsi la normale cherchée fait un angle de 45° avec Vaxe
des x ; pour celte normale, on a

: 9 , 16
x’:%, y'==xp, x”:?]), y'=3p, S= Ep’, etc.

Si on calcule la portion de la normale comprise dans fa
courbe et le rayon de courbure correspondant au point
z', ¥, on trouve successivement

7= 4p\/§, o =2pl2;
ce qui fait voir que la partic de la normale comprise dans
la courbe est divisée en deux parties ¢gales par son point de

rencontre avec la développée; on verrait aassi sans peine
qu~ si, par ce point de rencontre, on méne une paralicle i
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Vaxe des x, on divise I'aire interceptée par la normale en
deux parties ¢gales, etc.

V.

Pr. Trouver dans Uellipse la normale qui infercepte la
plus grande et par conséquent la plus petite aire.

Sab. Soit y* 4 b2 =1 Yéquation de Y'ellipse proposée
{nous faisons pour simplifier 2 =1 ), et m la tangente de
Yangle que la normale cherchée fait avec laxe des x,
I'é¢quation de cette normale sera

c'm
— e 9
V1 +0'nm?
et les points ou elle rencontre rectangulairement et oblique-
ment la courbe auront respectivement pour coordonuces

1 U’m

= —_— Y =
Vidon? V1 + b'm? ’
A —20"Ym*— b - (2— bj:]:m") {)’rli_

- (m* -4 b’)Vi +0'm? ’ (m® -+ 0%) V1 + 0’m’

y=mx—

X

"

D’ailleurs Paire interceptée par la normale

-.(11) x x" [)’-T’ ! 1"
S ::—)—-i[fﬁy’dx’——fo y'dx"— 0_}’ —'—}:—)—(czx'—.r")‘l.

Pour que cette aire soit maximum ou minimum, il faut que
sa différenticlle soit nulle ce qui donne
'dx'—2y"dx’'—0a'dy' —b’y' dx'—crx' dy"+
+ Z'dy"—c’y"dx'4-y"dx"= 0,

ou
yl[lxl__ x’dyl + xhdyll __ylldx” +
+ c(y'dx+ x'dy'—x' dy"— y'dx'y= 0,
ou

[ "
—atd L amd. Lo ooy =y =0,
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d’ou, en vertu des valeurs de x', y', 2", »" écrites ci-dessus
1 (20— ymi2m’(—b' 1)1 2—b)

R + (m* 0 (14-b"m?)

2¢° b mS—(0* =30 ) mi- (V=36 ) —b" o
—= (140" (146" m?) -
d’ou mé~4mé—m*—1 = 0.

Celle équation donne == 1 pour valeurs admissibles de n:.
Cela nous montre que dans lellipse comme dans la para-

bole la normale qui intercepte la plus petite aire fait un

angle de 45° avec I'axe des o ; pour cette normale on a

1 b
x' = , etc.,

= —— Y
V14 Vit
la valeur de S n’offre rien de remarquable. Si on calcule la
portion de la normale comprise dans la courbe et le rayon
de courbure correspondant au point X, »', on trouve la

portion de la normale double du rayon de courbure; ce qui
moutre que la portion de la normale comprise dans la cour-
bure cst divisée en deux parties égales par son point de
renconire avee la développée, etc.

VI.

Pr. Déterminer dans la parabole la normale qui infer-
cepte le plus petit arc.

Sol. Soit y*=2px Dléquation de la parabole. Considé-
rons une de ses normales, et soient x', y'; x", —y”, les
coordonnées des points ou clle rencontre rectangulairement
et obliquement la courbe. Soit enfin S I'arc intercepté sur la
courbe , nous aurons

’

2 ! 12 J ,
yl - 2[)1': yl ______2pxu, ‘yl_,_yH:__; (-Z"—-Z"),

y' _—') y” S
pS = f VP Ay + f , Viitmdy'.
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Des deux premiéres équations on tire

yi—y

L =7

2p

’
ct portant dans la troisieme
2p’=y'(y"—0) )
Maintenant pour que S soit minimum, il faut que sa diffé-

renticlle soit nulle, ce qui Jonne

Vi +o"dy + Vo dy'=0, (@)
mais de I'équation (1) on tire
0 =dy'(y"—y)-Fy'dy"—dy'), dou dy'=-"———
poricat dans (2) et supprimant dy", il vient

.}" V‘}’“—}-[-)z + (le_yll) \/P't+yl!2 =0,
¢liminant »” entre cette ¢équation ct Iéquation (1), on
trouve

Yt —pyt—lpt=0,

La valeur de S n'offre rien de remarquable. Si on calcule la
portion de la normale comprise dans la courbe et le rayon
de¢ courbure correspondant au point %', y/, on trouve suc-
cessivement

T \/? 7 7
O—EP 3 P=§P\/ 3

ce qui montre que la portion de la normale comprise dans la
courbe est divisée par son point de reacontre avec la déve-
loppée dans le rapport de 2 a 1, etc.
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VII

Pr. Déterminer dans Uellipse la normale @ laquelle corres-
pond le plus petit arc.

Sol. Soit toujours y°+b’x*= b* Yéquation de Decllipse
donnée, et m la tangentc de l'angle que la normale cher-
chée fait avec I'axe des ., de sorte que

c’m
y=my——————
1+0'm’
soit 'équation de cette normale, et
i O’m

1) = —, Y=
Visomw ’ V1 +b’m.’,
1 —20")ym* —0* R—0"+m"Yo'm

— Y =— p—
(m* 0% Vit vt (m’°+0") V4t b

les coordonndes des points ou clle rencontre rectangulaire-

x” = {/—

ment et obliquement la courbe; nous devons avoir
-ZJ - .Z'” e

f Vdz"vdy" + f . V dz" x dy™ =max.oumin.,
)

ce qui exige que la différentielle du premicr membre soit
nulle, ou que
‘/ dx'? + d_}‘“ + ‘/ dx'" + d_}’m —0 ,
d’ou dx? +d3"* —_ le//9+dy:,g )
dou (dx'+dx") (dx' —dz")+ (dy' +dy") (dy' —dy")=0,

ou  d(z'+a") diz — 2+ d(y +y") dly —y") =0,
substitnant a x'+ 2", 2’ — 2", ¥'+y", ¥'—5" les valeurs
que Yon déduit des équations (1), on trouve sans difliculté
(= ms—2m’) (Dm0 (3—0")m? + bt — 20* 4-2)
+ @D mt+ m? —1?) % (204 —20" +1)m* + (30* — 1)m*+ b’ % =0,
ou cen simplifiant ¢t posant m* =u
U’ ud + 02 (40t — 60" +5)u + (0" + 60— 80° + 31’ —
— (30°— 8%+ 60" + 1)1’ — (30 —60" +- Byu—hi=0
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Cette cquation admet pour racinc —1 , supprimant cette ra-
cine, qui est évidemment étrangére, il vient
0l + 201 (20* — 30 4 2)ud — 3(0° — &b* + 4b* — 1) —

—2(2b% —30* 4+ 2Qu—bt=0,

¢quation du quatriéme degré qu’il ne me parait pas facile de

résoudre. On peut reconnaitre pourtant qu’elle n’a qu'une

racine réelle positive, que cette racine n’est ni entiére ni

fractionnaire, et qu’enfin elle ne correspond pas comme

Vindiquerait I'analogie de la parabole, ala normale dont la

partic intérieure a la courbe est divisée par le point de con-

tact avec la développée dans le rapport de 2 a 3.

VIIIL

Pr. Parmi tous les triangles de méme périmétre et de méme
surface , trouver celur dans lequel la distance entre les centres
de gravité du périmétre et de la surface est maximum , et celul
dans lequel la méme distance est minimum.

Sol. Svient a, b, c les trois cotés du triangle cherché ; ap-
pelons =, v, et X/, ' les coordonnées respectives des centres
de gravité de la surface et du périmétre de ce triangle, prises
par rapport a deux de ses cotés a et ¥, par exemple,, que nous
supposerons faisant entre eux un angle 6.

11 s’agira de trouver 2 , b, ¢ de manicre que
1) d=(r—2+(y—y)+2x—2) (y—y') cosh
soit maximum ou minimum, sachant que ces variables véri-
fient les conditions

(2) at+bt+c=2p, p(p—a) (p—b)(p—c)=¥F,
a>0, b>0, ¢c>0, a<b+ec, b<la+c, c<a+b,
oules constantes 2p ¢t S, qui représentent respectivement le
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périmétre et 1a surface du triangle cherché, sont supposées

telles que 275* f p*; afin que ce triangle soit possible.

On déduit aisément du principe des mements

_a _b " ala+ c) Y= bb+c)
T Y=y TG b o) Ya+b+o)
substituant ces valeurs dans 1’égalité (1), il vient, en se rap-
lant que co. e_a’+b’-——c’
pelant q §0=—F—r

(3) 1ihp’S’ =&’ 20— a—c) + 0'(2a —b—c) +
4+ (2b—a—c) (2a—b—c) (@’ + 0" — )
=a’(20 —a—c) (b+a—2)+
+6@2c—a—0b) (b+c—2a)+ c*Ra—b—c) (a+c —20),

posons
2 2 2
(4) a=§p+x b=§p+y, c::gp-i-z,

les ¢équations de condition (2)  remplaceront par

—S?_ 4
0) x+y+:=0, plry+xzs+yz)—3xyz= —‘—gp—P =—34,

2 2
Jc>——p,y> Z>—§p
1
$<§Pa J’<§Pa z<—3p,

ct 'equation (3) deviendra
WWdp’ ' = —(2p+3x) yz— (2p+ 3y) zx —(2p+3z) xy =
= —4p*(xy + Xz +y2) — 36pxy2,
d’on
36pA’ = — p(xy + x5+y2) — Ixy3,
d’ou, en ajoutant la seconde des équations (5), maultipliée
par 3,
36pA* + 9k = — hp(xy + 23 +y3).
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Cela nous fait voir que les valeurs maximum ou minimum
de a* ¢t de — (xy + xz+yz) ont lieu en méme temps. Ainsi
considérons la fonction — (xy + xz +yz). Posons
(6) — (xy+xztys)=3m’,
ce qui donne, d’aprés la seconde des équations (5) ,

xyz=k'—pm’;
I'équation dont les racines sont 2, y, z scra
(7) W— 3mPu+pm’ —k*=0,
ct comme d’aprés les six dernicres des conditions (5) x, y, =
doivent étre compris entre — 25; P etg , I'équation (7) devra
avoir ses racines rcéelles et toutes les trois comprises entre

2 p . . s
=3P el 4 Cxprimons que cela a licu, ct nous connaitrons

Ies limites de .
A cet effet, j’applique le théoréme de M. Sturm a V'équa-
tion dont il s’agit, je trouve pour la suite
U = ws—3m’u 4 pm* — k-,
U
U, = 2m’u — pm* - k3,

2

U, = 4dm*— (pm* — k3 ;

P 2
=uw—m,

1

je fais maintenant dans cette suite successivement

2pn )
u:——L zt:l—

3 >

. 2p
ce qui me donne pour x = — 3

8p? . ip 7
— _)17 +3pm*—k3, %—m‘, —3 PR, Bmt—( pin—R3Y?
P
our u—=—:
v 3
)3 ) )7 1
!)7 — &, 19— — -—gpm," Ay hmt— (pie ko)



La premiére suite ne doit présenter que des variations , et
la seconde que des permanences; j’ai donc

) 8p3 ip* ,
3pm* < K+ % , mt << —gL, g pmt >k

vl
.32 P 1 2 3
b — (pr— B3 >0, m* <L 90 3bm < A5,
p3
Je n écris pas la relation - — k3> 0 qui esl, on le voit
24
aisément , une identité.
La scconde inégalité est inutile a cause de Pavant-dernicre;
la premi¢re ct Pavant-derniére sont c¢galement inutiles a

cause de la derniére; on peut donc ne considérer que les
trois inégalités

343 373
m > Admt—(pm’'—B)}>0, m<—. (8
7p ) p 7 p ( )

la seconde de ces derniéres peut sc metire sous une autre
forme, clle revient d’abord a
(2m3 — pm® 4 ) 2 pm’— k) > 0,
ct puis a
(m* — &) (m2* — %) (" — ")y >0, 9)
en appelant «, o, o", les racines de I'équation
am? — pm* 4 k3 =0.

Je fais remarquer, maintenant , que les racines =, ', «',
sont toutes trois réelles, que deux sont positives ¢t unc
négative, et qu'enfin la racine négative est en valeur ab-
solue la plus petite des trois. En effet si I'on substitue a m
dans 2m* — pm’--£3, successivement — o, 0, -‘;z , @, on ne
trouve quc desgariations ; cela fait voir déja que les trois
racines sont réelles et qu'ily en a deux positives et une né-

ANN. bLs MATHLMA L I Y



gative; puis si o” est la racine négative, le troisiéme terme
manquant dans Péquation, on a

’
Sata)tad =0, ou —d'=—r

d’ou
__au___a=_a___*__;” et —a”—a’z—m.

Ce qui fait voir que « et o’ sont plus grandes que la valeur
absoluc de o'

Cela ¢tant, si nous supposons o’ > o'?> 4, Iinéga-
lité (9) revient a Vinégalité

m’> o, (10)

ou aux deux inégalités

m*<ld', m>d". (11)

3

L’inégalité (10) est inadmissible, car »2* doit étre < §A~ cn
P

. T 3k* o

vertu de la troisitme des inégalités (8) et — est < o*, ainsi
p
quon le reconnmait en substituant \/ > a m dans
2m3 — pm’ - k* ; nous ne devons donc prendre que les deux
inégalités (11). Je dis maintenant qu’a cause de ces deux der-
ni¢res inégalités la premiére et la troisiéme des inégalités (8)
sont inutiles ; en cffet si Pon substitue a m dans 2m*—pm*+&*
successivement — \/ —et \/ —, on trouve d’abord
P P

un résaltat positif et puis un résultat négatif. Cela prouve

que — \/—— est > o, et que \/—— est>a', oubien

que —;est < a" et que —P— est>o*, donc, etc. Ainsinous

n’avons , en définitive , qu’a satisfairc audenx inégalités

<o, >
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Nous en conclurons que m’ = o« est la plus petile valeur dc
m’ et que m” = d” cst la plus grande. Pour chacune de ces
valeurs de »2* 'équation (7) admet deux racines égales, donc
pour les valeurs maximum et minimum de 2* ou de A, deux
des trois quantités = , y, z, et par conséquent deux des trois
quantités @, b, ¢, sont égales, ainsi les triangles cherchés
sontdes triangles isocéles ; de plus comme dansle casde x =y,
on a x’ = m* en vertu de I'équation (6) et de la premicre
des relations (5), on voit que le triangle isocéle pour lequel
A est maximum, est celui qui a le plus grand coté double, et
que le triangle isocéle pour lequel A est minimum est celui
qui a le plus petit coté double. (La fin prochainement.)



